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Blatt 9: Homologieaxiome, Mayer-Vietoris Sequenz, relative
Homologiegruppen

1. MAYER-VIETORIS SEQUENZ

Ü 1.1. Sei K ein Simplizialkomplex und seien A,B⊂K Teilkomplexe sodass K = A∪B.
Zeigen Sie, dass es eine exakte Sequenz gibt:

. . . // Hn(A∩B) // Hn(A)⊕Hn(B) //// Hn(K) // Hn−1(A∩B) // . . .

Die Sequenz heißt Mayer–Vietoris–Sequenz (MVS).
Berechnen Sie mit der MVS die Homologiegruppen der Sphären (mit beliebi-

ger Triangulierung).
Ü 1.2. Berechnen Sie mit der MVS die Homologiegruppen der kompakten Flächen (mit

und ohne Rand)
S 1.3. Seien p, p′ ∈ R zwei disjunkte Punkte und X = {p1, p2}. Berechnen Sie die Ho-

mologiegruppen und reduzierten Homologiegruppen von X und der Einhängung
ΣX .

Seien K und L Simplizialkomplexe, f : K→ L eine simpliziale Abbildung und
Σ f : ΣK → ΣL die Einhängung von f . Zeigen Sie, dass H̃∗(ΣK) ∼= SH̃∗(K) und
H̃∗(Σ f )∼= SH̃∗( f ) wobei S der Shift-Funktor ist, i.e. SH̃n(K) = H̃n−1(K).

1.4. Sei f : Sn→ Sn. Zeigen Sie, dass ΣSn = Sn+1 und dass deg(Σf) = deg(f), wobei
deg(f) den Abbildungsgrad von f bezeichne.

2. HOMOLOGIEAXIOME

Ü 2.1. Berechnen Sie nur unter Verwendung der Eilenberg–Steenrod–Axiome (für die
simpliziale Homologie) die Homologiegruppen der Sphären (beliebig triangu-
liert).

S 2.2. Berechnen Sie nur unter Verwendung der Eilenberg–Steenrod–Axiome die Ho-
mologie der Einhängung ΣX eines Simplizialkomplexes K.

3. RELATIVE HOMOLOGIEGRUPPEN

Ü 3.1. Seien K ein Simplizialkomplex und L ein Teilkomplex. Zeigen Sie, dass H0(K,L)
eine freie Abelsche Gruppe ist vom Rang genau der Anzahl der Komponenten
von K, die L nicht trifft.

3.2. Sei CK der Kegel über L. Zeigen Sie, dass in der langen exakten Homologiese-
quenz von (CK,K) der Randoperator ∂∗ : Hq(CK,K)→ Hq−1(K) für q > 1 ein
Isomorphismus ist. Gilt dies auch für q = 1?
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