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Blatt 7: Homologische Algebra

1. FONFER-LEMMA

S 1.1. Vervollstindigen Sie den Beweis den Fiinfer-Lemmas aus der Vorlesung, i.e. zei-
gen Sie, dass wenn das Diagramm

A B C D E
R S &
A B (o4 D’ E’'

kommutativ ist mit exakten Zeilen, 8 und 6 surjektiv sind und € injektiv ist, dann
ist ¥ surjektiv.

U 1.2. Geben Sie ein Beispiel iiber dem Ring Z an, das zeigt, dass der oben angegebene
Teilfall des Fiinfer-Lemma nicht gilt, wenn € nicht injektiv ist.

2. SCHLANGENLEMMA

Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm von R-Moduln mit exakten Zeilen:

Ao

l, I, I

0—— A 2 p c'

U 2.1. Zeigen Sie, dass fiir die Sequenz

Ker o LN Ker 3 Kery Coker o — Coker 8 SLLEN Cokery
aus dem Schlangenlemma gilt:

(a) Die Sequenz ist exakt an der Stelle coker «.

(b) Ist O injektiv und ist ¢’ surjektiv, so ist auch 6, injektiv und ¢ surjektiv.

3. LANGE EXAKTE HOMOLOGIESEQUENZ

S 3.1. Gegeben sei die kurze exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 A B C 0
wobei die zu A, B und C gehorenden Randhomomorphismen jeweils ¢, B; bzw.
¥; seien.

(a) Benutzen Sie das Schlangenlemma und Eigenschaften von Kettenkomple-
xen, um zu zeigen, dass es Abbildungen €; : Cokerg, | — Kerg,_ fir € €
{a,B,7} gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert und die Zeilen
exakt sind:

6. X
Coker o, 11 — Coker 3,11 %, Coker Yor1 —— 0
6 A
0—— Kera,_.1 —— Ker 3,1 —— Kery,_;

(b) Benutzen Sie dies, um die Existenz der langen exakten Homologiesequenz
zu beweisen.
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U 3.2. Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm von Kettenkomplexen

A// 5 A N Al

L]

B'——B—— P

L1

C// 3 C 3 C/
wobei die Spalten und Zeilen jeweils kurze exakte Sequenzen von Kettenkom-
plexen seien. Zeigen Sie, dass man Diagramme von der Form

7)
H,1(C') —— H,(C")

la/ J{a//
g,
Hy(A") —== H,_{(A")
erhilt, wobei das Diagramm anti-kommutativ ist, es gilt also 0" dc + dsd’ = 0.
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