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Blatt 5: Faserbiindel

1. GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN

U 1.1. Die folgenden Ubungen dienen zum Verstindnis der Definitionen:

(a) Fir jedes lokal triviale Biindel F — E 2, B ist p eine offene Abbildung.
Somit vermittelt p: E — B die Identifizierungstopologie von E auf B.

(b) Genau dann ist E hausdorffsch, wenn Basis B und Faser F' es sind.

(c) Genau dann ist E kompakt, wenn Basis B und Faser F es sind.

(d) Istein Biindel p: E — B lokal trivial, so sind iiber jeder hinreichend kleinen
Umgebung von x € B homéomorph zu p~!(x). Uber jedem zusammenhéin-
genden Teilraum Z C B sind daher die Fasern untereinander homdomorph.

(e) Sind alle Fasern eines lokal trivialen Biindels p: E — B untereinander ho-
moomorph, und somit zu einer typischen Faser F, so ist p ein Faserbiindel.

(f) Sind p; und p; lokal trivial, so auch p; U p;: E{UE; — B UB;. Sind zudem
p1 und p, Faserbiindel mit derselben Faser F, so auch p; LI p;.

(g) Sind zwei Biindel p;: Ey — By und p;: E; — Bj trivial (bzw. lokal trivial),
so auch ihr Produkt p; X p>: E1 X E{ — B; X B». Sind p; und p; Faserbiindel
mit Faser F; bzw. F,, dann ist p; X p; ein Faserbiindel mit Faser F| X F.

(h) Sind p: E; — B und p;: E; — B Faserbiindel iiber demselben Basisraum
B, dann setzen wir E = { (x1,x2) € E| X E3 | p1(x1) = pa(x2) } und erhalten
ein Faserbiindel p = p; ® p2: E — B mit p(x1,x2) = p1(x1) = pa(x2).

2. GETWISTETE PRODUKTE

Sei F ein topologischer Raum und o : F — F ein Homdomorphismus. Wir definie-
ren S! xo F := (R x F) /. durch die Identifikation (x,y) ~ (x+ 1, f(y)). Hierauf ist die
Abbildung p: S! xo F — S mit p(x,y) = >™* wohldefiniert und stetig. Wir nennen
p: S o F — S! das a—getwistete Produkt iiber S'.

U 2.1. (a) Die Abbildung p: S! xq F — S! ist ein Faserbiindel mit Faser F.
(b) Fir F = [—1,+1] und a = idf erhilt man den Zylinder.
(c) Fir F = [—1,+1] und ¢ = —id erhilt man das Mobiusband.
(d) Fir F = S' und o = idr erhilt man den Torus.
(e) Fiir F = S! und o = —id erhilt man die Kleinsche Flasche.

S 2.2. Jedes Faserbiindel iiber S! ist von der Form p: S! x4 F — S!.

Allgemein darf man sich ein Faserbiindel F — E — B als ein irgendwie getwistetes
Produkt E = B x F vorstellen. Der Twist kann hierbei jedoch sehr viel komplizierter
ausfallen, als das einfachste Beispiel B = S! erahnen lisst.

3. PROJEKTIVE RAUME

3.1. Die Konstruktion des reell-projektiven Raumes definiert ein Faserbiindel {+1} —
S" — RP". (Dies ist eine zweiblttrige Uberlagerung.)
S 3.2. Die Konstruktion des komplex-projektiven Raumes definiert ein Faserbiindel S' —
S?+1 _ CP". Zeigen Sie, dass man fiir n = 1 die Hopf-Faserung S' — S* — §?
erhalt.
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3.3. Fiir K = R oder C betrachten wir E = { ([x],y) € KP" x K*"! | y € Kx } zusam-
men mit der Projektion p: E — KP", p([x],y) = [x]. Dies ist ein Faserbiindel,
genannt das tautologische Biindel tiber KP".

3.4. Welche Informationen liefert die lange exakte Homotopiesequenz dieser Biindel?

4. TANGENTIALBUNDEL UBER SPHAREN

U4.1. (a) Zeigen Sie, dass iiber jeder Sphire S” das Tangentialbiindel
TS"={ (x,v) e R"™ xS" | (x,v) =0 }

mit p: TS" — §", p(x,v) = x, ein Faserbiindel ist. Fiir gerades n sagt Thnen
der Satz vom Igel, dass dieses Biindel nicht-trivial ist: Warum?
(b) Neben dem Tangentialbiindel betrachten wir das Normalenbiindel

NS”z{(x,w)G]R”HxS"}WGRx}

mit g: NS" — §", g(x,w) = x. Zeigen Sie, dass auch g ein Faserbiindel ist.
Ist es trivial? Zeigen Sie, dass die Summe p & g ein triviales Biindel ist.
(c) Zum Tangentialbiindel betrachten wir das zugehorige Sphérenbiindel

T's" = {(x,v)eTS"| =1}
Man zeige, dass auch dies ein Faserbiindel iiber S" ist. Was erhalten wir im
Fallen =22 Ist T'S? 22 S3 und p: T'S? — S? isomorph zur Hopf-Faserung?
(d) Die Gruppe SO(3) operiert auf S? und induziert ein Faserbiindel SO(3) — S?
mit Faser S!. Die zweifache Uberlagerung liefert die Hopf-Faserung.
4.2. Wir betrachten Rotationen im R"*!. Die Operation von SO(n+ 1) auf " c R"**!

induziert ein Faserbiindel mit Faser SO(n). Welche Informationen iiber die Grup-
pen SO(n) liefert die lange exakte Homotopiesequenz dieser Biindel?

5. KONFIGURATIONSRAUME

U 5.1. Sei X eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit der Dimension d > 2.
(a) Der Raum X ist lokal homogen, das heifit, jeder Punkt x € X besitzt beliebig
kleine offene Umgebungen U mit folgender Eigenschaft: Zu jedem Punkt
y € U existiert ein Hombomorphismus /: X = X mit A(x) =y und h|x.y =
idy.py. (Man gebe U und h moglichst explizit an, zum Beispiel U C RY
kompakt konvex und /4 sternférmig.)
(b) Zu n € N> betrachten wir den Konfigurationsraum

X):={(x1,...,00) €X" | xi #xjfiiralle i # j }
bestehend aus allen Konfigurationen von n verschiedenen Punkte aus X.
Dann existiert eine Homotopie H: C,(X) x [0,1] — C,(X) mit Hy = id und
H)(a) = b, wobei jedes H; ein Homdomorphismus ist. (Das heilit, H ist eine
Isotopie).

(¢) Fiir 1 <m < ndefinieren wir p: C,(X) — Cn(X) mit p(xp,...,X0) = (X1, ,%m)-

Man zeige, dass p ein Faserbiindel ist mit Faser C,,—p, (X ~ {x1,...,xn}).

(d) Es gilt C;(R?) = R? und C5(R?) = R? x S x R. Was liefert die lange exakte
Homotopiesequenz der Biindel p: C, X) — C,1(X) fiirn=2,3,4,...7

(e) Ist die universelle Uberlagerung von C,(X) zusammenziehbar?
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