Prof. M. Eisermann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 3. September 2012

Klausur zur HM3 (vertieft) fiir LRT und MaWi

Aufgabe 1. Bitte fiillen Sie folgendes aus! (1 Punkt)

Name: Matrikelnummer:

Vorname: Fachrichtung:

Bitte beachten Sie folgende Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten
e Erlaubte Hilfsmittel: 10 Seiten DIN A4 eigenhandgeschrieben

e Mobiltelefone und dhnliche Gerite miissen wiahrend der gesamten Klausur komplett

ausgeschaltet bleiben und so verstaut sein, dass sie nicht sichtbar sind.

e Bei allen Aufgaben sind begriindete Antworten verlangt.

Sie konnen diese direkt auf das Aufgabenblatt schreiben.

e Die Aufgaben sind nach Themen gruppiert. Die Notenskala wird so berechnet, dass Sie

eine Aufgabe als optional betrachten (und eventuell weglassen) konnen.

e Die Aufgaben sind untereinander unabhéngig. Innerhalb einer Aufgabe sind die Fragen

oft voneinander unabhéngig. (Tipp: Verbeiflen Sie sich nicht zu lange in eine Frage.)
e Bearbeitungen mit Bleistift oder Rotstift sind nicht zuléssig.

e Den unteren Teil dieses Deckblattes bitte fiir Korrekturvermerke freilassen.

VIEL ERFOLG!

Aufgabe || 1 2 3 4 5 6 7 Gesamt

Punkte /1 /12 /10 /12 /10 /12 /10 /67
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Niitzliche Werte

Tabelle der Exponentialfunktion e = >, 2*/k! fiir ausgewéihlte Werte von x:

x (01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 1.1 12 13 14 15 16 1.7 18 19 2.0

e” |1.11 1.22 1.35 1.49 1.65 1.82 2.01 2.23 2.46 2.72 3.00 3.32 3.67 4.06 4.48 4.95 5.47 6.05 6.69 7.39

e~*10.90 0.82 0.74 0.67 0.61 0.55 0.50 0.45 0.41 0.37 0.33 0.30 0.27 0.25 0.22 0.20 0.18 0.17 0.15 0.14

Tabelle fiir das Integral [ ¢(t)dt iiber die Normalverteilung ¢(t) = \/%76_9/ 2,

z+0.00 2+40.01 z+40.02 2z+0.03 2+0.04 2+40.05 z+0.06 z+0.07 2+0.08 x40.09
z =0.00.00000 0.00399 0.00798 0.01197 0.01595 0.01994 0.02392 0.02790 0.03188 0.03586
0.1]0.03983 0.04380 0.04776 0.05172 0.05567 0.05962 0.06356 0.06749 0.07142 0.07535
0.210.07926 0.08317 0.08706 0.09095 0.09483 0.09871 0.10257 0.10642 0.11026 0.11409
0.3]0.11791 0.12172 0.12552 0.12930 0.13307 0.13683 0.14058 0.14431 0.14803 0.15173
0.410.15542 0.15910 0.16276 0.16640 0.17003 0.17364 0.17724 0.18082 0.18439 0.18793
0.510.19146 0.19497 0.19847 0.20194 0.20540 0.20884 0.21226 0.21566 0.21904 0.22240
0.6 | 0.22575 0.22907 0.23237 0.23565 0.23891 0.24215 0.24537 0.24857 0.25175 0.25490
0.710.25804 0.26115 0.26424 0.26730 0.27035 0.27337 0.27637 0.27935 0.28230 0.28524
0.8 10.28814 0.29103 0.29389 0.29673 0.29955 0.30234 0.30511 0.30785 0.31057 0.31327
0.910.31594 0.31859 0.32121 0.32381 0.32639 0.32894 0.33147 0.33398 0.33646 0.33891
1.0]0.34134 0.34375 0.34614 0.34849 0.35083 0.35314 0.35543 0.35769 0.35993 0.36214
1.1]0.36433 0.36650 0.36864 0.37076 0.37286 0.37493 0.37698 0.37900 0.38100 0.38298
1.2 0.38493 0.38686 0.38877 0.39065 0.39251 0.39435 0.39617 0.39796 0.39973 0.40147
1.3 0.40320 0.40490 0.40658 0.40824 0.40988 0.41149 0.41308 0.41466 0.41621 0.41774
1.410.41924 0.42073 0.42220 0.42364 0.42507 0.42647 0.42785 0.42922 0.43056 0.43189
1.5 0.43319 0.43448 0.43574 0.43699 0.43822 0.43943 0.44062 0.44179 0.44295 0.44408
1.6 | 0.44520 0.44630 0.44738 0.44845 0.44950 0.45053 0.45154 0.45254 0.45352 0.45449
1.710.45543 0.45637 0.45728 0.45818 0.45907 0.45994 0.46080 0.46164 0.46246 0.46327
1.8 0.46407 0.46485 0.46562 0.46638 0.46712 0.46784 0.46856 0.46926 0.46995 0.47062
1.910.47128 0.47193 0.47257 0.47320 0.47381 0.47441 0.47500 0.47558 0.47615 0.47670
2.0(1047725 047778 0.47831 0.47882 0.47932 0.47982 0.48030 0.48077 0.48124 0.48169
2.1|0.48214 0.48257 0.48300 0.48341 0.48382 0.48422 0.48461 0.48500 0.48537 0.48574
2.20.48610 0.48645 0.48679 0.48713 0.48745 0.48778 0.48809 0.48840 0.48870 0.48899
2.310.48928 0.48956 0.48983 0.49010 0.49036 0.49061 0.49086 0.49111 0.49134 0.49158
2.410.49180 0.49202 0.49224 0.49245 0.49266 0.49286 0.49305 0.49324 0.49343 0.49361
2.5(0.49379 0.49396 0.49413 0.49430 0.49446 0.49461 0.49477 0.49492 0.49506 0.49520
2.6 10.49534 0.49547 0.49560 0.49573 0.49585 0.49598 0.49609 0.49621 0.49632 0.49643
2.710.49653 0.49664 0.49674 0.49683 0.49693 0.49702 0.49711 0.49720 0.49728 0.49736
2.810.49744 0.49752 0.49760 0.49767 0.49774 0.49781 0.49788 0.49795 0.49801 0.49807
2.910.49813 0.49819 0.49825 0.49831 0.49836 0.49841 0.49846 0.49851 0.49856 0.49861
3.0 10.49865 0.49869 0.49874 0.49878 0.49882 0.49886 0.49889 0.49893 0.49896 0.49900

Ablesebeispiele: Fiir # = 1.23 gilt [" ¢(t) dt & 0.39065. Fiir 2 = 2.58 gilt [ ¢(t) dt ~ 0.49506.
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Aufgabe 2. Verstindnisfragen (2+42+2+2+2+2 = 12 Punkte)

Bitte beantworten Sie folgende Fragen mit einer kurzen und iiberzeugenden Begriindung (zum

Beispiel durch Nennung eines Ergebnisses der Vorlesung oder eines geeigneten Gegenbeispiels).

Frage 2A. Seien X,Y : Q — R Zufallsvariablen auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, P). Folgt hieraus Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y)?

Begriindete Antwort: » Nein, wenn die Zufallsvariablen nicht unabhéngig sind, ist die Varianz
im Allgemeinen nicht additiv. » Ein Gegenbeispiel: Fiir P(X = 1) = P(X = —1) = 0.5 gilt
E(X)=0und Var(X) = F(X?) = 1. Fiir X =Y gilt Var(X +Y) = Var(2X) = 4Var(X) = 4.

Frage 2B. Hat jedes Vektorfeld f: R® \ {0} — R® mit rot(f) = 0 ein Potential?

Begriindete Antwort: »» Ja, denn R? \ {0} ist einfach zusammenhiingend. (Die Bedingung

rot(f) = 0 ist notwendig, aber hinreichend erst fiir einfach zusammenhéngende Gebiete.)

Frage 2C. Sei S C R? die Kugeloberfliche und sei f: R* \ {0} — R? ein quellenfreies Vektor-
feld, also div(f) = 0. Folgt hieraus fiir das Flussintegral [, f o dS = 0?

Begriindete Antwort: » Nein. Der Satz von Gaufl ldsst sich hier nicht anwenden, da S kein
kompaktes Gebiet berandet: Es fehlt der Nullpunkt. » Das Gravitationsfeld einer Punktmasse
im Nullpunkt ist ein Gegenbeispiel.
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Frage 2D. Die Differentialgleichung y + (1 — e )y’ = 0 ist nicht exakt. Erlaubt Sie einen

integrierenden Faktor, der nur von x abhéngt?

Begrindete Antwort: »» Ja, e” ist ein solcher Faktor, denn ey + (e* — 1)y’ = 0 ist exakt.

Frage 2E. Fiir welche f: [a,b] X [c,d] — R gilt fb . fyd:c flz,y)dydr = fyd:c f;:a f(z,y)dz dy?

(Gefragt ist ein moglichst allgemeines und vielseitig anwendbares Kriterium.)

Begriindete Antwort: »» Im Allgemeinen sind die Integrale nicht gleich. Ist f jedoch iiber
[a,b] X [c,d] integrierbar, so gilt hier der Satz von Fubini und die Integrale sind gleich. (Es
gibt harmlos scheinende Fille, in denen die Gleichung nicht gilt, siche Vorlesung; Natiirlich
gilt Gleichheit fiir konstante Funktionen, aber das ist zu speziell und daher wenig hilfreich.
Gleichheit gilt auch fiir stetige Funktionen, aber auch das ist oft noch zu einschrinkend, wenn

zum Beispiel Polstellen vorliegen.)

Frage 2F. Sei f: R — R gegeben durch f(z) = e~ 5?2 In welchen Punkten z € R konver-
giert die Fourier—Reihe von f gegen f(x)? Konvergiert sie gleichméBig auf [0, 100]?
Begriindete Antwort: »» Die Funktion f ist stetig differenzierbar. Nach dem Satz von Dirichlet

konvergiert die Fourier-Reihe von f in jedem Punkt gegen die Funktion f. Die Konvergenz ist

hier sogar gleichméfig auf jedem Intervall.
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Aufgabe 3. Differentialgleichungen (10 Punkte)

Losen Sie die Differentialgleichung u”(x) + v/(z) — 6u(x) = 15¢* mit u(0) = 1 und «/(0) = 0.
(Am Ende die Probe nicht vergessen!)

RechnungédProbe:

»» Charakteristisches Polynom: A\ + A — 6 = (A — 2)(\ + 3)

Fundamentalsystem der homogenen Gleichung: u;(z) = ¢* und uy = e3¢

»» Fiir die rechte Seite 15¢2* liegt Resonanz vor.

Ein passender Ansatz ist ug(x) = rze®® mit r € R.

»» Ableiten: u)(x) = re?* + 2rze* und uf(z) = 4re*” + drze®”

Einsetzen: uj(x) + u/(z) — 6u(z) = 5re** = 15¢27, also ug(r) = 3we®.

»» Allgemeine Losung ist u(z) = ug(x) + cyug (z) + cous(z) mit ¢p, ¢ € R.

Geméf der Anfangswerte muss u(0) = ¢; 4+ ¢a = 1 und «'(0) = 3 4 2¢; — 3¢ = 0 gelten.

»» Auflosen liefert ¢; = 0 und ¢y = 1.

Die gesuchte Losung ist also u(z) = 3ze** + =37,

Probe!
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0.1% %1% 21% 1,

Aufgabe 4. Wahrscheinlichkeit (4+4+4 = 12 Punkte) o e e b e e

Frage 4A. Ein Zufallsexperiment mit 20% Trefferwahrscheinlichkeit wird 400 mal unabhéngig
wiederholt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ergibt sich eine Trefferzahl zwischen 60 und 907
(Wahrscheinlichkeit in Prozent auf 1% gerundet, Tabelle zur Normalverteilung auf Seite 2)
Rechnungés Antwort:

»» Erwartungswert p = 400 - % = 80, Varianz o2 = 400 - % . % = 64, Streuung o = 8.

» Zwischen 60 und 90 Treffer bedeutet Abweichung von —2 50 bis 1.250 vom Mittelwert.

» Dank der Symmetrie p(—t) = ¢(t) gilt f o5 p(t)dt = t)dt + fl » t)dt.

Die Tabelle der Normalverteilung liefert P =~ 0.49379 + 0.39435 = 0.88814, also ~ 89%.

Frage 4B. Zu einer Priifung treten drei Typen von Teilnehmern an: 10% sind gut vorbe-
reitet und haben Erfolgswahrscheinlichkeit 100% (Typ A), 50% sind ausreichend vorbereitet
und haben Erfolgswahrscheinlichkeit 60% (Typ B), 40% sind gar nicht vorbereitet und haben
Erfolgswahrscheinlichkeit 25% (Typ C'). Wie grof§ ist nach der Priifung der Anteil der Typen
A, B,C unter allen Teilnehmern E, die erfolgreich bestanden haben? (Gefragt sind also die
bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A|E), P(B|E) und P(C|E).)

RechnungésAntwort: Die Gesamtmenge wird disjunkt zerlegt in Q2 = AU B LU C. Gegeben sind
P(A), P(B), und P(C) sowie P(E|A), P(E|B) und P(E,C).

» Nach der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit gilt P(E) = P(E|A)P(A)+P(E|B)P(B)+
P(E|C)P(C)=1.0-0.140.5-0.6 +0.25- 0.4 = 0.5. Nach Bayes folgt hieraus:

> P(A|E) = P(E|A)P(A)/P(E) = 0.2
> P(B|E) = P(E|B)P(B)/P(E) = 0.6
» P(C|E)= P(E|C)P(C)/P(E)=0.2
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Frage 4C. Eine Urne enthélt 850 durchnummerierte Lose. Sie ziehen zuféllig und unabhéngig
51 mal ein Los mit Zuriicklegen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dabei 51 verschiedene Lose
zu ziehen? (Wahrscheinlichkeit in Prozent auf 1% gerundet, Tabelle zur Exponentialfunktion
x +— e auf Seite 2)

RechnungésAntwort: »w» Fiir die Wahrscheinlichkeit gilt mit N = 850 und n = 51:

P (-R)0- 1)) 05

~ exp(—%) exp(—%) exp<—%> - '€Xp<_n]; 1>

0+1+2+]-V--+(n—1)> :eXp<_n<ZA_f 1)>

= exp(—
(Herleitung wie beim Geburtstagsparadox) »» Einsetzen und ausrechnen:

- =exp(—1.5) = 0.22 (Tabelle), also 22%.
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Aufgabe 5. Differentialgleichungssysteme (2+4+2+2 = 10 Punkte)

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem vy = Ay mit der Koeffizientenmatrix

1
0
0
0

8 =5 —6
-3 3 4
-8 7 6
-2 1 4

Frage 5A. Welcher der folgenden Vektoren ist ein Eigenvektor von A? Zu welchem Eigenwert?

uy =

— NN O

0

1
-1

2

oder wug =

Rechnungés Antwort: »» Durch direktes Ausmultiplizieren findet man:

Au1 =

O R R O

= 2U1

1
und  Auy =

¢ RUQ

*

Also ist u; ein Eigenvektor zum Eigenwert 2, aber us ist kein Eigenvektor von A.
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Frage 5B. Welcher der folgenden Vektoren ist ein Hauptvektor 2. Stufe zum Eigenwert A = 37
0

wy, = oder wy =

S NN = O

1

RechnungéAntwort: »ww»p» Durch direktes Ausmultiplizieren mit M = A — 3F findet man:

—1 0
1 0

= M = s M =
(%] w1 9 U1 0
0 0
-2 4
0 0

Vo 1= Muwy = , Muv, =
2 2 0 2 0
0 0

Also ist wy ein Hauptvektor und v; ein Eigenvektor zum Eigenwert 3.

Hingegen ist wy kein Hauptvektor zweiter Stufe zum Eigenwert 3.

Frage 5C. Finden Sie einen weiteren Figenvektor von A und bestimmen Sie so eine Basis des

R* bestehend aus zwei Eigenvektoren von A und einer Hauptvektorkette der Linge 2.

Basis: » Es gibt noch den offensichtlichen Eigenvektor b; = (1,0,0,0) zum Eigenwert 1.

» Damit bilden (by, uy, vy, w;) eine Basis des R* bestehend aus Hauptvektorketten von A.

Frage 5D. Bestimmen Sie eine Basis des Losungsraumes der Differentialgleichung 3/ = Ay.

3z

Basis: »» Die Funktionen eb, e**u;, e3*v;, 63””(951)1 + wy) sind linear unabhéngige Losungen.

(Einsetzen in ' = Ay und nachpriifen! Die Unabhéngigkeit sieht man sofort in x = 0.)
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Aufgabe 6. Fourier—Reihen (6+3+3 = 12 Punkte)

Frage 6A. Die Funktion ¢g: R — R sei 2r—periodisch mit g(z) = e* fiir alle 0 < z < 27.
Bestimmen Sie die Koeffizienten der Fourier-Reihe g ~ % + 37 | ay, cos(kx) + by sin(kz).

(Hinweis: Das gelingt mit zweimaliger partieller Integration und geschicktem Auflsen.)
Rechnung: »» Partielle Integration liefert

2

27 - 2
/ e’ cos(kx)dx = [ez cos(kx)] +k / e’ sin(kz) dz,
0 0

0

2 2 2w
/ e’ sin(kx) de = [ex sin(kx)} — k:/ e” cos(kx) dx.
0 0

0

»» Das sieht zirkulédr aus, aber einsetzen ergibt

27 2
/ e* cos(kx)dr = (e*™ — 1) — kQ/ e” cos(kx) dz,
’ 2m ’ 2w
/ e® sin(kr) dr = k(1 — ™) — k;2/ e’ sin(kx) dz.
0 0

»» Das kénnen wir nun leicht nach den gesuchten Integralen auflésen:

err —1
kK241

27 ]{(1 _ 6271')
Tsin(kr)dr = ———.
/0 e’ sin(kz) dz ]

2T
/ e’ cos(kx)dr =
0

10



Prof. M. Eisermann Hohere Mathematik 3 (vertieft) 3. September 2012

Frage 6B. Skizzieren Sie g auf dem Intervall [—47, 4x]. Erkldren Sie, dank welcher Kriterien
die Fourier-Reihe in z = 0 konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

Skizzet Antwort:

» Skizze

»» Die einseitigen Grenzwerte ¢(04) und die Ableitungen ¢’(0+) existieren. Nach dem Satz
von Dirichlet konvergiert die Fourier—Reihe in z = 0 gegen 3(g(0—) + g(0+)) = 2(e*™ +1).

Frage 6C. Bestimmen Sie so den Wert der Reihe

=1
];k:hrl'

Rechnungés Antwort: » Dank Konvergenz in z = 0 erhalten wir

627F+1 627T—1 o0 627r_1
SLELES>
2 2 il k2 +1)
» Demnach gilt
627r 1 e27r +1 o0 627T 1
AR LS SR b
27 2 ~ m(k? + 1)
» Auflosen liefert
| e +e " 1 + 7 coth(m)
Z == (1 + 7 — ) =
k241 er —e T 2

11
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Aufgabe 7. Integration und Integralsitze (3+3+3+1 = 10 Punkte) ﬂ

Ein bewohnter Iglu mit 4 Metern Durchmesser werde beschrieben durch die Menge
I:{(x,y,z)€R3}x2+y2+z2§4, 220}.

Der Wirmefluss in I sei gegeben durch f(z,y,2) = (z,y,42 + 2% + 3> — 4).

Frage 7A: Wieviel Warme entsteht im Iglu I insgesamt?

Frage 7B: Wieviel Warme flieit durch den Boden B nach unten?

Frage 7C: Wieviel Warme fliet durch die Kuppel K nach auflen?

Frage 7D: Wodurch verliert dieser Iglu mehr Warme: Kuppel oder Boden?

(Hinweise: Gesucht ist ein Volumenintegral iiber I und Fliachenintegrale iiber B und K.
Achten Sie auf plausible Vorzeichen. Vorgehensweise und Reihenfolge sind freigestellt.)
RechnungésLdsung:

A:

» Die Quelldichte ist div f = 6. (Dies entspricht homogener Wirmeerzeugung im Inneren.)
» Die Gesamtmenge der im Iglu entstehenden Wérme ist | ,div f = 6-vol(I).

» Zusammen mit dem halben Kugelvolumen vol(I) = 272% = L7 erhalten wir [, div f = 327

B:
» Am Boden ist der nach unten zeigende Normalenvektor ng = (0,0, —1).
2

» Das Flussintegral ist demnach fB f end(z,y) fB — 2% —y?d(z,y).
12
» Mit Polarkoordinaten gilt f o f —7r?)rdrdy =27 [27’ "4} = 2m(8 — 4) = 8.
0

C:
»»» Man kann auch das dritte Integral direkt ausrechnen. Wir nutzen hier stattdessen den
Satz von Gaul: [,divf= [, feng+ [, fenk also [, fenx=32r—8r = 24r.

D:
» Dieser Iglu verliert deutlich mehr Warme iiber die Kuppel als iiber den Boden.

12



