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Zusammenfassung

Allgemeine Differentialgleichungssysteme 1.0rdnung
Sei F : R™1 — R”. Dann heiBt
Ui(X) Fl(Xa U]_(X),...,Un(X))
)= 1 | =F(xi(x)= :
u'n(x) Fa(x, u1(x), ..., un(x))

Differentialgleichungssystem 1.0rdnung fiir die Funktion 4.

PV-Kurs HM 3 DGISysteme Differentialgleichungssysteme Zusammenfassung

2-1




Transformation von Differentialgleichungen auf Systeme
o Jede Differentialgleichung n-ter Ordnung
Y = Fla,y, Ly y)

kann in ein dquivalentes System von n Gleichungen erster Ordnung
iiberfiihrt werden.

o Fiir i(x) = (u1(x),. .., un(x)) setze
u =y, u2:yl7 sy un:y(n_l)
@ Einsetzen
o= ¥y =uw
Uy = us
u, = F(x,up,...u1)
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Lineares homogenes Differentialgleichungssystem 1.0Ordnung
7' (x) = Ai(x)

mit d(x) = (u1(x), ..., un(x)) und n x n-Matrix A.

Allgemeines Vorgehen

@ Bestimme die Eigenwerte (reell und komplex) der Matrix A
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@ Sind alle Eigenwerte A1, ..., A, verschieden

» Bestimme die Eigenvektoren v, ..., V,
» Komplexes Fundamentalsystem

{e, ..., V,e™}

> Reelles Fundamentalsystem durch Real- und Imaginarteil bilden.
* Ajreell = vt
* )\ komplex
Wenn A reell ist, ist auch \; Eigenwert und v; Eigenvektor
Reelle Losungen sind:

ist reell

i = A i
(v,-e X 4 vie ’X> = Re(vie™™)

1
2
und % (v,'e>"'x — V,-ex"x)

Im(v;e™™)
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@ ) ist k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit
Dimension des Eigenraums gleich k

» Wahle Basis des Eigenraums

{Br..... B

» Komplexes Fundamentalsystem zu A

{BleAX, ey Eke)‘x}

> Reelles Fundamentalsystem durch Real- und Imaginarteil bilden.

@ )\ ist k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit
Dimension des Eigenraums ungleich k
= A st nicht diagonalisierbar
= LOsung mit speziellen Verfahren
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Lineares inhomogenes Differentialgleichungssystem 1.Ordnung

7' (x) = Ai(x) + b(x)

mit d(x) = (u1(x), ..., un(x)) und n x n-Matrix A.

Losung mit speziellen Verfahren
@ Transformation auf Jordan-Form
@ Riickwartseinsetzen

@ Variation der Konstanten
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Klausuraufgabe Harbrecht F10
a) Transformieren Sie die gewdhnliche Differentialgleichung

Y7 (x) = 5y"(x) + 2y(x) = 3x

auf ein System erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

y"(x) — 4y’ (x) + 4y(x) = 4xe® + 16sin(2x) .

ut
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Losung

" (x) = 5y"(x) + 2y(x) = 3x

@ Setze
!

/
u=y, u=y, uz=y

e Mit d(x) = (u1(x), ua(x), u3(x))*

), )

uy(x) 0 10 u1(x) 0
d(x) = | vh(x) 0 0 1| [wXx)]+]0

uh(x) -2 0 5 uz(x) 3x
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Interaktive Aufgabe 654

Bestimmen Sie fiir das Differentialgleichungssystem

u = Au, A=

= = O
O O =

1
0
0
a) die Eigenwerte und Eigenvektoren von A,

b) die allgemeine Losung u(t) = (u1(t), u2(t), U3(t))t,
c) die Lésung mit u(0) = (1,0,0)".

ut
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Losung 1654

a) Eigenwerte
det(A-AE) = (-APHA A = A(2-22) = A\ =0, \az3=+V2

Eigenvektor zum Eigenwert \; = 0 ist v; = (0, —1,1)".
Eigenvektor zum Eigenwert \y = 1/2:

-2 1 1 0 V2
1 V2 o vo=1| 0 1
1 0 -2 0 1
A reell und symmetrisch, orthogonale Erganzung: v3 = \/5,171

b)

ut)=a | -1 | +e 1 eVt ¢ a3

0 V2 —x/i
1 e—ﬁt
1 1 1

ut
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0 \/E—\/i C1 1
u(0) = (1 11 )(Cz)!(())
1 1 1 e 0

1
fr— C:O,C:—C = —
RN

\/Q(e\/it + e—ﬁt)
f— ult = — e\/ét _ e—\/it
0 - g5| e

1 ( ﬁcos?}_ﬁt) )
= — | sinh(v2¢)
V2 sinh(v/2t)
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Klausuraufgabe Harbrecht F10

a) Bestimmen Sie die allgemeine komplexe und die allgemeine reelle
Losung des Systems gewdhnlicher Differentialgleichungen

y'(x) = Ay(x)

A= (‘41 j) .

b) Bestimmen Sie die reelle Losung zu dem Anfangswert

mit

ut
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Losung

a)

e Eigenwerte (Nullstellen des charakteristischen Polynoms)

-A-1 -1
det(A — \E) det( . _A_1> (A =12 +4
A 42X+5=0
= )\1,2 —-1+2i

e Eigenvektoren (bis auf Vielfaches (1))

(A—)\lE)Vl =0

N -2i -1 N (1
4 2 1=\
A ist reell
_ 1
= Vo = Vv = (21)
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o Komplexes Fundamentalsystem

; 1 - 1
(—142i)x (—1-2i)x
() )

Allgemeine komplexe Losung

y(x) = crel-1+2)x (_121) + gpel~120)x (1> , c,€C

21
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@ Reelle Losung durch Real- und Imaginarteilbildung

(—142i)x [ 1 L cos(2x) +isin 2x
€ —2i) = —2i(cos(2x) + isin 2x)
o cos(2x) +isin2x
- € 25sin(2x) — i2 cos(2x)

~> Reelles Fundamentalsystem
J cos(2x) J sin(2x)
2sin(2x) )’ —2 cos(2x)
Allgemeine reelle Losung

= a7 (Sonan) + oo (e €
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b)

0= (52820 e (52 ) e

Anfangsbedingungen y(0) = (2,2)" einsetzen
_ _o [ cos(2-0) _o( sin(2-0)
y(0) = ae <2 sin(2 - 0)> +aze (—2 cos(2 - 0)

5(o) (%) ()

= a=2,a=-1

Spezielle Lésung

y(x) =2 <2C;Sn((2zxx))) —e (_legé)x))
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