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Aufgabe 1. Metrik (ca. 4 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und 7 die von der Metrik d erzeugte Topologie auf X.
Zeigen Sie, dass der topologische Raum (X, 7") ein Hausdorffraum ist.

Aufgabe 2. Inneres, Abschluss, Rand (ca. 8 Punkte)

(a) Geben Sie Inneres, Abschluss und Rand der Menge ([0,1] N Q)? in R? an.

Inneres: Abschluss: Rand:

(b) Man finde zwei verschiedene Teilmengen U C R mit leerem Rand.
(c) Man beweise, dass fiir alle anderen Teilmengen U C R der Rand nicht leer ist.

(d) Man zeige, dass es in Q iiberabzéhlbar viele Teilmengen mit leerem Rand gibt.

Aufgabe 3. Kompaktheit (ca. 5 Punkte)

Gelten die folgenden Aussagen fiir alle topologischen Réume? wahr falsch

(a) Wenn es eine endliche Uberdeckung eines Raumes X mit

offenen Mengen Oy, ..., O gibt, dann ist X kompakt. I:‘ I:‘
(b) Ist ein Raum X kompakt, dann auch jeder Teilraum A C X. ][]
(c) Ist ein Raum X kompakt, dann auch jeder Quotient X —» Y. I:l I:l
(d) Sind zwei Rdume X und Y kompakt, dann auch ihr Produkt X x Y. ][]
(e) Sind zwei Rdume X und Y kompakt, dann auch ihre Summe X LY. I:‘ I:‘

Zur Klarstellung / Vereinfachung: Kompaktheit setzt die Hausdorff-Eigenschaft nicht voraus.

Aufgabe 4. Homéomorphismen (ca. 9 Punkte)

Stellen Sie fest, ob die folgenden Riéume X; und Y; homéomorph sind oder nicht. Geben Sie
einen Homoomorphismus (ohne Nachweis) zwischen den Rdumen X; und Y; an oder nennen Sie
eine topologische Eigenschaft (ohne Nachweis), in der sich die beiden unterscheiden. (Soweit

nichts anderes angegeben ist, tragen die Raume die Teilraumtopologie des R™.)

=[—1,1] und Y; = [0, 1]
=]-1,1[und Yo =R

) X
(b) X
(c) Xs={(z,y) eR?:zy=1}und Vz3={ (z,y) eR*: 2y =0}
(d) Xy, =S'={z€C:|z| =1} und Y; = R/Z mit Quotiententopologie
e) X5 =C~ {0} und Y5 =S' x Ry,
)

f) X¢ =C~ {0} und Y5 = R?
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Aufgabe 5. Homotopie (ca. 4 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum und Y = X x [0,1] das Produkt mit dem Einheitsintervall.
Zeigen Sie, dass X und Y homotopie-dquivalent sind. (Sie brauchen hierzu stetige Abbildungen
f: X =Y und g: Y — X sowie Homotopien g o f ~idy und fo g ~idy.)

Aufgabe 6. Euklidische Riume (ca. 5 Punkte)
Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch? wahr falsch
(a) Die Riume R x R? und R? x R? sind homdomorph.
(b) Die Riume R x R? und R? x R3 sind homotopie-dquivalent.
(
(d

Der Raum R* ist homdomorph zu einer offenen Menge im R®.

HENANE NN
HENANE NN

)
)
c¢) Der Raum R* ist homdomorph zu einer abgeschlossenen Menge im R?.
)
)

(e) Die Rdume R>o x Rxp und Rx( x R sind homéomorph.

Aufgabe 7. Flichen (ca. 9 Punkte)

Wir betrachten die folgenden Flidchen mit Rand:

Bestimmen Sie die Anzahl der Randkomponenten, die Euler—Charakteristik sowie die Orien-

tierbarkeit (jeweils ohne Begriindung). Sind die beiden Flichen homéomorph?

Aufgabe 8. Fundamentalgruppe (ca. 5 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum, A, B C X zwei Teilrdume und x € A N B ein gemeinsamer

Punkt. Sind die folgenden Aussagen immer wahr oder manchmal falsch? wahr falsch

(a) Die Fundamentalgruppe m(A, z) ist eine Untergruppe von 7 (X, x).
(b) Sind A und B wegzusammenhingend, dann auch AU B.

(
(d) Es gibt eine wegzusammenhéngende Uberlagerung Y — X mit 2 Blittern.

HENN NN
HENN NN

)
)
c¢) Sind A und B einfach zusammenhéngend, dann auch AU B.
)
)

(e) Es gibt eine unzusammenhingende Uberlagerung Y — X mit 2 Blittern.




