Algebra SoSe 2010 Spickzettel

Aus Vorlesungs-Wiki

Dies ist der offizielle Spickzettel zur Vorlesung Algebra SoSe 2010. Alle sind herzich eingeladen,
an der Wiki-Seite mitzuarbeiten!

Fir die Richtigkeit der hier gemachten Angaben wird keinerlei Verantwortung ibernommen.

Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Definition: Aus einer Menge von Punkten lasst sich ein anderer Punkt mit Z & L konstruieren,
wenn er Schnittpunkt ist von zwei Geraden, zwei Kreisen, oder einem Kreis und einer Gerade.

Satz: Fir xR ist dquivalent:

1. = lasst sich mit Z & L aus dem Teilkdrper Ky R konstruieren
2. zliegt in einem Turm quadratischer Erweiterungen KCK;...C K. 3z in B, d.h. K =K;[/d

Beispiel: Das regelmaBige 9-Eck ist nicht konstruierbar

m Zuerst wird gezeigt: n:st(%") ist nicht rational. Beweis: x erfiillt die Gleichung
P(g)=53—35+1=0 (Additionstheoreme). Das Polynom hat keine rationalen Nullstellen.
Gegenannahme: 3 NS z=¢<1} (gekirzter Bruch). Daraus folgt
a® +3ab® —1° =0

Man sieht ajb und bla also a=+1,b=1. Aber z—11 ist keine Nullstelle, also existiert keine.
Noch zu Zeigen: Wenn p eine NS hat in K[\/a dann auch in f. Denn dann ist & nicht durch
einen Turm erreichbar.
Sei z=a+t/ceK [/ Einsetzen, wenn /o K:

a® + 3ab’c — 3a+ 1 =0 und 3a’b + b°c — 3b =0
Zweite Gleichung nach e auflésen, in die erste einsetzen: —84% +6a+1=0, also ist —2acK
Nullstelle von p.

Monoide und Gruppen
Grundstrukturen

Definitionen Axiome: 0: Kommutativitat, 1: Assozativitat, 2: Neutrales Element, 3: Inverses
Element
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Homomorphismen
Definition

= Magmen, Gruppen: k:(M,-)—(N ) muss erfillen h{a-b)=h{a)+h(h)
Bei Gruppen folgt h{e,; )=e, automatisch, weil

Ien) = hlear - ear) = hlear) = hlear) | * hea)™
AuBerdem ey =Fe s J=hla-a= ! )=h{a)+h(a=), also k(a=! )=h{a) ™.
= Monoid: Magma + hiear J=en

Satz: Ein Gruppenhomomorphismus f ist injektivdann, und nur dann, wenn ker(f)={e} gilt. Denn:

fla)=F(b)ef(a)f(b)"! & flab~! )=1cab™ eker(f)
Zyklische Gruppen: 7 und Z/,‘ sind zyklisch.

Ordnung: Die Ordnung einer Gruppe ist ihre Kardinalitat: ord()=|G|
Die Ordnung von ac(7 ist die Ordnung von <a>

Satz von Cayley: Jede Gruppe [(7,+) ist isomorph zu einer Untergruppe von Sym(X ) fur eine
geeignete Menge X, wobei X =¢ gewahlt werden kann. Die 3, sind hier immer bijektiv.

Kommutativitat

Satz: Eine Gruppe ¢ ist abelsch dann und nur dann wenn z+z* ein Endomorphismus ist. g .z—1
ist dann sogar ein Automorphismus.
Satz: Sei 4 eine abelsche Gruppe. Dann gilt
® {End(A),+)ist eine abelsche Gruppe
m (End(A),0) ist ein Monoid
Quotientenstrukturen
Homomorphiesatz: Sei (Af,«) ein Magma, sei = eine Aquivalenzrelation auf Az, die mit «

vertraglich ist, und sei ;vr:M—MfE der Quotientenhomom. Dann ist fir einen Homom f:AMf—N
aquivalent:

1. Fur alle a,beM mit a=b gilt fla)=f(#)
2. Es existiert ein Homom f:Af/=— N sodass f=for

Kanonische Faktorisierung: Jeder Homom f:M—N zwischen zwei Magmen M, N faktorisiert
gemaR

o MM frenip) - (M) - N
w: Projektion, ¢: Inklusion, f: Iso
Ringe und Kérper
Grundstrukturen

Axiome: 0: Kommutativitat, 1: Assozativitat, 2: Neutrales Element, 3: Inverses Element, D:
Distributivitat
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Ringe

Satz von Cayley: Jeder Ring ist isomorph zu einem Unterring des Endomorphismenrings
(End(A),+,0) einer geeigneten abelschen Gruppe (A,+). Hierbei kann (4, +)=(R,+) gewahlt
werden.

Bemerkung: 1=n kann nur im Nullring {O} gelten da aq=1la=0a=0.

Invertierbare Elemente: werden Einheiten genannt (geschrieben gx)

= Ring: Gruppenhomomorphismus (+) und Monoidhomomorphismus (-)

m Korper: Def wie bei Ringen, jeder Kérperhomomorphismus ist injektiv

= R-Moduln: Gruppenhomomorphismus + f{az)=af(z) fir acR

= Endomorphismus: Homomorphismus in sich selbst, Auto: Iso in sich selbst
Beispiele

m exp:(R,+)—(RE-q,-) und log:(R..q,-)—(E,+) sind inverse Gruppen- (also auch Monoid- und
Magma-) isomorphismen

Kategorie
Kategorie ist sowas wie ein Monoid:

1. Fir X ist idy ein Homomorphismus
2. Sind f,g Homomorphismen (zwischen verschiedenen Objekten), so auch gof
3. oist assozativ

Magma
Untermagma: {7 M ist Untermagma, wenn 7/ LF
Satz: Fir einen Homomorphismus f:M—N gilt

1. Fur ACM Untermagma ist f{A)CN Untermagma
Beweis: Sei x,yef(A) also z=f(u) und y=f{v). Dann ist z-y=flusv)cf(A)
2. Fur BCN Untermagma ist f~!{B)CM Untermagma
Beweis: Sei z,yef ~}(B) also f(z),f(y)eB. Dann f(zsy)=Ff(z)-f(y)eR also zxycf—*(B).

Monoid
Untermonoid: I/ M ist Untermonoid, wenn U7 L7 und ey, ef7

Erzeugtes Untermonoid: Sei X C M, dann ist < x =+ das kleinste Untermonoid von as das x
enthalt. Es gilt:

<X >T={a]" -2}
Zum Beispiel: <3,5+ =3N+5MH={0,3,5,6,8,9,10,11,12,... }

Zyklisches Monoid: bedeutet, das Monoid wird von einem Element erzeugt, zum Beispiel
(M, +)=<1>".

Satz von Cayley: Jedes Monoid (M) ist isomorph zu einem Untermonoid von Akb({ X ) fir eine
geeignete Menge X, wobei x =af gewahlt werden kann.

Beweis: Man kann jedem me M das Element Ay, Abb(M ) A (z)=msx zuordnen. Zu zeigen: Die
Zuordnung g A, ist ein Isomorphismus, d.h.

B e A 0hn DDV Xprir = A 0dn
e dd
= Surjektiv nach Def., Injektiv: A,,=0=m=0
Gruppe
Inverse Elemente Von einem Monoid js sind jr* die invertierbaren Elemente. Die Assozativitat
garantiert die Eindeutigkeit des Inversen:
Angenommen, gsb=e UNd b’ xa=e dann b={b"«a)sb=b"+{arb)=
Beispiel: Lineare Gruppen

u Allgemeine lin. Grp.: GL.[R)=(R"*")*
= Spezelle lin. Grp.: SLn(R)={ MEGLn (E):det(M)=1}
= Orthogonale Grp.: On(R)={M €GLn(R}:det (M )=41,M-M*=E}
m Spezielle orthogonale Grp. / Drehgruppe: SO, (R)=04x (B)NS La(R)
Untergruppe [/C( ist Untergruppe (geschrieben {5« ), wenn L7+L7CLF und eell und r—1cir

Aquivalent: {7 nicht leer und Uslr—crr
Beispiele: {e} und ¢ sind die trivialen Untergruppen, Bild und Kern von Homoms sind Untergruppen.

Beispiel: Z* ={+1}, g* ="
Satz: g ist Divisionsring dann und nur dann wenn g* — g+. Beweis:

= R*cCR*genau dann wenn jedes Element 0 invertierbar ist (M3)
® R*CR*genau dann wenn 10
Hinrichtung: GA 1=0= Nullring = g r* (Widerspruch)
Rlckrichtung: 0¢ R*

Nullteiler: Gilt a0, b0, aber gh=0, dann ist a Linksnullteiler und § Rechtsnullteiler. Ist g
kommutativ, sagt man einfach Nullteiler.

Beispiel: 2.3=0 in Z/g

Nullteilerfrei Ein Ring ist nullteilerfrei, wenn gilt g*.r*R*
Ein Ring mit 120 ist genau dann nullteilerfrei, wenn g* Untermonoid von (f,-) ist.

Beispiel: Jeder Korper oder Divisionsring ist nullteilerfrei.
Integritatsring ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 10.
Satz: In nullteilerfreien Ringen kann man kirzen

Satz: Jeder endliche Integritatsring ist ein Kdrper

Unterring: SC(R,+,-) ist Unterring wenn s Untergruppe von {R,+) und Untermonoid von (R,-) ist.
Alternativwenn 1€8, §—SCS, §-SCS

Beispiel:  ist Unterring von ).

Unterkorper: Ein Unterring ist ein Unterkdrper, wenn er ein Kérper ist.
Alternativ: Wenn R schon ein Kérper ist, ist ein Unterring ein Kérper wenn g—1es.

Bruchkérper

Definition: Sei j ein Integritatsring. Ein Bruchkérper von g ist ein Kdrper j zusammen mit einem
injektiven Ringhomomorphismus ,: R— K sodass fir 2K gilt z=e(a)-u(b)~ mit acR, be R*.
Universelle Eigenschaft: Ist f:R—L ein injektiver Ringhomomorphismus in einen Kérper f, dann
existiert genau ein Kérperhomomorphismus f:KaL mit f=f_m-

f ist gegeben durch f{2)= ‘;((:g

Satz: Je zwei Bruchkorper sind kanonisch isomorph. Siehe Bild ((REFERENCE: fig:bruch)).

Konstruktion: Auf der Menge fr— px R* definiert man (a,b)+{c,d) =(ad-+be,bd) und
(a,b)-(c,d)=(ac,bd) und die Aquivalenzrelation (a,b)=(c,d)«>ad=bc. Der Bruchkérper ist dann K=K /=

Ideal
Definition: JC R heiBt Ideal (fqRr) wenn gilt:

1. 0er, I+IcCr
2. RICIund JRCT Beispiele: {O} R: triviale Ideale. Kerne von Ringhomomomorphismen.

Bemerkung: Divisionsringe haben nur die trivialen Ideale.
Satz: Ein kommutativer Ring ist genau dann ein Kérper, wenn er nur die trivialen Ideale besitzt.

Satz: jqR. fi/; ist wieder ein Ring (eindeutige Struktur) und die Projektion ist ein
Ringhomomorphismus.

Satz: Z/,‘ ist ein Kdrper dann und nur dann wenn n eine Primzahl ist.
Falls m nicht prim, dann n=pg also fg=0. Falls n prim ist, ist £/, nullteilerfrei, also ein endlicher
Integritatsring, also ein Kérper.

Homomorphiesatz: Sei jar und 7 die Projektion auf R/;. Fir jeden Ringhomomorphismus
[f:R—& sind dquivalent:

1. ICker(f)



2. 3Ringhomom f:R/; —5 mit f=for

Kanonische Faktorisierung: Jeder Ringhomom f:R— S faktorisiert gemag
T f L
f i B—=R/xe(p)——f(R)—S
Isomorphiesatz: Sei f:i—S5 surjektiver Ringhomom.

. Das Bild eines Ideals fqR ist ein Ideal f{I)«S.

. Das Urbild eines Ideals j4s5 ist ein Ideal f*'(J)qR.

. Das gibt eine Bijektion zwischen den Idealen ker({ f)al <R und den Idealen jqs.

. finduzert einen Ringhomomorphismus R/ =8/,

. Fur jeden Quotientenring S=R/; und KCI4R gilt demnach B/ =(R/ )/ (I x)

[CRF SN

Charakteristik: Es existiert genau ein Ringhomomorphismus :Z— R.

Sei (Anmerkung: Méglich, weil z, HIR ist) ker{;z)=(n)ncli. Die Charakteristik des Rings f ist
char(R)=n.

Beispiel: echar{Z)=0, char(Z/n)=n

Satz: Fir jeden nullteilerfreien Ring gilt: Entweder char {R)=0 (R Kérper = Primkérper ist isomorph
2u Q) oder char (&) ist eine Primzahl (g Kérper = Primkorper ist isomorph zu Z/).

Frobeni H : Sei g ein kommutativer Ring mit char=p (Primzahl). Dann ist
fiR—R,z—z? ein Ringhomomorphismus. Wenn g ein endlicher Kérper ist, ist f ein
Automorphismus (Anmerkung: Kérperhomos sind injektiv).

Kleiner Satz von Fermat: Fir alle acZ und Primzahlen p gilt g? =4 (mod p).

Teilerfremd: Zwei Ideale heiBen Teilerfremd, wenn I+J=R gilt.

Chinesischer Restsatz: Seien I,...,[.<R paarweise teilerfremd, g kommutativ. Dann haben wir
einen Ringisomorphismus:

Rfpr, — Ry x -+ xRfi, + z4+([--

Monoidring

L) (z4+65,...,2+ 1)

Definition: Sei(R,+,-) ein kommutativer Ring und (,-) ein Monoid. Wir nennen (5, +,-] Monoidring
von jf Uber g wenn gilt:

1. Rist Unterring im Zentrum von §

2. M ist Untermonoid von (S,

3. Jedes s£8 schreibt sich eindeutig als Linearkombination 5=Z
7:M — H,u—rm endlichen Tréager hat.

meas Tm i Wobei

Universelle Eigenschaft: Sei 5’ ein Ring, f:R—&' ein Ringhomom in das Zentrum, g:M —5" ein
Monoidhomom inzss’,-). Dann 31p:5—8' Ringhomomorphismus, sodass h|r=f und k|yr=g.
Und zwar: his)=3_, ., flrm)-gim)

Satz: Je zwei Monoidringe von jf Uber g sind kanonisch isomorph. Denn: Pfeile umdrehen.

Konstruktion: Betrachte g— (™} (Abbildungen jf— R, gleichbedeutend mit Koeffizienten r..) mit

den Verknipfungen (r+r")m=rm+rj, und {rr'fm=3 "\ rary)

Satz: Es gilt R[X ;- Xy 1][Nd=R[X1--Xa].
Polynomringe

Definition: Sei K ein kommutativer Ring. Ein kommutativer Ring z heiBt Polynomring in der
Variablen x Uber g wenn gilt:

m [ enthdlt i als Unterring, XeR
= Jedes PR schreibt sich eindeutig als ag+a; X+...4+a, X™ (@n #0) a, =Ic(P) heiBt
Leitkoeffizient und n=deg(F) heilt Grad des Polynoms P (deg()=—oa)

B=(-X2 42X+ (X2 + 1)+ (X —2)(X*—2)
Gleichung in 32 I6sen

1. Ausklammern, evtl sieht man: keine Losung
2. Erweiterter eukl. Algorithmus (ggf dann Gleichung erweitern) = Partikularldsung
3. Alle Ldsungen = Homogene Lésungen + Partikularlésung

Hauptidealringe

Definition: Ein Hauptideal in einem Ring R ist ein Ideal der Form (a)=a R mit acR. Ein
Integritatsring 7 heilt Hauptidealring wenn jedes Ideal in j& ein Hauptideal ist.

Beispiel: Z.
Satz: Jeder euklidische Ring ist ein HIR. Beweis: Teilen mit Rest
Faktorieller Ring

Irreduzible Elemente: Ein Element ac i (Integritatsring) heiBt irreduzibel wenn gilt: Aus a—t¢
folgt entweder g~.1 oder 1. (Invertierbare Elemente und o sind nicht irreduzibel)

Definition: Ein Integritatsring g heiBt faktoriell, wenn jedes aez* eine eindeutige Zerlegung in
irreduzible Faktoren erlaubt.

Beispiel: z, K[X] (k' Kérper)

Satz: Wenn man ein Element aus einem faktoriellen Ring in seine irreduziblen Faktoren zerlegt,
sind die Teiler des Elements genau die Produkte der Faktoren.

Definition: Ein Element ac R\ R* heiBt prim, wenn gilt: Aus albc folgt alb oder alc.
Beispiel: In einem Integritatsring ist 0 immer prim.

Satz: In einem Integritatsring ist jedes Primelement #0 irreduzbel.

Satz (Lemma von Euklid): In einem HIR ist jedes irreduzble Element prim.

Satz: Sei in einem Integritatsring jedes irreduzble Element prim. Dann sind Zerlegungen in
irreduzible Faktoren eindeutig.

Noethersche Ringe

Satz: Wenn a; € R keine Zerlegung in irred. Faktoren erlaubt, dann gibt es eine unendliche
aufsteigende Kette von Idealen {ay ) C(a; )C... in R.

Definition: Ein Ring i heiBt noethersch wenn jede aufsteigende Kette von Idealen in f stationar
ist.

Satz: Jeder HIR ist noethersch und damit auch faktoriell.

Teilerfremdheit und Invertierbarkeit

Definition: In einem Int.ring R heifen 2 Elemente teilerfremd wenn gq7 (a,b)=R".

Satz: Ist g ein HIR, dann ist @ genau dann in R,"(,,, invertierbar, wenn a und j teilerfremd sind.

Beispiel: Invertieren Invertiere 5 in Z/‘-,, d.h. suche u,v sodass Hu+7v=1. Da 5,7 teilerfremd sind,
ist 1 der ggT und man findet 1,2 mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus.

Primideal
Saftinition: Fir jqR sind aquivalent:

1. Der Quotient R/, ist ein Integritatsring
2. Es gilt IR und aus abe] folgt a=f oder kel Dann heilt f Primideal von g.

Beispiel (2)«Z ist Primideal. Denn: Z /5 ist Int.ring und aus abe(2) folgt as(2) oder be(2).

Satz: peR ist Primelement wenn (p}aR Primideal ist.

Universelle Eigenschaft: Sei ;K — f ein Homomorphismus und zeR. Dann existiert genau ein
Ringhomomorphismus &:K[X]—R mit 3|z = und &{X )=z, namlich:

Plag + a1 X +...) = plao) +@lar) -z + ...
Fir »=id ist das das Einsetzen von z in p: id(P)=P{z)eK
Eigenschaften vom Grad Der Grad deg: K[ X]—MU{—ca} hat folgende Eigenschaften:

1. Fir PQEK[X] gilt: deg(P+Q)<sup{deq(P).deg(Q)}
Gleichheit: deg{P)stdeg((3) oder le{ P)-+e(()£0

2. deg(PQ)<deg(P)+deg(Q)
Gleichheit: P—0, @=0 oder Ic(P)-Ie()0. Dann: le{ PQ)=le{P)-1c(Q)
Zum Beispiel wenn g nullteilerfrei ist (genau dann wenn K[X] nt-frei)

Satz: Fir jeden Integritatsring i gilt K[X]*=K*

Beispiel: Polynomdivision mit Rest:

(5K X- 1) i (2) =5X -9 Rest: 17

1+ (5X*2+ 10X)

Satz: Sei PEK[X] Polynom von Grad n und le(P)EK * Dann: K[X|<nZK[X]/ 5}

Satz: In einem Integritatsring ist fir jedes Polynom PeK[X]* die Zerlegung in Linearfaktoren
eindeutig (bis auf Reihenfolge). D.h. ein Polynom von Grad n hat maximal n Nullstellen.

Satz: Ein Element acK ist dann und nur dann mehrfache Nullstelle von p in K[X]* wenn a eine
gemeinsame Nullstelle von p und der Ableitung p’ ist.

Beispiel: X* — X hat keine mehrfachen Nullstellen in Z/P.
Teilbarkeitstheorie in Integritatsringen

Assoziierte Elemente: akc R heien assoziert (a~b) wenn es yeR* gibt sodass au—>h.
Es gilt (a)=(b) genau dann wenn g~p.

Teilbarkeit: j teilt a (geschrieben p|a) wenn es ce R gibt mit a—be
Es gilt (a) C(b) genau dann wenn bja.

GGT: Die Menge der gemeinsamen Teiler von ay ,...,a.€R ist:

GT(ay,...,a,) ={t € R:tlay,... tla,}
GGT(ay,...,a,) = {t € GT(my,...,a,) : Vsears|t}

Wenn 4 ein ggT ist, dann auch alle AssozZierten von 4. Wenn es 2 ggT gibt, sind sie assoziert.

Euklidische Ringe
Definition: Eine euklidische Division ("Division mit Rest") auf dem Ring i ist gegeben durch eine
Funktion y: R—FM mit »{0)=0 und eine Abbildung §: Rx R* — Rx R mit (a,b)— (g,r) sodass a=bg+r mit
v{r)<w(b). Ein euklidischer Ring besteht aus einem Integritatsring mit einer euklidischen Division.
Beispiel: K[X], 14, Z[i]
Bsp: Erweiterter Euklidischer Algorithmus ggT von x?41und x% g in Q[X]:

m XI0=X(X24H1)H{—X—2)

® X pl=(—X+2)(—X —2)+5

m —X-2=5(— £ —2)+0 Also ist der ggT 5 und: 5=(X?++1)—(— X +2)(— X —2) und mit

(—X—2)=(X3—2)—X(X?+1):

Maximales Ideal

Safti

ion: Flr [qr sind dquivalent:

1. Der Quotient Rf'; ist ein Kérper
2. Furjedes Ideal JqRr, ICJJCR gilt entweder f—J oder j— . Dann ist f maximales Ideal von .

Satz: In einem HIR ist jedes Primideal maximal

Satz: Sei g ein HIR, pcR*. Dann ist R/'(P,genau dann ein Kérper, wenn pirred. ist.
Primfaktorzerlegung in Polynomringen

Man muss immer ein Représentantensystem irreduzbler Elemente 7 wahlen.

Definition: Die Primfaktorzerlegung von einem Element hat die Form

Ju€R®

u=lu{z) heiBt Leiteinheit, e,{z) ist die Exponentenbewertung.
Ein Integritatsring ist genau dann faktoriell, wenn die Zuordnung von = zu {u,e,} bijektiv ist.

Satz: Sei R ein Integritatsring. Ist R[X] faktoriell dann auch R.

Definition: ;< g* ist normiert bzgl P wenn ju(z)=1ist.

Definition: Der Inhalt eines Polynoms P=a,+a, X+... ist cont{P)=ggT(ay a1 ,-..)
PeR[X]* ist primitiv, wenn cont{P)=1ist. P/cont(P) ist immer primitiv.

PER[X] ist normiert, wenn Iu{ P ):=Iu{lc(P))=1

Satz: Sind P,QER[X]* primitiv, dann ist auch P£ primitiv.

Satz: Zu jedem Polynom PER[X]" existiert genau ein gc g* und P, €R[X]sodass P=aP; gilt und
P, normiert und primitiv ist. Es ist a=fu(P)-cont(F).

Beispiel: P=—6X%4+15X +12 = P=(—1)-3-(2X7-5X—4)

Satz: Zu jedem Polynom Pe K [X]* (K ist der Bruchkérper) existiert genau ein eci* und PieR[X]
sodass P=cP; gilt und P, normiert und primitiv ist. e€ R* = PER[X]*

Beispiel: P=—2X34+2X+2 = 10P=—6X3+15X+12 = Pi=(— )P
Definition: red(P)=P;, scal(P)=c

Satz: Seien P,QEK [X] mit le{ P)=lc(()=1. Aus PQER[X] folgt P,QER[X].
Satz von GauB: Ist i ein faktorieller Ring, so ist auch R[X] faktoriell.
Beispiel: Berechnung des ggT in Z[X] p—a4x? 81, Q=24X2-T2X+54
. e=ggTl{cont{P),cont{Q))=3

. P, Qreduzeren = pr—gx* 97, Q' =4X?—12X+9

. Euklidscher Algorithmus = ggTy | (P',Q")=54X —81

. ReduZzieren: 54X —81=27-(2X —3)
. 89T x)(P.Q)=cred(gaTy, x| (P',Q'))=3-(2X —3)=6X 0

Irreduzibilitatskriterien

(S I RN

Satz: Fir PER[X] Uber einem faktoriellen Ring R sind dquivalent:

1. pistin R[X]irreduzibel und deg(P)>1
2. pistin K[X]irreduzbel und eont(P)=1

Satz: Sei PEK[X] ein Polynom vom Grad 2 oder 3. Dann ist P genau dann irreduzibel in K[X] wenn
P keine Nullstelle in i hat.



Beispiel: p—x2_g ist irred. Uber @, aber P={X —+/2)(X ++/2) Uber | zerlegbar
Wenn z=¢€K eine Nullstelle von P=cy+...+c. X™ ist, dann gilt a|cq und ble,

Satz (Abbildungskriterium): Sei w:R—S ein Homom zwischen Integritatsringen, fortgesetzt zu
$:R[X]—8[X]. Sei PER[X] primitiv und g(lcP)0. Falls () irred in §[X], dann auch pirred in
R[X].

Beispiel: P=3X94+5X 47 in Z[X] ist primitivund Reduktion in £/, ist X34 x 41 ist irreduzbel. Also
ist auch pirreduzbel.

Satz (Eisenstein): Sei i ein Integritatsring und PER[)q mit Grad =1 mit

1. pist primitiv
2. Es gibt pER prim sodass plag,...,p|a,, _; aber pla, sowie p? i, (Eisenstein-Polynom) Dann ist
P irreduzibel in R[X]. Beispiel: X4 _4Xx%46 mit p=2

Kreisteilungspolynome: x" — 1 = (x = 1)(x — o)...(x — a® ~ 1), wobei o= 62:'”' nNQx*-1) =

(x — (" -1y ... + 1), falls n prim Klammern irred.
Matrizenringe, Elementarteilersatz

Definition: Eine Matrix pe ™ * = ist in Elementarteilerform, wenn gilt:

1. pistdiagonal, d.h. dy; =0 flr ij
2. Auf der Diagonalen: dy |daz|...|dy mit I=min{m,n}, die d; heiBen Elementarteiler

(d =B
dcl.r\kic a.}'

a b

Inverse einer 2 2-Matrix: Sei A=( \ Dann folgt: 4—1=
e d)

Algorithmus von GauB-Bézout

Zeilenoperationen: Sei d=ggT'(x,y)=uz+vy. Dann:

T ok U v d *
a=(y v) 5= ya oa) = 54=1(0 -
Spaltenoperationen: Sei d=ggT(z,y)=uz+vy. Dann:
a=(T ¥, r=(v VY 5 ap=(?°
* v x/d *
Diagonaloperationen: Sei d=gg7{z,y)=uz+vy. Dann:
. fx 0 fu v (1 —wy/d o fd 0
A=(0 o) 5=y aya) T=(1 wta) = 547=(5

Satz: Sei { ein HIR. Zu jeder Matrix 4™ "™ existieren invertierbare Matrizen
SESLm(K),TESL,(K) sodass p=5AT in Elementarteilerform ist. Die Elementarteiler sind
eindeutig (bis auf AssoZierte).

Moduln

Definition (Modul): Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring. Ein f-Modul (M ,+ =) besteht aus einer
abelschen Gruppe (M,+) mit einer Operation #:Rx M —M,(a,z)—a*z die folgenden Axiomen
genigt:

1. ax(zty)=axztary

2. {a+b)xz=arz+bra

3. {a-b)sz=ax(bsz)

4. 1xx=r Falls g nicht kommutativ ist, Unterscheidung von Rechts- und Linksmoduln.

Falls j ein Kérper ist, ist Af ein Vektorraum.

= Fir5:1=1d.h. /5 Die Gruppen mit 360 Elementen sind alle Kombinationen dieser
Méglichkeiten, also gibt es 3.2.1= Mdglichkeiten, zB. £/, xE/, xE o % Z/5

Zerlegung in unzerlegbare Moduln Nach dem chinesischen Restsatzist zB. Z/q=Z/a %L g. Z /2

und Z/4 sind unzerlegbar. Allgemeiner: Z,"P;ﬁq::ZFﬁ x.’Zq;

Gruppentheorie

Satz: Fir Gruppen K< H <G gilt: |G/ K|=|G/H|-|H/ K|
Spezalfall (S.v.Lagrange): Fir jede Untergruppe H<G gilt |G|=|G/H|-|H|.
|G/ H| heiBt auch Index |G:H|von H in &

Satz: Sei ¢z endliche Gruppe.

= Die Ordnung |H| jeder Untergruppe H < teilt die Gruppenordnung |G|
= Die Ordnung ord(z) von z£¢ teilt die Gruppenordnung |G| Deshalb hat eine Gruppe von
Primzahlordnung nur die trivialen Untergruppen und ist zyklisch.

Definition: Eine Untergruppe K< heilt normal, wenn g5 ga— =k (d.h. aK=Ka.
Rechtsnebenklassen = Linksnebenklassen) fiir alle ac¢ gilt. Geschrieben: fraG.

Beispiel: Untergruppen von abelschen Gruppen sind normal. Kerne von Gruppenhom. sind normal.
Satz: Fur jeden Gruppenhom f:G—H gilt: G=|ker(f)|-|im{f]|

Satz: Homomorphiesatz und erster Isomorphiesatz gelten wie sonst immer

2. Isomorphiesatz: Sei (7 eine Gruppe und seien H,K <& zwei Untergruppen.

1. Aus H<G und KaG folot HEK=KH
2. Aus HK=KH folgt HK=KH=(HUK)

Satz: Sei (7 eine Gruppe, H <G und [aG. Dann gilt HNK<H und H/(HNK)=HK/K
3. Isomorphiesatz: Sei K </« und (K< oder i7ai), dann ist (G/K)/(U/K)=G{U
Kommutator

Definition: Der Kommutator von a,bE6 ist [a,b]=aba~'b~ 1.
Die von allen Kommutatoren in ¢z erzeugte Untegruppe [G,G]={[a,b]:a,bcG} heilt
Kommutatorgruppe von

Abelschmachung: G/[G,G] ist abelsch
Lemma: Seien H, K= endliche Gruppen. Dann ist |H|-|K|=|HK|-|[HNK|.

Direkte Produkte: (7 ist das innere direkte Produkt von H,K wenn f:H x K—G,(a,b)—ab ein
Isomorphismus ist. Dann identifizieren wir Hx K=HK =G

Satz: Fir H, K< sind aquivalent
1. zist das innere direkte Produkt von g und K
2. HK=Gund HNG={1} und [H,K]={1}
3. HK=@Gund HNG={1} und H,K<G
Zyklische Gruppen

Satz: Die Gruppe 7 wird genau dann von g€+ erzeugt, wenn der der Hom Z— ks g* surjektiv ist.
(Additive Schreibweise: k—k-g)

Satz: Jede Untergruppe H <7 ist zyklisch.

Jede zyklische Gruppe ¢5 ist isomorph zu Z/,‘.

Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Die Untergruppen von Z/,, sind genau
(mZ)/ . fur min

Satz: Jede zyklische Gruppe der Ordnung = hat fir jeden Teiler m von . genau eine Untergruppe
vom Index m

Restsatz: Falls m,n€X teilerfremd sind, existiert ein Gruppeniso Z/mn=Efm ¥ &/ n.

Beispiel: (Z/,.,+) ist ein Z-Modul. Der Polynomring R[X] ist ein g-Modul. Jedes Linksideal ist ein
Linksmodul.

Definition: Sei pf ein g-Modul. IF M heit Untermodul Uber g falls {7 eine Untergruppe von
(M.+)ist und Rrr=rs gilt.

Beispiel: Jeder kommutative Ring ist Modul Giber sich selbst. Die Untermoduln sind genau die Ideale.

Torsion: Sei i ein Integritatsring und Ar ein g-Modul. zeM heilt Torsionselement wenn Jac K *
mit az=0.

Beispiel: 1€Z/, ist ein Torsionselement im z-Modul Z/, da 2.1=0.

Definition: Ein g-Modul j; heiBt einfach, wenn fiir jeden Untermodul ¢ entweder &/={0} oder
=M gilt.

Beispiel: Z/,, ist genau dann einfach, wenn n eine Primzahl ist. (Gilt allg in HIR)
Ein Modul heiRt unzerlegbar, wenn fiir jede direkte Summe (Anmerkung: A+B=M und ANB={0})
M=A®R entweder 4—( oder B=0 gilt.

Beispiel: Z,p* ist unzerlegbar fir p prim, aber Z/,,=Z/a xZ/, wenn ggT(a,b)=1 (Restsatz).
Satz: Homo- und Isomorphiesatze gelten wie in Ringen mit Idealen (da Untermodul = Ideal)
Freie Moduln

Definition: X C A heilt Basis des g-Moduls s, wenn X ein Erzeugendensystem und linear
unabhéangig ist. Wenn jAs eine Basis hat, heiBt s frei Gber f.

Beispiel: z» ist frei, .Zf,, ist nicht frei (als z-Modul), allgemein: g= ist frei iber g
Matrizen: Homomorphismen zwischen freien Moduln kénnen als Matrix geschrieben werden.

Definition: Bei Moduln Uber Hauptidealringen sind alle Basen gleich groR, die GroRe heit Rang
des Moduls (bei Vektorraumen: Dimension).

Satz: Sei g ein HIR. Jeder f-Untermodul I7 < K™ ist frei und erfillt rang (7 )<m
Bei beliebigen Ringen gelten beide Eigenschaften nicht notwendigerweise.

Satz: Sei Ar ein endlich erzeugter x-Modul. Dann ist auch jeder Untermodul Gber g endlich
erzeugt.

Elementarteilersatz: Sei i ein HIR und sei jf ein freier g-Modul vom Rang m. Fur jeden
Untermodul I7C M existiert

1. eine Basis by,...,bm vON Af
2. Elemente a;,...,an eK* Mit a,|...|a. sodass ayby,...,anba eine Basis von iy ist. Die 4; sind
eindeutig durch {7 bestimmt und heiBen Elementarteiler von rr.

Das heift auch, wenn {7,/ zwei Untermoduln sind, existiert genau dann ein Automorphismus
f:M—M mit f|,; =07 wenn die Elementarteiler {ibereinstimmen.

Satz: Sei i ein HIR. Zu jedem endlich erzeugten f-Modul A existiert ein f-Isomorphismus
o~ T - -
M= fi/{a,j X - X fi/(a“) x K
wobei rcld (Rang des freien Anteils) und a, ,...,an €K *\K ™ mit a, |...|a, (Elementarteiler) eindeutig.

Satz: Uber einem HIR g zerlegt sich jeder endlich erzeugte g -Modul Ar gemaR M=T¢F in den
Torsionsmodul T'< Af (eindeutig) und einen freien Modul F< Af.

Endliche abelsche Gruppen

Um eine Liste der verschiedenen abelschen Gruppen der Ordnung n zu finden, zerlegt man n in
Primfaktoren und betrachtet wie man die Exponenten als Summe schreiben kann.

Beispiel: abelsche Gruppen mit 360—2%.32.5 Elementen.

m Fir2: 3=1+4+1+1=14+2=3 d.h. £/, xE/,x L[, oder £/, xE/,, oder £/,5
m Fir3:2=1+1=2d.h. Z/3xEZ 5 oder &/,

Satz: a erzeugt Z/,, wenn ggT{(a,n)=1 gilt

Beispiel: 3 erzeugt Z,f_, weil 3+3=2, 3+3+3=1, 3+3+3+3=0 alle Elemente sind.

Satz: Wenn p eine Primzahl ist, hat (Z/,,)* Ordnung p—1 und ist zyklisch.

Konjugation

Definition: Das Zentrum einer Gruppe ¢ ist das was mit allem kommutiert:
Z(G)={2€G:za=az Ya eG}aG

Der Zentralisator eines Elements a sind alle Elemente, die mit a kommutieren:
Z(G)<Zgla)={beG ab=ba} < G

Der Zentralisator existiert auch fiir Untergruppen (nicht nur einzelne Elemente)

Definition: Fir ec(7 definieren wir die Linkskonjugation ~.:G—(, grsege™ ! =: “g und
Rechtskonjugation §.:G—G g—c~ ! ge=:g°

Satz: Es gilt . € Aut(G), y:0—7= ist ein Gruppenhom mit ker(~)=Z(G)
Definition: [nn(G)=+(G)4Aut(G), Out{G)=Aul(G)/ Inn(G)

Definition: Der Normalisator einer Untergruppe [7 < ist das was {7 unter Konjugation invariant
lasst:

UaNg(U)={geG:US=U}
Bemerkung: Zz(U7 )< Ng (L)
Definition: {7 < heilt charakteristisch, wenn fur alle a€ Aut(G) gilt dass a(f/)=17.
Operation

Definition: Sei ¢7 eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von ¢; auf X ist eine Abbildung
(a,z)—arz sodass

(a-b)scx=ax(bxxr)und lxr==x
Es gibt auch Rechtsoperationen.

Definition: Die Bahn / der Orbit von zeX ist Gz={gz:gcG}
Die Standgruppe / der Stabilisator von z ist G ={geGigz=x}
Die Fixpunkte der Operation sind Fix(G)={zeX :Gz=x}

Satz: (Bahnengleichung) Fir jedes zeX ist Gz=|G:G.| Wenn |G|<ac dann gilt demnach
|G|=|Gz|-|G=|, insbesondere |Gz| teilt ||

Beispiel: 7 operiert auf sich selbst mit Konjugation, (z,g)—g~ *zg.
Die Bahn von x ist die Konjugationsklasse ;& und die Standgruppe ist der Zentralisator Z;(z).
Die Anzahl der zu = konjugierten Elemente ist |z |=|G:Zz(z)|-
Satz (Bahnengleichung): Es gilt
X = Fiz(G)u | | G
kER

wobei die [k die nicht trivialen Bahnen reprasentieren. Es folgt:

X| = |Fiz(G)| + }_ |G Gy, |

kER

Definition: Eine p-Gruppe ist eine Gruppe mit Ordnung p° flr ein ecH.

Satz: Jede nicht-triviale p-Gruppe hat nicht-triviales Zentrum.



Satz: Fir jede Gruppe der Ordnung p° existiert eine Kette
{1} =FKy< ... < K.=G
wobei K ;a7 die Ordnung p* hat, d.h. F;/ K, ist zyklisch von Primzahlordnung.

Satz: Eine endliche Gruppe ¢ ist genau dann eine p-Gruppe, wenn jedes z<(¢5 ein p-Element ist
(d.h. erd{z)=p")

Symmetrische / Alternierende Gruppen

Definition: Die Fixpunkte einer Permutation a8 sind Fiz(o)={zcX:a(z)=x}. Der Trager ist
supp(o)={zEX a(z)z}.
Permutationen heiBen disjunkt, wenn supp(a )Nsupp(r )=0, disjunkte Perm. kommutieren.

Schreibweise: Eine Permutation in 5,, kann zum Beispiel so geschrieben werden:

12345678
46835217

o=

oder in Zykelschreibweise ==(1,4,3,8,7)(2,6) (disjunkte Zykel immer eindeutig mdglich).
Definition: Eine Transposition ist ein 2er-Zykel (i,j].

Die symmetrische Gruppe wird von ihren Transpositionen erzeugt. Sogar schon von den
Transpositionen benachbarter Elemente.

Satz: FUr n>3 hat &, triviales Zentrum.

Satz: Fir alle n gilt |S,,|=n!

Zykel

Definition: Ein Zykel der Lénge { ist eine Permutation a{iy,...,i;) Mit o{i;)=ix4+q und alle anderen
Elemente sind fix. Die Ordnung des Zykels ist ;.

Satz: Jeder {-Zykel schreibt sich als Produkt von {—1 Transpositionen: {iy,....i;)={i1,iz)-{f1—1,it)

Definition: Sei o ein Produkt disjunkter Zykel der Langen I, >la>.. 21 22. Dann ist (I ,...,[ J€N"
die Zykelstruktur von . Verlangert um die Fixpunkte 1,43 .=l.=1erhalt man die Bahnenstruktur.
Dies ist eine Partition von m: § _ ly=n

Bemerkung: Die Ordnung von o ist ord{o)=kgV (I1 ,...,I+- ).
Satz: Fir jeden Zykel e={i,,...,i;J€S,. und T€8,, gilt:
1 . .
Tocot  =(7(i1),...,7(%))

Daraus folgt: Zwei Permutationen sind genau dann konjugiert, wenn sie die selbe Zykelstruktur
haben.

Satz: Sie #£&,,. In der Bahnenzerlegung von o treten mu Bahnen der Lange | auf. Dann hat der
Zentralisator von « die Ordnung:

|Zs, ()] =mql- 1™ gl 27 omgl- - omy ! n™
Die Konjugationsklasse von o hat die Ordnung |a 5= |=|S,|/| Zs,,|

Signatur

Definition:Fir n>2 existiert genau ein nicht-trivialer Gruppenhom 5,,—41. Diesen nennen wir die
Signatur, geschrieben sign:S,—=+1.
Permutationen mit sign=+1 heiBen gerade, die mit sign=—1 heilen ungerade.

Satz: Fir einen j-Zykel ist sign=(—1)'~1

Definition: Sei p prim. Sei ¢z eine Gruppe der Ordnung |G|=p"-a mit e;acl und pla. Eine
p-Sylow-Untergruppe von ¢7 ist eine Untergruppe P<G der Ordnung | P|=p". Die Menge der
p-Sylow-Untergruppen bezeichnen wir mit Syl, (G).

Satz (Sylow): Sei p prim und [G|=p®-a wie oben. Dann gilt:

1. Jede p-Untergruppe von ¢ liegt in einer p-Sylow-Untergruppe von ¢;. D.h. es existiert
mindestens eine p-Sylow-Untergruppe in .

2. Je zwei p-Sylow-Untergruppen sind in ¢ konjugiert.

3. Ihre Anzahl my =|Syl, ()] erfillt my|a und mp=1+kp, kel.

Satz: Eine p-Sylow-Gruppe P£Syl, () ist einzig genau dann, wenn P normalist in ¢7.

Satz: Sei 7 eine endliche Gruppe und r die Anzahl der p-Sylowgruppen. Dann gibt es einen
Homomorphismus :G— 5. (Konjugation (Anmerkung: Ein ge& permutiert die Sylowgruppen durch
Konjugation, « ist die Abbildung von g auf diese Permutation))

Ist iz einfach und ¢ nicht trivial (nicht g—id fiir alle g), so ist ¥ sogar injektiv, also ist 7| ein Teiler
von rl=|S,|

Satz: Sind K,H <G Untergruppen mit ggT'(|K|,|H|)=1. Dann ist KNH={1}. Gilt andererseits
|K|=|H|=p, so ist entweder KNH={1} oder K=H.

Satz: Sind K,H<i Normalteiler mit KNH={1}, dann ist f H=KxH.
Satz: Wenn K < S eine Unterruppe von Index 2 ist, dann gilt K = Aj,.

Satz: Wenn es nur eine p-Sylowgruppe in einer Gruppe H gibt, dann ist P <] G.

Satz: 1. Sei G eine endliche Gruppe und r die Anzahl der p-Sylowgruppen. Dann gibt es einen
Homomorphismus phi:G nach Sy.

2. Ist G einfach und phi nicht trivial, so isr phi sogar injektiv, also |G| ein Teiler von r!=|S|.

Beispiel: Sei (7 eine einfache Gruppe der Ordnung |G|==60. Zeigen Sie, dass es in ¢7 genau zehn
3-Sylowgruppen gibt.

60=3"-20, €s muss gelten: m;|20 und my=1+3k. Daraus folgt 1,4,10 kommen in Frage.

Zu 1: Dann ware Pya(F, Widerspruch zu |Ps|=3 und (7 einfach

Zu 4: Da ¢ einfach und ¢ nicht trivial (je 2 Sylowgruppen sind konjugiert) folgt |G|=60|4!=24
(Widerspruch)

Also gibt es 10 3-Sylowgruppen.

Auflésbare Gruppen

Definition: Eine endliche Gruppe heit auflésbar, wenn es eine Folge {1}=G»4...4G149Ga=G von
Untergruppen gibt sodass jeweils ;41 <(; normal ist vom Primindex.

Beispiel: Jede zyklische Gruppe Z/, ist auflésbar: {0}=p; -pr Z/nd---ap1 L/ naL/r
Satz: Sei (7 eine endliche Gruppe.

1. Ist g auflésbar, dann sind auch alle Untergruppen H < und Quotienten /K auflésbar.
2. Sind K a7 und G/}{ aufldsbar, ist auch ¢ auflésbar.

Definition: Aus einer Gruppe ¢ leiten wir die Kommutatorgruppe ab: D(G)=[G,G].
Die abgeleiteten Gruppen sind D)= und D*+1{(G|=D(D*(G)).

Satz: Fir jede endliche Gruppe sind aquivalent:

. (7 ist auflésbar

. Es existiert eine Kette {1}=(n 4.4, 4Gy=G mit G; /G4 2yklisch
. Es existiert eine Kette {1}=Gn4...94G19Go=G mit G; /G4, abelsch
. Die Kette G=D"(G)|>D'(G)|>... endet mit D™ (&)={1}

BWN

Alternierende Gruppe

Definition: Die Menge der geraden Permutationen ist die alternierende Gruppe A,=ker sign(Sa).
Flr n—=1ist A,, trivial, fir n=2 ist 4,,45,, vom Index 2, also \A,,\:’;—’.
An ist die Kommutatorgruppe von S,,.

Satz: Die alternierende Gruppe wird von ihren 3-Zykeln erzeugt.
Satz: Fir jedes o= A4, gilt

1. Wenn Zs (o)CA.dann gilt Zs (0)=Z4, (c) und g5u —ginjgan(1.2)
2. Wenn Zg (o)FA. dann gilt |Z5 (o):Z4, {o)|=2 und g4n —gSn.

Satz: Fir n=5 sind in 4,, alle 3-Zykel konjugiert.
Einfache Gruppen

Definition: Eine Gruppe heit einfach wenn sie nur die 2 trivialen normalen Untergruppen hat.
Aquivalent: ¢z ist einfach, wenn jeder Gruppenhom f:G—H trivial oder injektiv ist.

Beispiel: Sa

Satz: Jede Gruppe von Primzahlordnung ist einfach (isomorph zu Z/.).
Eine abelsche Gruppe ist genau dann einfach, wenn sie von Primzahlordnung ist.

Satz: Fir n>5hist A, einfach. (auBerdem flr n—3, A ist abelsch)

Satz: Jede einfache Gruppe ¢ mit einer Untergruppe H <7 vom Index n=2 kann in &, eingebettet
werden. Fir G2Z/, gilt dann |G| <2

Satz: Fir n>5 enthalt A,, keine Untergruppe vom Index 2, -1

Semidirektes Produkt

Definition: ¢ ist das interne semidirekte Produkt von fqG und H<G wenn i H=G und
KnNH={1}, geschrieben =K xH

Beispiel: §,,=A4,x{(1,2)}

Internes und externes Produkt: Wir wollen die Verkniipfung von {k; ;) und (ks ,hs) definieren.
Sind K,H <G dann geht das wie folgt durch Einfligen von hl"h,.:

_ -1
(Fy, ha) - (ko he) = (ko hakohy Ry ho)
e —
€K
Das heiBt internes semidirektes Produkt. Steht die Operation durch Konjugation nicht zur

Verfiigung, weil nicht K,H <G ist, kann man das ersetzen durch einen beliebigen
Gruppenhomomorphismus a: H—Aut{K ) und definieren:

(F1y h1) - (Ko, hg) = (kioe(hy)(ka)) (hihs)

Das heiBt dann externes semidirektes Produkt K;H‘ Das interne semidirekte Produkt ist also das
externe mit der Operation r}(h)(k):hkh_\ FUr a=id ergibt sich das direkte Produkt.

Beispiel: Die Diedergruppe D..:E/..;Zf; mit e:E /s —Aub(Zfn )i (—1)"

Satz: Seien p<lg zwei Primzahlen. Wenn p|{g—1) dann existiert nur ein semidirektes Produkt der
Form Z/, ¥Z /. namlich das direkte Produkt Z/; % Z /5.

Gilt hingegen p|{g—1) dann existiert auBerdem ein nicht-triviales semidirektes Produkt. Dieses ist
bis auf Isomorphie eindeutig.

Sylow-Satze

Satz (Cauchy): Teilt eine Primzahl p die Ordnung der Gruppe ¢ dann existiert ein Element zc¢&
der Ordnung p und damit eine Untergruppe {z}<.z der Ordnung p.

Korpererweiterungen

Beispiel: Zu jedem Korper i enthalt der Polynomring K[X] den Kérper i als Unterkdrper. Dies
gilt auch fiir den Bruchkérper K{X )={P/Q:P,QK|[X],:0} der rationalen Funktionen, also ist

dieser eine Kérpererweiterung von .

Notation: sc Hom(E|K F|K) ist eine Homomorphismus zwischen den Kérpererweiterungen E.F
von [ sodass o|-=idy ist. (Geht auch zB mit End(E|K) oder Auf(E|K))

Definition: Die Dimension von g als f-Vektorraum |E:K|=dim; (E) heiBt Grad der Erweiterung.

Beispiel: Ist PER[X] irreduzbel (Uber k), dann ist E=K|[X]/{P) wieder ein Kérper vom Grad
|B:K |=deg{P), zum Beispiel hat Z/,[X]/(X*+X+1) Grad 2 Uber Z/, (Basis: 1,X).

Satz (Gradformel): Fur Kdrpererweiterungen K« F< E gilt:
M:K]|=[M:L]-[L:K)
Algebraische Erweiterungen

Definition: E|K heiBt einfache Erweiterung, wenn es acE gibt mit E=K{a). Dann heit a
primitives Element der Kérpererweiterung.

Definition: Sei E|K Kérpererweiterung. acE heit algebraisch {iber f wenn es ein Polynom
PeK[X]* gibt mit P(a)=0. Sonst heift a transzendent lUber f.
Wenn jedes acE algebraisch ist, heit g algebraische Kdrpererweiterung.

Safti

n: Sei E|K eine Kérpererweiterung. Fir jedes acE sind aquivalent:

-

. Das Element a ist algebraisch Uber

2. Die Erweiterung K(a) ist endlich Gber f

3. Der erzeugte Teilring K[a] ist ein Kérper: K[a]=K (a) Dann existiert genau ein normiertes
Polynom P£K [z]* minimalen Grades mit P{a)=0. Dieses heiBt Minimalpolynom von a:
!rr:‘.{a]:P.

Die Dimension von a (iber K ist degy(a)=|K (a):K|.

Satz: Jede endliche Erweiterung ist algebraisch.
Enthélt SCE nur algebraische Elemente Uber [, ist K(S) algebraisch Uber f.

Zerfallungskérper

Satz (Kronecker): Sei | ein Kérper. Zu jedem PEK[X] vom Grad deg(FP)>1 existiert ein
algebraischer Erweiterungskérper E|K in dem p eine Nullstelle hat.

Satz: Ein Kérperhom s: E—F (Uber K (d.h. Hom{E|K F|K)) bildet Nullstellen von PEK[X]in E auf
Nullstellen von pin f ab.
Insbesondere: Kérperautomorphismen permutieren Nullstellen.

Satz: Seien K{a) und K{a') einfache algebraische Erweiterungen. Genau dann existiert ein
Korperiso o:K (a)—= K{a') mit o|x=ids und g{a)=a’ wenn Irr,’f.(a]:frr::.(u’) ist.

Definition: Sei F|K eine Kérpererweiterung und PEK[X]*. Wir sagen p zerfallt iber £, wenn es
ay,...an €E gibt sodass P=ie(P )-(X —a, ) (X —a.) gilt. Gilt zudem E=K{a,,...,a») dann nennen wir
E einen Zerfallungskérper von p liber f (so wenig wie méglich und so viel wie nétig).

Satz: Zu jedem Polynom PeK[X]* existiert ein Zerfallungskérper g Uber f. Je zwei
Zerfallungskoérper sind isomorph.

Allgemeiner: Sei K — ' ein Korperiso. Sei PEK[X] und g Zerfallungskorper. Sei P'=p(FP) das
entsprechende Polynom in g und g der Zerféllungskdrper davon. Dann existiert ein Kérperiso
o B B mit o=

Algebraischer Abschluss

Definition: Ein Korper ¢ heift algebraisch abgeschlossen wenn jedes PEC[X]* Uber ¢ zerfallt.
C|K heilt algebraischer Abschluss wenn C|K algebraisch und ¢ abgeschlossen



Satz: Flr jeden Kdrper ¢ sind aquivalent:

1. Jedes PEC|X] mit deg(P)>1 hat eine Nullstelle in ¢
2. (@ istalg. abg.

3. Jedes irred. Polynom in [ X] hat Grad 1

4. Fur jede algebraische Erweiterung E|C gilt E=C

Satz: Sei C|K algebraische Erweiterung. Dann sind dquivalent:

1. Jedes PEC|X]* zerfallt Uber &
2. Jedes PEK[X]* zerfallt Uber ¢

Satz: Zu jedem Kérper [ existiert ein algebraischer Abschluss €|k Je zwei alg. Abschliisse sind
isomorph Uber f .

Satz: Sei K —K"' ein Kérperiso. Sei E|K eine algebraische Erweiterung und ¢/|K' ein alg.
Abschluss. Dann ex. ein Kérperhom g: F—C Mit o ;- =.

Ist zudem g algebraisch abgeschlossen und | K| algebraisch, dann ist jeder Kérperhom g: F—¢7
Uber f ein Isomorphismus.

Endliche Korper
Klassifikation

Satz: Endliche Kérper erlauben folgende Klassifikation:

1. Jeder endliche Korper hat p™ Elemente wobei p=char (F) und neliz,

Denn: f enthalt Z/, als Primkorper und ist dariiber ein VR, also isomorph zu (Z/,)"
2. Zu jeder Primzahlpotenz p™ mit nEl > existieren Kérper mit p™ Elementen

Denn: Der Zerfallungskérper von x»™ _ x Uber Z/, hat p™ Elemente.
3. Zwei endliche Kdérper mit gleicher Elementenzahl sind isomorph

Teilkérper: Sei F ein Kdrper der Ordnung p™ mit p£ prim und n€Mz . Dann hat jeder Teilkdrper
K< F Ordnung p™ mit m|n. Umgekehrt existiert fur jeden Teiler m|n in 1§ genau ein Teilkérper
K<F der Ordnung p™.

Automorphismen: Sei g ein Kérper der Ordnung p™ mit p<l prim und n€l ;. Dann ist
Aut{F)={fp} eine zyklische Gruppe der Ordnung n. fpist der Frobenius-Homomorphismus.

Galois-Korrespondenz: Gilt hier genauso wie allgemeiner in Kapitel 14.
Galois-Theorie

Definition: Eine algebraische Kérpererweiterung E|K heiBt galoissch wenn Fiz({Aut{E|K))=K.
Trivialerweise gilt K Fiz{Aut{E|K)), die Bedingung besagt dass jedes Element aus E% K von
einem Automorphismus bewegt wird.

Satz: Fir jede endliche Kérpererweiterung E|K gilt | Aut(E|K)|<|E:K|und E|K ist genau dann
galoissch wenn Gleichheit gilt.

Satz (Galois-Korrespondenz): Sei E|K galoissch. Die Zwischenkérper der Erweiterung
korrespondieren mit den Untergruppen von Aut{E|K):

Zu einem Zwischenkérper K< F< E haben wir G=Aut(E|F)

Zu einer Untergruppe G < Aut(E|K) haben wir F=Fiz(G)

Es gilt Fiz{Aut{E|F))=F und Aui{E|Fiz(G))=G

Flr zwei verschiedene Zwischenkérper Fy, F, gilt: Fy < FaeG) G, und Grad und Index
entsprechen sich: | Fy:Fy |=|G1:Ga|

F,|F, ist galoissch genau dann wenn G,a(3, ist, dann gilt g(F; )=F, fir geAut(E|F; )

Separable Erweiterungen

Definition: Sei f ein Korper und ¢ ein alg. Abschluss. PEK|[X] heift separabel, wenn es in ¢
lauter verschiedene Nullstellen hat. Gleichbedeutend mit ggT'(P,P')=1, irreduzble Polynome sind
separabel genau dann wenn P'z(.

Ein algebraisches Element ac E|K heiRt separabel iber g wenn sein Minimalpolynom irr,’:.(a)

Satz: Seien z,z,,....2-EC komplexe Zahlen. Dann sind &quivalent:

-

. Der Punkt = ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar ausgehend von 1,zy,...,%r.

. Ausgehend vom Grundkdrper K'=Q)(zy,...,z-) gibt es einen Turm quadratischer
Erweiterungen K=Eg<E; <...< E, mit 2€E,..

3. Die Zahl z ist algebraisch liber K=0)(z,,...,z-) und die normale Hille (Anmerkung: Die

Erweiterung von | mit S={beC: b ist zu einem o€ E (iber K konjugiert} (¢ ist der alg.

Abschluss)) E von K(z) iber [ hat als Grad eine Zweierpotenz, also |E:K|=2" fiir ein ncH.

N}

Satz: Das regelmaBige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n=2%p; ---p;
gilt mit e€r und Fermat-Primzahlen (Anmerkung: Primzahlen 22"+1) 1P

Auflosbare Erweiterungen

Satz: Sei peM prim. Sei i Kérper mit char (K)=0, der eine primitive p-te Einheitswurzel enthalt. Fur
E|K sind dquivalent:

1. JecEa¢ K mit E=K(a) und a? €K

2. Die Erweiterung E|K ist galoissch vom Grad |E:K|=p
Definition: Eine endliche Erweiterung E|K heiBt Radikalerweiterung wenn es acE gibt mit
E=K(a)und a"eK.
Eine Kérpererweiterung F|K heift durch Radikale auflosbar wenn es eine Erweiterung E|F und
einen Turm von Radikalerweiterungen K <...< E gibt.

Satz: Sei p ein Polynom Uber einem Kdrper der Charakteristik g. Dann ist P genau dann Uber
durch Radikale aufldsbar, wenn die Galois-Gruppe Gal{P|K) aufldsbar ist.

Beispiel: Jedes Polynom mit Grad <4 ist durch Radikale aufldsbar, weil sich die Galois-Gruppe in die
&, einbetten lasst, die auflésbar ist.

Von ,http://www.igt.uni-stuttgart.de/wiki/Algebra_SoSe_2010_Spickzettel”
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separabel Uber f ist.
Eine algebraische Erweiterung heiBt separabel wenn jedes acE separabel liber f ist.

Definition: Ein Kérper heilt vollkommen, wenn jede alg. Erweiterung E|K separabel ist.
Zum Beispiel ist jeder Kérper mit Charakteristik () vollkommen (da P'0).

Satz: Ein Kérper der Charakteristik p=0 ist genau dann vollkommen, wenn der
Frobenius-Homomorphismus ein Automorphismus ist.

Satz (Steinitz): Sei E|K eine endliche Erweiterung. Genau dann existiert ein primitives Element
agF wenn E|K nur endlich viele Zwischenkérper besitzt.

Satz: Ist E|K endlich und separabel, dann existiert ein primitives Element acE.

Safti n: Sei E|K eine alg. Erweiterung und C|K alg. Abschluss. Wir nennen acE und b
konjugiert Gber i wenn die folgenden aquivalenten Bedingungen gelten:

1. Es gibt einen Hom g: g—¢r Uber j mit o(a)=b
2. Es gibt einen Hom g:K{a)— K (k) Uber i mit a{a)=b
3. Fur die Minimalpolynome Gber f gilt Irr )% (a)=1rr.(b)

Normale Erweiterungen

on: Sei C|K alg. Abschluss und K < E<(. Dann sind dquivalent:

1. Fur jeden Hom geHom(E|K,C|K) gilt o (E)=E

2. Zu jedem Element ac E enthéalt 7 auch alle Konjugierten von a in ¢ Uber f&

3. Hat ein irred Polynom PEK[X] eine Nullstelle in , so zerfallt es Uber

4. Eist der Zerfallungskorper einer Menge PC K[X] von Polynomen tber g Dann heift E|K
normal.

Satz: Fir jede algebraische Kérpererweiterung E|K gilt: E|K ist galoissch genau dann wenn E|K
normal und separabel ist. Dann ist fir jeden Zwischenkérper K < F< E die Erweiterung E|F auch
galoissch.

Galois-Gruppe einer Gleichung

Definition: Sei PEK[X]separabel. Sei i der Zerfallungskdrper von p Uber . Die Galois-Gruppe
Aut(E|K) nennt man dann auch die Galois-Gruppe von P iber [, geschrieben
Gal(P|K)=Aut(B|K).

Satz: Fir jedes separable PEK[X] operiert seine Galois-Gruppe auf der Nullstellenmenge.
Dadurch erhalten wir einen injektiven (nicht unbedingt bijektiven) Gruppenhomomorphismus
Gal{P|K)—5x wobei jy die Nullstellenmenge von p ist. Insbesondere gilt fiir den
Zerfallungskérper E|K dass |E:K|<n! mit n=|N|=deg(P).

Beispiel: Aut(C|R)=Gal(X?+1|0)=51;

Satz: Sei PEQ[X] irreduzibel mit Grad degP=p prim, und mit p—2 reellen und zwei komplex
konjugierten Nullstellen. Dann ist Gal(P|Q)=~S, (Symmetrische Gruppe der NS von F)

Anwendungen der Galois-Theorie
Konstruktion mit Z & L
Definition: Das n-te Kreisteilungspolynom ist
e, = ] x-9

£€C, ord(g )=n
Beispiel fir n=f: Sei ¢=¢27#/6. Dann ist @g=(X —()(X —¢*)=X2—X +1 (alle anderen haben
Ordnung <6, ¢* hat Ordnung = wenn ggT'(n k)=1)
deg Tn=p(n)=|(Z/n)"|
Satz: Fir jedes neM ist &,, irreduzibel in Z[X] und Q[X]



