Prof. M. Eisermann Algebra SoSe 2010

Ubungsblatt 4: Teilbarkeitslehre

Lassen Sie sich nicht durch die Menge der Aufgaben einschiichtern. Es gibt nur wenig
schriftliche Aufgaben und wir halten die Menge der Votieraufgaben iiberschaubar.

Alle weiteren Aufgaben sind ein gutgemeinter Vorschlag: Wir mochten Sie ermutigen,
sich tiber das Notwendigste hinaus mit Algebra zu beschdiftigen.

1. HAUPTIDEALRINGE UND FAKTORIELLE RINGE

V 1.1. Welches sind die irreduziblen Elemente in C[X]. Und in R[X]?
S 1.2. (3 Punkte) Z[X] ist kein Hauptidealring, denn z.B. (2,X) ist kein Hauptideal.
1.3. Der Polynomring K[X] ist genau dann ein Hauptidealring, wenn K ein Korper ist.

2. NICHT-EINDEUTIGE ZERLEGUNG IN IRREDUZIBLE ELEMENTE

2.1. Fiir jedes k € Nist M = 1 +kN ein Untermonoid von (N, -). InM; ={1,2,3,4,...}
lasst sich jedes Element eindeutig in irreduzible Faktoren zerlegen. Gilt dies auch
inM, ={1,3,5,7,...}?und in M3 = {1,4,7,10,...}?

2.2. Selbst ein Polynomring kann nicht-faktorielle Unterringe haben:

(a) Man zeige, dass K := { P € Q[X] | P’(0) =0 } ein Unterring von Q[X] ist.
Es ist K = Q[X?,X?] der von {X?,X3} iiber Q erzeugte Unterring.

(b) Man bestimme die Gruppe K™ der in K invertierbaren Elemente.

(c) Lisst sich jedes Element in K als Produkt irreduzibler Faktoren schreiben?

(d) Sind die Polynome X? und X? im Ring K irreduzibel? Sind sie prim?

(e) In K bestimme man alle Zerlegungen von X°® und X7 in irreduzible Faktoren.

(f) Man gebe P,Q € K an, die in K keinen grofiten gemeinsamen Teiler haben.

3. KEINE ZERLEGUNG IN IRREDUZIBLE ELEMENTE

Es ist nicht einfach, einen Ring zu finden, in dem sich manche Elemente nicht als Pro-
dukt von irreduziblen Elementen schreiben lassen. Hier eines der einfachsten Beispiele:
Wir schreiben das Monoid (Q>¢,+) multiplikativ als M = {X“ | a € Q>¢} mit X*-
Xb = X% Sei R = CM der Monoidring iiber dem Korper C der komplexen Zahlen:
Jedes Element schreibt sich eindeutig als eine Summe a;X°!' + --- 4+ a,X* der Linge
n € N mit Koeffizienten ay,...,a, € C* und Exponenten 0 < e < --- < e, in Q.
3.1. (a) Firjedesne N, n> 1, ist (C[Xl/”] C R ein Polynomring in X /" iiber C.
(b) Jede endliche Familie P, ..., P € R liegt in einem Polynomring C[X !/ " CR.
(c) Man bestimme die Gruppe R* der in R invertierbaren Elemente.
(d) Man bestimme alle irreduziblen Elemente in R. Ist R faktoriell?

4. DER RING Z[i] DER GAUSS’SCHEN ZAHLEN

S 4.1. (6 Punkte)

(a) Die Menge Z[i] = { a+bi | a,b € Z } ist ein Unterring von C.

(b) Die Norm N(z) = zZ ist ein Monoidhomomorphismus N: (Z[i],-) — (N,)
mit N(z) =0« z=0und N(z) = 1 & z € Z[i]*. Man bestimme Z[i]*.

(c) Wenn N(z) irreduzibel in N ist, dann ist z irreduzibel in Z[i].

(d) Der Ring Z[i] ist euklidisch beziiglich der Norm N. Hinweis: Zu a,b €
Z[i],b # 0, approximiere man ¢ € C durch ein g € Z[i] mit |4 —¢|* < 3.

Dass der Ring Z[i] euklidisch ist, hat erstaunliche Konsequenzen fiir Primzahlen in Z:
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S 4.2. (2 Punkte) Jede Primzahl p € Z lisst sich auf hochstens eine Art als Summe von
zwei Quadraten schreiben, das heiBt, aus p = a® + b? = ¢* + d* folgt {az,bz} =
{c?,d*}. Hinweis: Man betrachte p = (a+ib)(a — ib) = (c +id)(c — id) in Z[i].

Fiir die Primzahl 2 gilt 2 = 12+ 12. Fiir die Primzahlen 3,7, 11, ... gibt es keine solche
Zerlegung. Andererseits gilt 5= 12422 und 13 =22+3%und 17 = 12442, ...

Satz (Zwei-Quadrate-Satz von Fermat) Die Primzahlen p € N mit p=3 (mod 4) las-

sen sich nicht als Summe von zwei Quadraten schreiben. Zu jeder Primzahl p € N mit
p=1 (mod 4) existiert genau ein Paar a < b in N sodass p = a* + b*.

V 4.3. Fiir p =3 (mod 4) ist p = a® + b*> schon modulo 4 unméglich.
Im Folgenden sei p € Z eine Primzahl mit p =1 (mod 4).
Vd4. (a) Esgibt§ € Z/, mit E? = —1. Hinweis: In Z/, vergleiche man 1-2-3- - pT_l
und pTH -++(p—2)-(p—1) und berechne ihr Produkt.
(b) Aus p| ¢*+1inZ folgt p | (g+i)(g—i) in Z[i]. Ist p prim?
(¢) In ZJi] zerféllt p in zwei irreduzible Faktoren, p = (a+ib)(a — ib).

5. DIE RINGE Z[iv/2] UND Z[i/3]

5.1. (a) Fur& =iv2ist Z[§] = { a+b& | a,b € Z } ein Unterring von C.
Man zeichne das Gitter Z[&] in der komplexen Ebene und bestimme Z[§]*.
(b) Jede komplexe Zahl g € C erlaubt eine Niherung z € Z[€] mit |[g —z|> < 3.
Man folgere daraus, dass Z[&] ein euklidischer Ring ist beziiglich N(z) = zZ.
5.2. (a) Fur& =iv3ist Z[§] ={a+b& | a,b € Z } ein Unterring von C.
Man zeichne das Gitter Z[&] in der komplexen Ebene und bestimme Z[&]*.
(b) Jede komplexe Zahl ¢ € C erlaubt eine Niherung z € Z[&] mit |g —z|*> < 1.
Warum bricht die Konstruktion einer euklidischen Division hier zusammen?
(c) Man zdhle die kleinsten Werte der Norm N: Z[E] — N, N(z) = zZ, auf und
folgere daraus, dass jedes Element z € Z[£] mit N(z) = 4 irreduzibel ist.
(d) Man betrachte 2-2 = (1 +iv/3)(1 —iv/3). Ist Z[i/3] faktoriell?

6. EUKLIDISCHER ALGORITHMUS

6.1. Die Ringe Z, Z]i], Q[X] sind euklidisch. Man berechne:
(a) ggT(24087,33411)inZ,  (b) geT(5+3i,13 +8i) in Z[i],

©) geT(X°+X*+ X3+ X2+ X +1,X*—X>—X+1) in Q[X].

6.2. Priifen Sie, ob die folgenden Gleichungen in Z? 16sbar sind und bestimmen Sie
gegebenenfalls alle Losungen.

(a) 320x— 18y =2, (b) 102x — 15y =5, (c) 101x—15y =5.
6.3. Sein =582 und a = 115. Man bestimme @' in Z/ .

6.4. Man wende den (erweiterten) euklidischen Algorithmus auf das folgende Pro-
blem an.
(a) Zu den Polynomen P = X2+ 1 und Q = X* —2 in Q[X] bestimme man T =
geT(P,Q) in Q[X] sowie U,V € Q[X] sodass T =UP+V Q.
(b) Man vereinfache % zu A+ X%l + % und bestimme hierzu
A,B,C € Q[X] so, dass deg B < 2 und degC < 3.
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