Prof. M. Eisermann Algebra SoSe 2010

Ubungsblatt 12: Abschluss

1. PRIMITIVE ELEMENTE

V 1.1. (a) Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung. Zeigen Sie (mit Hilfe der Galois-
korrespondenz), dass fiir o € E die beiden Aussagen dquivalent sind:
(i) Fir alle o € Aut(E|K)\{id} gilt () # .
(ii) Es gilt E = K[ot], d.h. & ist ein primitives Element.
(b) Zeigen Sie @[\/i, \/§] = Q[\/Q + \/§] direkt durch Mengeninklusionen.
(c) Zeigen Sie Q[v/2,v/3] = Q[v/2 + /3] mit Hilfe von Teil (a).
1.2. Finden Sie ein primitives Element der Erweiterung Q[i, v/2] iiber Q.

1.3. Bestimmen Sie alle primitiven Elemente von Q[v/2, /3] iiber Q.

2. SPEZIELLE ERWEITERUNGEN

2.1. Sei E|K eine galoissche Korpererweiterung. Wir nennen E|K abelsch, bzw. zy-
klisch, wenn die Galoisgruppe Aut(E|K) abelsch bzw. zyklisch ist.
(a) Essei E|K eine abelsche Galoiserweiterung. Zeige, dass dann fiir jeden Zwi-
schenkorper F auch E|F und F|K abelsche Galoiserweiterungen sind.
(b) Es sei E|K eine zyklische Galoiserweiterung. Zeige, dass dann fiir jeden
Zwischenkorper F auch E|F und F|K zyklische Galoiserweiterungen sind.

2.2. Zeigen Sie, dass jede Korpererweiterung vom Grad 2 normal ist.
2.3. Welche der folgenden Erweiterungen sind normal?

(a) Q[v2,V/3] iiber Q
(b) Q[e*™/"] iiber Q
() Q[¥/2] iiber Q

(d) Q[)[v'2] iiber Qi]

2.4. Sei E eine endliche algebraische Korpererweiterung von K, sodass die Charak-
teristik p von K den Grad der Korpererweiterung |E : K| nicht teilt. Zeigen Sie,
dass die Korpererweiterung separabel ist.

Hinweis: Ein irreduzibles Polynom P ist genau dann separabel, wenn P’ # 0.

3. INVERSES GALOISPROBLEM

V 3.1. Der Satz von Dirichlet aus der Zahlentheorie liefert fiir gegebenes a € N unend-
lich viele Primzahlen der Form p = 1+ ka.
(a) Zeigen Sie unter Benutzung dieses Resultats, dass jede endliche zyklische
Gruppe Z/, zu einer Quotientengruppe von Z /; isomorph ist.
(b) Folgern Sie aus dem chinesischen Restsatz, dass dies auch fiir jede endliche
abelsche Gruppe gilt, wenn wir Z/ fiir geeignetes n € N betrachten.
(c) Benutzen Sie nun die Aussage Aut(Q[¢*™/"]|Q) = Z /5, um zu zeigen, dass
sich jede endliche abelsche Gruppe als Galoisgruppe iiber QQ realisieren ldsst.

4. SYMMETRISCHE POLYNOME

4.1. Ein Polynom s € K[Xj,...,X,] heiit symmetrisch in den Variablen Xi,...,X,,
wenn S(Xl, .. ,Xn) = S(ch(l)7 .. 7X7'c(n)) fiir alle & € §,,.
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(a) Sei P(X) =X"+s1X" '+ ... +5,= X+ X)X +X3)--- (X +X,). Man
nennt s; das elementarsymmetrische Polynom vom Grad i in X1,...,X,. Man
schreibe diese moglichst explizit hin.

(b) Zeigen Sie, dass sich fiir n = 2 jedes symmetrische Polynom s(X;,X5) als
Polynom in s; und s, schreiben ldsst. Konnen Sie diese Aussage auf n > 2
verallgemeinern?

(c) Zeigen Sie, dass die Diskriminante D, := [] (X; —X;)? von Pin K[X, ..., X,]

i<j
symmetrisch ist und stellen Sie D, als Polynom in s; und s, dar. Welcher
Zusammenhang besteht zur Mitternachtsformel?

5. LOSEN POLYNOMIELLER GLEICHUNGEN DURCH RADIKALE

5.1. Wir wollen hier eine Formel fiir die Nullstellen einer allgemeinen kubischen Glei-
chung iiber C bestimmen.
(a) Fiihren Sie zuerst die Gleichung ax® + bx? + cx+d = 0 mit a # 0 durch eine
Transformation der Form x — z+ A in 73 + pz+¢ = 0 iiber.
(b) Fiihren Sie die Substitution z = u 4 v durch und folgern Sie, dass p = —3uv
und ¢ = —(u® +1?) gilt.
(c) Stellen Sie eine quadratische Gleichung auf, die als Losungen > und v
besitzt und driicken Sie die Koeffizienten durch p und g aus. Wir erhalten

2 3
u3:—g+\/5 und v3:—g—\/l_) mit D := (g) +<§> .

(d) Zeigen Sie, dass u+ v, ju+ j>v, jPu+ jv mit j = ¢>™i/3 dann alle Losungen
der obigen Gleichung z> + pz+¢ = 0 sind, wenn man fiir « und v zwei dritte
Wurzeln wihlt, die der Bedingung p = —3uv geniigen.

(e) Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung x> + 3x* 4+ 6x+6 = 0.

5.2. Sind die folgenden Gleichungen durch Radikale 16sbar?

(@) X —9x+3=0

(b) x0+12x* —9x? -3 =0

() xM =17

6. SONSTIGES

6.1. Sei E| K eine Galoiserweiterung und a € E. Zeigen Sie, dass
die Spur tr(a) := Z o(a) unddie Norm N(a) := H o(a)
ocAut(E|K) occAut(E|K)
Elemente aus K sind.

6.2. Ein beriihmter Satz von Lindemann besagt, dass fiir a € C algebraisch, die Zahl
¢“ transzendent ist. Man folgere daraus, dass 7 transzendent ist.
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