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Ubungsblatt 11: Galoistheorie

1. GALOISKORRESPONDENZ

S 1.1. (12 Punkte) In der Aufgabe 3.3 auf Blatt 10 wurde gezeigt, dass das Polynom
X* —2 den Zerfillungskorper E = Q[i, v/2] iiber Q besitzt und |E : Q| = 8 gilt.
(a) Die komplexe Konjugation induziert 6 € Aut(E|Q) der Ordnung 2.
(b) Man zeige |E : Q[i]| = 4 und bestimme p € Aut(E|Q[i]) der Ordnung 4.
Hinweis: Satz 12D6 oder Aufgabe 3.3.
(c) Man bestimme eine Basis und alle Automorphismen von E| Q.
Das zeigt, dass E galoissch iiber Q ist.
Die Nullstellenmenge von X* — 2 ist M = {£+v/2, +iv/2}.
(d) Geben Sie die Wirkung von Aut(E|Q) auf M in einer Tabelle an.
Ist Aut(E| Q) isomorph zur Diedergruppe D4 der Ordnung 8?
(e) Man bestimme alle Untergruppen von Aut(E| Q). (Es sind 10 Stiick.)
(f) Bestimmen Sie alle Zwischenkorper der Erweiterung Q[v/2,1] | Q.
V 1.2. Sei E|K eine Galoiserweiterung. Seien F und F’ Zwischenkorper von E|K und
seien H = Aut(E| F) und H' = G(E|F’) die zugehorigen Untergruppen von Aut(E| K).
Sei U = (H,H') die von H und H' erzeugte Untergruppe. Zeigen Sie

Fix(U)=FNF'
Dual hierzu: Zeigen Sie
Fix(HNH')=FF'.
Hierbei ist FF' = F(F') = F'(F).

2. GEGENBEISPIELE

V 2.1. Zeigen Sie, dass Q[v/2] galoisch iiber Q[v/2] und Q[v/2] galoisch iiber Q ist, aber
Q[v/2] nicht galoisch iiber Q ist.
2.2. Man betrachte den Korper E = F,(T') und den Teilkérper K = IF,,(T7). Bestim-
men Sie das Minimalpolynom von 7 iiber K. Warum ist E| K nicht separabel?

2.3. Bestimmen Sie Aut(Q[v/2] | Q). Ist Q[v/2] | Q eine Galoiserweiterung?

3. VERSCHIEDENES

3.1. Man bestimme die Minimalpolynome von V2 ++/3und /2 + /2 iiber Q.

V 3.2. Sei p € N eine Primzahl und & = eXmi/P eine p-te Einheitswurzel in C. Man
bestimme das Minimalpolynom Irré(é) und alle seine Wurzeln in C. Hieraus

gewinne man einen Gruppenisomorphismus Z/; = Aut(Q[¢] | Q).

3.3. Sei K ein Korper und f € K[X] ein nicht-konstantes Polynom dessen Nullstellen
alle einfach seien. Sei E ein Zerfillungskorper von f iiber K. Es sind dquivalent:
(1) Das Polynom f € K[X] ist irreduzibel.
(2) Die Gruppe Aut(E|K) operiert transitiv auf den Nullstellen von f, d.h. zu je
zwei Nullstellen a,b € E von f existiert ein o € Aut(E|K), so dass o(a) =b.
Hinweis: Sitze 12D6 und 12D12.
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4. FEHLERERKENNENDE UND FEHLERKORRIGIERENDE CODES

Ein Bit ist die minimale Informationseinheit a € {0, 1 }. Wir identifizieren das Alphabet
{0,1} mit dem Korper F,. Eine Folge (a,-1,...,a1,a0) von n Bits betrachten wir als
Polynom Y7} a;X* in F>[X] .

Fehlererkennender Code. — Ein Sender mochte eine Nachricht P € F,[X| ., von n Bits
iber einen fehlerbehafteten Kanal iibermitteln. Das benutzte Protokoll soll dem Empfin-
ger erlauben einen eventuell auftretenden Bitfehler erkennen zu konnen. Statt P {iber-
mittelt man hierzu eine Nachricht 7 € F,[X],,. Die empfangene Nachricht 7% ist bei
fehlerfreier Ubermittlung gleich 7. Wird das i-te Bit von T fehlerhaft iibermittelt, dann
git T" =T+X " mit 0 < i < m. (Wir nehmen an, dass hochstens ein Bitfehler vorliegt.)

4.1. Eine einfache Methode den Fehler zu erkennen, besteht darin, die Nachricht P €
F>[X]<, zweimal zu tibermitteln. (Das kostet 2n Bits.) Statt P iibermittelt man
also die Nachricht T = X"P + P in F5[X].,. Man erklire, wie dieses Protokoll
die Erkennung eines Bitfehlers ermdglicht. Ermoglicht es auch seine Korrektur?

4.2. Man kann die Nachricht P € F,[X]., auch mit einem Paritcitsbit versehen: Dies
ist die Quersumme P(1) = a,_1 +---+ap € F,. Das so erginzte Polynom Q =
XP+P(1) in Fo[X] <, erfiillt stets Q(1) = 0. Man erléutere, wie die Ubermitt-
lung dieser n + 1 Bits die Erkennung eines Bitfehlers ermdglicht. Ermoglicht sie
auch seine Korrektur?

Fehlerkorrigierender Code. — Ein Sender mochte 120 Bits iiber einen fehlerbehafte-
ten Kanal tiibermitteln. Dieses Mal wollen wir ein eventuell auftretendes fehlerhaftes Bit
nicht nur erkennen, sondern auch korrigieren konnen.

4.3. Eine einfache Methode besteht darin, die Nachricht 3 mal nacheinander zu iiber-
mitteln. (Das kostet 360 Bits.) Man erklidre, wie dies die Korrektur eines Bits
ermoglicht.

4.4. Eine etwas bessere Methode besteht darin, die Nachricht P € F, [X] 120 mit einem
Paritiitsbit versehen und Q = XP + P(1) zweimal zu iibermitteln. (Das kostet 242
Bits.) Man erklire, wie dieses Protokoll die Korrektur eines Bitfehlers erlaubt.

Damit haben wir die Kosten bereits von 360 Bit auf 242 Bit gesenkt. Wir prédsentieren
schlieBlich eine dritte, noch raffiniertere Methode. Fiir dieses Protokoll wihlen wir ein
irreduzibles Polynom A € F[X] vom Grad 7. Ist P € F,[X].120 die zu tibermittelnde
Nachricht, so berechnen wir R = X’P mod A und setzen T = X'P + R in F>[X]-27.

4.5. Die gesendete Nachricht erfiillt die Bedingung T modA = 0. Sei T* = T + X'
die empfangene Nachricht, wobei 0 <i < 127. Im Korper F =F,[X]/(A) sei x das
Bild von X. Man zeige, dass x die Gruppe F* erzeugt. Die Abbildung X — x' ist
also injektiv fiir 0 <i < 127. Man erkldre, wie man die urspriingliche Nachricht T
aus der empfangenen Nachricht 7* rekonstruieren kann. Worin besteht der Vorteil
dieser Methode?

4.6. Um das obige Protokoll wirklich zu implementieren, miissen sich Sender und
Empfinger vorab auf ein irreduzibles Polynom A € F,[X] vom Grad 7 verstindi-
gen. Wir schlagen A = X’ + X3 + 1 vor. Man zeige, dass A irreduzibel ist.
Hinweis: Man erstelle zunéchst die Liste aller irreduziblen Polynome vom Grad
<3inF,[X]. Diese sind X, X + I, X4+ X + 1, X+ X?> + 1, X> + X + 1.
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