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Plan de I'exposé

Les trois types de preuve du théoréme fondamental
Racines réelles d’'un polyndme réel
Racines complexes d’un polynéme complexe

Aspects algorithmiques
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m Peut-on améliorer I'énoncé ? le rendre effectif ?
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Plan de I’exposé (rappel)

Les trois types de preuve du théoréeme fondamental
m Analyse : la preuve de Cauchy—Argand
m Algebre : la preuve de Laplace—Gauss
m Topologie algébrique : la notion de I'indice
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Ainsi tous les arguments sont valables sur un corps réel clos.

La preuve est constructive : elle permet de localiser les racines.
Lalgorithme est relativement facile a implémenter sur ordinateur.

La démarche mene a une preuve formelle du théoréme.

Parallelement elle fournit une preuve formelle de I'implémentation.
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m Homologie ind: H,(C*) = Z via les axiomes d’Eilenberg—Steenrod.
m Analyse complexe, indice analytique ind(y) =

|

Algébre réelle, indice de Cauchy via les suites de Sturm.
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Racines réelles d’'un polynéme réel
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m Comptage des zéros et des poles
m Le théoréme de Sturm
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La réponse compléte fut donnée par Sturm en 1829/35 :
#{x € [a,b] | P(x) =0} =V, (S0, 51,...,5).
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Pour tout corps ordonné (R, +, -, <) sont équivalents :
(R, <) satisfait a 'axiome de la borne supérieure.
Tout intervalle [a,b] C R est compact.
Tout intervalle [a, b] C R est connexe.

Toute f: R — R continue a la propriété des valeurs intermédiaires :
a<bA fla)<0< f(b) = FreR:a<z<bA f(z)=0.

Deux tels corps sont isomorphes par un unique isomorphisme de corps.
Un tel objet existe : on I'appelle le corps des nombres réels, noté R.

Définition (corps réel clos)

Un corps ordonné (R, +, -, <) est dit réel clos si
tout polynéme P € R[X] a la propriété de valeurs intermédiaires.

Exemples : les réels R, les réels algébriques Q° C R, puis R(X)¢, ...
Tout corps ordonné admet une unique cléture réelle.
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Zéros et pdles

On souhaite compter les zéros d’'un polynéme P € R[X] dans [a, b] :

A

/ ;

De maniére équivalente on peut compter les pdles de 1/P :

+ - 4

AN

U

k

2

Il sera avantageux de considérer plus généralement des fractions Q/P.
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Indice de Cauchy en un point

Pour R, S € R[X]" on définit f: R\ 2°(S) — R par f(z) = R(z)/S(x).

Ici Z(S) = {z € R| S(x) = 0} est 'ensemble des racines de S.

On note lim, f et lim/ f les limites & gauche et a droite en a € R.

+1 silim§ f = 400,
Ind; (f):=< —1 silim§ f = —oo,
0 dans tous les autres cas.

a a a
On définit I'indice de Cauchy de f en a par

Ind,(f) := % [Ind] (f) — Ind; (f)]-
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Définition
Pour a < b dans R on définit I'indice de Cauchy de f sur [a, b] par

Indg(f) == 3 Indf (f)+ D Indu(f) — §Ind; (f).
x€la,b[

Pour b < a on pose Ind%(f) := — Ind¢(f), et on pose Ind2(f) := 0.

La somme est bien définie : seul un nombre fini de points contribuent.

Lindice jouit des propriétés suivantes (similaire a I'intégrale) :
découpage: Ind%(f) + Indg(f) = IndS(f) pour tout a, b, ¢ € R.

invariance:  Ind}(f o ) = IndZ{5}(f) pour tout fonction 7(z) = uz + v.
somme: Ind’(f + ¢) = Ind%(f) + Ind%(g) s'il 'y pas de pdle commun.
produit: Ind}(gf) = o Ind5(f) si g|(,4) €st de signe constant o € {£1}.

réduction:  Ind},(QR/QS) = Ind} (R/S) pour tout @, R, S € R[X]".

On peut donc définir Ind;, (£) := Ind}(f) pour £ € R(X)".



+1 sia estun zérode f,
Nous avons Ind.(f'/f) =

—1 sia estunpdle de f,
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Comptage des racines

Proposition (dérivée logarithmique)
+1 sia estun zérode f,
Nous avons Ind.(f'/f) = ¢ —1 sia estun pdle de f,
0 sinon.

Démonstration.
Ona f=(X—-a)"g ou meZ et geR(X)* telque g(a) € R".
D'aprés Leibnizona f' =m(X —a)™ g+ (X —a)™g donc

r_omod

f X-a g

Ici g’ /g n’a pas de pble en a. On conclut que Ind, (f'/f) = sign(m).

Corollaire

Pour tout polynéme P € R[X]|* etpourtout a <b dansR
lindice Ind%(P’/P) compte le nombre des racines de P dans [a,b).
D’éventuelles racines sur le bord {a, b} comptent pour un demi.
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On compte les changements de signes entre so, s1 € R par
V (s0,51) := & |sign(so) — sign(s1)|-

Ceci résume les 9 cas suivants :

V(+7 _) = V(_7 +) =1, V(+7+ = V(_7 _) = V(0,0) =0,
V(+70) = V(Oa +) = %7 V(_70 = V(O> _) = %

Définition

La variation des signes d’une suite s = (so, . .., s») dans R est définie par

n

V(s) := Z 2 |sign(sk—1) — sign(sk)|.

k=1
La variation des signes d’une suite (So, . ..,S,) dans R[X] en a € R est
Va(So,...,8n) ==V (So(a),...,Sn(a)).

Pour la différence en a,b € R nous posons V! := V, — V.

Le théoréme des valeurs intermédiaires prend la forme Ind} (%) = V' (P).



Si P,Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a ni en b, alors

IndZ(%) +Ind’;(g) =V2(P,Q).
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La formule d’inversion

Proposition (Cauchy 1837)

Si P,Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a ni en b, alors

Indg(%) +Ind2(g) =V2(P,Q).

Démonstration. On peut supposer que P # 0 et @ # 0 et pged(P, Q) = 1.
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Ainsi @ est de signe constant sur [a, b], et P est de signe constant sur ]a, b].
A gauche on trouve Ind;, (5) = 0 et Ind} (£) = § Ind{ (2).
A droite on trouve V. (P, Q) = 1. Pour V; on distingue deux cas :

m Si Vy(P,Q) = 0, alors PQ > 0 sur]a, b], donc lim (£) = +o0.

m SiV,(P,Q) = 1, alors PQ < 0 sur]a,b], donc lim{ (£) = —oc.



La formule d’inversion

Proposition (Cauchy 1837)
Si P,Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a ni en b, alors
b (Q v (P __ b
nd® ( ) +Ind (Q) =V2(P,Q).
Démonstration. On peut supposer que P # 0 et @ # 0 et pged(P, Q) = 1.

Si [a, b] ne contient aucun pole, alors le coté gauche est nul;
le coté droite est nul par le théoréme des valeurs intermédiaires.

La formule est additive par rapport au découpage de l'intervalle [a, b].
On peut donc supposer que a est 'unique pole, puis P(a) = 0 et Q(a) # 0.

Ainsi @ est de signe constant sur [a, b], et P est de signe constant sur ]a, b].
A gauche on trouve Ind},(5) = 0etnd; (%) = 3 IndJ (2).
A droite on trouve V. (P, Q) = 1. Pour V; on distingue deux cas :
m Si Vy(P,Q) = 0, alors PQ > 0 sur]a, b], donc lim (£) = +o0.
m SiV,(P,Q) = 1, alors PQ < 0 sur]a,b], donc lim{ (£) = —oc.
Dans les deux cas on trouve 1 Ind} (£) = V?(P,Q).



Suites de Sturm

Définition
Une suite (So, .. ., S») dans R[X] est dite de Sturm par rapport a un
intervalle [a, b] C R si elle satisfait a la condition suivante :



Suites de Sturm

Définition
Une suite (So, .. ., S») dans R[X] est dite de Sturm par rapport a un
intervalle [a, b] C R si elle satisfait a la condition suivante :

Si Sk(z)=0 ou 0<k<n et z€lab], alors Si_1(z)Sk+1(z) <O0.



Suites de Sturm

Définition
Une suite (So, .. ., S») dans R[X] est dite de Sturm par rapport a un
intervalle [a, b] C R si elle satisfait a la condition suivante :

Si Sk(z)=0 ou 0<k<n et z€lab], alors Si_1(z)Sk+1(z) <O0.

Corollaire (de la formule d’inversion)
Si(So, S1,--.,Sn—1,Sn) estune suite de Sturm dans R[X], alors
Sl Sn—l

IndZ (S—O) + IndZ( g

) = Ve (50,51, Snc1, Sn)-



Suites de Sturm

Définition
Une suite (So, .. ., S») dans R[X] est dite de Sturm par rapport a un
intervalle [a, b] C R si elle satisfait a la condition suivante :

Si Sk(z)=0 ou 0<k<n et z€lab], alors Si_1(z)Sk+1(z) <O0.

Corollaire (de la formule d’inversion)

Si(So, S1,--.,Sn—1,Sn) estune suite de Sturm dans R[X], alors

Indb(i;) +Ind, (ng) = V2 (S0, 1, St Sn).

Démonstration. Pour n = 2 la formule d’inversion nous donne

i () 4 () + i (51 () = 505

Les contributions au milieu s’annulent. On conclut par récurrence surn. O
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Suites de Sturm par l'algorithme d’Euclide
Pour Py, P, € R[X]" on itére la division euclidienne : Piy1 = QkPr — Pr—1.
Ce processus s’arréte avec P,+1 = 0 et P, ~ ged(Po, P1).

Définition & proposition

La suite de Sturm euclidienne (So, S1, . .., Sn) associée a (Py, P1)
est définie par Sy, := Pi/P,. Il s'agit effectivement d’une suite de Sturm.

Démonstration. Pour 0 < k£ < n nous avons
Sk+1 = QrSk — Sk—1.

Si Sk(z) =0, alors Si41(z) = —Sk—1(z).
Si I'on avait Si_1(z) = Sk+1(z) = 0, alors on aurait S;(x) = 0 pour tout j.
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Pour Py, P, € R[X]" on itére la division euclidienne : Piy1 = QkPr — Pr—1.
Ce processus s’arréte avec P,+1 = 0 et P, ~ ged(Po, P1).

Définition & proposition

La suite de Sturm euclidienne (So, S1, . .., Sn) associée a (Py, P1)
est définie par Sy, := Pi/P,. Il s'agit effectivement d’une suite de Sturm.

Démonstration. Pour 0 < k£ < n nous avons
Sk+1 = QrSk — Sk—1.

Si Si(x) =0, alors Si4+1(x) = —Sk—_1(x).
Si I'on avait Si_1(z) = Sk+1(z) = 0, alors on aurait S;(x) = 0 pour tout j.
Or, S, = 1 par construction, donc cette dégénérescence est impossible. [



Suites de Sturm par l'algorithme d’Euclide

Pour Py, P, € R[X]" on itére la division euclidienne : Piy1 = QkPr — Pr—1.
Ce processus s’arréte avec P,+1 = 0 et P, ~ ged(Po, P1).

Définition & proposition

La suite de Sturm euclidienne (So, S1, . .., Sn) associée a (Py, P1)
est définie par Sy, := Pi/P,. Il s'agit effectivement d’une suite de Sturm.

Démonstration. Pour 0 < k£ < n nous avons
Sk+1 = QrSk — Sk—1.

Si Si(x) =0, alors Si4+1(x) = —Sk—_1(x).

Si I'on avait Si_1(z) = Sk+1(z) = 0, alors on aurait S;(x) = 0 pour tout j.

Or, S, = 1 par construction, donc cette dégénérescence est impossible. [
Définition

Pour %1] € R(X) et a,b € R on définit l'indice de Sturm par

Vf(%) = V2(S0,51,...,5n).



Pour tout R, S € R[X] nous avons ['égalité

Indz ( R

B - ()

5)
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Le théoréme de Sturm

Théoreme (Sturm 1829/35, Cauchy 1831/37)

Pour tout R, S € R[X] nous avons l'égalité
(B _ o(R
mdi(3) =2 (3)

Démonstration.



Le théoréme de Sturm

Théoreme (Sturm 1829/35, Cauchy 1831/37)

Pour tout R, S € R[X] nous avons l'égalité
(B _ o(R
mdi(3) =2 (3)

Démonstration. Soit (So, S1, ..., S») la suite de Sturm euclidienne pour % :

IndZ(%) :Indb(g;) 41In db(SSn ) = V2(S0,81,...,50) = vj’(g).




Le théoréme de Sturm

Théoréme (Sturm 1829/35, Cauchy 1831/37)

Pour tout R, S € R[X] nous avons l'égalité

() = vt (%),

Démonstration. Soit (S, S1, ..., Sy,) la suite de Sturm euclidienne pour £ :
b(RY _ b (51 b(Sn-1\ _ b b E
Inda(g) — Ind (So> 4 Ind’ ( 5 ) = V(S0 81, ..., 50) —Va(s).

Corollaire (Sturm 1829/35)
Pour tout polynéme P € R[X]* nous avons
_ _ B P/ B P/
#{z € [a,b] | P(z) =0} _Inda<F> 1% (P)

D’éventuelles racines sur le bord comptent pour un demi.



Plan de I’exposé (rappel)

Racines complexes d’un polynéme complexe
m Lindice de Cauchy
m La formule du produit
m Comptage des racines
m Invariance par homotopie



Soit R un corps réel clos et soit C = R[i] ol i* = —1
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Objectif

Soit R un corps réel clos et soit C = R[i] o i? = —1.

Nous allons construire une fonction

ind.: { lacets ~: [0,1] — C }—>Z
polynomiaux par morceaux

qui compte le nombre de tours autour de 0.
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Soit R un corps réel clos et soit C = R[i] o i? = —1.

Nous allons construire une fonction

ind.: { lacets ~: [0,1] — C }—>Z
polynomiaux par morceaux

qui compte le nombre de tours autour de 0.

Plus précisément :
Pour tout rectangle I' € C on a ind(9T") =
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1 si0elntT,
0 si0eC~T.



Objectif

Soit R un corps réel clos et soit C = R[i] o i? = —1.

Nous allons construire une fonction

ind.: { lacets ~: [0,1] — C }—>Z
polynomiaux par morceaux

qui compte le nombre de tours autour de 0.

Plus précisément :
Pour tout rectangle I' € C on a ind(9T") =
ind(y1 - 72) = ind(71) + ind(y2).
ind(y0) = ind(y1) Si y0 ~ 71 sont homotopes dans C*.

1 si0elntT,
0 si0eC~T.

Bénéfice algorithmique : I'indice se calcule par les suites de Sturm !



Lindice d’'un chemin dans le plan complexe

Pour F € C[X] la fonction v: [0,1] — C, z — F(z) décrit un chemin dans C.
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Lindice d’'un chemin dans le plan complexe

Pour F € C[X] la fonction v: [0,1] — C, z — F(z) décrit un chemin dans C.

A Im

— =
=
Yy

|

—— —
W

S ~ | P+

=
1]

Observation

Lindice ind§(F) := 3 Indj(£%) compte les tours autour de 0.




Lindice d’'un chemin dans le plan complexe

Pour F € C[X] la fonction v: [0,1] — C, z — F(z) décrit un chemin dans C.

A Im

— -
=
Yy

|

—— —
W

S ~ | P+

=
1]

Observation
1

Lindice ind§(F) := 3 Indj(£%) compte les tours autour de 0.

Définition
Pour F' € C[Z] eta,b € C on pose ind},(F) = indj F((b— a)X +a).



Lindice par rapport a un rectangle

Im 4 Im 4
d c F(b)
Fla)
Re Re
LJ % "
a b F(c)

llustration : F = Z° — 52* —22% —22? — 37 —12sur" = [—1, +1] x [~1,+1].



Lindice par rapport a un rectangle

Im 4 Im 4
d c F(b)
F(a)
Re Re
LJ % F(d)
a b F(c)
llustration : F = Z° — 52* —22% —22? — 37 —12sur" = [—1, +1] x [~1,+1].

Définition
Etant donné un polynéme F € C[Z] et un rectangle I C C, on pose
indpr (F) := ind%(F) + ind§(F) 4 ind?(F) + ind§(F).



Lindice par rapport a un rectangle

Im 4 Im 4
d c F(b)
F(a)
Re Re
% i % F(d)
a b F(C)
llustration : F = Z° — 52* —22% —22? — 37 —12sur" = [—1, +1] x [~1,+1].

Définition
Etant donné un polynéme F € C[Z] et un rectangle I C C, on pose
indpr (F) := ind%(F) + ind§(F) 4 ind?(F) + ind§(F).

Exemple

si zo est dans l'intérieur de T,
si zo est sur une aréte de T,
Si zp est un sommet de T,

si zo est a I'extérieur de I'.

indaF(Z — Z()) =

O == =



La formule du produit

Pour F = P+iQetG = R+iSontrouve FG = (PR — QS) +i(PS + QR).
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i (pgran) =t (g) + 1t (5) - V2 (1.Q8(Ps + @R).



La formule du produit

Pour F = P+iQetG = R+iSontrouve FG = (PR — QS) +i(PS + QR).
Lemme
Si aucune des paires (P, Q) et (R, S) n’a de zéro commun en a ni enb, alors

i (pgran) =t (g) + 1t (5) - V2 (1.Q8(Ps + @R).

Théoreme
Si F,G € C[Z] ne s’annulent pas sur les sommets de T C R?, alors

indaF(F - G) = indaF(F) =+ indar(G).



La formule du produit

Pour F = P+iQetG = R+iSontrouve FG = (PR — QS) +i(PS + QR).
Lemme
Si aucune des paires (P, Q) et (R, S) n’a de zéro commun en a ni enb, alors

Indg(%) = IndZ(g) IndZ(%) ~V!(1,QS(PS + QR)).

Théoreme
Si F,G € C[Z] ne s’annulent pas sur les sommets de T C R?, alors
indaF(F - G) = indaF(F) =+ indar(G).

Corollaire
Supposons que F € C[Z] soitscindé, F = ¢(Z — z1) -+ (Z — zn),
et qu'aucune des racines z1, . .., z, ne tombe sur un sommet deT.

Alors indsr (F') compte le nombre des racines dans T'.



La formule du produit

Pour F = P+iQetG = R+iSontrouve FG = (PR — QS) +i(PS + QR).
Lemme
Si aucune des paires (P, Q) et (R, S) n’a de zéro commun en a ni enb, alors

Indg(%) = IndZ(g) IndZ(%) ~V!(1,QS(PS + QR)).

Théoreme
Si F,G € C[Z] ne s’annulent pas sur les sommets de T C R?, alors
indaF(F - G) = indaF(F) =+ indar(G).

Corollaire
Supposons que F € C[Z] soitscindé, F = ¢(Z — z1) -+ (Z — zn),
et qu'aucune des racines z1, . .., z, ne tombe sur un sommet deT.

Alors indsr (F') compte le nombre des racines dans T'.

Il faut encore s’affranchir de I'hypotheése que F' soit scindé !



Si F € C[X,Y] vérifie F(z,y) # 0 dans un point (z,y) € R?, alors il existe

& > 0 tel que indor (F) = 0 pour toutT C [x — §,x + 8] X [y — 6,y + 6].
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Comptage des racines

Lemme (version locale)

Si F € C[X,Y] vérifie F(x,y) # 0 dans un point (z,y) € R?, alors il existe
0 > 0 tel que indor (F) = 0 pour toutT C [x — 6,z + d] X [y — d,y + 4.

Théoréme (version globale)

SoitT = [xo, z1] X [yo,y1] un rectangle dans C. Si F € C[X,Y] vérifie
F(z,y) # 0 pour tout (x,y) € T', alors indar (F) = 0.



Comptage des racines

Lemme (version locale)

Si F € C[X,Y] vérifie F(x,y) # 0 dans un point (z,y) € R?, alors il existe
0 > 0 tel que indor (F) = 0 pour toutT C [x — 6,z + d] X [y — d,y + 4.

Théoréme (version globale)

SoitT = [xo, z1] X [yo,y1] un rectangle dans C. Si F € C[X,Y] vérifie
F(z,y) # 0 pour tout (x,y) € T', alors indar (F) = 0.

Corollaire (comptage des racines)

Supposons que F € C[Z]* ne s’annule pas dans les sommets deT C C.
Alors indar (F') compte les racines de F dansT.

Démonstration. On factorise F' = (Z — z1) -+ (Z — z2m)G
tel que le facteur restant G € C[Z]* n’ait pas de racines dans C.
Laffirmation découle de la formule du produit et du théoréme ci-dessus. O



Soit F = anZ"™ + an—1Z2""" +--- + a1Z + ao dans C[Z] ol a,, # 0.

On pose M := max{0, |ao|,. .., |an—1|} €t on définit pp := 1 + M/|a,]|.
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Soit F = anZ"™ + an—1Z2""" +--- + a1Z + ao dans C[Z] ol a,, # 0.
On pose M := max{0, |ao|,. .., |an—1|} €t on définit pp := 1 + M/|a,]|.

Si z € C vérifie |z| > pr, alors |F(z)| > |an| > 0.
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Localisation grossiére des racines

Définition (rayon de Cauchy)

Soit F = anZ"™ + apn-1Z"" ' + -+ a1Z + ao dans C[Z] ol a,, # 0.
On pose M := max{0, |ao|,. .., |an—1|} €t on définit pp := 1 + M/|a,]|.

Théoréeme
Si z € C vérifie |z| > pr, alors |F(2)| > |an| > 0.

Ainsi toutes les racines de F' dans C sontdans B(pr) = {z € C| |z| < pr}.



Invariance par homotopie

Théoréme

Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]
n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).
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Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]
n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).

Démonstration. Labsence des zéros sur [0, 1] x [a, b] nous assure que

ind2(F | T=0)—ind(F | T=1)=indy(F | Z = a) — ind$(F | Z = b).
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Théoréme

Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]
n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).
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Théoréme

Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]
n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).

Démonstration. Labsence des zéros sur [0, 1] x [a, b] nous assure que
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Invariance par homotopie

Théoréme
Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]
n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).

Démonstration. Labsence des zéros sur [0, 1] x [a, b] nous assure que
ind2(F | T=0)—ind(F | T=1)=indy(F | Z = a) — ind$(F | Z = b).
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Invariance par homotopie

Théoréme

Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]

n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).

Démonstration. Labsence des zéros sur [0, 1] x [a, b] nous assure que
ind2(F | T=0)—ind(F | T=1)=indy(F | Z = a) — ind$(F | Z = b).

La somme sur les quatre cotés de I" donne indsr(Fp) — indsr (F1) = 0. O

Corollaire

Pour tout polynéme F' € C[Z]* et tout rectangle I" C C contenant B(pr)
nous avons indsr (F) = deg F.

Démonstration. Soit F = a,Z" +an 12" '+ ---+ao Ol an #0.
Ondéforme Fy = Fen Fy = a,Z" par F; = anZ™ 4+ t(an—1Z2""* +--- + ao).
Le rayon de Cauchy r = 1+ tM/|an| décroitde r1 = pr arg = 1.

Ainsi F; n’a pas de racines sur JI', donc indar (F1) = indsr (Fp) = n. O



Invariance par homotopie

Théoréme

Soit F € C[T, Z]. Supposons que pour toutt € [0, 1] le polynéme F; € C[Z]

n’a pas de racines sur OT'. Alors indar (Fo) = indsr (F1).

Démonstration. Labsence des zéros sur [0, 1] x [a, b] nous assure que
ind2(F | T=0)—ind(F | T=1)=indy(F | Z = a) — ind$(F | Z = b).

La somme sur les quatre cotés de I" donne indsr(Fp) — indsr (F1) = 0. O

Corollaire

Pour tout polynéme F' € C[Z]* et tout rectangle I" C C contenant B(pr)
nous avons indsr (F) = deg F.

Démonstration. Soit F = a,Z" +an 12" '+ ---+ao Ol an #0.
Ondéforme Fy = Fen Fy = a,Z" par F; = anZ™ 4+ t(an—1Z2""* +--- + ao).
Le rayon de Cauchy r = 1+ tM/|an| décroitde r1 = pr arg = 1.

Ainsi F; n’a pas de racines sur JI', donc indar (F1) = indsr (Fp) = n. O

Ceci achéve notre démonstration du théoréme fondamental de I'algébre :
Le rectangle I' C C contient n racines de F'.



Plan de I’exposé (rappel)

Aspects algorithmiques
m Localisation des racines complexes
m Cross-over vers la méthode de Newton
m Complexité algorithmique
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Dés qu’on a bien séparé les racines, on passe a la méthode,de Newton.



Je vous remercie de votre attention !
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