Mathématiques assistées par ordinateur
Chapitre 5 : Développement de Taylor et séries entiéres

Michael Eisermann

Mat249, DLST L2S4, Année 2008-2009

www-fourier.ujf-grenoble.fr/"eiserm/cours # mao
Document mis a jour le 6 juillet 2009

o [P\ INSTITUT UNIVERSITE JOSEPH FOURIER
l FOURIER SCIENCES.TECHNOLOGIE.SANTE



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

eXp(:E)=1+m+§+T’—T+%+
ln(l—l—x):x—gi—i—%a—%—l—..

sin(x):;r—é—?+9g—j—‘”7—?+..

cos(z):lf%QJréf””—?Jr..



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

exp(z) =14+ + %5 + 5+ 5 +
ln(l—l—x):x—m;—i—%a—%—l—..

sin(x):x—é—?+%—%+..

cos(z):lf%QJréf””—?Jr..

Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

exp(z) =14+ + %5 + 5+ 5 +
m(l+a)=z— 2 +2 2 4
sin(x)zx—%—l—%—%—!—..
cos(z):lf%QJréf””—?Jr..
Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?

Comment rendre ces formules rigoureuses ?



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

exp(z) =14+ + %5 + 5+ 5 +
m(l+a)=z— 2 +2 2 4
sin(x)zx—%—l—%—%—!—..
cos(z):lf%QJréf””—?Jr..
Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?

Comment rendre ces formules rigoureuses ? Deux possibilités :



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

exp(z) =14+ + %5 + 5+ 5 +
m(l+a)=z— 2 +2 2 4
sin(x)zx—%—l—%—%—!—..
cos(z):lf%QJréf””—?Jr..
Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?

Comment rendre ces formules rigoureuses ? Deux possibilités :
Développement fini : polyndme de Taylor ") _, axz”® + erreur!



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

exp(x) =1+a+% + 2 42 4
n(l+z)=o— % +2 — 2 4
sm(x)zsr—%?—l—%—%—!—
cos(l):lf%QJr%f””—?Jr
Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?

Comment rendre ces formules rigoureuses ? Deux possibilités :

Développement fini : polyndme de Taylor ") _, axz”® + erreur!
Développement infini : série entiére >_,- ; axz" + convergence !



Obijectif : des polyndmes aux séries

Rappel : avec les quatre opérations arithmétiques +, —, *, /
on peut construire des polyndmes et des fractions rationnelles.

Prochaine étape : construire des fonctions plus générales comme

)

In(l+a)=z—%5+%5 -5+
sin(x)zr—é—?—l—@—?—m—?—!—
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Probléme : quel sens donner aux trois petits points « ... » ?

Comment rendre ces formules rigoureuses ? Deux possibilités :
Développement fini : polyndme de Taylor ") _, axz”® + erreur!
Développement infini : série entiére >_,- ; axz" + convergence !

Les deux approches sont tres importantes dans les applications.
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(Ona f =T, sietseulement si f est un polynéme de degré < n.)
On peut néanmoins espérer que T, approche f autour de x;.
Notation

Le terme d’erreur sera noté R, (z) := f(z) — T, (z).

Autrement dit, on a f(z) = T.(z) + Ry (x).
Il faut maintenant contrdler le reste R, ().
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Théoreme (controle du terme d’erreur)
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Ici on utilise la notation (a,b) = {(1 —t)a+tb |0 <t < 1}.
Ainsi £ € (zo, x) veut dire que « £ est situé entre xy et x ».

Pour n = 0 nous avons le théoreme des accroissements finis :
f(z) = f(zo) + f(§)(x —x0) pourun & € (zo, ).

Le théoreme de Taylor-Lagrange en est une généralisation.
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Application a sinus et cosinus

Théoréeme

Soient f,g: R — [—1,+1] deux fonctions vérifiant f' = g etg' = —f
ainsi que f(0) =0 et g(0) = 1. Pour tout - € R nous avons alors

i _1\k . _1\k
flx) = Z (éki)l)!x%‘*l =sin(z) et g(z)= ((2;;! 22k = cos(z).
k=0 k=0
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Objectif : approcher f(z) = exp(x) ae = 10"2" prés ot x € [0, 1] .

Approximation : on développe f en zq = 0 a l'ordre n.
2 n
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Pour cette majoration on utilise = € [0, 1] et que exp est croissante.
On trouve n par tatonnement : ici n = 21 convient.

Implémentation : Pour évaluer le polynéme T;, on utilisera Horner !

Shoofr=(((E+1):Z5+1):5+1) . )5 +1)F+1
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Séries formelles : « polynédmes de degré infini »

Définition
Une série formelle est une expression de la forme P = ZZOZO arpZ*.

Ici Z n’est qu’une variable formelle (et non un nombre).
De méme P n’est qu’une série formelle (et non une fonction).

Ce qui compte est seule la suite des coefficients (ax)xeny dans C :
> anzb = by 2" — ai, = by, pour tout k € N

Si aj, = 0 pour tout k& > n il s'agit d’'un polynéme Y~} _, arZ*.
On peut définir les opérations formelles usuelles :

oo

Addition : (i aka) + (i bkzk) = (ax + ) Z*
k’=0(z3 kozoo k0=00 .
MU'tIp'ICatIOﬂ. (};}akz ) (];)ka ) %(%aﬂ)k 4)

oo

Dérivation : (f: aka)/ - f:(/mk) 251 =3 (k4 Dagsr 2*
k=0

k=1 k=0
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Rayon de convergence

On considére une série formelle P = 3"° , ap Z*.
Pour quels z € C la série numérique Y-, ax2* converge-t-elle ?

La série >_ k! z* converge pour z = 0 mais diverge pour tout z # 0.
La série > z* converge pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
La série }_ 4 z* converge pour tout z € C.

Théoréeme

Pour toute série formelle P = 3", a,Z k il existe un nombre
pp € [0,+0c], appelé le rayon de convergence de P, tel que

m Pour tout z € C vérifiant |z| < pp la série > -, aiz" converge.
m Pour tout z € C vérifiant |z| > pp la série >~ a,z" diverge.
Ce rayon est donné par pp' = limsup &/|ax].

Par exemple, si |ax| < Mp~* pour tout k > ko, alors pp > p et
la série >_- , axz" converge pour tout z € C tel que |z| < p.
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On note B(zp,p) :={2 € C| |z — 20| < p} ‘p\‘.zo
le disque ouvert de rayon p centré en z.
En particulier B(zo,0) = 0 et B(zp,0) = C.

Théoréme

Toute série formelle P = "}, a,,Z* d'un rayon de convergence
pp > 0 définit une fonction

fp: B(0,pp) = C par fp(z Zakz

k=0

La fonction fp est continue et dérivable sur tout le disque B(0, pp).
Sa dérivée f}, est donnée par la série formelle P’ = 577 | kay 2",
qui a le méme rayon de convergence pp: = pp :

fp(2) = fpi(2 Z karz"~

En itérant cet argument, on voit que fp est infiniment dérivable.

fp

En particulier on retrouve les coefficients a;, = pour toutk € N.
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Séries entiéres : addition et multiplication

Théoréeme

Soient P =32 apZ* et Q=Y 3, bxZ" deux séries formelles
qui convergent sur le disque B(0, p), c’est-a-dire que pp, pg > p.

Alors les séries formelles P + Q et P - QQ convergent sur B(0, p) et

frro=frtfo et frqg=fp fo



Séries entiéres : dérivation et intégration

Pour la série formelle P = 377 ) £ X" on trouve :

oo o0

Ny 1 1
/ k—1 k—1 k
pr=3 Sxt-1-%" Xk =N —xk=p
2l (k—1)! 2l




Séries entiéres : dérivation et intégration

Pour la série formelle P = 377 ) £ X" on trouve :

oo

k 1 1

/ k—1 k—1 k

p' — X — X = — X" =P
,; Al 2 (b — Lo ,; &

Comme pp = oo, la fonction f: C — C définie par f(z) = > 77, 42"
est dérivable, et la dérivée formelle P’ = P implique que f' = f.
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Séries entiéres : dérivation et intégration

Pour la série formelle P = L X* on trouve :
k 0 k!

E . > 1 _ =1
:;HXklzkzzl(k—1)!X“:,§HXk:

Comme pp = oo, la fonction f: C — C définie par f(z) = > 77, 42"
est dérivable, et la dérivée formelle P’ = P implique que [’ = f.

Lintégration de séries entieres fonctionne de maniere analogue :

f:B(20,p) = C,  f(2) = X3lgan(z — 20)"

a pour primitive
g: B(20,0) = C, g(2) = Y020 bk(z — 20)".
ol b, = 1aj_1 pour k > 1, et by est la constante d'intégration.
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Considérons f: R — R définie par f(z) = arctan(a;).
Ona f'(z) = o = 1= = Lreo(—2)* pour |m| <1.
Par intégration on obtient arctan(z) = Yo, (—1)F % 2k+1 pour |z| < 1.

/\ Bien que f soit définie sur tout R, le développement
en série Y7 (—1)F Jék+1 ne converge que pour x € [—1,+1].
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Série de Taylor

Nous avons vu qu’une série entiere est infiniment dérivable (C).
On pourrait espérer qu’une fonction C* se développe en série :

Définition
Soit I C R un intervalle et soit f: I — R une fonction de classe C*°.
La série de Taylor de f: I — R en zq € I est définie par

9 F(R) (0
T(z) := Z ! k(' >(:1c — x0)*.
k=0

A Le rayon de convergence de T n’est pas forcément > 0.
On devrait donc parler prudamment de la série formelle de Taylor.

A Méme si T'(x) converge, la limite n’est pas forcément f(x).

0 siz <0
e V7 §iz >0
est infiniment dérivable et f(*)(0) = 0 pour tout k. Ainsi T = 0.

La fonction f: R — R définie par f(z) =
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Définition
On dit qu’une fonction f est développable en série ou analytique en
zo Si f(z) = Y pep ar(z — 0)* pour tout = € B(zo, p) et p > 0.

Si f(z) = Y pep ax(z — 0)* pour tout = € B(xzy, p), alors f € C et
ar = #f*)(zo). Ainsi f(z) = T(x) pour tout = € B(zo, p).

Soit f: I — R une fonction C*°, cad infiniment dérivable.
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Fonctions développables en série

Définition
On dit qu’une fonction f est développable en série ou analytique en
zo Si f(z) = Y pep ar(z — 0)* pour tout = € B(zo, p) et p > 0.

Si f(z) = Y pep ax(z — 0)* pour tout = € B(xzy, p), alors f € C et
ar = #f*)(zo). Ainsi f(z) = T(x) pour tout = € B(zo, p).

Soit f: I — R une fonction C*°, cad infiniment dérivable.

D’aprés Taylor-Lagrange on a toujours f(z) = T,,(z) + R, (z) ou
) (g (1) (g, "

Tn(®) = pmo T (& — m0)* 6t Rnfz) = L52 (2 — mo)™+L.

Ainsi f(z) = T(x) si et seulement si R,,(x) — 0 pour n — oc.

Remarque : Si une fonction réelle est analytique, alors elle s’étend
(localement) en une fonction complexe définie par la méme série.
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Opérations sur les développements en séries

Théoréme

Soient f(x) = Y72 ar(z — x0)* et g(x) = Y32 o bi(z — x0)"
deux développements en séries sur B(zg, p).

Alors les fonctions suivantes sont développables en séries :

oo

(f +9)(@) =) _(ar + be) (@ — z0)" sur B(zo, p),
k=0
0o k
(f-9)(z)= Z(Z aebk—e>(9€ — z0)" sur B(zo, p).
k=0 ¢=0

Supposons en plus que f(z) # 0 pour tout z € C tel que |z — zq| < p.
Alors % est développable en série sur B(x, p).

Exemple : f(z) = 1 + 2% est développable en série (sur tout R).
Ona f(z) # 0 pour |z| < 1, mais f(z) = 0 pour z = £i (dans C!).
Ceci explique pourquoi la série 7z = 1 — 2> +2* — 2%+ ...

a p = 1 pour rayon de convergence (et non p = ).
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exp(z) = ) <7
k=0

pour tout z € C.



Exemples de calcul avec des séries

On a déja vu que exp est développable en série :
oo Zk
exp(z) = o pour tout z € C.
k=0

Les formules d’Euler donnent les développements bien connus :

2k

_ exp(iz) + exp(—iz) _ i(_l)k z

cos(z) 5 ol

k=0

exp(iz) — exp(—iz) i<_1 b ?

sin(z) = % = CIEEE

2k+1

pour tout z € C. Il en est de méme pour

exp(z )—|—exp >, 22
h =
cosh(z) ];:0 o]
N

sinh(z) = exp(z) — exp(~2) =
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Fonctions usuelles développées en séries (12)

Nous venons d’établir les développements suivants :

x  _k
exp(z)zz%, zeC
k=0 "
In(1+2) =Y (1) +1? lz] <1
k=1
e 2k
— AV
cos(z) kz:%( ) o zeC
oo 2k+1
. - _1\k z
Sln(z)—kzzo( 1) T z€C

Pour entrainement, déduire de ces séries que exp’(z) = exp(z) et
In(1 + z) = 1 ainsi que sin’(z) = cos(z) et cos'(z) = —sin(z), puis

C=2

la formule d’Euler exp(iz) = cos(z) + isin(z).



Fonctions usuelles développées en séries (212)

Z

Mg

cosh(z zeC
'7
k:O (2k)
0 L 2k+1
Sinh(z):Z(QkJrl)" zeC
k=0
00 2k+1
arctan(z) = Z(—l)kzzk T |z| <1

k

0
oo

(1+z)az<2>zk, |zl < 1,a € R

k=0

loi () = 2le=ta=ttl —T]7_ eI+ pour o € Retk € N.

Pour o € N on trouve un polynéme (rayon de convergence =
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k

Silon prend T, (z) = >, wk—'f il reste a majorer Ry, (x) = >0, .1 %

‘.’L‘|"+1

Lemme :Ona R, (z) < 2,1y Pour tout lz] <1+ n/2.
(C’est un peu mieux que I'estimation selon Taylor-Lagrange.)



Retour sur I'implémentation de exp(z)
Objectif : On veut approcher exp(z) a e = 10~2° prés ot z € [0, 1].

Approximation : On sait que exp(z) = >~ Tk—lf pour tout z € R.
Or, sur ordinateur on ne peut calculer gu’'un nombre fini de termes !

Sion prend T, (z) = 7, % il reste & majorer R,,(z) = 352, &7

Lemme :On a R, (z) < 2‘(;|+1 pour tout |z| < 1+ n/2.

(C’est un peu mieux que I'estimation selon Taylor-Lagrange.)

Preuve : On compare avec la série géométrique :

|k ||+ || | |?
~ < - | = =
@l 2 5] = ( Ttz e >

- |1.|n+1 ) L1 1 L1 1 L 5 |x|n+1
= n+1) 214 (n+1)!



Retour sur I'implémentation de exp(z)
Objectif : On veut approcher exp(z) a e = 10~2° prés ot z € [0, 1].

Approximation : On sait que exp(z) = >~ Tk—lf pour tout z € R.
Or, sur ordinateur on ne peut calculer gu’'un nombre fini de termes !

Sion prend T, (z) = 7, % il reste & majorer R,,(z) = 352, &7

Lemme :On a R, (z) < 2‘(;|+1 pour tout |z| < 1+ n/2.

(C’est un peu mieux que I'estimation selon Taylor-Lagrange.)

Preuve : On compare avec la série géométrique :

|k ||+ || | |?
~ < - | = =
@l 2 5] = ( Ttz e >

- |1.|n+1 ) L1 1 L1 1 L 5 |x|n+1
= n+1) 214 (n+1)!

Pour z € [0, 1] le choix n = 21 assure que |R,,(z)| < 10720,



Retour sur I'implémentation de exp(z)
Objectif : On veut approcher exp(z) a e = 10~2° prés ot z € [0, 1].

Approximation : On sait que exp(z) = >~ Tk—lf pour tout z € R.
Or, sur ordinateur on ne peut calculer gu’'un nombre fini de termes !

Sion prend T, (z) = 7, % il reste & majorer R,,(z) = 352, &7

Lemme :On a R, (z) < 2‘(;|+1 pour tout |z| < 1+ n/2.

(C’est un peu mieux que I'estimation selon Taylor-Lagrange.)

Preuve : On compare avec la série géométrique :

|k ||+ || | |?
~ < - | = =
@l 2 5] = ( Ttz e >

- |1.|n+1 ) L1 1 L1 1 L 5 |x|n+1
= n+1) 214 (n+1)!

Pour z € [0, 1] le choix n = 21 assure que |R,,(z)| < 10720,

/\ Pour |z| (trés) grand il faut choisir n (trés) grand.
Il vaut mieux éviter ce probléme et réduire 'argument ! (voir plus haut)
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Objectif :
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Approximation :

; oo (=DM g
On sait que In(1 4 z) = >~ “——=2" pour tout = € | -1, +1[.
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_1)k+1 k
xXr.
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St 71k+1
$ o

k=n-+1

oo oo

<> Bhe s () -

k=n-+1 k=n-+1

|Rn(x)‘ =
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Exemple : implémentation de In(x)

Objectif :
On veut approcher In(1 + z) ol z € [-3, 3] & = 1072 prés.
Approximation :

1
On sait que In(1 + 2) = 5%, EU™ ok pour tout - € |1, +11.
Sur ordinateur on ne peut calculer qu’un nombre fini de termes !

Considérons donc T, (z) = S.r_, 0 gk,

o DMk
Majoration du reste : R, (z) = Y7o, | “——aF.

Pour |z| < 1 on peut comparer avec la série géométrique :

pa)=| Y e 3 ER L 5 (1) o
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Pour 2 € [-3, 1] le choix n = 67 assure que |R,(z)| < 10720,

A Proche des bords la convergence devient de plus en plus lente.

Dans I'extrémité = = 1 la série Zko‘;l 1) converge (vers In 2),
mais seulement tres lentement ! Trop Ientement pour étre profitable.
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On a intérét a choisir, si possible, une série qui converge rapidement !

. . k
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Réduction de I'argument : On se ramene a lintervalle x € [1, 2].
m Pour z € [1,2] le calcul de In(z) est facile, avec notre astuce.



Exemple : implémentation de In(x) (suite)

On a intérét a choisir, si possible, une série qui converge rapidement !

. . k
Personne ne nous oblige de calculer In(1 + z) par ;2 | (—1)F 124~
Astuce : Pour [t| < 1 nous avons

h(l+t)=+t-4L+5-L+E£ L4 .
_ t2 3 ¢ t°

— (=) =wt) - =2(t+ 5+ L)

Cette série converge, comme la série géométrique, pour |¢| < 1.
Par exemple pour ¢ = 1 on obtient 1££ = 2, et la série

In2 = ;%4 + 325 + =%; +... converge assez rapidement.

Avec t € [0, ] on peut ainsi calculer In(x) pour tout z € [1,2].

Réduction de I'argument : On se ramene a lintervalle x € [1, 2].
m Pour z € [1,2] le calcul de In(z) est facile, avec notre astuce.
m Pour z > 2 on applique la formule In(z) = In(x/2%) + kIn(2).



Exemple : implémentation de In(x) (suite)

On a intérét a choisir, si possible, une série qui converge rapidement !

. . k
Personne ne nous oblige de calculer In(1 + z) par ;2 | (—1)F 124~
Astuce : Pour [t| < 1 nous avons

In(1+1t) =+t -5 +
2 & 5
— () =ma+n-mi-n=2(t+5+5+..)

Cette série converge, comme la série géométrique, pour |¢| < 1.
Par exemple pour ¢ = 1 on obtient 1££ = 2, et la série

In2 = ;%4 + 325 + =%; +... converge assez rapidement.

Avec t € [0, ] on peut ainsi calculer In(x) pour tout z € [1,2].

Réduction de I'argument : On se ramene a lintervalle x € [1, 2].
m Pour z € [1,2] le calcul de In(z) est facile, avec notre astuce.
m Pour z > 2 on applique la formule In(z) = In(x/2%) + kIn(2).
m Pour 0 < z < 1 on applique la formule In(z) = —In(2).
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Exemple : fonctions de Bessel

Objectif : Les fonctions de Bessel apparaissent en physique comme
solution de I'équation différentielle

22y’ +xy + (22 —m?)y =0 pour m € Z fixé.

Comment calculer concrétement ces fonctions ?

Développement en série formelle :
Cherchons une solution en série formelle Y = Y77 ap X" :

ZZO:O k(k — 1)(1ka + ZZO:O kaka + Z;OZO(X2 — m2)aka =0

soit encore
Yoo (k2 —m? + X?)ar X* =0

Calcul récursif des coefficients :
Prenons le cas m = 0 pour simplifier. On a alors

ale + [22a2 + ao]X2 + [32a3 + al]XS + [42(14 + (12}X4 +---=0
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Exemple : fonctions de Bessel

Objectif : Les fonctions de Bessel apparaissent en physique comme
solution de I'équation différentielle

22y’ +xy + (22 —m?)y =0 pour m € Z fixé.
Comment calculer concrétement ces fonctions ?

Développement en série formelle :
Cherchons une solution en série formelle Y = Y77 ap X" :

ZZO:O k(k — 1)(1ka + ZZO:O kaka + Z;OZO(X2 — m2)aka =0

soit encore
Yoo (k2 —m? + X?)ar X* =0

Calcul récursif des coefficients :
Prenons le cas m = 0 pour simplifier. On a alors
a1 X1+ [22ag + ag) X2 + [3%a3 + a1] X3 + [4%2a4 + ag) X4+ =0
Ceci laisse le choix de ag € R mais impose a; = 0, puis
ak = — 7z 0k—2 pour tout k > 2.

On trouve ainsi az;+1 =0 et ag; = (—1)3@2‘#0!)2 pour tout j € N.
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Rayon de convergence : 3_7° , azjx* converge pour tout = € R.
Par construction f: R — R, f(z) = 277 ag;z*, est analytique.
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Exemple : fonctions de Bessel (suite)

Rayon de convergence : 3_7° , azjx* converge pour tout = € R.
Par construction f: R — R, f(z) = 277 ag;z*, est analytique.

On a ainsi trouvé une solution de I'équation différentielle de départ :
g(z) = 2 f"(z) + 2 f'(z) + 2 f(2)

est analytique sur R et donnée par la série 0, donc g = 0.

Implémentation sur ordinateur :

Notre série converge a peu pres aussi rapidement que sin(z).
On peut donc facilement calculer une valeur approchée :

m On fixe un intervalle [a, b] et un écart tolére € > 0.

m On détermine n tel que le reste Ry, (z) = 02 | ag;z?
satisfasse |R,,(x)| < e pour tout z € [a, b].

m On approche la fonction f(x) par le polyndme 3°7_ az;jz™.
Pour = € [a, b] on garantit ainsi un erreur absolue < ¢.

Observons aussi que |azjz%| < |azj_2x? 72| sij > |z|.
Notre série satisfait donc au critere de Leibniz pour j > |x|.
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