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Systéemes d’équations linéaires

Dans la suite nous fixons un corps K (par exemple Q, R, ou C).
Nous souhaitons résoudre un systéme d’équations linéaires :

a11T1 + a12T2 + -+ A1pTn = Y1
2171 + Q22T + - - -+ G2pTy, = Y2
Am1T1 + AmaZ2 + -+ + AmnTn = Ym

On écrit ce systeme plus succinctement comme Az = y ol

aix1  azr ... Qin gl 1
Q21 Q22 ... Q2n T2 Y2

Am1 Am2 e Amn T Ym
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Matrices triangulaires et échelonnées

On cherche a résoudre un systeme d’équations linéaires Az = y.
Si A est triangulaire, 1a solution est immédiate : il suffit de remonter.

A:

1

o OO

* % % 1 0 0 O
1 % x voire A — 0 1 0O
0 1 = 0 01 0
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Plus généralement la solution est facile si A est échelonnée :
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Matrices triangulaires et échelonnées

On cherche a résoudre un systeme d’équations linéaires Az = y.
Si A est triangulaire, 1a solution est immédiate : il suffit de remonter.

A:

1

o OO

* % % 1 0 0 O
1 % x voire A — 0 1 0O
0 1 = 0 01 0
0 0 1 0 0 01

Plus généralement la solution est facile si A est échelonnée :

b

I
coocom
oo oo %

O O O ¥

OO = ¥ ¥

x % % 1 = 0 0 % x 0
* ok % 0 01 0 %= % 0
* ok % voire A=]0 0 0 1 x x 0
0 0 1 000 0 0 01
0 0O 000 0O O0O0TDO

« Solution générale = solution particuliére + solutions homogeénes. »
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Opérations élémentaires

Objectif : mettre sous forme échelonnée une matrice donnée
ail N A1n Ly
A=| | =

Aml - Gmn L

Pour ceci on effectue des opérations élémentaires sur les lignes :
L; < L; échanger la ligne i et la ligne 7,
L; «— \L; multiplier la ligne ¢ par un facteur inversible A,
L; — L; + A\L; ajouter un multiple de la ligne j a la ligne s.



Lalgorithme de Gauss : idée

D’abord on choisit un pivot aj; # 0 et on le place en téte :

a1 a2 ... Qin ail

a1 Q22 ... G2n | L,ep; | G21
AN

Am1 Am2 ... G(Gmn am1

Ensuite on annule la premiéere colonne :

1
Li—a'L, | @21
all;éo
am1
1
0

Lj—Lj—aj L1
it A M Lol

J=2,...,m

a21
a2

Am?2

azi
a22

am?2

a21
a22

0 Am2

A1n
A2n

a’mn

A1n
A2n

a/m,n

Q1n
a2n



Lalgorithme de Gauss : idée

D’abord on choisit un pivot aj; # 0 et on le place en téte :

ail a2 ... Qin a1 a21
a21 azz ... QA2n Li—L; a1 a2
- -
Am1 Am2 ceo Qmn Am1 Am?2
Ensuite on annule la premiéere colonne :
1 any
Li—ay' L1 az1 Q22
_—
all;éo
am1  Am?2
1 a1
Ly—Lj—anL, |0 a2
_
j=2,....,m : :
0 Am?2

A1n
A2n

a’mn

A1n
A2n

a/m,n

Q1n
a2n

amn

On itere cette méthode sur la sous-matrice {2,...,m} x {2,...,n}.



Avertissement numérique : le bon pivot

Soit a résoudre le systeme linéaire suivant avec un parametre e ~ 0 :

ez + 1.0y 1.0
z + 2.0y 3.0
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La solution exacte est » = = ~ 1 ety = ;=5 ~ 1. (Exercice)



Avertissement numérique : le bon pivot

Soit a résoudre le systeme linéaire suivant avec un parametre e ~ 0 :

ex + 10y = 1.0
z + 20y = 3.0

H S 0 — 1=3e ;
La solution exacte est » = = ~ 1 ety = ;=5 ~ 1. (Exercice)

Supposons d’abord que I'on utilise le pivot 1, comme il se doit :

. z + 20y = 3.0
On obtient {Ex 4 10y = 1.0
uis r + 2.0y = 3.0
P (10— 2.05)y = (1.0—3.0¢)



Avertissement numérique : le mauvais pivot

On considére toujours le méme systeme linéaire ot ¢ ~ 0.

ex + 1.0y 1.0
z + 2.0y 3.0



Avertissement numérique : le mauvais pivot

On considére toujours le méme systeme linéaire ot ¢ ~ 0.

ex + 10y = 1.0
z + 20y = 3.0

Supposons que I'on utilise (maladroitement) comme pivot ¢ :

. r + Qy = %
On obtient {x 4 Q%Oy _ 30

uis vt Lgoy
P (2.0 - L0}y

10
1>

(3.0

1.0

g

)
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Comment calculer l'inverse d’'une matrice ?

Lalgorithme de Gauss résout des systemes d’équations linéaires.
Il calcule aussi efficacement I'inverse d’'une matrice A € K™*" ;

On accole la matrice identité 1,,x,, a droite, noté (A | 1,x1)-

On effectue la réduction de A sous forme échelonnée.
(Multiplication par des matrices inversibles élémentaires.)

Si A est inversible, alors on obtient a droite la matrice inverse.
(Sinon le calcul s’arréte et signale que A n’était pas inversible.)

Pourquoi cet algorithme est-il correct ?

m On commence par (Ao | Bo) = (A | Luxn)-
Cette initialisation assure I'égalité Ay = By A.

m Chaque opération élémentaire sur les lignes transforme
(Ay | By) en (Agq1 | Beg1) OU Agyy = Ty Ay, €t Byyy = T}, By
On préserve ainsi I'égalité A, = By A.

m A la fin on obtient (4,, | B,,) ot A,, = 1.
Ainsi I'égalité 1 = B,,, A assure que B,,, = A~
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Comment calculer le déterminant d’'une matrice ?

/\ Aussi élégante qu'elle soit, la belle formule

det A = Zo‘ SigH(O’) : al,a(l) : a2,0(2) e an,a(n)
n’est utilisable que pour n trés petit. (Calculez 10! puis 20! puis 50!)

A De méme, le développement par lignes et/ou colonnes
n’est profitable que si la matrice présente beaucoup de zéros.
Sinon on retombe sur la formule ci-dessus, trop lourde pour n grand.

@ A nouveau I'algorithme de Gauss vient & notre secours :
On réduit la matrice A € K™*™ a la matrice identité, ot det 1 = 1.
Lors de I'algorithme on note le changement du déterminant :

m Chaque inversion L; < L; renverse le signe de det A.
m Chaque multiplication L; < AL; multiplie det A par A.
m Chaque addition L; — L; + AL; laisse det A invariant.
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Avertissement numérique

Exemple. On considére I'équation Az = y avec
A - 0.780 0.563 ot _(0.217
~ 10913 0.659 Y= \o0.254)"

La matrice A est inversible, car on trouve det A = 1076,
Lequel des deux résultats approchés suivants est meilleur :

o 0999) (0341,

“= \~1.001 = ~0.087)°
On pourrait naivement calculer les erreurs |Az — y| et |Az — y],
puis choisir la solution qui minimise cette erreur. Ici c’est z, car

Mgy (0001343) o (—0.0000001
Y= 20.001572 Y= 0.0000000)

Pourtant la solution exacte est 2 = (*7)... Le vérifier !

A notre grande surprise, c’est donc Z qui est le plus proche.
Comment expliquer puis quantifier ce phénoméne étrange ?
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La norme d’'une matrice

Définition
Pour A € C**™ on définit la norme par || A := sup{ |Az|;|z| <1}.

La norme || A|| mesure la « distorsion » : on a |Ax| < ||A]| - || pour
tout x € C", et || A est la plus petite valeur assurant cette inégalité.

Exemple : Si A ~ diag(A1, ..., A\n), alors |A]| = max{|\1],..., [An]}.

Proposition

Lapplication A — || A|| définit une norme sur C"*™ :
homogénéité : [IAA] = |A] - || Al

inégalité triangulaire : 1A+ B|| < ||A]l + 1B,

positivité : |Al| >0, et |[A]=0& A=0.



On appelle cond(4) := || A|| - ||A~!|| le conditionnement de A.
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Le conditionnement mesure la sensibilité aux erreurs

On considére une matrice A inversible et une solution Az = y.
Si A% =g, 00§ = y + dy entraine & = z + oz, alors
L syl oal
cond(A) |y - 7 —

19y]
Yl

ond(A)
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Conditionnement d’'une matrice : exemple

Considérons la matrice A = (I '?) qui a pour inverse A= = (7 1%).
Pour les valeurs propres de A on trouve \; = 7 — 5v/2 ~ —0.071
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Conditionnement d’'une matrice : exemple

Considérons la matrice A = (I '?) qui a pour inverse A~! = (77 19).

Pour les valeurs propres de A on trouve \; = 7 — 5v/2 ~ —0.071
et \y = 7+ 5v/2 ~ 14.071, donc la norme de A est ||A|| ~ 14.071.
Les valeurs propres de A~! sont —7 + 5+/2, donc ||A™!|| ~ 14.071.

Ainsi le conditionnement de A est cond(A) = || A - ||A™1|| ~ 198.
Ceci indigue que Ax = y peut étre sensible aux perturbations de .

1.00 0.00
Exemple. Ax = <0.70> donne x = (0.10>,

alors que Az = 1.01 donne 7 = —0.17
que A= 1 0.69 =102 /)

Un conditionnement cond(A) = 10¢ indique une possible perte de
précision, typiguement de ¢ décimales : En général, la donnée de y
avec une précision de ¢ décimales significatives méne a une solution
x avec une précision de ¢ — ¢ décimales significatives seulement.
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Soit A € K®*™ une matrice carrée sur un corps K.

Pour tout polynéme P = ag + a1 X + - -- + a, X* dans K[X]

on définit la matrice P(A) := agl + a1 A+ --- + ap A* dans K"*".
Définition

Le polynéme minimal d’'une matrice carrée A € K"*" est 'unique
polyndme unitaire 1 € K[X] de degré minimal tel que u(A) = 0.
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Nous cherchons le polynéme minimal de la matrice A = (1 7).
D’abord on pourra contempler quelques puissances de A :

o (10 L (1 2 » (7 10
IA(O 1>’ A<3 4>’ A<15 22)’

Degré 1 : existe-t-il un polynéme annulateur P = ag + X ?
Ceci voudrait dire que P(A) = apA® + Al = 0. C’est impossible !

Degré 2 : existe-t-il un polynéme annulateur P = ag + a1 X + X2 ?
Ceci voudrait dire que P(A) = agA° + a; A* + A% = 0. Calculons !

_fap+ar + 7 2a7 + 10
P(A) - ( 3a; + 15 ag + 4aq +22)

On voit que le polynéme P = X2 — 5X — 2 annule la matrice A.
C’est donc le polyndme minimal de A, car degré < 2 est impossible.

Remarquons finalement qu’ici le polynéme minimal p 4 coincide avec
le polynéme caractéristique x4 = det(4 — XI) = X2 —5X — 2.
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Polynémes minimal : le théoreme de Cayley-Hamilton

Théoreme (de Cayley-Hamilton, admis)

Le polynéme caractéristique x 4, annule la matrice A.
Autrement dit, le polynéme minimal .4 divise x 4. O
En particulier on en déduit que deg pua < degxa = n.

123

Exemple : Pour A = (z% 5 8) on trouve le polyndbme caractéristique

xa=-X3+15X2 +18X.

Les puissances de A sont

123 30 36 42 468 576 684
A1=(456), A2=(66 81 96)7 A3:(106213051548).
789 102 126 150 1636 2034 2412

On constate (aprés calcul) qu’effectivement

A% _ 1542 — 18A = (8
0

[=le]w)

0
0].
0
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Polynémes minimal et caractéristique : exemples

Exemple ol A € C3*3 a trois valeurs propres distinctes :

A:(S%B) = xa=pa=(X—a) (X -b)(X -0

00c

Exemples ou A € C3*3 n'a que deux valeurs propres distinctes :

a00
A=(828) = xa=(X-aXX-0)
ja = (X —a)(X —b)
alO 2
a=(828) = xamma=(X-a@X(X-b)
Exemples ol A € C3*3 n'a qu’une seule valeur propre :
a00
=) = weae
pa = (X —a)
=) = e
pa= (X —a)?
) v e



Polynbmes minimal et caractéristique : racines

Corollaire

Le polynéme minimal 114 divise le polynéme caractéristique x 4.
Il a les mémes racines, éventuellement de multiplicité réduite.
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Comment calculer le polyn6me minimal ?

On considére les matrices I = A%, A = A', A%, ..., A® comme

2 , . .
vecteurs dans K(""). On peut les écrire comme vecteurs lignes :
Ceci donne une matrice M an + 1 lignes et n? colonnes.

Si les k premieres lignes de M sont linéairement dépendantes,
on obtient alors on relation non triviale

aol + a1 A+ ayA® + -+ a AF = 0.

Ceci se détermine en appliquant I'algorithme de Gauss.
Toute telle relation donne un polynéme annulateur
P:a0+a1X+a2X2+~~+aka.

Si k est minimal, alors a; # 0 et on obtient s = P/ay.
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m Ceci définit un polynéme 1% = ag + a1 X + - - + ap X*.
I vérifie u% (A)v = 0, mais pas forcément p% (A) = 0.

Avantage : les calculs sont beaucoup moins lourds !
La construction garantit que p% divise p 4, qui lui divise x 4.

On effectue ce calcul pour un vecteur v choisi au hasard.

Si, par chance, % est de degré n, alors p% = s = xa.

Sinon, on peut essayer quelques autres vecteurs,

puis calculer le ppcm des polyndmes ainsi obtenus.

Si I'on obtient un polynd6me de degré n on conclut comme avant.
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Pour calculer 1 4 il existe une méthode probabiliste moins colteuse.
On calcule le polyndme minimal 1% par rapport a un vecteur v # 0 :

m On calcule les vecteurs vg = v,v1 = Av,...,v, = A"0.
m Dans K" on cherche une relation non triviale

agvg + a1v1 + - -+ apvgy =0
avec k minimal. On peut ensuite se ramener a a, = 1.
m Ceci définit un polynéme 1% = ag + a1 X + - - + ap X*.
I vérifie u% (A)v = 0, mais pas forcément p% (A) = 0.

Avantage : les calculs sont beaucoup moins lourds !
La construction garantit que p% divise p 4, qui lui divise x 4.

On effectue ce calcul pour un vecteur v choisi au hasard.

Si, par chance, % est de degré n, alors p% = s = xa.

Sinon, on peut essayer quelques autres vecteurs,

puis calculer le ppcm des polyndmes ainsi obtenus.

Si I'on obtient un polynd6me de degré n on conclut comme avant.
Sinon on peut tester si ce polyndme annule la matrice A.

Dans ce cas favorable on a trouvé le polyndme minimal 4.
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Diagonalisation de matrices : criteres

On considére une matrice A € K**x",
typiguement a coefficients dans K =R ou K = C.

A est diagonalisable
L5 |l existe une base v1,...,v, € K" formée de vecteurs propres,
c'est-a-dire Avy = \jvy, ..., Av, = A\pvn.
Dans la base (vy,...,v,) 'endomorphisme z — Ax s’écrit
comme une matrice diagonale, TAT ! = diag(\1, ..., \n).
Ici T est la matrice de passage de (e1,...,¢en) @ (v1,...,0p).

Le polyndme minimal de A n’a que des racines simples,
c’est-a-dire que pged(pa, py) = 1.

<= Le polyndme caractéristique de A n’a que des racines simples,
c’est-a-dire que pged(xa, x’y) = 1.

!

!
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Considérons une matrice A € C™*™ a coefficients complexes.
Alors A admet n valeurs propres Ay, Ao, ..., A, € C.
Supposons que [Ar] > [Aa| >+ > A,

Objectif : Approcher un vecteur propre v; € C™ associé a ;.
Heuristique : Supposons que A = diag(A1, A2, ..., An).
Pour tout & = (21, 23, ...,x,) € C™ on trouve

Az = (Alxla )\23:27 BN} A’r7,x7l)7

Az = (Nexy Moy, o0 NEy).

) n

La premiere coordonnée croit le plus vite ! (On suppose z; # 0.)

Méthode : On commence par un vecteur aléatoire ug € C™ non nul.
De maniére itérative on calcule w1, = ‘%’;l pourk =0,1,2,....

On s’arréte si Auy, = Auy, en approximation suffisante pour un A € C.
Dans ce cas uy = v; et A & A\, répondent au probléme.

Vitesse de convergence : Lerreur diminue comme k" ou k = Rf}
Plus \; dépasse les autres valeurs )., ..., \,, mieux c’est!
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m Fouille de données : pour un ou plusieurs mots-clés donnés
on cherche des pages web associées, si possible pertinentes.

m Classement des résultats : puisque les pages trouvées sont
(souvent trop) nombreuses, il faut les trier par importance.

Derrieres les coulisses, plusieurs problemes se présentent :
m La quantité des données a gérer est énorme.
m Toute requéte doit étre traitée en temps réel.

Finalement, il y a un probleme encore plus délicat :
m Comment trier les pages par ordre d'importance ?
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Le web est un graphe

Dans une premiére approximation nous allons négliger le contenu
des pages et ne tenir compte que de la structure du graphe.

FIG.: Le web vu comme un graphe

Dans la suite on numérote les pages par 1,2,3,...,n.

On écrit j — i si la page j pointe vers la page i. Exemple :
1—-2,3,4,56; 2—1,3; 3—1,4; 4—1,5; 5—1,2;
6—7,89; 7—81; 8—6; 9—8,10; 10— 6,11,12,13,14;
11 —10,12; 12 —10,13; 13 — 10,14; 14 — 10,11.
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d’'une page i en créant des pages « vides de sens » pointant vers i.
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Seconde idée : comptage pondéré.

Certaines pages j émettent un grand nombre ¢, de liens :

ceux-ci sont donc moins spécifiques et leur « poids » est plus faible.
Ainsi on pourrait définir une mesure d’'importance plus fine par

1
(2) Hi = Z %
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Jj—i
Exemple : Dans notre exemple, on trouve p; = 19 = 2.5 et ug = 1.4.

Inconvénient : La mesure p ainsi définie ne correspond toujours pas
bien a I'importance ressentie par les utilisateurs.

Manipulation : Comme avant, on peut artificiellement augmenter
l'importance d’'une page ¢ en créant une foule de pages « vides »
pointant vers i. De nouveau, la mesure n’est pas fiable.
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Comment mesurer I'importance d’une page web ?

Troisiéme idée : définition récursive.

Le principe utilisé par Google : une page i est importante si
beaucoup de pages importantes pointent vers i.

Ainsi on pose

@) m= 3

j—i
Exemple : Dans notre exemple, on trouve pg = 6 et gy = p10 =5
puis us = 4. Les autres pages n’obtiennent que p; = 2.

Plausibilité : Les pages 6, 1, 10, 8 sont effectivement repérées
comme les plus importantes.

Robustesse : Si I'on ajoute des pages « vides de sens » elles
recevront 'importance 0 et ne contribueront pas au calcul.
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Notre formule n’est rien autre gu’un systeme d’équations linéaires :

1
(4) =y 7 M
PN )
J—1
Plus explicitement, pouri,j € {1,...,n}, on pose
(5) % sij — 1,
Ajj = 4 .
! 0 sinon.

Avec cette matrice A = (a;;) notre équation (4) s’écrit comme

(6) p=Ap

C’est un systeme d’équations linéaires, que I'on peut résoudre par
des méthodes adéquates. Remarquons qu’il se réécrit comme

@) (A= Du=o.

Nous cherchons un vecteur propre 1 € R™ pour la valeur propre 1.
7]
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Interprétation comme marche aléatoire

Avant de calculer aveuglement, interprétons notre équation Ap = p.
Par définition A = (a,;) est une matrice stochastique :
ai; >0  pourtouti,; et
doiai =1 pour tout j.

On interpréte a;; comme la probabilité d’aller de la page j
a la page i en suivant un des ¢; liens, choisi au hasard.
Supposons que x € R™ est un vecteur stochastique :

z; >0 pourtoutjet 3 z;=1,
On interpréte z; comme la probabilité de se trouver sur la page j.

Partant de la page j, on suit le lien j — ¢ avec probabilité a;;.
Ce chemin nous fait tomber sur la page i avec une probabilité a;;x;.
La probabilité d’arriver sur la page 7, par n’'importe quel chemin, est
Yi = Zj aijxj.
Un pas dans la marche aléatoire correspond a I'application linéaire
T:R" - R", x—y=Ax.
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Mesure invariante

Une mesure de probabilité p vérifiant = T'(u) est appelée
une mesure invariante ou une mesure d’équilibre.

En termes d’algébre linéaire c’est un vecteur propre pour A = 1.
En termes d’analyse, c’est un point fixe de I'application T

Exemple : itérons la marche aléatoire avec une probabilité initiale ug

page 1 page2 page3 page4 page5 page6 page7 page8 page9 page 10 page 11 page 12 page 13
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 0.333 0.333 0.000 0.000 0.000 0.000
0.167 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 0.000 0.333 0.000 0.167 0.000 0.000 0.000
0.000 0.033 0.033 0.033 0.033 0.400 0.111 0.111 0.111 0.000 0.033 0.033 0.033
0.122 0.017 0.017 0.017 0.017 0.111 0.133 0.244 0.133 0.122 0.017 0.017 0.017
0.100 0.033 0.033 0.033 0.033 0.293 0.037 0.170 0.037 0.100 0.033 0.033 0.033
0.084 0.036 0.036 0.036 0.036 0.210 0.098 0.135 0.098 0.084 0.036 0.036 0.036
0.122 0.035 0.035 0.035 0.035 0.168 0.070 0.168 0.070 0.122 0.035 0.035 0.035
0.105 0.042 0.042 0.042 0.042 0.217 0.056 0.126 0.056 0.105 0.042 0.042 0.042
t=28 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.151 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
t=29 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.150 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
t=30 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.150 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
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Mesure invariante

Une mesure de probabilité p vérifiant = T'(u) est appelée
une mesure invariante ou une mesure d’équilibre.

En termes d’algébre linéaire c’est un vecteur propre pour A = 1.
En termes d’analyse, c’est un point fixe de I'application T

Exemple : itérons la marche aléatoire avec une probabilité initiale ug

page 1 page2 page3 page4 page5 page6 page7 page8 page9 page 10 page 11 page 12 page 13
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 0.333 0.333 0.000 0.000 0.000 0.000
0.167 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 0.000 0.333 0.000 0.167 0.000 0.000 0.000
0.000 0.033 0.033 0.033 0.033 0.400 0.111 0.111 0.111 0.000 0.033 0.033 0.033
0.122 0.017 0.017 0.017 0.017 0.111 0.133 0.244 0.133 0.122 0.017 0.017 0.017
0.100 0.033 0.033 0.033 0.033 0.293 0.037 0.170 0.037 0.100 0.033 0.033 0.033
0.084 0.036 0.036 0.036 0.036 0.210 0.098 0.135 0.098 0.084 0.036 0.036 0.036
0.122 0.035 0.035 0.035 0.035 0.168 0.070 0.168 0.070 0.122 0.035 0.035 0.035
0.105 0.042 0.042 0.042 0.042 0.217 0.056 0.126 0.056 0.105 0.042 0.042 0.042
t=28 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.151 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
t=29 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.150 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
t=30 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.150 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050

On observe un phénomene de diffusion, plausible apres réflexion.
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Mesure invariante

Une mesure de probabilité p vérifiant = T'(u) est appelée
une mesure invariante ou une mesure d’équilibre.

En termes d’algébre linéaire c’est un vecteur propre pour A = 1.
En termes d’analyse, c’est un point fixe de I'application T

Exemple : itérons la marche aléatoire avec une probabilité initiale ug :

temps page 1 page2 page3 page4 page5 page 6 page7 page8 page9 page 10 page 11 page 12 page 13
t=0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
t=1 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
t=2 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 0.333 0.333 0.000 0.000 0.000 0.000
t=3 0.167 0.000 0.000 0.000 0.000 0.333 0.000 0.333 0.000 0.167 0.000 0.000 0.000
t=4 0.000 0.033 0.033 0.033 0.033 0.400 0.111 0.111 0.111 0.000 0.033 0.033 0.033
t=5 0.122 0.017 0.017 0.017 0.017 0.111 0.133 0.244 0.133 0.122 0.017 0.017 0.017
t=6 0.100 0.033 0.033 0.033 0.033 0.293 0.037 0.170 0.037 0.100 0.033 0.033 0.033
t=7 0.084 0.036 0.036 0.036 0.036 0.210 0.098 0.135 0.098 0.084 0.036 0.036 0.036
t=8 0.122 0.035 0.035 0.035 0.035 0.168 0.070 0.168 0.070 0.122 0.035 0.035 0.035
t=9 0.105 0.042 0.042 0.042 0.042 0.217 0.056 0.126 0.056 0.105 0.042 0.042 0.042
t=28 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.151 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
t=29 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.150 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050
t=30 0.125 0.050 0.050 0.050 0.050 0.150 0.050 0.100 0.050 0.125 0.050 0.050 0.050

On observe un phénomene de diffusion, plausible apres réflexion.
Convergence : Aprés 30 itérations, on est trés proche (a 102 prés)

de la solution p déja exhibée. Il ne s’agit pas de I'’équiprobabilité :
certaines pages sont plus fréquentées que d’autres !
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Raffinement du modéle

Notre modele a encore un défaut, illustré par 'exemple suivant :

F1G.: Une variante du graphe initial

Google utilise un modele raffiné dépendant d’un paramétre ¢ € [0,1] :
m Avec probabilité ¢, le surfeur abandonne la page actuelle et
recommence sur une des n pages du web, choisie au hasard.
m Avec probabilité 1 — ¢, le surfeur suit un des liens de la page
actuelle j, choisi de maniére équiprobable, comme discuté avant.
Cette astuce évite de se faire piéger par une page sans issue.
Elle garantit d’arriver n'importe ou dans le graphe, connexe ou non.
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Existence, unicité, et calcul de la solution

Sur R™ on considére la norme |z| = > _; |24l

Théoreme
Soit A € R™*™ une matrice stochastique, soit c € ]0, 1] une constante,
et soitT: R™ — R"™ l'application affine définie par
T(x) =ce+ (1 —c)Ax
Alors T est contractante de rapportk =1 —c < 1.

Elle admet une unique mesure invariante u = T'(1) et pour tout
vecteur initial ug la suite itérative u,,+1 = T(u,,) converge vers .

Méthode de la puissance : Partant d’une vecteur stochastique initial,
on itere I'application T'. La proposition garantit la convergence.

Vitesse. On a |u,, — | < k™|ug — p|, la convergence vers p est donc
au moins aussi rapide que celle de la suite géométrique k™ vers 0.
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