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Motivation et objectifs

Géométriquement, l'intégrale f; f(x)dx
d’une fonction continue f: [a,b] — R
mesure l'aire entre I'axe des abscisses et f.
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Géométriquement, l'intégrale f; f(x)dx
d’une fonction continue f: [a,b] — R
mesure l'aire entre I'axe des abscisses et f.

Lintégration est aussi I'opération « inverse »
a Ia dérivation. Si F': [a,b] — R vérifie

=7/, anrsf f(z)dz = F(b) — F(a).
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De ces axiomes découlent toutes les propriétés de l'intégrale !

Tout d’abord, ils définissent I'intégrale pour toute fonction en escalier :

a b a b a b

Puis tout s’étend aux autres fonctions intégrables par encadrement.
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Une subdivision de [a,b] en n sous-intervalles est une famille
s={sg <81 << 8p_1<sy}tellequesy=aets, =0

Pour toute fonction bornée f: [a, b] — R on définit

I* (fv S) = EZ:l(Sk - Sk—l) inf[sk_l,sk] fa
I*(f,8) 7= 2pea (Sk = $k—1) SUPL, 6 -

Ces deux formules explicitent notre heuristique :

I*(f,S) I*(f,S)
a b a b

Observation : Si s’ D s est une subdivision plus fine de [a, b], alors

L(f.s) < L(f.s") < I'(f,s) <I°(f,9).
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On passe alors a des subdivisions de plus en plus fines :
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Construction de l'intégrale : passage a la limite

On passe alors a des subdivisions de plus en plus fines :

L.(f) :=sup{ L.(f, s) | s une subdivision de [a, b] }
I*(f) :=1inf{ I"(f,s) | s une subdivision de [a, ] }

Si jamais l'intégrale de f existe, elle est encadrée par I.(f) et I*(f).

On atoujours I.(f) < I*(f), mais cette inégalité peut étre stricte !
Dans ce cas on n’arrive pas a définir I'intégrale cherchée.

Si I.(f) = I*(f), alors on n’a qu’une seule possibilité pour l'intégrale !
Ce cas favorable mérite une définition digne de son importance :

Définition (intégrale de Riemann)

On dit que f: [a,b] — R est intégrable si I.(f) = I*(f).
Dans ce cas son intégrale est f: f(z)dx .= L.(f) = I*(f).



Caractérisation des fonctions intégrables

Proposition

Une fonction f: [a,b] — R est intégrable si et seulement si pour tout
e > 0 il existe une subdivision s telle que I*(f,s) — I.(f,s) <&

Démonstration. Supposons f intégrable et notons I := f;’ f(z)dz
Alors pour € > 0 il existe des subdivisions s, et s* de [a, b] telles que

I'(f,s")<T+¢/2 et L(fs)>I—¢/2.
Pour la subdivision s = s, U s* on obtient ainsi
L(f,s:) S L(f,s) ST <TI*(f,s) < T*(f,s%).
Réciproquement, I*(f, s) — L.(f,s) < et
L(f,s) S L(f) < T*(f) < I*(f9),

entrainent 0 < I*(f) — L.(f) < e. Si cette inégalité est vraie pour tout
e >0, alors I*(f) — I.(f) = 0, et on conclut que f estintégrable. O



Fonctions monotones, fonctions continues

Théoréme
Toute fonction monotone f: [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. Supposons que f est croissante. Soit s, = a + kh
la subdivision équidistante ou h = b*T“ etk=0,...,n.

I*(f,8) = L(f,8) = Y j—y (sk — su—1) [f (sx) — f(s-1)]
= h[f(b) — f(a)] = 0 pourn — oc.

On conclut en faisant appel a la caractérisation précédente.



Fonctions monotones, fonctions continues

Théoréme
Toute fonction monotone f: [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. Supposons que f est croissante. Soit s, = a + kh
la subdivision équidistante ou h = b*T“ etk=0,...,n.

I*(f,8) = L(f.s) = > p_q(sk — sk—1) [f(sk) — [(sk-1)]
= h[f(b) = f(a)] = 0 pourn — oo.
On conclut en faisant appel a la caractérisation précédente. O
Théoreme
Toute fonction continue f: [a,b] — R est intégrable.

Démonstration. Puisque [a, b] est compact, la fonction f est
uniformément continue, cad pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que
|z — 2’| < ¢ implique |f(x) — f(2’)| < e. Pour un pas h < ¢ on obtient

I"(f.s) = L(f,8) = 2oy (sk — sk—1)e < (b—a)e.
On conclut en faisant appel a la caractérisation précédente. O
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Autrement dit, I'intégrale de Riemann satisfait aux exigences
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mSifeZetAeR, alors\feRet[ Ndr=\[ fdz.
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Différentiation et intégration

Théoreme
Supposons que f: [a,b] — R est intégrable. Si f = F’ pour une
fonction dérivable F: [a,b] — R, alors [* f(z)dx = F(b) — F(a).

Démonstration. Pour toute partition s = {sg < 51 < -+ < sp—1 < sp}
de [a,b] il existe sp < t1 < 81 < -+ < sp—1 < t, < 8, tels que

F(s) — F(sp—1) = (sx — sk—1)f(tx),

par le théoreme des accroissements finis. Ainsi

n

= ZF(sk) - F(Skfl) = Z(sk - Skfl)f(tk)'
k=1

k=1

On en déduit que L.(f,s) < F(b) — F(a) < I*(f,s).
Puis I.(f) < F(b) — F(a) < I*(f) par passage aux limites.

Si f est intégrable, alors on a I'égalité F(b) f f(x)dx. O



Soit f: [a,b] — R une fonction continue.



La propriété de la moyenne
Théoréme
Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Pour toute fonction intégrable

¢: [a,b] — R vérifiant ¢ > 0 il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
(+) / f(@)d(@)dz = £(€) / o(z)dz.



La propriété de la moyenne

Théoréme

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Pour toute fonction intégrable
¢: [a,b] — R vérifiant ¢ > 0 il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
(+) / f(@)d(@)dz = £(€) / o(z)dz.

En particulier, pour ¢ = 1, on obtient ff f(x)dx = f(&)(b—a).
Si f = F’ c’est le théoréme des accroissements finis appliqué a F.

Démonstration.
Pour m = min f et M = max f onam¢ < f¢ < M¢. Ainsi

m / bl < / ' f@)ola)dz < M / ' o).

Si f: ¢(x)dx = 0, alors I'équation (x) est vraie pour tout £ € [a, b].
Sinon, il existe ¢ € [a,b] tel que f(€) = [ f(x)p(x)dz | [ ¢(z)de. O



Intégration et différentiation

Théoréme

Pour f: R — R continue on peut définir F': R — R par
F(z) = [” f(t)dt. Alors F est dérivable et F' = f.

Démonstration. Pour tout z € R et h > 0 on trouve

T+

h T
F(z +h) — F(z) :/ F(t)dt — / F(t)dt
h

T+
- / F(0)dt = hi(&,)

pour un &, € [z, x + h] d’apres la propriété de la moyenne.



Intégration et différentiation

Théoréeme

Pour f: R — R continue on peut définir F': R — R par
F(z) = [” f(t)dt. Alors F est dérivable et F' = f.
Démonstration. Pour tout z € R et h > 0 on trouve

T+

h T
F(erh)fF(x):/ f(t)dtf/ F(t)dt
aw+h Ja
- / F(8)dt = hf(En)

pour un &, € [z, x + h] d’apres la propriété de la moyenne.
Pour h — 0 on a donc &, — =z, puis

F(x+h)— F(x)
h

= f(&n) — f(2)

par continuité de f. Ceci prouve le théoreme.
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Résumé : construction de l'intégrale de Riemann

Si f: [a,b] — R est continue (ou modérément discontinue)
nous savons définir I'intégrale (dite de Riemann)

/a " Ha)d.

Théoreme fondamental : si nous disposons d’une fonction primitive
F: [a,b] — R vérifiant F’ = f, alors fab f(z)dz = F(b) — F(a).
Toute fonction continue f admet une telle primitive F'.

Cette relation entre différentiation et intégration est tres utile pour le
calcul, notamment elle mene directement a

m lintégration par partie,
m la substitution des variables,
m le calcul explicite de certaines intégrales.

Révisez votre cours d’intégration pour un développement complet.
Dans ce cours-ci on utilise ces outils sans retenue si besoin en est.
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A quoi sert 'intégration numérique ?

Pour f: [a,b] — R nous souhaitons calculer I'intégrale fab f(z)dx .

Si nous disposons d’une primitive F', alors f: f(z)dx = F(b) — F(a),
ce qui résout notre probleme d’'une maniére tres satisfaisante.

@ Peut-on toujours expliciter une primitive sous « forme close » ?

Non! Pour f(z) = exp(—2?/2), par exemple, il n’existe pas de
fonction primitive exprimable par des fonctions usuelles exp, In, .. ..

@ Dans ce cas, comment étre sOr que l'intégrale existe ?

Heureusement, la construction précédente prouve que l'intégrale
existe, méme si nous n’arrivons pas a expliciter une formule close.

® Peut-on au moins calculer des valeurs approchées de l'intégrale ?

Oui ! Dans la suite nous développons des méthodes d’intégration
numérique qui sont plus profitables et plus efficaces dans la pratique
que les formules utilisées pour la construction ci-dessus.



Méthodes des rectangles

On approche l'intégrale par > _, (sk — sk—1)f (&) OU &k € [sk—1, Sk)-



Méthodes des rectangles

On approche l'intégrale par > _, (sk — sk—1)f (&) OU &k € [sk—1, Sk)-

“ ., boint a gauche b f point au milieu “ ., point a droite
sk —sk-)F(se1) Y (k= sk ) F(EEEE) > (s — se1) f(sk)
k=1 k=1 k=1

Cas particulier d’'une subdivision équidistante s, = a + kh ol h = b‘T“ :
n—1 n—1 n
h> " fla+ kh) h> fla+ % +kh) hY " fla+kh)

k=0 k=0 k=1



Méthodes des rectangles
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Exemple : Pour f(z) = z* on connait I'intégrale fol f(z)dx = 0.25.



Méthodes des rectangles

On approche l'intégrale par > _, (sk — sk—1)f (&) OU &k € [sk—1, Sk)-

“ ., boint a gauche b f point au milieu “ ., point a droite
sk —sk-)F(se1) Y (k= sk ) F(EEEE) > (s — se1) f(sk)
k=1 k=1 k=1

Cas particulier d’'une subdivision équidistante s, = a + kh ol h = =2 :
n—1 n—1 n

h> " fla+ kh) h> fla+ % +kh) hY " fla+kh)
k=0 k=0 k=1

Exemple : Pour f(z) = z* on connait I'intégrale fol f(z)dx = 0.25.

Une subdivision équidistante a n = 10 pas donne respectivement les

approximations L =0.2025 et 139 =0.24875 et 12 = 0.3025.

On constate que I'approximation par le point au milieu est nettement
plus précise. Ceci n’est pas un hasard, et on verra pourquoi. . .



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1
Rere(f) :==h>_ fa+ kh)
k=0

I'approximation obtenue par le point a gauche.



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1
Re(f) = h ) fa+ kh)
k=0
I'approximation obtenue par le point a gauche.
Alors on a la majoration d’erreur

(b—a)?
2

1
- = -max]|f’].
n  [a,b]

b
/ f(@)da - R‘;’f”c”e(f)‘ <

La méme majoration est valable pour le point a droite.



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1
Rere(f) :==h>_ fa+ kh)
k=0

I'approximation obtenue par le point a gauche.
Alors on a la majoration d’erreur

(b_a)Q 1 /
> - E%VL

b
[ e - )| <
La méme majoration est valable pour le point a droite.

Pour augmenter la précision obtenue on augmentera n,
ce qui revient a passer a des subdivisions de plus en plus fines.



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1
Rere(f) :==h>_ fa+ kh)
k=0

I'approximation obtenue par le point a gauche.
Alors on a la majoration d’erreur

(b_a)2 1 /
> - E%VL

b
/ f(@)da - R‘;’f““e(f)‘ <

La méme majoration est valable pour le point a droite.

Pour augmenter la précision obtenue on augmentera n,
ce qui revient a passer a des subdivisions de plus en plus fines.

Or, la précision naugmente que trés lentement : ~ 1.
Pour gagner un bit de précision il faut deux fois plus de travail.



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] oU o = a + (k — 1)h et § = a + kh.



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] oU o = a + (k — 1)h et § = a + kh.
Le théoreme des accroissements finis (Taylor d’ordre 0) assure que

f@) = fla) = f()(x —a)

pour un ¢ € [a, z].



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] oU o = a + (k — 1)h et § = a + kh.
Le théoreme des accroissements finis (Taylor d’ordre 0) assure que

fl@) = fla) = f'(E)(x — a)
pour un ¢ € [«, z]. En particulier on a

[f(z) = fla)] < I@%{\f’\ (7 —a)



Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] oU o = a + (k — 1)h et § = a + kh.
Le théoreme des accroissements finis (Taylor d’ordre 0) assure que

fl@) = fla) = f'(E)(x — a)
pour un ¢ € [«, z]. En particulier on a

[f(z) = fla)] < I@%{W (7 —a)

/a x)dx — /a a)dx
< / |F(@) — f()|da

g (8 —a)?
< max ’-/ z — a)dx = max|f'| - ——.
< may L] i ( ) ma L] 3

On en déduit que

B
(z)dz — (B — «)

a)dx




Point a gauche ou a droite : majoration de I'erreur
Démonstration.

On considére lintervalle [o, 8] oU o = a + (k — 1)h et § = a + kh.
Le théoreme des accroissements finis (Taylor d’ordre 0) assure que

fl@) = fla) = f'(E)(x — a)
pour un ¢ € [«, z]. En particulier on a

[f(z) = fla)] < I@%{W (7 —a)

/a dmf‘/a fla)dz
< / |F(@) — f()|da

B
< max ’-/ x — a)dx = max|f'| -
[a,ﬁ]|f| a( ) [a,ﬁ]|f|

On en déduit que

5
(z)dz — (8 — a)

a)dx

(B—a)
TR

La proposition s’en déduit en sommant surk =1,...,n



Point au milieu : majoration de I'erreur

Proposition
Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit
n—1

Ru(f):==h)_ fla+%+kh)
k=0

I'approximation obtenue par le point au milieu.



Point au milieu : majoration de I'erreur

Proposition
Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1

Ruo(f):==h)_ fla+%+kh)
k=0
I'approximation obtenue par le point au milieu.
Alors on a la majoration d’erreur

(b—a)® 1
24 nZ  [a,b]

/ ’ fle)de - Rn(f)‘ <




Point au milieu : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1

Ru(f):==h)_ fla+%+kh)
k=0

I'approximation obtenue par le point au milieu.
Alors on a la majoration d’erreur

b _ 3
/ f(x)den(f)‘ L0 24“) 2 max 5]

n [a,b]

Pour augmenter la précision obtenue on augmentera n,
ce qui revient a passer a des subdivisions de plus en plus fines.



Point au milieu : majoration de I'erreur

Proposition
Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = >=% et soit

n—1

Ro(f):=h) fla+% +kh)
k=0

I'approximation obtenue par le point au milieu.
Alors on a la majoration d’erreur

(b_a)3 1 "
21l

/ ’ fle)de - Rn(f)‘ <

Pour augmenter la précision obtenue on augmentera n,
ce qui revient a passer a des subdivisions de plus en plus fines.

Ici la précision augmente un peu plus rapidement : ~ .
Pour gagner deux bits de précision il faut deux fois plus de travail.



Point au milieu : majoration de 'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] o o = a + (k — 1)h et 8 = a + kh.



Point au milieu : majoration de 'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] o o = a + (k — 1)h et 8 = a + kh.

On fait un développement d’ordre 1 autour du milieu xq = “T*ﬁ :

F(@) = f(zo) + I (@) (& — a0) + 5 ()& — wo)”



Point au milieu : majoration de 'erreur

Démonstration.
On considére lintervalle [o, 8] o o = a + (k — 1)h et 8 = a + kh.

On fait un développement d’ordre 1 autour du milieu xq = “T*ﬁ :
1
(@) = f(wo) + f'(wo)(z — xo) + 5 /" (&) (2 — 0)?.

Ainsi | f(z) — f(20) — f'(20)(@ — w0)| < } max |f”](x — x0)?.



Point au milieu : majoration de 'erreur
Démonstration.

On considére lintervalle [, 5] ol o = a + (k — 1)h et 8 = a + kh.
On fait un développement d’ordre 1 autour du milieu xq = “T*ﬁ :

F(@) = f(zo) + I (@) (& — a0) + 5 ()& — wo)”

Ainsi | f(z) — f(20) — f'(20)(@ — w0)| < } max |f”](x — x0)?.

On constate que ff f(xo)(x — z0)dx = 0.



Point au milieu : majoration de 'erreur
Démonstration.

On considére lintervalle [, 5] ol o = a + (k — 1)h et 8 = a + kh.
On fait un développement d’ordre 1 autour du milieu xq = # :

£(2) = Fw0) + f (@) (&~ 20) + 31" (O)(w ~ 20)°.
Ainsi [ (2) — f (z0) — f/(w0) (& — 20)] < § mase ||z — o)

On constate que ff f'(zo)(z — xo)dz = 0. Par conséquent

I (o) (x — z0)dx

z)dx — (B — ) f(xo)

/|f f'(wo) (2 — 20) |dx< maXIf”\/ x — xo)2da

B
x| [ (o= a0)?| o= g max] |- (5 - o),



Point au milieu : majoration de 'erreur
Démonstration.

On considére lintervalle [, 5] ol o = a + (k — 1)h et 8 = a + kh.
On fait un développement d’ordre 1 autour du milieu xq = # :

£(2) = Fw0) + f (@) (&~ 20) + 31" (O)(w ~ 20)°.
Ainsi [ (2) — f (z0) — f/(w0) (& — 20)] < § mase ||z — o)

On constate que fﬂ f'(zo)(z — xo)dz = 0. Par conséquent

x)dr — (B — ) f(zo) — f'(wo)(x — x0)dx

S/|f($)—f(l‘ — f'(zo)(x — o) |dx< max|f”\/ x — x0)’de

1 1 A 1
= 51[2%)](|f//| . |:3($ — 1’0)3:| adl’ = ﬂI[Il&X'fH| ( - 04)3.

La proposition s’en déduit en sommant surk =1,...,n. O



Méthode des trapezes

Idée : on interpole entre les points gauche et droite par un segment.
La figure obtenue est un trapéze d'aire (s — sj,_) L=t (k)

f(sk)

f(Sk—l)E

Sk—1 Sk




Méthode des trapezes

Idée : on interpole entre les points gauche et droite par un segment.

La figure obtenue est un trapéze d'aire (s — sj,_) L=t (k)

f(sk)

f(Sk—l)E

Sk—1 Sk a b

Pour une subdivision a pas constant & on obtient £ f(s,_1) + % f(sx).



Méthode des trapezes

Idée : on interpole entre les points gauche et droite par un segment.
La figure obtenue est un trapéze d'aire (s, — s;_1 ) L=t 0],

f(sk)

Flsion)!

Sk—1 Sk a b

Pour une subdivision a pas constant & on obtient £ f(s,_1) + % f(sx).

Dans la somme sur k = 1,...,n tout terme apparait deux fois,
a I'exception des termes % f(a) et 2 f(b) aux bords.



Méthode des trapezes

Idée : on interpole entre les points gauche et droite par un segment.
La figure obtenue est un trapéze d'aire (s, — s;_1 ) L=t 0],

f(sk)

Flsion)!

Sk—1 Sk a b

Pour une subdivision a pas constant & on obtient £ f(s,_1) + % f(sx).

Dans la somme sur k = 1,...,n tout terme apparait deux fois,
a I'exception des termes % f(a) et £ f(b) aux bords. Ainsi

To(f) =hl3f(a)+ fla+h)+---+ f(b—h)+ 5 £(b)]



Méthode des trapezes

Idée : on interpole entre les points gauche et droite par un segment.
La figure obtenue est un trapéze d'aire (s, — s;_1 ) L=t 0],

f(sk)

Flsion)!

Sk—1 Sk a b

Pour une subdivision a pas constant & on obtient £ f(s,_1) + % f(sx).

Dans la somme sur k = 1,...,n tout terme apparait deux fois,
a I'exception des termes % f(a) et £ f(b) aux bords. Ainsi

To(f) =hl3f(a)+ fla+h)+---+ f(b—h)+ 5 £(b)]

Dans notre exemple [ z3dx on trouve I'approximation 12 = 0.2525.
0 400



Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Lemme
Soit f: o, 3] — R de classe C2.



Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Lemme
Soit f: [a, 3] — R de classe C?. Alors il existe ¢ € [a, 3] tel que

[ 1w =3 (1w +109) - C52 0,




Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Lemme
Soit f: [a, 3] — R de classe C?. Alors il existe ¢ € [a, 3] tel que

[ 1w =3 (1w +109) - C52 0,

Démonstration. La fonction ¢(z) = —3(z — a)(z — 3) vérifie ¢(z) > 0
pour tout z € [, 8]. On a ¢/ (z) = & (a + B) — z puis ¢ (z) = —1.



Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Lemme
Soit f: [a, 3] — R de classe C?. Alors il existe ¢ € [a, 3] tel que

[ 1w =3 (1w +109) - C52 0,

o et ki i ks
/a " fayda - f— (@) (@) = [0 (@) @)+ j(b’(l)f’(x)dw
=222 (50 + 1) + o) @] - j (2)" (2)dx
=22 @+ 1) 1@ [ ot
5—a( ) (B —a)’




Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Proposition
Soit f: [a,b] — R de classe C2.



Méthode des trapézes : majoration de I'erreur
Proposition
Soit f: [a,b] — R de classe C?. Pourn > 1 soit h = >=2 et soit

To(f) :==h[5f(a) + fla+h)+-- 4+ f(b—h) + 5 f(b)]

I'approximation obtenue par la méthode des trapezes.



Méthode des trapézes : majoration de I'erreur
Proposition
Soit f: [a,b] — R de classe C?. Pourn > 1 soit h = >=2 et soit

To(f) :==h[5f(a) + fla+h)+-- 4+ f(b—h) + 5 f(b)]

I'approximation obtenue par la méthode des trapezes. Alors on a




Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C?. Pourn > 1 soit h = >=2 et soit
To(f) = h[5f(a) + fla+h)+ -+ f(b—h) + 5£()]

I'approximation obtenue par la méthode des trapezes. Alors on a

b
(b—a)® 1
/a fe)dz = Tn(f >‘ ST w

Démonstration. Le lemme s’applique a chague sous-intervalle :

3

[ o =5 (et 0 08) = sl 1) < g e

+(k—1)h




Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C?. Pourn > 1 soit h = >=2 et soit
To(f) = h[5f(a) + fla+h)+ -+ f(b—h) + 5£()]

I'approximation obtenue par la méthode des trapezes. Alors on a

b —_4)3
/ f(x)dx_Tn(f)‘ < M : i ~II;aX|fN|.

Démonstration. Le lemme s’applique a chague sous-intervalle :

3

[ e (sl 0= 1m) )| < B

T(k—1)h

Le théoreme s’en déduit en sommant sur k =1,...,n. O



Méthode des trapézes : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C?. Pourn > 1 soit h = >=2 et soit
To(f) = h[5f(a) + fla+h)+ -+ f(b—h) + 5£()]

I'approximation obtenue par la méthode des trapezes. Alors on a

b —_4)3
/ f(x)dx_Tn(f)‘ < M : i ~II;aX|fN|.

Démonstration. Le lemme s’applique a chague sous-intervalle :

3

[ e (sl 0= 1m) )| < B

T(k—1)h

Le théoreme s’en déduit en sommant sur k =1,...,n. O

A nouveau la précision augmente proportionnellement a £
Pour gagner deux bits de précision il faut deux fois plus de travail.



Comparaison des méthodes basiques

Approximation de fab f(z)dx avec n pas de longueur h = =2,

n



Comparaison des méthodes basiques

Approximation de fab f(z)dx avec n pas de longueur h =

Méthode Ordre | Majoration d’erreur
Point a gauche | d =0 % L max|f'|
Point adroite | d=0 | ¢52°. 1. max|f|
Point au milieu | d =1 “’;Z)S - 25 - max | f”|
Trapézes d=1 | L= L max|f7|

b—a

n

On suppose tacitement que f est suffisamment dérivable.
Les bornes sont atteintes pour un polynéme de degré d + 1.



Comparaison des méthodes basiques

Approximation de fab f(z)dx avec n pas de longueur h = =2,

n

Méthode Ordre | Majoration d’erreur

(b—2a)2 . % - max | f/|

Pointadroite | d=0 | ©52°. 1. max|f|

Point a gauche | d=0

(0—a)®

Point au milieu | d=1 o

-max | f|

-

(b—a)® 1
12 n2

Trapézes d=1 - max | f”'|

On suppose tacitement que f est suffisamment dérivable.
Les bornes sont atteintes pour un polynéme de degré d + 1.

Exemple : Pour approcher fol exp(—2?%/2)dx avec ces méthodes
a 10~ pres il faudra environ n = 10° respectivement n = 103,



Comparaison des méthodes basiques

Approximation de fab f(z)dx avec n pas de longueur h = =2,

n

Méthode Ordre | Majoration d’erreur
Point a gauche | d =0 % L max|f'|

Pointadroite | d=0 | ©52°. 1. max|f|

(0—a)®

Point au milieu | d=1 o

-max | f|

-

(b—a)® 1
12 n2

Trapézes d=1 - max | f”'|

On suppose tacitement que f est suffisamment dérivable.
Les bornes sont atteintes pour un polynéme de degré d + 1.

Exemple : Pour approcher fol exp(—2?%/2)dx avec ces méthodes
a 10~ pres il faudra environ n = 10° respectivement n = 103,
a 1072 prés il faudra environ n = 10*2 respectivement n = 106,



Comparaison des méthodes basiques

Approximation de fab f(z)dx avec n pas de longueur h = =2,

n

Méthode Ordre | Majoration d’erreur

Point a gauche | d =0 %-%-maﬂfﬂ

Pointadroite | d=0 | ©52°. 1. max|f|

(b—a)®
24

R _\3
Trapézes d=1 | &80 L max|f”|

Point au milieu | d=1 -max | f”]

-

On suppose tacitement que f est suffisamment dérivable.
Les bornes sont atteintes pour un polynéme de degré d + 1.

Exemple : Pour approcher fol exp(—2?%/2)dx avec ces méthodes
a 106 prés il faudra environ n = 10° respectivement n = 103,

a 1072 prés il faudra environ n = 10*2 respectivement n = 106,
a 1018 prés il faudra environ n = 10*® respectivement n = 10°.
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Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.



Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s'implémente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d’opérations.



Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s'implémente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d’opérations.

Nos formules approchées d’intégration seront donc de la forme

m

S(f)=(B—0a)d_ wif(&)
j=0

Ici &, ..., &m € [a, (] sont les points ou I'on évalue la fonction f,
et wy, ..., w, € R sont certains poids tels que w; > 0 et Z}”:O w; = 1.



Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s'implémente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d’opérations.

Nos formules approchées d’intégration seront donc de la forme

m

S(f)=(B—0a)d_ wif(&)
j=0

Ici &, ..., &m € [a, (] sont les points ou I'on évalue la fonction f,
et wy, ..., w, € R sont certains poids tels que w; > 0 et Z}”:O w; = 1.

Une telle somme définit une application S: C([«, 8]) — R.



Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s'implémente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d’opérations.

Nos formules approchées d’intégration seront donc de la forme

m

S(f)=(B—0a)d_ wif(&)
j=0

Ici &, ..., &m € [a, (] sont les points ou I'on évalue la fonction f,
et wy, ..., w, € R sont certains poids tels que w; > 0 et Z}”:O w; = 1.

Une telle somme définit une application S: C([«, 8]) — R.
Linéarité : S(\f + ug) = AS(f) + uS(g), par définition.



Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s'implémente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d’opérations.

Nos formules approchées d’intégration seront donc de la forme

m

S(f)=(B—0a)d_ wif(&)
j=0

Ici &, ..., &m € [a, (] sont les points ou I'on évalue la fonction f,
et wy, ..., w, € R sont certains poids tels que w; > 0 et Z}”:O w; = 1.

Une telle somme définit une application S: C([«, 8]) — R.
Linéarité : S(\f + ug) = AS(f) + uS(g), par définition.
Constantes : S(\) = (3 — a)A, parce que > 7" w; = 1.



Méthodes élémentaires d’intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale f(f f(z)dz.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s'implémente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d’opérations.

Nos formules approchées d’intégration seront donc de la forme

m

S(f)=(B—0a)d_ wif(&)
j=0

Ici &, ..., &m € [a, (] sont les points ou I'on évalue la fonction f,
et wy, ..., w, € R sont certains poids tels que w; > 0 et Z}”:O w; = 1.

Une telle somme définit une application S: C([«, 8]) — R.
Linéarité : S(\f + ug) = AS(f) + uS(g), par définition.
Constantes : S(\) = (3 — a)A, parce que > 7" w; = 1.
Monotonie : Si f < g alors S(f) < S(g), parce que w; > 0.
En particulier on a l'inégalité |S(f)| < S(|f])-



Ordre d’une méthode d’intégration

Dans la suite notre objectif est de choisir les points ¢; et les poids w;
dans le souci de minimiser le travail et I'erreur de I'approximation.

On a déja vu dans les exemples basiques que ce choix détermine la
qualité de I'approximation et la vitesse de convergence pour n — oc.

La classification suivante nous guidera dans notre démarche :
Définition

Une méthode d’intégration S: C([«, ]) — R est d’ordre d si elle est
exacte pour tout polynéme f de degré < d, cad S(f) = ff f(x)dx.



Ordre d’une méthode d’intégration

Dans la suite notre objectif est de choisir les points ¢; et les poids w;
dans le souci de minimiser le travail et I'erreur de I'approximation.

On a déja vu dans les exemples basiques que ce choix détermine la
qualité de I'approximation et la vitesse de convergence pour n — oc.

La classification suivante nous guidera dans notre démarche :
Définition

Une méthode d’intégration S: C([«, ]) — R est d’ordre d si elle est
exacte pour tout polynéme f de degré < d, cad S(f) = ff f(x)dx.

Gréce a notre convention ) w; = 1 nos formules sont exactes pour
les constantes (degré < 0). Elles sont donc au moins d’ordre 0.



Ordre d’une méthode d’intégration

Dans la suite notre objectif est de choisir les points ¢; et les poids w;
dans le souci de minimiser le travail et I'erreur de I'approximation.

On a déja vu dans les exemples basiques que ce choix détermine la
qualité de I'approximation et la vitesse de convergence pour n — oc.

La classification suivante nous guidera dans notre démarche :
Définition

Une méthode d’intégration S: C([«, ]) — R est d’ordre d si elle est
exacte pour tout polynéme f de degré < d, cad S(f) = ff f(x)dx.
Gréce a notre convention ) w; = 1 nos formules sont exactes pour
les constantes (degré < 0). Elles sont donc au moins d’ordre 0.

Les méthodes du point au milieu et des trapézes sont d’ordre 1.

On construira judicieusement des méthodes d’ordre supérieur.
Tout d’abord on montre comment I'ordre se traduit en précision.



Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (112

Proposition
Soit S: C([a, 5]) — R une méthode d’intégration d’ordre d.
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pour toute fonction f: [a, 3] — R de classe C4+1.
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Proposition
Soit S: C([a, B]) — R une méthode d’intégration d’ordre d. Alors

— (5_7) (d+1)
z)de ‘— 24(d + 1)! [aﬁ]|f |

pour toute fonction f: [a, 3] — R de classe C4+1.

Démonstration. Soit o = ‘%5 le centre de l'intervalle [«, 5] et soit
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le polynéme de Taylor en .



Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (112

Proposition
Soit S: C([a, B]) — R une méthode d’intégration d’ordre d. Alors

— (5_7) (d+1)
z)de ‘— 24(d + 1)! [aﬁ]|f |

pour toute fonction f: [a, 3] — R de classe C4+1.

Démonstration. Soit o = ‘%5 le centre de l'intervalle [«, 5] et soit

(@) (.
o) = flao) + F'(ao)(w — o) 4 -+ L0 (g

le polyndme de Taylor en xo. Nous avons la majoration d’erreur

d+1
(@) - gla)] < E 20

_ o)dHl
(B —a) max]f(d“)].



Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (22

Puisque S est d’'ordre d on a ff g(z)dx — S(g) = 0.



Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (22

Puisque S est d’ordre d on a fﬁ z)dz — S(g) = 0. Ainsi

/a fa)ds ‘

z)dx — S(f —g)

g/ |£(2) — g()|dz + S(|f - g]).



Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (22

Puisque S est d’ordre d on a fﬁ z)dz — S(g) = 0. Ainsi

/a f(x)de — '

z)dx — S(f —g)

g/ |£(2) — g()|dz + S(|f - g]).

En majorant |f — g| deux fois par ﬁ;i;, max| f(¢+1)| on obtient




Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (22

Puisque S est d’ordre d on a fﬁ z)dz — S(g) = 0. Ainsi

/a ? Fa)de '

z)dr — S(f —g)

g/ |£(2) — g()|dz + S(|f - g]).

En majorant | f — g| deux fois par ﬁ;i;, max| f(¢+1)| on obtient

/f Jhr=s )‘—(fdm)n max| f41)].

On obtient ainsi la majoration souhaitée. O

A On ne prétend pas que la constante m soit optimale.
m Le polynéme de Taylor peut étre remplacé par une meilleure
approximation : c’est le probléeme de I'approximation polynomiale.

m Pour optimiser la constante il faudra étudier de plus prées la
méthode d’intégration, comme le point milieu, les trapézes, etc.



Méthodes composées d’intégration

Lerreur d’approximation d’'une méthode élémentaire d’intégration
d'ordre d dépend de deux quantités : max |f(?+1)| et (3 — a)¢+2.
On aintérét a I'appliquer a des petits intervalles [«, 3] !
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Lerreur d’approximation d’'une méthode élémentaire d’intégration
d'ordre d dépend de deux quantités : max |f(?+1)| et (3 — a)¢+2.
On aintérét a I'appliquer a des petits intervalles [«, 3] !

Pour un grand intervalle [a, b] on choisit une subdivision assez fine
a=8<8 < < 8_1<8,=b.

Souvent on prend des points équirépartis s, = a + kh ol h = 2=2,

a
n



Méthodes composées d’intégration

Lerreur d’approximation d’'une méthode élémentaire d’intégration
d'ordre d dépend de deux quantités : max |f(?+1)| et (3 — a)¢+2.
On aintérét a I'appliquer a des petits intervalles [«, 3] !

Pour un grand intervalle [a, b] on choisit une subdivision assez fine

a=8<81 < < 8Sp_1<8,=>0.

Souvent on prend des points équirépartis s, = a + kh ol h = 2=2,

n

Ceci permet de décomposer l'intégrale en une somme

b n "Sk
/ fla)de =" f(x)dax.

k=1"%k-1

On est ainsi ramené a intégrer f sur un petit intervalle [si_1, sk].



Méthodes composées d’intégration

Lerreur d’approximation d’'une méthode élémentaire d’intégration
d'ordre d dépend de deux quantités : max |f(?+1)| et (3 — a)¢+2.
On aintérét a I'appliquer a des petits intervalles [«, 3] !

Pour un grand intervalle [a, b] on choisit une subdivision assez fine

a=8<81 < < 8Sp_1<8,=>0.

Souvent on prend des points équirépartis s, = a + kh ol h = 2=2,

n

Ceci permet de décomposer l'intégrale en une somme

b n "Sk
/ fla)de =" f(x)dax.

k=1"%k-1
On est ainsi ramené a intégrer f sur un petit intervalle [si_1, sk].

Sur chacun des petits intervalles, I'intégrale sera approchée par
une méthode élémentaire d’intégration :

mg

/‘Sk f(x)de ~ (sp = sk-1) Y wi i f(Er.y)

k—1 ]:0

pour certains points i ; € [sk—1, sx) et des poids wy, ; € R.



Méthodes composées d’intégration

On obtient ainsi une méthode composée d’intégration :

b n Sk n my
[t = 3 [T f@de x Y eene) Y wnfE)
Ja k=1 Sk—1 k=1 j=0
A priori on pourrait prendre une subdivision s, ..., s, quelconque

et une méthode élémentaire différente sur chacun des intervalles.



Méthodes composées d’intégration

On obtient ainsi une méthode composée d’intégration :

b n my
INCLE Z e~ Y (sese) Y wef(6)
Ja —1YSk-1 k=1 7=0

A priori on pourrait prendre une subdivision s, ..., s, quelconque
et une méthode élémentaire différente sur chacun des intervalles.

Pour simplifier nous prenons la subdivision a pas constant 7 = =¢
et la « méme » méthode élémentaire sur chaque sous-intervalle :



Méthodes composées d’intégration

On obtient ainsi une méthode composée d’intégration :

b n Sk n my
[t = 3 [T f@de x Y eene) Y wnfE)
Ja k=1 Sk—1 k=1 j=0
A priori on pourrait prendre une subdivision s, ..., s, quelconque

et une méthode élémentaire différente sur chacun des intervalles.

Pour simplifier nous prenons la subdivision a pas constant 7 = =¢
et la « méme » méthode élémentaire sur chaque sous-intervalle :

m

S: C(len ) =R, S(f)=(B—0a))_ w;f(&)

7=0
se transporte sur n'importe quel intervalle [o/, §'] par la bijection
affine ¢: [a, 8] — [/, '], ¢(x) = (z — ) ﬁﬁl:g' +al.




Méthodes composées d’intégration

On obtient ainsi une méthode composée d’intégration :

b n Sk n my
[t = 3 [T f@de x Y eene) Y wnfE)
Ja k=1 Sk—1 k=1 j=0
A priori on pourrait prendre une subdivision s, ..., s, quelconque

et une méthode élémentaire différente sur chacun des intervalles.
Pour simplifier nous prenons la subdivision a pas constant 7 = =¢
et la « méme » méthode élémentaire sur chaque sous-intervalle :

m

S: Clf) =R, S(f)=(B-a) ) wif(&),
j=0
se transporte sur n'importe quel intervalle [o/, §'] par la bijection

affine ¢: [, 8] — [/, 8], ¢(x) = (z — a) Z=2" + o’. On obtient ainsi

m

SO, B) =R, S'(g) =8 —a) wigl&)),
§=0

avec les mémes poids w; mais g étant évaluée en & = ¢(¢;).



Majoration d’erreur d’'une méthode composée

Proposition

Soit S une méthode éléementaire d’intégration d’ordre d.
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la subdivision équidistante s, = a + kh ot h = ”*Ta



Majoration d’erreur d’'une méthode composée

Proposition

Soit S une méthode éléementaire d’intégration d’ordre d.

Soit S, : C([a,b]) — R la méthode composée associée a
la subdivision équidistante s, = a + kh ot h = ”*Ta Alors

/bf( o — Su()| < =0T 1 | f+)]
Ak B TR ) I A

~20=c)(5)

f(d+1)

d+1)!

pour toute fonction f: [a,b] — R de classe C4t1.




Majoration d’erreur d’'une méthode composée

Proposition

Soit S une méthode éléementaire d’intégration d’ordre d.

Soit S, : C([a,b]) — R la méthode composée associée a
la subdivision équidistante s, = a + kh ot h = ”*Ta Alors

/bf( o — Su()| < =0T 1 | f+)]
Ak B TR ) I A

~20=c)(5)

f(d+1)

d+1)!

pour toute fonction f: [a,b] — R de classe C4t1.

Démonstration. Cette majoration découle de celle obtenue pour la
méthode élémentaire S en sommant sur k = 1,...,n. O



Majoration d’erreur d’'une méthode composée

Proposition

Soit S une méthode éléementaire d’intégration d’ordre d.

Soit S, : C([a,b]) — R la méthode composée associée a
la subdivision équidistante s, = a + kh ot h = ”*Ta Alors

/bf( o — Su()| < =0T 1 | f+)]
Ak B TR ) I A

~20=c)(5)

f(d+1)

d+1)!

pour toute fonction f: [a,b] — R de classe C4t1.

Démonstration. Cette majoration découle de celle obtenue pour la
méthode élémentaire S en sommant sur k = 1,...,n. O

@ Pour approcher jf f(z)dz on procede donc comme suit :
m On détermine ou majore max | f(“+1)|, qui ne dépend que de f.
m On choisit n assez grand pour assurer que I'erreur soit petite.



Méthodes de Newton-Cotes

On souhaite construire des méthodes élémentaires d’intégration

S: C(la,B)) =R, S(f)=(8—0a)d wif(&)
§=0

pour des points équirépartis £; = o + jh ol h = -2,

m



Méthodes de Newton-Cotes

On souhaite construire des méthodes élémentaires d’intégration

Clla,B) =R, S(f)=(B-a)> wef(&)
j=0

pour des points équirépartis {; = o + jh ol h = ==,
Lidée est d’interpoler f par son polynédme de Lagrange

p=Y f&)p; ou p(x H _&.
=0

6=




Méthodes de Newton-Cotes

On souhaite construire des méthodes élémentaires d’intégration

Clla,B) =R, S(f)=(B-a)> wef(&)
j=0

pour des points équirépartis {; = o + jh ol h = ==,
Lidée est d’interpoler f par son polynédme de Lagrange

p=Y f&)p; ou p(x H _&.
=0

l#] &
puis d’intégrer p (de maniére exacte) sur [«, ] :

m

B . 1 B
/a p(x)dr = (8 — « foj j  Ou wj:ﬁ_a/apj(x)dx.




Méthodes de Newton-Cotes

On souhaite construire des méthodes élémentaires d’intégration

Clla,B) =R, S(f)=(B-a)> wef(&)
j=0

pour des points équirépartis £; = o + jh ol h = -2,
Lidée est d’interpoler f par son polynédme de Lagrange

p=>Y _ f(&)p; ol pj(x H _&_
=0

6=

puis d’intégrer p (de maniére exacte) sur [«, ] :

ﬁ m R 1 ﬁ
/a p(x)dr = (8 — « foj j  Ou wj:ﬁ_a/apj(x)dx.

Exemple. Prenons [—1, +1] et les extrémités &, = —1, & = +1.
Onap= f(&)po+ f(&1)p1 ol po(z) = 5= et py x) =z,

On trouve wy = wy = 3 etainsi S(f) = (8- a)[1f() + 3 £(B)].
C’est la méthode des trapézes !




La méthode de Simpson

Appliquons cette recette a [—-1,+1] et § = —1,& =0, & = +1.



La méthode de Simpson

Appliquons cette recette a [—-1,+1] et § = —1,& =0, & = +1.

po(z) = 5 - 1 = %x(x -1)

pe) =550 == @+ 1)(1-2)
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La méthode de Simpson

Appliquons cette recette a [—1,+1] et §p = —1,& =0, & = +1

—

1 1
)= 2% 2k =dee-1) = wo=j [ mlade=g
—1
e (el el e _4
p1(z) = = -m—(x—i-l)(l—:z:) = w1—§ pl(m)d:c—g
—1
_z—(=1) z—0 _ 1 1 ' _1
p(z) ===y - T = 3@+ Dz = wr=g po(z)de = 5
—1
On obtient ainsi la méthode de Simpson :
B 1 a+p
5() = (0-0) [gr(@) + 31(252) + 10)]

Elle interpole f par une parabole.




La méthode de Simpson

Appliquons cette recette a [—1,+1] et §p = —1,& =0, & = +1
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On obtient ainsi la méthode de Simpson :

1

5() = (0-0) [gr(@) + 31(252) + 10)]

Elle interpole f par une parabole.

La méthode de Simpson est d’ordre 3 :



La méthode de Simpson

Appliquons cette recette a [—1,+1] et §p = —1,& =0, & = +1
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On obtient ainsi la méthode de Simpson :

1

5() = (0-0) [gr(@) + 31(252) + 10)]

Elle interpole f par une parabole.

La méthode de Simpson est d’ordre 3 :
Par construction elle est exacte si f est un polynéme de degré < 2.



La méthode de Simpson

Appliquons cette recette a [—1,+1] et §p = —1,& =0, & = +1
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polw) = 20 . 2ol —
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On obtient ainsi la méthode de Simpson :
5() = (0-0) [gr(@) + 31(252) + 10)]

Elle interpole f par une parabole.

La méthode de Simpson est d’ordre 3 :
Par construction elle est exacte si f est un polynéme de degré < 2.
Petit miracle : par symétrie elle est aussi exacte pour f(z) = x> car

1
1 fa)ds =0 = 5(5).



Majoration d’erreur : cas général

On considére une méthode de Newton-Cotes

m

-3
S: C(loB) R, S(f) = / p(a)dz = (8 —a) 3w £(€).

utilisant le polynéme interpolateur p en m + 1 points équirépartis.



Majoration d’erreur : cas général

On considére une méthode de Newton-Cotes

m

8
S:Claf) ~ R SU)= [ plade=(5-a) Y wif(€)
[e% j:O
utilisant le polynéme interpolateur p en m + 1 points équirépartis.
Pour tout z € [a, 5] on a la majoration d’approximation de Lagrange
(ﬁ _ a)m—i—l

1) = pla)| < P ma| )



Majoration d’erreur : cas général

On considére une méthode de Newton-Cotes

m

-3
S: C(loy B)) — R, SU%i/p@M%:waEZWﬂ&)

utilisant le polynéme interpolateur p en m + 1 points équirépartis.
Pour tout z € [a, 5] on a la majoration d’approximation de Lagrange

ﬁ —a)mt! m
5@ =) < P2 ),

Pour l'intégration approchée on en déduit la majoration

B ﬁ _ A \m+2 .
[ e = s(p)] < C o v ).




Majoration d’erreur : cas général

On considére une méthode de Newton-Cotes

ﬁ m
S:Claf) ~ R SU)= [ plade=(5-a) Y wif(€)
«@ =0
utilisant le polynéme interpolateur p en m + 1 points équirépartis.
Pour tout z € [a, 5] on a la majoration d’approximation de Lagrange
(ﬁ _ a)m—i—l

1) = pla)| < P ma| )

Pour l'intégration approchée on en déduit la majoration

(8 —a)m*?

mm+2

/ " flayde - S(f)‘ <

(m+1)
a7l

Pour la méthode composée S,,: C([a,b]) — R on conclut que

b 2
(b B a)77L+ 1 (m+1)
_ < . . .
/a f(z)dz S’n(f)’ S ) m[a?ug](‘f ‘




Majoration d’erreur : cas ou m est pair

Proposition

Sim est un nombre pair (par exemple m = 2 pour Simpson), alors la
méthode de Newton-Cotes S: C([a, §]) — R est d’ordre m + 1.



Majoration d’erreur : cas ou m est pair

Proposition

Sim est un nombre pair (par exemple m = 2 pour Simpson), alors la
méthode de Newton-Cotes S: C([a, 8]) — R est d’ordre m + 1.

Pour la méthode composée S,,: C([a,b]) — R on conclut que

b m-S
[ 1@ie =5, < L A S

. m+2)
T2t (m 4+ 2)! ™2 a4 ;




Majoration d’erreur : cas ou m est pair

Proposition

Sim est un nombre pair (par exemple m = 2 pour Simpson), alors la
méthode de Newton-Cotes S: C([a, 8]) — R est d’ordre m + 1.

Pour la méthode composée S,,: C([a,b]) — R on conclut que

(b— a)m+3 1

b
_ . . (m+2)
/a f(x)dz — S, (f)| < I (m £ 2)] 2 I[g%}](|f |.

Démonstration. La méthode S est exacte si f est un polynéme de
degré < m : par construction on a f = p et donc ]f f(z)dxz = S(f).



Majoration d’erreur : cas ou m est pair

Proposition

Sim est un nombre pair (par exemple m = 2 pour Simpson), alors la
méthode de Newton-Cotes S: C([a, 8]) — R est d’ordre m + 1.

Pour la méthode composée S,,: C([a,b]) — R on conclut que

b -
/f(x)dxfsn(f) < (b=qa +3 1 - max]| £+,

= amH(m 4 2)] 2 (o)

Démonstration. La méthode S est exacte si f est un polynéme de
degré < m : par construction on a f = p et donc ]f f(z)dxz = S(f).

Pour simplifier considérons l'intervalle [—1, +1]. Si m est pair, alors
f(x) = 2™ *! estimpaire, donc f(—xz) = —f(x) et fil f(x)dz = 0.



Majoration d’erreur : cas ou m est pair

Proposition

Sim est un nombre pair (par exemple m = 2 pour Simpson), alors la
méthode de Newton-Cotes S: C([a, §]) — R est d’ordre m + 1.

Pour la méthode composée S,,: C([a,b]) — R on conclut que

(b _ a)m+3 1 (m+2)
)de = 51| S Gt ) 2 [naﬁ)f'f ;

Démonstration. La méthode S est exacte si f est un polynéme de
degré < m : par construction on a f = p et donc ]f f(z)dxz = S(f).

Pour simplifier considérons l'intervalle [—1 +1] Si m est pair, alors
f(z) = x™*! estimpaire, donc f(—z) = etf f(z)dx = 0.
D’un autre coté on a wy,—; = w; et &,—; = —gj, donc S(f) = 0. O

On ne prétend pas que la constante W soit optimale.

+2)
Une analyse plus fine améliorera légérement cette majoration.



Résumé des méthodes de Newton-Cotes
Pour tout m > 1 on construit une méthode élémentaire d’intégration
S: C([e, B]) — R, S(f)=(B—a) X Lyw;f(&)

en des points équirépartis £; = a + jh ol h = 22,



Résumé des méthodes de Newton-Cotes

Pour tout m > 1 on construit une méthode élémentaire d’intégration

S: C(lo

’ﬁ])HR7

S(f)

(B—a) )

o wif(&5)

en des points équirépartis {; = o + jh ol h = ﬁ;m“

Méthode | m | Poids (wy,...,w,,) | Ordre Majoration d’erreur
Trapézes | 1 3% 1 (bzg)s - 25 - max | f|
Simpson | 2 141 3 (l;gé’gs) 4 - max | f@|
Boole 4| E3212 8 7 5| L9l 1 max|f©)
Weddle | 6 | 4L 216 27 212 | 7 | (ool 1 f(8))




Résumé des méthodes de Newton-Cotes

Pour tout m > 1 on construit une méthode élémentaire d’intégration

S: C(lo

’ﬁ])HR7

S(f)

(B—a) )

o wif(&5)

en des points équirépartis {; = o + jh ol h = ﬁ;m“

Méthode | m | Poids (wy,...,w,,) | Ordre Majoration d’erreur
Trapézes | 1 3% 1 (bzg)s - 25 - max | f|
Simpson | 2 141 3 (l;gé’gs) 4 - max | f@|
Boole | 4| %R BER L | 5 | s omax|fO)
Weddle | 6 | 4L 216 27 212 | 7 | (ool 1 f(8))

A Pour m > 8 les méthodes de Newton-Cotes font apparaitre aussi
des poids négatifs. On perd ainsi la monotonie et risque des erreurs
numériques d’annulation. Ces méthodes sont donc peu utilisées.
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La formule d’Euler-Maclaurin
Théoreme (Euler-Maclaurin)
Soit f: [a,b] — R de classe C*™*!. Pourn > 1 soith = =% et soit
A(h) == h[if(a)+ fla+h)+ -+ f(b—h) + S £(b)]

I'approximation obtenue par la méthode des trapézes.
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Théoreme (Euler-Maclaurin)
Soit f: [a,b] — R de classe C*™*!. Pourn > 1 soith = =% et soit
A(h) == h[if(a)+ fla+h)+ -+ f(b—h) + S £(b)]

I'approximation obtenue par la méthode des trapézes. Il existe des
constantes cs, ¢y, - . ., cam, ¢ € R indépendantes de f et h telles que

b
A(h) = / f(x)dx + cah? [f']’; 1L ol gy T [f<2m*1>]z + 7om (R)

avec un reste majoré par |ra,, (h)| < c(b — a) - 2™+ - max | fZmH+D)|,

Dans la suite nous n’aurons pas besoin d’expliciter les constantes.
Il nous suffira de connaitre la forme du développement en h :

b
A(h) = / f(x)dx + Q2h2 + 4 a2mh2m + O(h2m+1).

1] Pour un développement détaillé voir Demailly, chapitre 3, §4.
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augmenter la précision et accélérer la convergence.

Application : Dans notre cas nous avons le développement
= 7 f(@)dx + ash? + ash* + - - + agh®™ + O(h>™F1).

Ceci veut dire que I'erreur est d’'ordre 1?2, donc ~ ;.

En passant du pas h au pas h/2, nous obtenons

h 2m
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Accélération de la convergence

Principe : Toute information sur I'erreur peut étre utilisée pour
augmenter la précision et accélérer la convergence.

Application : Dans notre cas nous avons le développement
= 7 f(@)dx + ash? + ash* + - - + agh®™ + O(h>™F1).

Ceci veut dire que I'erreur est d’'ordre 1?2, donc ~ ;.
En passant du pas h au pas h/2, nous obtenons

h 2m

A(S) = [ f@)da + azty + ails + -+ az i + O(h27 ).
Astuce. — On peut maintenant éliminer le terme d’ordre h? :

4A(R) — A(h
(24) _f f d:v—i—aﬁlh‘*—&—--~+a’2mh2m+0(h2m+1)
Avantage. — Cette nouvelle formule réduit I'erreur a I'ordre h*.

Mieux encore, cette astuce peut étre itérée pour éliminer
successivement les termes d’ordre h*, hS, ..., h?™.



Extrapolation de Richardson : la formule magique

Soit A(h) = ag + agh?® + ash* + - - + ag,h*™ + O(h*™H1).
Ici aq est la valeur cherchée et ao, aq, . . ., as,, décrivent I'erreur.
On sait calculer A(h) pour h > 0 mais c’est coliteux si h est petit.
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Extrapolation de Richardson : la formule magique

Soit A(h) = ag + agh?® + ash* + - - + ag,h*™ + O(h*™H1).
Ici aq est la valeur cherchée et ao, aq, . . ., as,, décrivent I'erreur.
On sait calculer A(h) pour h > 0 mais ¢ est colteux si h est petit.

Posons A°(h) := A(h) puis par récurrence

PAT () - 47 (h)

AJ(h) = v 1

Ceci donne des approximations d’ordre de plus en plus grand :

A%(h) = 0+a2 h2+a4)h4+a0)h6+a In8 4 O(h>m+1)
A*(h) = ag + a(l)h4 + ag (6 4 a h8 O(h?m+1)
A*(h) = ay +aPh8 + al B+ - 4 O
A%(h) = ag + aé?’)hg + O(h¥™+)

Am(h) =ap 4 O(h2m+1)



Extrapolation de Richardson : algorithme

étape 0 étape 1 étape 2 ... étapem
S0 A°(h) - A*(h) - A%(h) - A™(h)
51 A°(h/2) § A2y 7 4

s2 A%(R/27)

AY(h/2m2) . A2(hj2m?)

sm_s  AO(hj2m2)
Al(hj2m Yy 7

A%(
smo1 A°(h/2m7)
Sm AO (h/Qm)

ANA W



Extrapolation de Richardson : algorithme

étape 0 étape 1 étape 2 ... étapem
S0 A°(h) - A*(h) - A%(h) - A™(h)
51 A°(h/2) § A2y 7 4

s2 A%(R/27)

AY(h/2m2) . A2(hj2m?)

Sm—2 0 h/2m_2) >
Al(h/Z'mfl)

(
smo1 A°(h/2m7)
Sm AO (h/Qm)

ANA W

Algorithme 2 extrapolation de Richardson

Entrée: les valeurs A°(h/27) pour j =0,...,m
Sortie: la valeur A™(h) comme spécifiée ci-dessus

So — Ao(h)
pour j de 1 a m faire
s; — A°(h/27) _
pour k de 0 a j— 1 faire s, «— w fin pour
fin pour
retourner s,




La méthode de Romberg : algorithme
Soit f: [a,b] — R de classe C?™+1. Pour n > 1 soit h = =% et soit

A(h):==h[if(a)+ fla+h)+ -+ f(b—h) + f(b)].



La méthode de Romberg : algorithme
Soit f: [a,b] — R de classe C?™+1. Pour n > 1 soit h = =% et soit
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La méthode de Romberg : algorithme
Soit f: [a,b] — R de classe C?™+1. Pour n > 1 soit h = =% et soit
A(h) == h[5f(a) + fla+h)+---+ f(b—h)+ 5 f(b)].
Pour calculer A(%) il suffit de rajouter les termes manquants :
A(R) = 3AM) + §[fla+5) + fla+35) + -+ f(0—5)].

Combinons cette astuce avec I'extrapolation de Richardson :

Algorithme 5 méthode de Romberg R}

Entrée: une fonction f: [a,b] — R
Sortie: une valeur approchée de f: f(z)dx

he 20, so— h[§f(a) + 32020 fla+kh) + 3 £(0)]
pour j de 1 a m faire
h—h/2, sj— 3sj-1+h> p_ éf(a+(2k+1)h), n < 2n

pour k de 0 a j— 1 faire s « w fin pour

fin pour
retourner so
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Proposition

La méthode de Romberg R : C([a,b]) — R est d’ordre 2m + 1.
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Proposition
La méthode de Romberg R : C([a,b]) — R est d’ordre 2m + 1.
Pour h = “T‘b on obtient donc la majoration d’erreur
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; |
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- max
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La méthode de Romberg : majoration d’erreur

Proposition
La méthode de Romberg R : C([a,b]) — R est d’ordre 2m + 1.
Pour h. = 2= on obtient donc la majoration d’erreur

/abf(x)dx—RZL(f)‘ <2(b—a)- (g>2m+2

(2m+2) ‘

(2m + 2)!

- max
[a,0]
pour toute fonction f: [a,b] — R de classe C?"+2,

Démonstration.
Soit f un polynéme de degré < 2m, de sorte que fm+1) =0
Le reste de la formule d’Euler-Maclaurin s’annule, donc

b
A°(h) :/ f(z)dx + ash® + ash* + - - + agmh*™.

Lélimination successive donne finalement A™(h) = fab f(z)dz.

C’est le résultat exact, la méthode de Romberg est donc d’ordre 2m.
Largument de symétrie montre que la méthode de Romberg est
encore exacte pour f(z) = 2™+, Elle est donc d’ordre 2m +1. O
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Comparaison entre Romberg et Newton-Cotes

Sur chaque intervalle [a + (k — 1)h, a + kh] la méthode de Romberg
Ry estde laforme h 3°5_ w; f(§;) & points équirépartis.
Quant aux poids w;, on trouve aprés un petit calcul :

_o. 1 1
m=20: 5 3
_1. 1 4 1
m=1: 5 5 3
—_9. T 32 12 32 e
m=2: gj 90 0 90 90

Pour m = 1 on reconnait la méthode de Simpson.

Pour m = 2 les poids sont ceux de la méthode de Boole.
Pour m > 3 la méthode de Romberg ne correspond plus
a une méthode de Newton-Cotes.

Exercice. — Vérifier ces poids dans les cas m =1 et m = 2.
Calculer les poids pour m = 3 et déterminer I'ordre de cette méthode.
Comparer avec la méthode de Newton-Cotes a 9 points équirépartis.
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Pour les méthodes d’intégration numérique, I'évaluation de f
en un point est (presque toujours) 'opération la plus colteuse.

m La méthode du point au milieu nécessite n évaluations.
La méthode des trapézes nécessite n + 1 évaluations.
Les deux méthodes sont ordre 1, donc d’erreur ~ ;.

m La méthode de Simpson nécessite 2n + 1 évaluations.
Elle est d’ordre 3, donc d’erreur ~ ;.

m La méthode de Boole nécessite 4n + 1 évaluations.
Elle est d’'ordre 5, donc d’erreur ~ n%

La méthode de Romberg R prolonge cette famille.
Elle est assez performante, aisée a programmer,
et souvent préférée a toute autre dans la pratique.

A noter toutefois qu’elle nécessite 2n + 1 évaluations.
Le parameétre m sera donc a choisir avec modération.

On utilisera donc plutét un paramétre m petit, notamment si f n’a pas
la régularité suffisante ou si max | f(™)| croit trop rapidement avec m.
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Pour conclure : synopsis des différentes approches

Comment calculer fab f(z)dx ? Plus on sait sur f mieux c’est!

m Si f estun polyndme, f(z) = ag + a1z + - - - + a,2™ dont on
connait les coefficients ag, a1, . . ., a,, alors I'intégration se fait

par la primitive évidente F(z) = aoz + Ga? + -+ + 2™t

m Si f est une fraction rationnelle, f(z) = ”Eg une primitive est
moins évidente mais peut se calculer par une décomposition en
fractions simples, comme discutée précédemment.

m Si f se développe en une série entiere f(z) = > 7o ax(z — z0)F,

S ) N o e (e k+1
alors onen deduAlt une primitive F(x) =3, 15,%(% - 339) +1
Les séries se prétent bien au calcul, comme déja discuté.
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