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Motivation et objectifs

Géométriquement, l'intégrale f: flx)de
d'une fonction continue f: [a,b] — R
mesure |'aire entre I'axe des abscisses et f.

Lintégration est aussi I'opération « inverse »
a la dérivation. Si F: [a,b] — R vérifie

Dans des rares cas favorables on arrive a expliciter une telle fonction
F, dite primitive de f. Ceci permet de calculer certaines intégrales.

En général c'est trop dur, voire impossible : la plupart des fonctions
n'admet pas de primitives s’exprimant a I'aide des fonctions usuelles.

Motivé par cette problématique, ce cours présente quelques
méthodes pour calculer Bri de telles inté

Comme toujours, avant de calculer quoi que ce soit, il faut d’abord
définir I'objet en question, puis établir ses principales propriétés.
On commencera donc avec une révision de l'intégrale de Riemann.

F' = f,alors [ f(x)dz = F(b) — F(a). a b
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Qu’est-ce que l'intégrale ?
On veut associer a f: R — R et a < b un nombre réel f: /. appelé
l'intégrale de f sur [a, b], vérifiant quelques exigences naturelles :

Constantes : f:'A =(b—a)x pour tout A € R
Subdivision : [ f = [/ f+ [, f pourtouta<b<c
Jir< il

De ces axiomes découlent toutes les propriétés de I'intégrale !

Monotonie : si f(z) < g(z)poura <z <b

Tout d’abord, ils définissent I'intégrale pour toute fonction en escalier :

a b Ta b T

b

Puis tout s’étend aux autres fonctions intégrables par encadrement.
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Construction de l'intégrale : fonctions en escaliers
Une subdivision de [a,b] en n sous-intervalles est une famille
s={sg<s < <s,_1<s,}telleque sy =aets, =b.

Pour toute fonction bornée f: [a,b] — R on définit
L(f,8) = o (st = k1) inflgy_y 0 o
I'(f.8) = Yoko (st — sk—1) suppg, o, f-

Ces deux formules explicitent notre heuristique :

L(f,5) I"(f.5)
a b a b
Observation : Si s’ O s est une subdivision plus fine de [a, 5], alors

L(f.s) S L(f,s) < I(f,s) < I'(f,s).

Construction de l'intégrale : passage a la limite

On passe alors a des subdivisions de plus en plus fines :

1.(f) == sup{ I.(f, s) | s une subdivision de [a,b] }
I*(f) :=inf{ I"(f,s) | s une subdivision de [a,b] }
Si jamais I'intégrale de f existe, elle est encadrée par 1.(f) et I*(f).

On a toujours L.(f) < I*(f), mais cette inégalité peut étre stricte !
Dans ce cas on n'arrive pas a définir I'intégrale cherchée.

Si I.(f) = I"(f), alors on n'a qu’une seule possibilité pour l'intégrale !
Ce cas favorable mérite une définition digne de son importance :
Définition (intégrale de Riemann)

On dit que f: [a,b] — R est intégrable si I, (f) = I*(f).
Dans ce cas son intégrale est f,.b f(@)dz == L(f) = I*(f).

serfin

Caractérisation des fonctions intégrables

Proposition

Une fonction f: [a,b] — R est intégrable si et seulement si pour tout
& > 0 il existe une subdivision s telle que I*(f,s) — I.(f,s) <.

Démonstration. Supposons f intégrable et notons 7 := ﬂ: f(x)de.
Alors pour £ > 0 il existe des subdivisions s, et s* de [a, b] telles que
I(fs)<I+2/2 et L(f,s,)>1—¢/2

Pour la subdivision s

s. U s* on obtient ainsi
L(f,5.) S Lf,s) ST < T'(f,5) S I'(f.57).
Réciproquement, I*(f,s) — I.(f,s) < et
L(f.5) S L) T°(f) < I*(f.5),

entrainent 0 < I*(f) — I.(f) < «. Si cette inégalité est vraie pour tout
&> 0,alors I*(f) — I,(f) = 0, et on conclut que f est intégrable. [

lir2

Fonctions monotones, fonctions continues
Théoreme
Toute fonction monotone f: [a,b] — R est intégrable.

Dé i 1s que f est croissante. Soit s, = a + kh
la subdivision équidistante o i = =% etk = 0,...,n.

I (f,s) = Lf.8) = Yoy (sn = si-1) [£(s1) = f(s01)]
= h[f(b) — f(a)] = 0 pourn — occ.

On conclut en faisant appel a la caractérisation précédente. [m)

Théoréme
Toute fonction continue f : [a,b] — R est intégrable.
Démonstration. Puisque [a,b] est compact, la fonction f est

uniformément continue, cad pour tout = > 0 il existe § > 0 tel que
|z — 2’| < & implique | f(z) — f(«')| < =. Pour un pas h < & on obtient

I (f.9) = L(f.8) = Xjo (sk
On conclut en faisant appel a la caractérisation précédente. [m]

sk-1)e < (b— a)e.
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Exemples de fonctions discontinues
Exemple (trop sauvage pour étre Riemann-intégrable)
La fonction de Dirichlet f: [0,1] — R est définie par

)7{0

On trouve I,(f) = 0 et I*(f) = 1, donc f n’est pas intégrable.

sizeqQ,
siz¢ Q.

Exemple (encore sauvage mais Riemann-intégrable)

Considérons g: [0,1

1
g9(x) = {5

On trouve I.(g) = 0 et I*(g) = 0, donc g est intégrable et fn‘ gdz = 0.

] — R définie par

siz=§ola,beZb>0,pged(ab) =1,
siz¢Q.

A noter que ¢ n'est continue sur aucun intervalle [a,b] ol a < b.
Surprenant mais vrai : g est continue en tout z € [0,1]\ Q.
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Propriétés de l'intégrale

an

Théoreme (propriétés caractérisantes)
Soit %} I'ensemble des fonctions intégrables f : [a,b] —

m Sif(z) =\ alors f € %, etf fdz=X-(b—a).

m Poura<b<conafe® < flay R A flpo € %.

Dans ce cas [ fdx = [’ fdr + [} fde.

w Sif.geetf<gsurlab] alors [ fdr < [’ gdu. u}
Autrement dit, I'intégrale de Riemann satisfait aux exigences
naturelles formulées au début. On récolte bien plus encore :

Théoreme (linéarité et monotonie)

mSifeZet\cR,alors\f € # et_fﬂ")\/d;-: A {ﬂ"fdu‘.
wSifged, alorsf+geRet[ (f+g)dr= [ fde+ [ gda.
W Sif,gca, alors fg € %. Engénéral [ fodv # [ fdo- [’ gdu!
w Sife alors|f| € #et|[! fdu| < [!|f|dx.
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Différentiation et intégration

lirs

Théoréme
Supposons que f: [a,b] — R est intégrable. Si f = F’ pour une
fonction dérivable F : [a,b] — R, alors _f:](;::)d;z: = F(b) — F(a).

Démonstration. Pour toute partition s = {sg < s; < -+
de [a,b] il existe so < t; < sp <---

< Sp—1 < S}
< Spo1 <ty < s, tels que

F(sk) = F(sk—1) = (sk = sp—1)f (tk),

par le théoréme des accroissements finis. Ainsi

ZI“(GA)* (sk-1)

On en déduit que 1,(f,s)
Puis I.(f) < F(b)

=3 sk s ).

k=1

— F(a) =
< F(b) - F(a) < I*(f, s).
— F(a) < I*(f) par passage aux limites.

Si f est intégrable, alors on a I'égalité F(b) — = _};f’f(f)df, O

11047

La propriété de la moyenne

g

Théoreme

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Pour toute fonction intégrable
¢: [a,b] — R vérifiant ¢ > 0 il existe £ € [a, b] tel que

) / I

En particulier, pour ¢ = 1, on obtient j: f(x)dx = f(&)(b—a).
Si f = F’ c'est le théoreme des accroissements finis appliqué a .

)de = (€) / (@)da.

Démonstration.

Pour m = min f et M = max f onam¢ < f¢ < M. Ainsi
m/ ¥)de </ F@)o@)de < \1/ 2)de.
Si ﬂf d(x)dx = 0, alors I'équation («) est vraie pour tout £ € [a, b].

Sinon, il existe ¢ € [a, 5] tel que f(¢) = [ f(x)é(x)dz | [} ¢(x)dx. O
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Intégration et différentiation

Théoréme
Pour f: R — R continue on peut définir F: R — R par
F(x) := [ f(t)dt. Alors F est dérivable et F' = f.

Démonstration. Pour tout = € R et h > 0 on trouve

Fle+h) - F(e) = /M f(t)dt—/l Ftydr

".z+h
= [ =g
*
pour un &, € [z, x + h] d'aprés la propriété de la moyenne.
Pour i — 0 on a donc &, — x, puis

Fla+h) - F(
h

= [(&) = f(x)

par continuité de f. Ceci prouve le théoréme. (]

lits
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Résumé : construction de l'intégrale de Riemann

Si f: [a,b] — R est continue (ou modérément discontinue)
nous savons définir 'intégrale (dite de Riemann)

/"b f(@)da.

Théoreme fondamental : si nous disposons d'une fonction primitive
F: [a.b] — R vérifiant ¥/ = f, alors [ f(: *(b) — F(a).
Toute fonction continue f admet une telle primitive F'.

Cette relation entre différentiation et intégration est trés utile pour le
calcul, notamment elle méne directement &

m lintégration par partie,
m la substitution des variables,
m le calcul explicite de certaines intégrales.

Révisez votre cours d'intégration pour un développement complet.
Dans ce cours-ci on utilise ces outils sans retenue si besoin en est.

g 1447

A quoi sert I'intégration numérique ?
Pour f: [a,b] — R nous souhaitons calculer I'intégrale j(:’ flx)dz .

Si nous disposons d’une primitive I, alors f‘f’f(r)dr = F(b) — F(a),
ce qui résout notre probléme d’'une maniére trés satisfaisante.

@ Peut-on toujours expliciter une primitive sous « forme close » ?
Non! Pour f(z) = exp(—?/2), par exemple, il n'existe pas de
fonction primitive exprimable par des fonctions usuelles exp, In, .. ..

@ Dans ce cas, comment étre str que I'intégrale existe ?

Heureusement, la construction précédente prouve que l'intégrale
existe, méme si nous n'arrivons pas a expliciter une formule close.

@ Peut-on au moins calculer des valeurs approchées de I'intégrale ?
Oui ! Dans la suite nous développons des méthodes d'intégration
numérique qui sont plus profitables et plus efficaces dans la pratique
que les formules utilisées pour la construction ci-dessus.

li20
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Méthodes des rectangles
On approche lintégrale par 3=, (sx — sk—1)f (k) OU &k € [sk—1,5k]-

a PN b N .
,, Point a gauche point au milieu

Dok = skm)fsron) D (sk = seo) ()
=

k=1

“ point & droite

(st = s-1) f(s1)

Cas particulier d’'une subdivision équidistante s, = a + kh ol h = =2 :
= no1 n

h’Zf(aJrkh) By flat &+ kh) hY" fla+ kh)
= = =

Exemple : Pour f(x) on connait l'intégrale _)'0' flx)dz =0.25.
Une subdivision équidistante a n = 10 pas donne respectivement les
approximations £l =0.2025 et 132 =0.24875 et 12 =0.3025.
On constate que I'approximation par le point au milieu est nettement
plus précise. Ceci n'est pas un hasard, et on verra pourquoi. . .
21 107
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Point a gauche ou a droite : majoration de 'erreur
Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = 2= et soit

n-1

R (f):=hy " fla+kh)

k=0

I'approximation obtenue par le point a gauche.
Alors on a la majoration d'erreur

/ 1t

La méme majoration est valable pour le point a droite.

(hf L max | f/].
n

- R )| < i

Pour augmenter la précision obtenue on augmentera n,
ce qui revient a passer a des subdivisions de plus en plus fines.
Or, la précision naugmente que trés lentement : ~ L.

Pour gagner un bit de précision il faut deux fois plus 'de travail.
21
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Point a gauche ou a droite : majoration de 'erreur
Démonstration.
On considére l'intervalle [, 5] ol a = a + (k — 1)h et § = a + kh.
Le théoréme des accroissements finis (Taylor d’ordre 0) assure que
fla) = fla) = f()(x—a)
pour un ¢ € [a, z]. En particulier on a
[f@) = fla)l < nax |

—a).

On en déduit que

‘/ F@)de — (6 - a)f(a

|| / Jaydo - / Jayds
< / (@) — f(@)|da

- j/ 1) - fla)ds

7 (B—a)?
< max|f'|- / z — a)dr = max |f'] - ~———.
a1 [ a)ir = masl 7] g
La proposition s'en déduit en sommant sur k = 1,..., n. O

21
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Point au milieu : majoration de I'erreur

Proposition

Soit f: [a,b] — R de classe C*. Pourn > 1 soit h = 2= et soit

n-1
i=h> fla+%+kh)
k=0
I'approximation obtenue par le point au milieu.
Alors on a la majoration d'erreur
(b-aP 1 "

w2 paxlf

‘/ Fla)dr — Ra )‘,

Pour augmenter la précision obtenue on augmentera n,
ce qui revient a passer a des subdivisions de plus en plus fines.

Ici la précision augmente un peu plus rapidement : ~ -
Pour gagner deux bits de précision il faut deux fois p\us de travail.

19047

Point au milieu : majoration de I'erreur

Démonstration.
On considére l'intervalle [, 5] ot @ = a + (k — 1)h et § = a + kh.

On fait un développement d'ordre 1 autour du milieu zy = “j;“’ :

1@) = §(@0) + @)~ 0) + 57"(€)(z - 70)%

max | £ (2 — w0)2.

Ainsi | f(x) — f (o) — f'(
On constate que {',; f'(wo)(x — wo)dx = 0. Par conséquent

| ea-

F(w0) (@ — w0)|dz < —ma..\\f \/ (@ — z0)da

0)(@ —wo)| < 5

v)d — F(w0) = f'(w0) (x — wo)dar

(8—a)f(z)

/ 1) - Fao)

1

_1 m L 3 " 3
= Zr}ga’}\f | [3(1 D) “d.r o [Emfl(\f | a)’.
La proposition s'en déduit en sommant sur k = 1,..., n. [m]
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Méthode des trapezes

Idée : on interpole entre les points gauche et droite par un segment.
La figure obtenue est un trapéze d'aire (sy — s ,)M.
F(sk)

o),

Sk—1 Sk a b
Pour une subdivision & pas constant 4 on obtient 4 f(sx_1) + 4 f(sk).
Dans lasomme surk=1,..., n tout terme apparait deux fois,

a I'exception des termes %f(u) et f:;f(b) aux bords. Ainsi

To(f) = h[3f(a) + fla+h) + -+ f(b 310)]

=0.2525

h) 4

R
Dans notre exemple Jn a3dx on trouve I apprcx\maﬂon

o

li22
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Méthode des trapezes : majoration de I'erreur
Lemme
Soit f: [a, 8] —

/:f(z)dz

Démonstration. La fonction ¢(z)
pour tout z € [a, 3]. Ona ¢/ (z) =

[

IR de classe C*. Alors il existe & € [ov, 3] tel que

= (sa)+ 18)) - L= i)

—%(z —a)(z— d) vérifie ¢(x) > 0
v+ 3) — a puis ¢ () = —1. Ainsi

:./j — (@) f () = [7¢'(w)f’(.1,-)]‘ +/n

B2 (g0 + 1) + [t @) ]7/0}?"’(“')"(”(’)'1’

1)+ 13) - £ s)/

(rte)+ 1) - £

" e

O(x)dx
)

a

o2
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Méthode des trapézes : majoration de I'erreur
Proposition
Soit f: [a,b] — =4 et soit
Tu(f) = +f(b*h)+5f(b)]
I'approximation obtenue par la méthode des trapézes. Alors on a

‘ [ fl@)dz — zw)‘ U ;;)3

— R de classe C*. Pourn > 1 soith =

h[3f(a)+ fla+h)+--

ax| f].

n?’ [n n]

Démonstration. Le lemme s'applique & chaque sous-intervalle :

a+kh
[ox
a+(k=1)h

Le théoréme s’en déduit en sommant sur k =1...., n. [}

3
x)dz — %(f(u+ (k—1)h) - f(a +kh))‘ < %ma.x\f”\

A nouveau la précision augmente proportionnellement a L.
Pour gagner deux bits de précision il faut deux fois plus de travail.

li22
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Comparaison des méthodes basiques

Approximation de j f(x)dz avec n pas de longueur h =

Méthode Ordre | Majoration d’erreur
Point a gauche | d =0 @ - Lomax |f|
Pointadroite | d=0 | 5. L max|f|
Point au milieu | d =1 L - max | f”|
Trapézes d=1| 2% 1 ax ||

On suppose tacitement que f est suffisamment dérivable.
Les bornes sont atteintes pour un polynéme de degré d + 1.

Exemple : Pour approcher f“' exp(—x2/2)dx avec ces méthodes
41079 prés il faudra environ n = 10° respectivement n = 107,
a10~'2 prés il faudra environ n = 10'? respectivement n = 10°,
a107'® prés il faudra environ n = 10'8 respectivement n = 10°.
(C'est souvent trop lent, méme sur des ordinateurs puissants.)
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Méthodes élémentaires d'intégration

On cherche des formules pour approcher l'intégrale { fx)dx.
Or, l'intégrale est un « procédé infini » qui ne s’ mplemente pas tel
quel sur ordinateur : on ne peut effectuer qu’un nombre fini
d'opérations.

Nos formules approchées d'intégration seront donc de la forme

=(B- )Y wi &)

i=0

€ [a, ] sont les points ou I'on évalue la fonction f,
w,, € R sont certains poids tels que w; > 0 et L

Une telle somme définit une application S: C([a, 8]) — R.

Linéarité : S(Af + ng) = AS(f) + nS(g), par définition.

Constantes : S()\) = (3 — @)\, parce que ZJ Y

Monotonie : Si f < g alors S(f) < S(g), parce que w; > 0.
En particulier on a l'inégalité |S(f)| < S(|f]).

w; = 1.

" w; =1

257

Ordre d’'une méthode d’intégration
Dans la suite notre objectif est de choisir les points &; et les poids w;
dans le souci de minimiser le travail et I'erreur de I'approximation.

On a déja vu dans les exemples basiques que ce choix détermine la
qualité de I'approximation et la vitesse de convergence pour n — co.

La classification suivante nous guidera dans notre démarche :
Définition

Une méthode d'intégration S: C([e.
exacte pour tout polynéme f de degré < d, cad S(f) = |

,3]) — R est d’ordre d si elle est
12 f(@)da.
Gréace a notre convention )~ w; = 1 nos formules sont exactes pour
les constantes (degré < 0). Elles sont donc au moins d’ordre 0.

Les méthodes du point au milieu et des trapézes sont d'ordre 1.

On construira judicieusement des méthodes d’ordre supérieur.
Tout d’abord on montre comment I'ordre se traduit en précision.

0.1

Majoration d’erreur d’'une méthode élémentaire (1/2)
Proposition
Soit S: C([ov, 8]) — R une méthode d'intégration d'ordre d. Alors

B-a d
[ s 50| = S e

pour toute fonction f: [, 3] — R de classe C4+1.

249 |e centre de lintervalle [, 3] et soit

@
o@) = Stao) + £ o) o) 4+ LD

Démonstration. Soit zp =

x0)¢
le polynéme de Taylor en z,. Nous avons la majoration d’erreur

)|

.
max|

o
@

[£(@) = g(2)] <

max] S0,

2747

Majoration d’erreur d’ une méthode élémentaire (22)
Puisque S est d'ordre d on a ( g(z)dx — S(g) = 0. Ainsi

\f ey - S(f)‘ - ‘ / " 1) — gty - U - 9)

< / It

— g(x)|dz + S(|f —gl)-

En majorant |f — g| deux fois par % max|f(**1)| on obtient
B-a)™® )
)z — S(f >', e a4,
On obtient ainsi la majoration souhaitée. m}

/\ Onne prétend pas que la constante ,ﬁU‘T soit optimale.
m Le polynéme de Taylor peut étre remplacé par une meilleure
approximation : c’est le probleme de I'approximation polynomiale.
m Pour optimiser la constante il faudra étudier de plus prés la
méthode d'intégration, comme le point milieu, les trapézes, etc.
27
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Méthodes composées d'intégration
Lerreur d'approximation d’une méthode élémentaire d'intégration
dordre d dépend de deux quantités : max | (441 et (3 — a)?+2.
On aintérét a 'appliquer a des petits intervalles [, 3] !

Pour un grand intervalle [a, b] on choisit une subdivision assez fine

a=s)<sp< < Spq < sy =b.
Souvent on prend des points équirépartis sy = a + kh ol h = ’j—y“
Ceci permet de décomposer l'intégrale en une somme
/ fla)dz = Z / fla
k=1
On est ainsi ramené a intégrer f sur un petit intervalle [sj_1. sx).

Sur chacun des petits intervalles, I'intégrale sera approchée par
une méthode élémentaire d'intégration :

my

[ e - Y w6
Lo 2

pour certains points & ; € [sk—1. sx] et des poids wy ; € R.
lio2
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Méthodes composées d’ mtegratlon
On obtient ainsi une mé

b n
/f(;,,-),/;,,- = Z/ flyde  ~ Y (s—sk-1) Y wrif(Ery)

T, k=1 i=0

A priori on pourrait prendre une subdivision s, ..., s, quelconque
et une méthode élémentaire différente sur chacun des intervalles.

bes

Pour slmplmer nous prenons la subdivision a pas constant h =
et la « méme » méthode élémentaire sur chaque sous- intervalle *
(8= a) Y wif (&),

=0

S:C(j ) R, S(f)=

3] par la bijection
+ a’. On obtient ainsi

se transporte sur n'importe quel inlerval\e [(v
affine ¢: [a, 3] — [0/, ), d(z) = (2 — @)

(B = a) D wgl€))

avec les mémes poids w; mais g étant évaluée en & = 6(¢;).
52 2047

S (. 8) » R, S(g) =

Majoration d’erreur d’'une méthode composée
Proposition
Soit S une méthode élémentaire d'intégration d’ordre d.

Soit S, [a,b]) — R la méthode composée associée a
la subdivision équidistante sj. = a + kh ol h = ";” . Alors

Gb-a? 1

|/ G d"’s"(f)‘* 2@+ 1)t S

—20b—a)- (5)‘”‘ mas A

(d+

F+D)

(d+1) ‘

pour toute fonction f: [a,b] — R de classe C4+1.

Démonstration. Cette majoration découle de celle obtenue pour la
méthode élémentaire S en sommant sur k =1,..., n.

@ Pour approcher j: f(z)dz on procéde donc comme suit :

m On détermine ou majore max | f(*+1)|, qui ne dépend que de f.

m On choisit n assez grand pour assurer que I'erreur soit petite.
Il reste encore a trouver des méthodes d'ordre plus élevé.

lis2
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Méthodes de Newton-Cotes
On souhaite construire des méthodes élémentaires d'intégration

(B=a)> wif(&)

=0

S:C([enf]) =R, S(f) =

pour des points équirépartis £, = a + jh ot h = 22
Lidée est d'interpoler f par son polynéme de Lagrange

p=Y A& ob nyo) = [[E=5
=0 i oS
puis d'intégrer p (de maniére exacte) sur [a, 3] :
m 1

£ B
/ P = (3= ) Y SEwy ol wy= 1 / py(@)de.
Ja = Ja

Exemple. Prenons [-1,+1] et les exlrémités &=

Onap = f(&)po+ f(&)p1 0l po(z) = 15* etpi(z) = 45+

On trouve wy = wy = § etainsi S(f) = (/ ?— a)[3f(a) +5£(8)].

C'est la méthode des trapézes !
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La méthode de Simpson
Appliquons cette recette & [—1,+1] et & = —1,& =0, {& =

1
B R / i)z = ¢
_am(=) am1 _ _1 _4
= =00 5wk [ =t
L 1 1
0 =L@+ 1)z = wy= PQ(I)dI =%
-

On obtient ainsi la méthode de Simpson :
5= 0= [0+ 51(“52) + 410

Elle interpole f par une parabole.

La méthode de Simpson est d'ordre 3 :
Par construction elle est exacte si f est un polyndme de degré < 2.
Petit miracle : par symétrie elle est aussi exacte pour f(z) = 2* car

)
/ Fle)dr =0=S(f).

liss
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Majoration d’erreur : cas général
On considére une méthode de Newton-Cotes

3
5= / P)s = (6 @) 30w 6.

3=0

S: ([, 8]) = R

utilisant le polyndéme interpolateur p en m + 1 points équirépartis.
Pour tout = € [a, 3] on a la majoration d'approximation de Lagrange

8 — a)mtt

1) - pl)] < ¢

| pm+1)
Tz max| Y]

Pour l'intégration approchée on en déduit la majoration

<

( B — a)mt 2 m
il )
m ]

3
‘ [ as-s

Pour la méthode composée S,,: C([a.b]) — R on conclut que

(b— a)m+? 1

| pmt1)
Tt - maxl £

/ ' ftaae - e

33

Majoration d’erreur : cas ou m est pair
Proposition

Sim est un nombre pair (par exemple m = 2 pour Simpson), alors la
méthode de Newton-Cotes S: C([a, 3]) — R est d'ordre m + 1.

Pour la méthode composée S,,: C([a,b]) — R on conclut que

‘/ f(@)de — Su(f

Démonstration. La méthode S est exacte si f est un polynéme de
degré < m : par construction on a f = p et donc _{: [flz)dz = S(f).

(b— a)™+3

G A, (m+2)
< Sy ),

1
w2 e

Pour simplifier considérons l'intervalle [—1,+1]. Si m est pair, alors
f(x) = 2™+ estimpaire, donc f(—xz) = —f(z) et _L“ f(x)dz = 0.

On ne prétend pas que la constame % soit optimale.
Une analyse plus fine

t cette

liss

D'un autre coté on a w,,; = w; et&,; = =, donc S(f) =0. O
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Résumé des méthodes de Newton-Cotes
Pour tout m > 1 on construit une méthode élémentaire d'intégration

§: Ol B) =R, S(f) = (B~ a) ]y w;if (&)

en des points équirépartis £; = o + jh ol h = %

Méthode | m | Poids (wo, m) | Ordre Majoration d'erreur
Trapézes | 1 11 1 G’ 1 max| £
Simpson | 2 Li1 3 “’2;;‘33 - 2 max |f@)|
Boole |4 | & &2 1 5| Loal 1 max|fO)
Weddle | 6 | AL 26 20 7 ~max [[®)]

/\ Pour m > 8 les méthodes de Newton-Cotes font apparaitre aussi
des poids négatifs. On perd ainsi la monotonie et risque des erreurs
numériques d’annulation. Ces méthodes sont donc peu utilisées.
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La formule d’Euler-Maclaurin
Théoréme (Euler-Maclaurin)
Soit f: [a,b] —

R de classe C*™+1. Pourn > 1 soith = "=2 et soit
A(h) :=h[3f(a) + fla+h)+--- 3/0)]

I'approximation obtenue par la méthode des trapézes. Il existe des
constantes c,, ,cam, ¢ € R indépendantes de f et h telles que

+f(b—h)+

5
AW = [ F@da+at? (71} eant?™ ([ D] 410

Dans la suite nous n’aurons pas besoin d’expliciter les constantes.
Il nous suffira de connaitre la forme du développement en  :

A(h) = /b f(@)dz + az

[1] Pour un développement détaillé voir Demailly, chapitre 3, §4.

b an B2+ O(R2HL).

avec un reste majoré par |ram (h)| < c(b— a) - K2+ - max | fZmY)],
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Démonstration d’Euler-Maclaurin (112)

Considérons d'abord l'intervalle (-2, 2] de longueur 1 centré en 0.

Soit (e, )ken la famille de polynémes commencant par

1
217

définis récursivement par ¢j, = e, et { ,/ " exdr =0 pour k > 1.

On voit que . est de degré &, de monéme dominant a*.
Les polyndmes g, €2, € . sont pairs, eg;(—x) = ey;
alors que e, e3, €5,... sontimpairs, ez;1(—z) =

—e2j41(x).

0.

Pour k > 2 on trouve ey, (}2) — ej(—2) -1 ()
Par conséquent ez, 41(—Y:) = e2;41(%2) =0 pourtoutj >1.
Pour les indices pairs on pose cy; 1= eaj(—2) = e;(}2).

Considérons ensuite un intervalle quelconque [« 3]
de longueur h = 3 — a, centré en zy =

=) onagy = 1 etg) = gy et [ gpde = 0.
5. Ensuite, pour j > 1, on trouve
ih™ et gy () = gaji1(8) = 0.

Pour gy () := h¥ey,
On gi(a) =g (3) =
92(@) = 92,(B)

Démonstration d’Euler-Maclaurin i2)
Par imégration par partie nous obtenons successivement

3 B 3
/ fdx = / gofdr = [mf],f*/ g1 f'dx

i
= [mﬂ‘,z - [ﬁqf'],er / gaf"de = ...

= (9] = loaf 10+ [9s"] - A

= 1@+ 5] — a1 — a1 -
cantgm ) - [ ’ g 7z

Le reste est majoré par i - ma 192m+1] - max | f2mED),

On trouve max [gam+1| = ¢- B> ol c:= max |eam1l.
(@8] =%

L'énoncé s’en déduit en sommant sur les sous-intervalles

[a,a+h], [a+h,a+2h], ..., [b—2h,b—h], [b—h,b].

3
= [ g
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Accélération de la convergence

Principe : Toute information sur I'erreur peut étre utilisée pour
augmenter la précision et accélérer la convergence.
Application : Dans notre cas nous avons le développement

A(h) = [0 f(2)dz + azh? + agh® + -+ azgh2" + O(h2m ),
Ceci veut dire que l'erreur est d'ordre 12, donc ~ .

En passant du pas % au pas //2, nous obtenons
AG) = Ji
Astuce. — On peut maintenant éliminer le terme d'ordre 1?2 :

1A(4) - A
4-1

Yo+ ap 4 ay s+ "+ O(h2mt.

-+ agm

= Ji F@)dz + ahh" + -+ ab, h2 + O(h2 1)

Avantage. — Cette nouvelle formule réduit I'erreur & l'ordre h*.

Mieux encore, cette astuce peut étre itérée pour éliminer
successivement les termes d'ordre h, b5, ..., h?™.




Extrapolation de Richardson

: la formule magique

Soit A(h) = ag + ash? + agh® + -+ + az, h2™ + O(h?™+1).
Ici ay est la valeur cherchée et ay, ay, ..., ag,, décrivent l'erreur.
On sait calculer A(h) pour h > 0 mais c'est colteux si i est petit.

Posons A°(h) := A(h) puis par récurrence

YA (B — A (h)
-1 ’

A(R) ¢

Ceci donne des approximations d'ordre de plus en plus grand :

AOR) = ag + 0l 12 + a0t + 0l + a4+ 0P
Al(h) = ag +ant + al RS+ anS 4 +O(h2'“”)
A2(h) = ao +aPhS 4 a4+ O
A3(h) = ag +alPhS 4+ O

Lo

Extrapolation de Richardson : algorithme

étape 0 étape 1 Stape 2 étape m
s0 A%y - AR A ~ AT
5 A°(h/2) ; AL(h/2) 7

52 A°(h/2%)

sma AO(/22) . ANR2mE) A
smoa A%R/2m) L Al(hjmY)
smo A(h/2™)

(h/2m)

Algorithme 1 extrapolation de Richardson

Entrée: les valeurs A°(h/27) pour j = 0,...,m
Sortie:  la valeur A™ (h) comme spécifiée ci-dessus
50— A°(h)
pour j de 1 a m faire
— A%h/27)
pour k de 0 & j—1 faire s, — "‘“ *& fin pour
fin pour

retourner s,

lies
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La méthode de Romberg : algorithme La méthode de Romberg : majoration d’erreur
Soit f: [a,b] — R de classe C*™+!. Pour n > 1 soit h = =2 et soit Proposition
A(h) = h[3f(a) + fla+ )+ + F(O =)+ 3/ (0)]. La méthode de Romberg R:*: C([a,b]) — R est d'ordre 2m + 1.
Pour calculer A(%) il suffit de rajouter les termes manquants : Pour h = =t on obtient donc la majoration d'erreur
h 3 ) hy A h 2m+2 (2m+2)
ALy = SAM) + Bfa+5) + fla+ 3k LR 1)) ‘/ @) df—[{"‘(/)‘<2( ) (Z) = - (5 -
Combinons cette astuce avec I'extrapolation de Richardson : [essl|2m
pour toute fonction f: [a,b] — R de classe C*"+2.
Algorithme 2 méthode de Romberg R
. " Démonstration.
Ei : f i fa,b] = R o 4
snt:.ee' une or;ctlcn / [”h)'] de [* f(a)d Soit f un polyndme de degré < 2m, de sorte que f>"+1) =0
ortie: _une valeur approchée de |, /(z)ds- Le reste de la formule d’Euler-Maclaurin s’annule, donc
hoe =t sg — h[1f(a) + Spot fla+ kh) + 37(b)] "
pour j de 1 a m faire A°(h) :/ F(@)dz + ash? + agh® + -+ + azmh?™.
h—h/2, s;—Lts; 1 +h Y020 fla+ (2k+1)h), n—2n
P
_pour k de 0 a j—1 faire s — “l”f fin pour Lélimination successive donne finalement A™ (h) = f fla
fin pour C'est le résultat exact, la méthode de Romberg est donc d’ ordre 2m.
retourner so Largument de symétrie montre que la méthode de Romberg est
encore exacte pour f(z) = z*"*1. Elle estdonc d'ordre 2m +1. O o




Comparaison entre Romberg et Newton-Cotes

Sur chaque intervalle [u + (k — 1), a + kh] la méthode de Romberg
R est de la forme hL _ow; f(&;) a points équirépartis.
Quant aux poids w;, on trouve aprés un petit calcul :

—p. 1 1
m=0: 1 1
1. 1 1 1
m=1: 1 4 B
—9. 7 32 12 32 7
m=2: g % o 5 %
Pour m = 1 on reconnait la méthode de Simpson.

Pour m = 2 les poids sont ceux de la méthode de Boole.
Pour m > 3 la méthode de Romberg ne correspond plus
& une méthode de Newton-Cotes.

Exercice. — Vérifier ces poids dans les cas m = 1 et m
Calculer les poids pour m = 3 et déterminer I'ordre de cette méthode.
Comparer avec la méthode de Newton-Cotes a 9 points équirépartis.

lies
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Rapport « qualité-prix » de l'intégration numérique

Pour les méthodes d'intégration numérique, I'évaluation de f
en un point est (presque toujours) I'opération la plus codteuse.
m La méthode du point au milieu nécessite n évaluations.
La méthode des trapézes nécessite n + 1 évaluations.

Les deux méthodes sont ordre 1, donc d'erreur ~ .
m La méthode de Simpson nécessite 2n + 1 évaluations.
Elle est d'ordre 3, donc d'erreur ~ L.
m La méthode de Boole nécessite 4n + 1 évaluations.
Elle est d'ordre 5, donc d'erreur ~ ;.

La méthode de Romberg R prolonge cette famille.
Elle est assez performante, aisée a programmer,
et souvent préférée a toute autre dans la pratique.

A noter toutefois qu'elle nécessite 2n + 1 évaluations.
Le paramétre m sera donc a choisir avec modération.

On utilisera donc plutét un paramétre m petit, notamment si f n'a pas
la régularité suffisante ou si max | f™| croit trop rapidement avec m.

Pour conclure : synop3|s des différentes approches
Comment calculer | )dx ? Plus on sait sur f mieux c'est!

m Si festun polynome‘ flx) =ao+ajz+---

connait les coefficients ag, a;,

par la primitive évidente F(x

+ a,a™ dont on
ay, alors l'intégration se fait
00+ 50 4 -+ gt
m Si f est une fraction rationnelle, f(z) = "('; une primitive est
moins évidente mais peut se calculer par une décomposition en
fractions simples, comme discutée précédemment.
m Si f se développe en une série entiére f(z) = > ;7
alors on en déduit une primitive F(x) =Y ;7 7 fst
Les séries se prétent bien au calcul, comme de|a discuté.
Lintégration numérique sert surtout quand les traitements exacts
ci-dessus sont impossibles ou trop coliteux.
m Dans notre développement nous avons seulement supposé
que I'on sait évaluer f(x) pour = € [a, b] & un colt ralsunnab\e
m Souvent les points = = a + kh suffisent (h = ”““, k=
Parfois on ne dispose que de cet échantillon (« sampling »).
m Plus on sait, mieux c'est : sous 'hypothése de régularité C4+!
nous avons montré comment profiter des méthodes d’ordre d.
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