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Objectifs de ce chapitre

Les connaissances, surtout en mathématiques, se construisent et se
transmettent le plus efficacement par des étapes bien organisées,
chaque étape faisant appel a des étapes précédentes, par nécessité
logique ou bien dans I'objectif de tisser des liens profitables.

Ainsi ce cours se base sur les mathématiques que vous avez
acquises, je I'espere, en début de licence : langage mathématique,
calcul algébrique, et notamment des arguments d’analyse.

Ce chapitre rappelle/présente quelques notions de base qui sont
indispensables pour I'analyse mathématique. Lobjectif est de vous
guider dans votre révision/approfondissement. Ceci vous donne un
point de départ, puis devrait vous encourager a aller plus loin.

Comme outils indispensables pour I'analyse nous discutons ici la
convergence des suites et des séries, puis les notions de continuité
et de dérivabilité des fonctions. Les résultats fondamentaux sont
ensuite appliqués pour étudier 'exemple phare exp(z) = >~ 47,
qui est sans doute la fonction la plus importante en mathématiques.

Il existe de nombreux ouvrages d’analyse. En voici un que jaime :
Walter Rudin : Principes d’analyse mathématique, Dunod, Paris 2002.
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Corps

Les nombres réels forment un ensemble R muni de deux opérations,
l'addition +: R x R — R et la multiplication -: R x R — R. Le triplet
(R, +,-) est un corps, c’est-a-dire qu'’il jouit des propriétés suivantes :

(A1 : associativité) Va,b,ceR: (a+b)+c=a+(b+c)
(A2 : commutativité) Va,beR: a+b=b+a

(A3 : élément neutre) HVeRVaeR: 0+a=a

(A4 : élément opposé) VaeR3IBER: a+b=0

(M1 : associativité) Va,b,ceR: (a-b)-c=a-(b-c)
(M2 : commutativité) Va,beR: a-b=b-a

(M3 :élémentneutre) J1eR,1#A0VaeR: 1-a=a

(M4 : élément inverse) YVa e R,a 203 eR: a-b=1

(D : distributivité) Va,b,c e R: a-(b+c) = (a-b)+(a-c)

Remarque : Vous avez peut-étre rencontré la notion de corps en
algebre linéaire. Elle regroupe beaucoup d’exemples, dont les
nombres rationnels (Q, +, -), réels (R, +, -) ou complexes (C, +, -).
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§1.1

Corps ordonnés

Les nombres réels sont ordonnés : on distingue des éléments positifs,
notés = > 0, de maniére compatible avec les opérations du corps :

1 Pour tout x € R on a soit z > 0 soit x = 0 soit —z > 0.
2 Siz>0ety>0,alors x +y > 0 ainsi que zy > 0.

On définit I'ordre strict = > y par x — y > 0. Lordre faible z > y veut
dire que = > y ou = = y; elle est réflexive, transitive, antisymétrique.
Lordre inverse x < y est défini par y > x, et < y veut dire que y > =x.

Les intervalles dans R sont notés comme suit :

[a,b] :={z e R|a <z <b}, Ja,b) :={z € R|a <z < b},
Ja,b[:={z € R|a <z < b}, [a,b]:={z €eR|a <z <b}.

Pour tout z € R on définit la valeur absolue par |z| := z si z > 0 et par
|z| := —2 si z < 0. On vérifie aisément les propriétés suivantes :

m |z| >0, et |z| =0 si et seulement siz = 0.
W |z +y| < |z + |y| pour tout z,y € R.
m |z-y|=|z|-|y| pourtout z,y € R.
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Bornes supérieure et inférieure

§1.1

Une partie A C R est majorée par m € R si a < m pour tout a € A.
Dans ce cas on dit aussi que m est un majorant de A.

On dit que s € R est la borne supérieure de A si s est le plus petit
majorant de A. Si elle existe, elle est unique et sera notée s = sup A.

Si A n’est pas majorée on pose sup A = +oo.
Pour 'ensemble vide on pose sup § = —occ.

De maniéere symétriqgue on définit minorant et borne inférieure.
Une partie est bornée si elle est a la fois minorée et majorée.
Exemple : pour A = {1, 55 3, 47 57. .JonasupA=1etinfA=0.
Exemple : la partie A = {a € Q | a? < 2} est majorée mais n'admet
pas de borne supérieure dans Q. Dans R on a sup A = /2.

Théoreme (caractérisation des nombres réels, admis)

Les nombres réels forment un corps ordonné (R, +, -, <) tel que toute
partie non vide majorée de R admet une borne supérieure dans R.
Tout corps ayant cette propriété est canoniquement isomorphe a R.
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§1.1

Les rationnels sont denses dans les réels

Comme tout corps ordonné, R contient les nombres naturels
N=1{0,1,2,3,...}, puis les nombres entiers Z = {0, +1, +2, +3,...},
et ainsi aussi les nombres rationnels Q = {£ | a,b € Z,b # 0}.

Théoréme

Le corps R jouit des propriétés (équivalentes) suivantes :
1 Pourtoutr > 0 dans R il existen € N tel quen > r.
2 Pourtoute > 0 dans R il existe n € N tel que % <e.

3 Lensemble des nombres rationnels Q est dense dans R.
Ceci veut dire que pour tout nombre réel r € R et toute > 0
il existe un nombre rationnel q € Q tel que |¢ — r| < e.

Démonstration. (1) Supposons par I'absurde que n < r pour tout

n € N. La partie N C R serait bornée, il existerait donc une borne
supérieure s € R. Comme s — 1 ne majore pas N, il existe n € N tel
que s — 1 < n. Ainsi s <n+ 1 € N, donc s non plus ne majore pas N.

(2) découle de (1) car < ¢ équivauta L < n.
(3) Etant donné » € R et = > 0, il existe b € N tel que % <eg puisa ez
telquea <br <a+1. Ainsi ¢ <r < *let|¢—rl<i<e.
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§1.1

Existence des racines réelles

Théoreme (existence des racines réelles)

Pour touty € R>o etn € N>, il existe un unique x € R tel que
x™ = y. Ceci permet de deéfinir ;/y := x de sorte que ({/y)" = y.

Nous allons reconsidérer ce résultat fondamental a plusieurs reprises
et sous différents aspects. Il apparait ici comme une premiere
conséquence de la borne supérieure (voir la preuve ci-dessous).
Plus tard il réapparaitra comme corollaire du théoreme des valeurs
intermédiaires. Quant au calcul effectif, nous reprendrons ce
probléme comme une belle illustration de la méthode de Newton.
Nous discuterons aussi sa généralisation aux racines complexes et
plus généralement au théoreme fondamental de I'algébre.

Démonstration. Lunicité est claire : 0 < a < b implique 0 < a™ < b™.
Pour I'existence considérons 'ensemble A = {t € R> | t" < y}.

La partie A est non vide, car 0 € A. Elle est majorée par y + 1,
cart>y+1lentrainet” > (y+1)"=y"+---+ny+1>y.

Par conséquent A admet une borne supérieure.

Nous allons montrer que = := sup A vérifie z™ = y.
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§1.1

Racines réelles : démonstration

Supposons par l'absurde que 2™ < y. Dans ce cas il existerait
a €0, 1] vérifiant a < % dou

n

<" (a4 ()2 4k ()

n

=z"+a[(l+2)" —2")| <y"+ (z—y") ==.

r+a)" ="+ (a" ta+ (5" 2a® + -+ (M)a"
1 2

Ainsi z + a € A, ce qui contredit I'hypothése que = majore A.

Supposons par I'absurde que ™ > y. Dans ce cas il existerait

b €10, 2| vérifiant b < % Pour tout ¢ > = — b on aurait alors

"> ((E _ b)n =" — (?)(En_lb-‘r (g)xn—2b2 — (—l)n(Z)bn
2t () () ()

=z"-b(1l+z)" 2" >y" - (y" —z) ==

Ainsi x — b majorerait A, ce qui contredit I'’hypothése que z est le plus
petit majorant de A. Nous concluons que z™ = y, comme énoncé. [J
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Puissances rationnelles et réelles
Pour tout = € R et n € N nous avons défini la puissance z" par la
récurrence z° := 1 et z"+! := 2" . z. Etablir les propriétés
(*) :L'SH =z ~£Ct, (:L'S)t — xSt, (I . y)s = x5 .ys'

Pour 2 # 0 eta € Z, a < 0, nous posons z® := ()™
Etablir les propriétés (*) pour tout z,y € R* et s,¢ € Z.

b

Pourz >0et% cQola,beZeth>1nousposons zt := vz
Montrer que v/z% = y/z" et établir (*) pour tout 2,y € R etr, s € Q.
Pour s € Q fixé ceci définit une fonction f: R~ — Rsq, f(z) = z°.
Pour s > 0 elle est strictement croissante, pour s < 0 elle est
strictement décroissante, et pour s = 0 elle est constante.

Pour z € R fixé ceci définit une fonction g: Q — Rx¢, g(s) = z*.

Pour = > 1 elle est strictement croissante, pour = < 1 elle est
strictement décroissante, et pour z = 1 elle est constante.

Essayons d’étendre notre construction de x* aux exposants réels.

Pourz > 1etr e Ronpose z” :=sup{z®|s€Q,s <r}.Pourz <1

on pose z” := (1)". Etablir (*) pour tout z,y € Ry etr,s € R.

Une construction alternative sera de poser z* := e*!»* aprés avoir

construit 'exponentielle exp: R — R<, et son inverse In: Rvy — R. 10/68



Suites réelles et convergence

Définition (suite convergente)

Une suite (a,)neny dans R est une fonction N — R notée n — a,,.

m La suite (a,,) converge vers a € R si
Ve>0 dngeN Vn>ng: l|a,—al<e

Dans ce cas on écrit a,, — a ou aussi lima,, = a.
m Si (a,,) Ne converge pas on dit que la suite diverge.
m La suite (a,) diverge vers +oo si

VM eR dngeN Vn>ng: a, > M

Dans ce cas on écrit a,, — +o0o ou aussi lima,, = +oo.

m La suite (a,) diverge vers —c si

VM eR dngeN Vn>ng: a, <M

Dans ce cas on écrit a,, — —oo ou aussi lima,, = —oo.

§1.1

11/68



Unicité de la limite

§1.1

Proposition

Soit (an)nen une suite dansR. Sia,, — a eta,, — b alors a = b.

Ceci justifie la notation lim a,, = a pour les suites convergentes.

Démonstration. Supposons par I'absurde que a # b.

Alors le nombre ¢ := |a — b|/3 est positif, c’est-a-dire que ¢ > 0.
Comme a,, — q, il existe N tel que |a,, — a| < e pour tout n > N.
Comme a,, — b, il existe M tel que |a,, — b| < € pour tout n > M.
Pour n > max{N, M} nous avons donc |a,, — a| < ¢ et |a, — b < e.

Nous obtenons ainsi que

3e=la—bl=la—an+a,—b <l|a—ap|+la, — b <e+e=2e.

Ceci entraine que ¢ < 0, ce qui contredit € > 0.
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Exemples de suites convergentes

Théoréeme

1 Soit|q| < 1. Alors ¢" — 0 pourn — 0.
Soita > 0. Alors X- — 0 pour n — oc.
Soita > 0. Alors {/a — 1 pourn — cc.
Nous avons /n — 1 pourn — oc.
Soitx € R. Alors £ — 0 pourn — oc.

a » W N

6 Soienta,b e R etb> 1. Alors Z—n — 0 pourn — oo.

Démonstration. Ce sont des exercices bénéfiques et non triviaux.

Si vous restez bloqué, consultez votre livre préféré d’analyse.

§1.1

O
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Critéres de convergence

§1.1

Proposition

Soient a,, — a etb, — b deux suites convergentes.
Alors (a,, +b,) — a+b et \a, — Aa pour tout A € R.
Puis (anb,) — ab ainsi que (a,/b,) — a/b sib# 0.

Sia, < b, pourtoutn € N, alors a < b. O

Théoreme

Soit (a,,) une suite réelle croissante, c’est-a-dire ag < a1 <as < ....
m Si(a,) n’est pas majorée, alors a,, diverge, a,, — +o0.
m Si(a,) est majorée, alors a,, converge, etlima,, = sup a,.

\/
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Démonstration du théoreme

§1.1

Démonstration. Soit g < a1 < as < ... une suite croissante.

Supposons que A = {a,, | n € N} n’est pas majoré :

pour tout réel M € R il existe un indice ny € N tel que a,,, > M.
La croissance assure que M < an, < angt1 < Apgo2 < ...,
donc a,, > M pour tout n > ng. On conclut que a,, — +oc.

Supposons que A = {a,, | n € N} est majoré. Par 'axiome de la
borne supérieure il existe a := sup A. On va montrer que a,, — a.

Soit £ > 0. Puisque «a est le plus petit majorant de A, on sait que
a — e ne majore pas A. Il existe donc ny € N tel que a,,, > a —¢.
La croissance assure que a — € < apy < Apg+1 < Apgt2 < -+ < a,
donc |a,, — a|] < e pour tout n > ny. On conclut que a,, — a.

O
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Séries numériques et convergence

§1.1

A toute suite (ay)ren dans R on peut associer les sommes partielles
Sp 1= Y p_o (K, C€ qui définit une nouvelle suite (s, )nen dans R.

Définition
On dit que (ax)ren €st sommable si la suite s,, := )’ a; converge.
Dans ce cas on appelle s = lim s,, la somme, et on écrit 3"~ ar = s.

Exemple (la série géométrique)

La série >°;7 ¢* converge ssi ¢ < 1, avec ;7 ¢* = %

Démonstration. Si¢g =1, alors s, = > ;_,¢" =n+1— +o0.
. _n41
Si g # 1, alors nous trouvons s, = > _, ¢" = 1 =
1

i 1 ook _
Pour |¢| < 1 on voit que s,, — = donc ), ,¢" = st

Pour |q| > 1 la série >_;2, ¢* ne converge pas. O

/\ Par abus de langage > e ax dénote deux objets différents :
m La suite (s, = Y.} _, ax)nen, CONvVergente ou non.
m Lalimite Y7 ar =1lim Y ,_, ax en cas de convergence.
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Développement décimal et B-adique
Soit B € N, B > 2; pour le développement décimal on prend B = 10.
En base B tout entier a € {0, ..., B — 1} s’écrit comme
a B +ayB %+ 4a_1B+a, oU a,e€{0,...,B—1}.
Ce développement s’étend aux nombres réels comme suit :

Théoreme

Soit (ay)ren Une suite arbitraire d’entiers dans {0, ..., B — 1}.
Alors la série B* Y~} ar, B~* converge vers un nombre x € [0, BY].
Réciproquement, tout = € [0, BY] s'écrit comme x = B*Y ;7 | a,B~*.

Démonstration. Les sommes partielles s, = >_;._, a;, B~ forment

une suite croissante car a; > 0. Puisque a; < B — 1 nous avons
< _1\B~* < . -1 -k _ -2 _q
sn<Y (B-1)B*<(B-1)B"'> B (B-1)y—p7 =1
k=1 k=0

Réciproquement, pour » € R on définit |7 ] :=sup{n € Z | n < r}.
Supposons que = = Btrg ol rg € [0,1]. (Le cas ro = 1 étant déja fait.)
Etant donné r,_, € [0, 1] on pose a,, := |Br,_1| et r, := Br,_1 — a,.
On obtient ainsi z = B*(3"_, axB~% +r,B~™) ol r,, € [0, 1].

Puisque r, B~™ — 0, on conclut que B*>",_, axB~* — . e



§1.1

Limites supérieure et inférieure

Soit (a,,) une suite dans R, convergente ou non.

La suite b,, = sup,,~,,, a, décroft, il existe donc b := lim b,y,.
La suite ¢, = inf,,>,, a, croit, il existe donc ¢ := lim c,y,.
Pour tout m € Non ac,, <b,,, donc ¢ < b.

Exemple : a, = (—1)". Pourtoutm e Nonab,, = +1etc,, = —1.
Définition
A toute suite (a,) dans R, convergente ou non, on peut associer

limsupa, := lim (sup a,) € RU{+oo} et

m—00 n>m

liminfa, := lim (inf a,) € RU{*oo}.

m—oo ‘n>m

Exemple : Pour a,, = (—1)" on a limsup a,, = +1 et liminf a,, = —1.

Proposition

Une suite (a,,) dans R converge ssilim sup a,, = lim inf a,, dans R.
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§1.1

Limites supérieure et inférieure
Démonstration. On continue a utiliser les notations b,,, = sup,,>,, an
et b = lim b, ainsi que ¢, = inf,,; >, ay, €t c = limecyy,.

« = » Supposons que a,, — a :
pour tout € > 0 il existe m € N tel que n > m entraine |a,, — a| <.

Ceci implique que b,, < a+e,donch < a +¢.

De méme on obtient ¢,,, > a —¢,donc ¢ > a — ¢.

On en déduit que |b — ¢| < 2e.

Puisque c’est vrai pour tout ¢ > 0, on conclut que b = c.

« < » La réciproque découle du lemme suivant O

Lemme (dit « lemme des gendarmes »)

Supposons que ¢, < a,, < b, pour toutn € N.
Sic, — ¢ etb, — ¢ alors a,, — £.

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 il existe ng € N tel que |b, — ¢| < ¢ et
len, — €| < e pour tout n > ng. Ainsi

l—e<e,<ap,<b,</l+e¢,

donc |a,, — ] < e pour tout n > ng. On conclut que a,, — £. O
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Le critere de Cauchy

§1.1

Définition (suite de Cauchy)
Une suite (a,,) est dite de Cauchy si

Ve>0 dngeN Vn,m>ng: |a,—an| <e

Théoreme
Une suite dans R converge si et seulement si elle est de Cauchy.

Remarque
La définition de convergence d’'une suite (a,) nécessite une limite a
pour mesurer la distance |a,, — a| qui doit vérifier |a,, — a| — 0.

La définition d’une suite de Cauchy ne parle pas de limite, mais
compare les termes a,, entre eux, en mesurant |a,, — a,,|-

Il est parfois plus facile de prouver qu’une suite (a,,) est de Cauchy,
sans pour autant expliciter la limite, d’ou I'intérét du théoreme.
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§1.1

Démonstration du critere de Cauchy

Démonstration.

« = » Supposons que a,, converge et notons sa limite par a := lima,,.
Pour tout £ > 0 il existe ny € N tel que n > n entraine |a,, — a| < /2.
Pour n, m > ng on obtient ainsi

lan, —am| =lan —a+a—ap| <|an—a|+]a—an| <e/2+e/2=c¢.
Ceci veut dire que (a,) est une suite de Cauchy.

« < » Pour la réciproque on suppose que (a,) est de Cauchy : pour
tout £ > 0 il existe ny € N tel que n, m > ng entraine |a,, — a,| < e.

En particulier la suite (a,,) est bornée : ceci est clair pour (a;,)n>n, et
reste vrai si 'on ajoute un nombre fini de termes ayo, ..., any—1-

Notons b = limsup a,, €t ¢ = liminf a,,. On a toujours l'inégalité ¢ < b.
Cauchy implique que (sup,,>,, @) — (infim>n, @m) <&, pUiS b —c < e.

Puisque c’est vrai pour tout ¢ > 0 on conclut que b < ¢, donc b = c.
Or, liminf a,, = limsup a,, implique que (a,,) converge. O
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Séries convergentes et divergentes
Corollaire (du critéere de Cauchy)

La série ", , ai, converge si et seulement si pour tout = > 0
il existe N € N tel que |>"}" . ax| < e pour toutm >n > N.

Sila série Y- , ar, converge, alors nécessairement a;, — 0. O

A La réciproque est fausse, comme montre I'exemple suivant :

Exemple (la série harmonique)

La série S°°° . L diverge, c’est-a-dire 37_, L — +00 pour n — cc.
k=1 k k=1 k

¥4
i3—1+1+1+1+1+1+1+1+ +#+ +l
E 2 3 4 5 6 7 8 26-1 41 2t
k=1 —— N——
>1+1+1+1+1+1+1+1+ +i+ +i
= 2 4 4 8 8 8 8 20 20
—_—— N——

FINUE I SR I S P
el mdcd ot =145 5400
2722 2 2

§1.1
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Séries alternées et le critere de Leibniz

§1.1

Théoreme (critere de Leibniz)

Soitag > a1 > as > ... une suite décroissante qui converge vers 0,

notée a,, \, 0. Alors la suite alternée s, = >_,_,(—1)*a;, converge.
Pour approcher la limite s = lim s,, on a la majoration |s — s,| < an41-

e« e o
ooo"".‘.
o o °

Démonstration.

La suite (s, ) décroit, elle est minorée par s;, donc elle converge.

La suite (s2,,+1) croit, elle est majorée par sy, donc elle converge.
On trouve ainsi que lim sup s,, = lim s9,,, €t liminf s, = lim s9,,,41,
pUiS lim So2m — lim So2m+41 = hm(SQm - 32m+1) = lim A2m+41 = 0. O

Exemple (la série de Leibniz)

o 7 =)l . N
La série alternée >~ ; ( 1,1 converge (mais tres lentement).




Commentaires

§1.1

Remarque

La convergence % — 0 est lente et peu efficace pour des calculs
numériques. On verra des meilleurs méthodes plus loin.

Remarque

Dans le critere de Leibniz la convergence a; — 0 ne suffit pas :
I'hypothése de la convergence monotone a; \, 0 est essentielle.
Considérons, par exemple, la suite définie par a; = (— )’€+1 L Elle
vérifie a;, — 0, mais la série >~ (=1)*ta, =307 & dlverge|

Remarque

Parfois a; décroit seulement a partir d’un certain rang nq. Dans ce
cas on peut toujours appliquer le théoreme : la suite s,, converge.
Pour approcher la limite s = lim s,,, par contre, on a la majoration
|s — sn| < ant1 Seulement pour n > ng. C’est le cas pour la série

D (@,ﬁ;f 22k : les termes 2% /(2k)! décroissent dés que 2k > .
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Le corps des nombres complexes
Nous voulons construire le corps des nombres complexes

C=R[]={zr+yi|r,y e R} oU i*=-1.

Pour ce faire on munit 'ensemble C = R x R des deux opérations
(z1,91) + (22, 92) == (21 + T2, Y1 + ¥2),

(w1,91) - (w2,92) := (2122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122).
On identifie tout « € R avec (x,0) € C, puis on définit i := (0,1).
Ainsi on obtient i2 = —1, comme souhaité. Dans cette notation, tout
nombre complexe z € C s’écrit de maniére unique comme z = x + yi
ou z,y € R. Les opérations se réécrivent ainsi comme

(z1 +y18) + (22 + y21) = (21 + 22) + (Y1 + Y21,
(w1 4+ y11) - (22 + yoi) = (2122 — Y1y2) + (T1y2 + Yy122)1i.

On vérifie patiemment que (C, +, -) est un corps. A chaque nombre
complexe z = x + yi on associe le nombre conjugué z = = — yi.
On voit que zz = 22 + y? > 0, et > 0 si et seulement si z # 0, d’'ol
1 z T -y

= = + 7.
z 2z 224y? x242
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Le corps des nombres complexes

§1.2

Puisque tout élément =z € C s’écrit de maniére unique comme

z =z +yiolx,y € R, on peut définir Re(z) := x et Im(z) := y.

On remarque d’ailleurs que Re(z) = £ (z + 2) et Im(z) = (2 — 2).
Contrairement aux nombres réels, le corps des nombres complexes
ne peut étre ordonné. Effectivement, tout élément x dans un corps
ordonné vérifie 2 > 0. Or, pour i € C on trouve i = —1 < 0.

Néanmoins, on peut définir une notion naturelle de distance sur C :
pour tout z € C on définit sa norme par |z| :== v/2Z, ce qui étend la

valeur absolue de R. (Géométriquement |z + yi| = \/z2 + y2 est la
distance euclidienne dans le plan C = R2.) Pour tout u,v € C on a

0 |Re(u)| < |u| et [Im(u)] < |ul.
lul >0, et |u| = 0 si et seulement si u = 0.
2 |u-v|=|u|-|v|et|a] =|ul.
8 |u+v| < |ul+ v].
Linégalité triangulaire (3) découle des propriétés précédentes comme
suit : Si u+v = 0, alors (3) se déduit de (1). Si u+v # 0, alors par (2)

1= Re(u—qf-v) +Re(u—7—v) é ’uiv| + |

N

v | — _|ul v]
u+v‘ T Jutv] + Jutv|*
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Suites complexes et convergence
Définition (suite convergente)

Une suite (a,)nen dans C est une fonction N — C notée n — a,.

m La suite (a,,) converge vers o € C si
Ve>0 dngeN Vn>ng: l|a,—al<e

Dans ce cas on écrit a,, — a ou aussi lima,, = a.
m Si (a,,) Ne converge pas on dit que la suite diverge.
m La suite (a,,) diverge vers oo si

VM eR FngeN Vn>ng: lan|>M
Dans ce cas on écrit a,, — oo ou aussi lima, = co.

Exemple. Considérons un nombre ¢ € C et la suite (¢"),en :
m Pour |¢| <1onag™— 0.
m Pour |[¢| > 10ona g™ — cc.
m Pour ¢ = 10onaq¢™ — 1, c’est une suite constante.

m Pour |¢| = 1, ¢ # 1 la suite ¢ ne converge pas, elle diverge.

§1.2
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Critéres de convergence

Proposition

Soit (a,,) une suite dans C et soita € C. Nous avons a,, — a dans C
si et seulement si Re(a,,) — Re(a) etIm(a,) — Im(a) dans R.

Démonstration. On a a,, — a si et seulement si |a,, — a| — 0.
Dans ce cas |Re(a,) — Re(a)| = |Re(an — a)| < |a, — al et
Im(ay,) — Im(a)| = Im(a,, — a)| < |a, — a|] convergent vers 0.

Réciproquement, si Re(a,,) — Re(a) et Im(a,) — Im(a),
alors |a, — a|? = |Re(a,) — Re(a)|? + [Im(a,) — Im(a)|?> — 0.

Les criteres de convergence vus pour R restent valables pour C
pourvu gqu’ils n’utilisent que la distance |- - -| et pas l'ordre <.

Proposition

Soient a,, — a etb, — b deux suites convergentes dans C.
Alors (a,, +b,) — a+b et \a, — Aa pour tout A € C.
On a aussi (an,by) — ab ainsique (a,/b,) — a/b sib# 0.

§1.2
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Critéres de convergence

§1.2

Les notions lim inf et lim sup n’ont pas de sens pour les suites dans C
car elles reposent sur l'ordre < dans R. Par contre on garde toujours :

Définition (suite de Cauchy)
Une suite (a,,) dans C est dite de Cauchy si

Ve>0 dngeN Vn,m>ng: |a,—an| <e¢

Théoreme
Une suite (a,,) dans C converge si et seulement elle est de Cauchy.

Démonstration. Toute suite convergente est de Cauchy :
Si a,, — a, alors pour tout ¢ > 0 il existe N € N tel que |a,, — a| < e/2
pour tout n > N. Par conséquent, pour tout m,n > N on trouve
‘am - an| = |am —a+a-— an‘ < |am - CL| + |(1 - an| <e.
Pour la réciproque, on applique le critére réel a Re(a,,) et Im(a,,) :
Si (a,,) est de Cauchy, alors Re(a,) et Im(a,) sont de Cauchy dans R.
Il existe donc z,y € R tels que Re(a,,) — = et Im(a,,) — y.
Pour a = x + yi on obtient ainsi la convergence a,, — a. O
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Séries numériques et convergence

§1.3

A toute suite (ay)ren dans C on peut associer les sommes partielles
Sp 1= Y p_o (K, C€ qui définit une nouvelle suite (s, )nen dans C.

Définition
On dit que (ax)ren est sommable si la suite s,, := > _)'_ ai converge.
Dans ce cas on appelle s = lim s,, la somme, et on écrit >~ | ai, = s.

Exemple (la série géométrique)
;. fe'e) k . <] kE_ 1
La série 3~ ¢~ converge ssi [¢| < 1,avec } ;" ¢" = 1.
/\ Par abus de langage > re ar dénote deux objets différents :
m La suite (s, = >, _, ak)nen, CONVErgente ou non.
m Lalimite Y72 jar =lim Y ,_, ai en cas de convergence.

Corollaire (du critere de Cauchy)

La série Y~ , ai, converge si et seulement si pour tout ¢ > 0
il existe N € N tel que |>"}"_ ax| < e pour toutm >n > N.
Si >y~ ax converge, alors a, — 0. (La réciproque est fausse.) O]
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Le critére de comparaison

§1.3

Proposition (séries a termes positifs ou nuls)

Une série Y}~ ¢k a termes positifs ou nuls ¢, > 0 converge

ssi la suite des sommes partielles s,, = Y. c, est bornée. O

Théoreme (critere de comparaison)

Supposons que |ax| < ¢x pour tout k > k.
Siy r2 ¢, converge, alors >~ aj, converge.

Démonstration. La suite }_,_ ¢, converge, elle est donc de
Cauchy : pour tout € > 0 il existe ny € N tel que m > n > ng entraine

m n m
E Cr — E Cr| = E Cl S E.
k=0 k=0 k=n-+1

Pour m > n > max{ng, ko} nous trouvons ainsi

m n m m
Sa- Y u < 3 lul< 3 ase
k=0 k=0

k=n+1 k=n+1

m

>

k=n-+1

La suite }_;_, ax est donc de Cauchy, donc elle converge. a
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Séries absolument convergentes

Définition
Une série Y77 , i, est dite absolument convergente
si la série Y, ;|ax| des valeurs absolues converge.

Corollaire (du critere de comparaison)

Toute série absolument convergente est convergente.

Exemples

Pour tout ¢ € C vérifiant |¢| < 1 la série géométrique > ;- , ¢* est
convergente et absolument convergente car >~ ,|q|* converge.

Z.g q o _1)k+1 Z.g z
La série de Leibniz 35, =21 est convergente (série alternée)

mais pas absolument convergente car Y- , 1 diverge.

§1.3
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Comparaison avec la série géométrique

§1.3

Corollaire

Soit (ax,)ren Une suite dans C telle que |a,| < Mq* pour certaines

constantes M > 0 et q < 1 et tout k a partir d’un certain rang k.
Alors la série Y-, ai, converge (absolument).

Démonstration. On peut supposer que kq = 0.
On compare _|az| avec la série géométrique > Mq" :

n n 1_qn+1 1
< Mq¢" =M <M

La suite croissante (3", _,|ax|)nen étant bornée, elle converge.

_q.

Ainsi la série }",° , a), converge absolument, donc elle converge.
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Les criteres des quotients et des racines

§1.3

Corollaire (critere des quotients)

S’il existe un indice ky € N et une constante q < 1 tels que % <gq

pour tout k > ko, alors la série ", , a, converge (absolument). O]
Démonstration. On a |a;| < ‘“,ﬁg|q’f pour tout k > k. O

Exemple

La série 33, & converge : pour k > 2z on a = <

(k+1)l/ T

[\JM—A

Corollaire (critere des racines)
Silimsup {/|ax| < 1, alors la série ", , a, converge (absolument).

Démonstration. Il existe ¢ tel que lim sup ¢/|ax| < ¢ < 1.
Ainsi {/|a| < ¢ pour tout k£ a partir d’'un certain rang k.
Donc |ax| < ¢* et la série " a; converge (absolument). O
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Réarrangements de séries

§1.3

Définition
Un réarrangement d’une suite (ax)xen €st une suite (be)ren
obtenue comme b, = a,(, par une bijection 7: N — N.

Théoréme
Sila série Y- , ai, converge absolument, alors tout réarrangement
> oo be converge vers la méme limite, >~ ar = > o be-

Démonstration. Pour tout ¢ > 0 il existe m tel que >, ., |ax| < €.
Pour tout n > m tel que {1,...,m} Cc 7({1,...,n}) on trouve

n n
Zak — Zbg < Z|ak| <e.
k=0 =0

k>m

Ainsi |3 ar — > be| < e pourtoute > 0,d0U > ar =Y by.

Avertissement (théoreme de Riemann)

Si la série >, a;, converge mais ne converge pas absolument,
alors on peut réarranger les termes de sorte que la série Y~,°  a, ()
converge vers n'importe quel nombre donné (y compris +c0).
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Addition et multiplication de séries

§1.3

Théoréme

Soient "7~ ar = a et .-, b, = b deux séries convergentes.
Alors -7 (ar +bi) = a+betd p” o Aar, = Aa pour tout A € R.
Pour le produit des deux séries on trouve ainsi

o0 o0 o0 oo oo (oo}
(Ca) (b)) = St =3 > .
k=0 £=0 k=0 ¢=0 ¢=0 k=0
Si les deux séries convergentes absolument, alors on a méme

oo

(o) (2 ) =53 aste s

k=0 k=0 j=0

Démonstration. On déduit -7 (ar +br) =a+bet Y ;- Aar = Aa
des regles analogues pour la suite des sommes partielles.

La premiere formule pour le produit en découle immédiatement.

La derniére formule se prouve comme les réarrangements.

(Les détails sont légerement plus techniques.) O
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§1.3

La série exponentielle

Théoréme
On peut définir exp: C — C par la série absolument convergente

o0 n

exp(z) := Z %

n=0
Alors pour tout u,v € C on aexp(u + v) = exp(u) - exp(v).
Au lieu de exp(z) on écrit aussi e ol e := exp(1) = Y7 ) -
Démonstration. Par multiplication des séries on obtient

= uk = ot = uF vt
exp(u) exp(v) = (Z k:') (Z E') = Z Z T

k=0 £=0 n=0 k+4l=n
o0 n
1 n _
— § E — 72 ukvn k
n' k'E' n! k
n=0 k+l=n n=0 k=0
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Sinus et cosinus

§1.3

Définition
On définit les deux fonctions sin, cos: C — C par

) o eiz o efiz B Sl (71)]{,‘ S
sin(z) = % = kz:: k£ 1) z .
_ e (D
cos(z) = 5 = kzz: k)] z°",
Ainsi on a e* = cos(z) + isin(z) pour tout z € C. (Identité d’Euler)
Proposition
Pour tout § € R nous avons cos(f) = (e’e) et 8111(9) = Im(e'?).

Puisque |e?|?> = 1 il en découle que cos?(#) + sin?(f) = 1.

Démonstration. Pour 6 € R nous avons cos(#),sin(6) € R, donc

e’ = cos(f) + isin(#) implique cos(f) = Re(e'?) et sin(f) = Im(e?).

Ensuite |e?|? = ¢¢if = ¢e% = 1 montre que |e?’| = 1.

O
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Fonctions continues

§2.1

Définition
Soit I C R un intervalle et soit f: I — R une fonction. On dit que f

est continue en x € I si pour toute suite z,, — z on a f(z,) — f(z).
On dit que f est continue (sur I) si elle est continue en tout « € 1.

Exemples

Toute fonction constante est continue. Lidentité est continue.

Si f,g: R — R sont continues, alors f + g et f - g sont continues.
Ainsi toutes les fonctions polynomiales sont continues.

Exemples

La fonction sign: R — {—1,0, +1} n’est pas continue : pour z,, = % on
trouve z,, — 0 mais sign(z,) = 1 ne converge pas vers sign(0) = 0.

A noter que la fonction R — R, = — |z| = z - sign(x) est continue.
Proposition

Sif:1— Jetg: J— R sontcontinues, alors g o f est continue. [
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La fonction exponentielle est continue

Théoreme
La fonction exp: C — C définie parexp(z) := 3.°°  Z; est continue.

nOn

Ici nous étendons la notion de continuité aux fonctions complexes
par la méme condition que f(z,) — f(z) pour tout z,, — z.
Elle implique bien sdr la continuité de la restriction sur R.

Démonstration. On a exp(z,) — exp(z) = exp(z)[exp(z, — 2) — 1].
II suffit donc de montrer la continuité en 0. Pour [w| < % on trouve

> | = | = St = ol < 2

k=1 k=1
Ainsi exp(w) — exp(0) = 1 pour tout w — O.

lexp(w) — 1] =

Corollaire
Les fonctions sin, cos: C — C données par

_ e 2 et? + ez

sin(z) = —— et cos(z) = ——

(2) = —% (2) = —5
sont également continues.

§2.1
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§2.2

Le théoréme des valeurs intermédiaires
Théoreme (des valeurs intermédiaires, TVI)

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Siy € R vérifie
fla) <y < f(b), alors il existe x € [a,b] tel que f(x) = y.

Démonstration. (Construction par dichotomie)
On pose ap := a et by := b, ce qui assure f(ag) <
Supposons a,, < b, construits tels que f(a,) <y
Soit ¢, = 3(a, + by,) le point au milieu.

m Si f(¢,) > yonpose a,i1 := ay €t b,y = cp.

m Si f(c,) < yonpose a,t1:=cy, €t b,y :=by.
Ceci assure a nouveau que f(an+1) <y < f(bpt1).
On obtient deux suites ag < a1 < as < ... etby > by > by > ....
Ces suites sont monotones et bornées, donc convergentes.
On alima, = limb, car |a, — b,| = 27"|ag — by| — 0.
Soit x leur limite commune. Par construction nous avons

m f(a,) <ypourtoutn,donc f(z) = f(lima,) = lim f(a,) < y.

m f(b,) >y pour tout n, donc f(x) = f(limb,) = lim f(b,) > y.
Nous concluons que f(z) = y, comme souhaité. O

Ceci permet d’approcher et d’encadrer un z € [a, b] vérifiant f(z) = y.
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Application aux polynémes réels

§2.2

Corollaire (les racines réelles revisitées)

Pour touty € R>q etn € N>, il existe un unique x € R tel que
x™ =y. Ceci permet de définir y/y := = de sorte que (/y)" = y.

Démonstration. La fonction f: R>¢ — R>( définie par f(z) = 2™ est
strictement croissante et donc injective. Elle est continue et vérifie
f£(0) =0 ainsi que f(x) — 400 pour z — +oo. D’aprés le théoreme
des valeurs intermédiaires elle est donc surjective. O

Corollaire (du théoréme des valeurs intermédiaires)

Tout polynéme P € R[X| de degré impair admet une racine dans R.

Démonstration. P(z) = 2" + a,, 12" + - - + ag vérifie P(x) — +o0
pour z — +oo et P(x) — —oo pour x — —oo. Par le théoréme des
valeurs intermédiaires il existe = € R tel que P(z) = 0. O

A Ceci n’est plus vrai pour tout polynéme de degré pair.
Par exemple P(x) = x? + 1 vérifie P(z) > 0 pour tout z € R.
Ceci a motivé I'extension au corps C = R[i] ou i2 = —1.

42/68



Caractérisation « £ 0 » des fonctions continues

§2.3

Proposition

Une fonction f: I — R est continue en x € I si et seulement si pour
toute > 0 il existe § > 0 tel que | f(t) — f(x)| < e pour toutt € I
vérifiant [t — x| < 4.

Démonstration. « < » Soit ¢ > 0. Par hypothése il existe § > 0
tel que |f(t) — f(x)] < e pour tout ¢ € I vérifiant |t — x| < 4.

Si z,, — z, il existe ng € N tel que |z,, — x| < 6 pour tout n > ny.
Ainsi | f(zo) — f(z)| < e pour tout n > ng, d'ou f(z) — f(x).

« = » Supposons que z,, — x entraine toujours f(z,) — f(x).
Supposons par I'absurde qu’il existe € > 0 tel que pour tout § > 0

il existe ¢ € I vérifiant |t — x| < § mais |f(¢) — f(z)] > .

Dans ce cas il existe pour tout n € N un élément z,, € I vérifiant
|z, — 2| < L mais |f(z,) — f(z)| > e. Ceci définit une suite z,, — =
telle que z,, /4 x, contrairement a notre hypothese.
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Le théoréme du maximum

§2.3

Théoreme (du maximum)

Soit f: [a,b] — R une fonction continue. Alors f atteint la valeur
sup f :=sup{f(t) | t € [a,b]} : il existe x € [a,D] tel que f(x) = sup f.

Démonstration. (Construction par dichotomie)

On pose ag := a et by := b, ce qui assure sup f = sup f|{ay,b]-
Supposons a, < b, construits tels que sup f = sup f|a,, b,]-

Soit ¢,, = 1 (ay, + b,,) le point au milieu.

Sisup fla,.b,] = SUP fla,,c,]» AlOrs ON POS€ @y y1 1= ap €L by y1 = Cp.
Sinon sup f|(4,,,5.] = Sup flc,..5,] €t ON POSE Gy 11 := Cp €t by := by
Ceci assure que I'on a a nouveau sup f = sup f|a, ., bni]-

On obtient deux suites ag < a; < ag < ... etby > by > by > ....

Ces suites sont monotones et bornées, donc convergentes.

On alima, = limb, car |a, — b,| = 27"|ag — bo| — 0.

Soit « leur limite commune. Si I'on avait f(z) < sup f, alors il
existerait y tel que f(z) < y < sup f et un voisinage V de z tel que
f(t) <y pourtoutt € V. Pour n assez grand on aurait [a,,b,] C V et
ainsi sup f|a,5,] < ¥ < sup f, contrairement a notre construction.
Nous concluons que f(z) = sup f, comme énoncé. O
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Le théoréme du maximum en R?

§2.3

Définition
Une partie A C RY est bornée s'il existe m € R tel que |a| < m pour

tout a € A. Elle est fermée si toute suite (ax)ren dans A qui converge
vers x dans R? vérifie = € A.

Théoreme (du maximum)

Soit A ¢ R? une partie bornée fermée. Alors toute fonction continue
f: A — R atteint la valeur sup f := sup{f(a) | a € A}.

Démonstration. Comme A est bornée par hypothése,

il existe M > 0 tel que A, := A soit contenu dans Cy = [~ M, +M]<.
Supposons 4,, = AN C,, construit tel que sup f = sup f|a,,.

On subdivise le cube C,, en 2¢ sous-cubes parmi lesquels on choisit
Cr41 tel que A, 41 := AN Chyqq Vérifie sup f = sup fla,.,,-

Comme en dimension d = 1 on obtient 2¢ suites de sommets des
cubes C,,, qui convergent vers une limite commune x € R".

Par le lemme des gendarmes (en chaque projection) on voit que
toute suite a,, € A,, vérifie a,, — x. Lhypothése que A est fermée
assure que z € A. On conclut que f(z) = sup f comme avant. O

45/68



Fonctions dérivables : définition
Définition
Soit I C R un intervalle et soit f: I — R une fonction.
On dit que f est dérivable en z < I si le quotient

admet une limite ¢ pour toute suite z,, — z, x,, # .
Dans ce cas on définit la dérivée de f en x par

f/(x) — T flzn) = f(l’)

Ly, — T, Tn T Tp —

On dit que f est dérivable (sur I) si elle est dérivable en tout = € 1.
Dans ce cas on définit la fonction dérivée f': I — R par z — f'(x).

Remarque

Si f est dérivable en z alors elle est continue en z, car

/\ La fonction = — |z| est continue mais pas dérivable en 0. o



Fonctions dérivables : interprétation géométrique

§3.1

Une fonction f: I — R est dérivable en xy € I avec dérivée f'(x)
si et seulement si f s’écrit pour tout z € I comme

f(@) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + (x — w0)g(x)
ou g: I — R est une fonction continue en z vérifiant g(xq) = 0.

Ainsi la fonction affine t(z) = f(zo) + f'(x0)(z — x0) approche f(z)
de sorte que la différence f(z) — t(x) soit négligeable devant x — x.

Dans cette situation on appelle ¢ la tangente a f en z :
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Fonctions dérivables : exemples

§3.1

Exemples

Toute fonction constante f: R — R est dérivable et ' = 0.
La fonction identité f: R — R, f(z) = = est dérivable et f’ = 1.

Théoréme
Sif,g: I — R sont dérivables enx € I, alors f + g, fg, et f/g sont
dérivables en x (pour f /g nous supposons g(x) # 0 bien sdr) et on a
(f+9)(z) = f'(z) + g (2)
(f9) () = f'(z)g9(z) + f(2)g (x)

Soit f: I — R dérivable en x et soit g: J — R dérivable en f(x) € J.
Alors g o f est dérivable en z et (go f) (x) = (¢' o f)(z) - f'(x).

Ceci permet, par exemple, de dériver toute fonction rationnelle.

Pour de plus amples exemples consultez votre livre préféré d’analyse.
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La fonction exponentielle est dérivable

§3.1

Théoreme
La fonction exp: C — C définie par exp(z) := S.°° 2. est dérivable,

n On

et sa dérivée vérifie exp’(z) = exp(z) pour tout z € C.

Ici nous étendons la notion de dérivabilité aux fonctions complexes
par la méme condition que lim w existe pour tout z,, — z.
Elle implique bien str la dérivabilité de la restriction sur R.

Démonstration. Nous avons “E)=0P() — exp(» )M.

Il suffit donc de montrer la dérivabilité en 0. Pour |w| < 5 TE)n trouve
oo oo k

w
=g T 2w
k0k+1 kzl(k+1).

Z\ [l o).
T 1w

Ainsi w — 1 pour tout w — 0, donc exp’(0) = exp(0) = 1.
On conclut que SRER=EXPE) _ oy () eXREn=2)=1 o) pour tout

Zn—2 Zn—%

zn — 2z, donc exp’(z) = exp(z) pour tout z € C. O

exp(w) — exp(0
w—0

oo

k:—i—l
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§3.2

Extrema locaux

Définition
Soit I C R un intervalle et soit f: I — R une fonction.

On dit que = € I est un maximum local de f s’il existe 6 > 0
tel que f(z) > f(t) pour tout t € I vérifiant |t — x| < 0.

On définit minimum local de la méme maniére.
Un extremum local est un minimum ou maximum local.

Théoreme

Soit f: [a,b] — R et soit x € |a,b] un extremum local.

Si f est dérivable en x, alors f'(x) = 0.

Démonstration. Supposons que x est un maximum local de f.
i Siz, > pour tout n, alors {222 < 0, d'our f(z) < 0.
2 Six, <z pourtout n, alors ££2= > 0, d'our f'(x) > 0.

Puisque x est a I'intérieur de l'intervalle, les deux cas ci-dessus sont
réalisables. Ceci force la dérivée en z d’étre f/(z) = 0. O
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Le théoreme de Rolle
Théoréme (de Rolle)

Soit g: [a,b] — R une fonction continue qui soit dérivable sur ]a, b|.

Sig(a) = g(b) alors il existe £ € |a, b| tel que f'(€) = 0.

A

»
>

a & b
Démonstration. Par le théoréme du maximum

il existe &1, & € [a,b] tel que g(&;) = inf g et 9(52) sup g.
Par définition nous avons g(&1) < g(a) = g(b) < g(&2).
Sig(&1) < g(a) alors & € ]a, bl etdonc ¢'(&1) = 0.

Si g(&) > g(a) alors & € ]a, b] et donc ¢'(£2) = 0.
Siinf g = supg = g(a) alors g est constant et ¢’ = 0.

§3.2
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Le théoreme des accroissements finis
Théoreme (des accroissements finis, TAF)

Soit f: [a,b] — R une fonction continue qui soit dérivable sur |a, b].
Alors il existe & € |a, b[ tel que f(b) — f(a) = f(&)(b— a).

fib)

fla)

a & b
Démonstration. On définit g(t) := [f(b) — f(a)]t — (b — a) f(1).
Alors g est continue sur [a, b] et vérifie g(a) = g(b) = af(b) — bf(a).
De plus g est dérivable sur |a, b[ avec pour dérivée

g'(t) = f() = fla) = (b—a)f'(t).

D’apres le théoréme de Rolle on a ¢’(¢) = 0 pour un ¢ € |a, b[. O
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Fonction dérivée et critere de monotonie

§3.3

Corollaire
Soit f: ]a,b] — R une fonction dérivable.

m Sif' > 0 surla,b|, alors f est strictement croissante.

m Sif’ <0 surla,b], alors f est strictement décroissante.
m Sif’ >0 surla,bl, alors f est croissante.
m Sif’ <0 surla,bl|, alors f est décroissante.
m Sif' =0 sur]a,b], alors f est constante.

Démonstration. Toutes les conclusions se déduisent de

f(x2) = f(x1) = f'(2) (22 — 21)

qui tient pour toute paire x; < x5 dans lintervalle ]a, b[
et pour un z € |z, o[ dépendant de x4, zs. O

A Il est essentiel que f soit définie sur un intervalle de R.
Considérons la fonction f: R \ {0} — R définie par f(z) = sign(z).
Elle est continue et dérivable en tout point de son domaine de
définition, avec pour dérivée f' = 0. Pourtant f n’est pas constante !
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§4.1

Propriétés de la fonction exponentielle exp: C — C
Comme déja remarqué dans l'introduction, I'exponentielle est
sans doute la fonction la plus importante en mathématiques.
Afin de couronner notre bref développement d’analyse, nous pouvons
maintenant établir en toute rigueur le beau théoréme suivant :

Théoreme
La fonction exp: C — C définie par exp(z) == 3 oc ; Z; est infiniment
dérivable, vérifiant exp’ = exp. Elle jouit des propriétés suivantes :
1 Pour tout z1, zo € C nous avons exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2).
En particulier exp(z) # 0 et exp(—z) = 1/ exp(z) pour tout z € C.
2 La restriction exp: R — R~ est strictement croissante, vérifiant
exp(z) — 400 pour x — +oo, etexp(x) — 0 pour x — —oo.
3 Il existe m € R+ tel que e* = 1 si et seulement si z € 2riZ.
Cette condition caractérise le nombre © de maniére unique.
4 Lapplication ¢: R — C définie par ¢(t) = e'* = cos(t) + isin(t)
vérifie p(R) =S ou S := {z € C;|z| = 1} est le cercle unité.
5 Pour toutw € C, w # 0, il existe z € C tel que exp(z) = w.
On aexp(z1) = exp(#2) Si et seulement si zy — zy € 2miZ.
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§4.1

Propriétés de exp: C — C : démonstration (1/4)

Nous avons déja montré que la série >~ 7, %T: converge absolument
pour tout z € C. Elle définit donc une fonction exp: C — C par
[e%e] i

exp(z) := >~ %r. Nous avons veérifié que exp est continue puis
dérivable en tout point z € C, et que la dérivée vérifie exp’ = exp.

(1) Nous avons déduit exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2) par la formule
de multiplication des séries absolument convergentes. Ainsi nous
trouvons que exp(z) exp(—z) = exp(z — z) = exp(0) = 1, ce qui
prouve que exp(z) # 0 ainsi que exp(—z) = 1/ exp(z).

(2) Pour z > 0 on a évidemment exp(z) =1+ 2 +22/2+--- > 1.

Pour z < 0 on applique exp(z) = 1/ exp(—x) > 0. Ainsi exp(R) C Rx.

La fonction exp: R — R+ est strictement croissante, car exp’ = exp.
Pour = > 0 la série montre que exp(z) > z, donc exp(z) — +oo pour
x — 4o00. Pour z — —oo nous trouvons exp(z) = 1/ exp(—x) — 0.

Le théoréme des valeurs intermédiaires implique que exp(R) = Ry :

pour tout y € R il existe un unique z € R tel que exp(z) = y.
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Propriétés de exp: C — C : démonstration (2/4)

§4.1

(3) La série exp(z) = Y00 £ montre que exp(Z) = exp(2).
Ainsi |¢'!|? = e'lelt = ¢'te™it = ¢~ = ¢0 = 1 pour tout ¢ € R.
Autrement dit e* est dans le cercle unité S := {z € C; |z| = 1}.

Rappelons notre définition de sin, cos: R — R par

sin(t) = Im(e”) = 3,2, (2k+1 FH et
Cos(t) ( ) Zk 0 (gk)r 22k
Dérivant I'identité d’Euler e’ = cos(t) + isin(¢) nous trouvons

ie' = cos'(t) + isin’(t). En comparant avec ie* = —sin(t) + i cos(t)
nous voyons que sin’ = cos et cos’ = — sin.

La série sin(t) = t — 2y ,°, - 77, + ... montre que sin(0) = 0 ainsi
que sin(t) >t — & > 0 pour tout ¢t € }0 2] par le critére de Leibniz.
Ainsi cos est decr0|t strictement sur [0, 2], car cos’ = — sin.

La série cos(t) =1 — ’; + % - g + ... montre que cos(0) = 1 ainsi
que cos(2) < 1 — 22—? + i—f = —1 par le critére de Leibniz.
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Propriétés de exp: C — C : démonstration (3/4)

§4.1

Puisque cos(t) est continue, le théoréme des valeurs intermédiaires
garantit I'existence d’un (unique) ¢, € [0, 2] tel que cos(tp) = 0.
Comme cos(t)? + sin(t)? = 1 pour tout ¢ € R et sin(¢) > 0 pour tout
t € [0,2], nous avons donc cos(ty) = 0 et sin(ty) = 1, d’ou ee = .
Posons 7 := 2t,. Ainsi ¢™/? =i et ¢! = i = —1 puis %" = i* = 1.

Pour tout n € Z on trouve e?>™" = (e2™)" = 1" = 1. Réciproquement,
considérons z € C tel que ¢* = 1. Soient z,y € R tels que z = = + iy.
Alors 1 = |e*| = |e®] - [e%| = €%, d'ol = = 0. Pour montrer que y € 277Z
il suffit de montrer que e* # 0 pour tout y € ]0, 27].

Soit y € ]0,2n[, et donc 0 < /4 < 7/2. Nous avons e*¥/* = v + iv ol
u=cos(y/4) > 0 etv =sin(y/4) > 0. Ainsi la valeur
e = (u+iv)* = u? — 6uv? + vt + diuv(u® — v?)

n'est réel que si u? = v2. Comme en plus u? + v? = 1, ceci n'arrive
que pour u? =v? = 1, etdanscecasonae® = —1 # 1.
Ceci prouve que e* = 1 si et seulement si z € 2wiZ.
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§4.1

Propriétés de exp: C — C : démonstration (4/4)

(4) Nous savons déja que |e*| = 1 pour tout ¢ € R, donc exp(iR) C S.

Montrons l'inclusion réciproque exp(iR) O S : pour tout w € C tel que
|w| = 1 nous devons donc montrer gu'’il existe ¢ € R tel que e = w.

m Supposons d’abord que w = u + iv ol u > 0 et v > 0. Puisque
u € [0, 1] et la fonction cos est continue vérifiant cos(0) = 1 et
cos(m/2) = 0, il existe un (unique) ¢ € [0, 7/2] tel que cos(t) = u.
Ainsi sin(t)* = 1 — u* = v?, d'oU sin(t) = v car sin(t) > 0 pour
tout [0, 7/2]. Nous avons donc w = cos(t) + isin(t) = e*.

BSiw=u+t+iwvouu<0etv>0, alors on applique I'argument
précédent & —iw. Ainsi —iw = e, d'oll w = ie't = ' (t+7/2),

m Finalement, si w = u + v ou v < 0, alors on applique I'argument
précédent & —w. Ainsi —w = €', d'oll w = —e® = i+,

(5) Pour tout w € C, w # 0, nous avons |w| > 0, donc |w| = e* pour
un (unique) z € R. Comme w/|w| € S, il existe y € R tel que
e® = w/|w|. Nous concluons que z = x + iy Vérifie e* = w.

Léquation e*1 = e*2 équivaut a I'équation e*1 =2 =1,
et celle-ci équivaut a la condition z; — 2z, € 2miZ d’apres (3).
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Le logarithme In: R.y — R

Corollaire

La fonction exp: R — Ry admet une unique inverse In: Ry — R
telle que In(exp(z)) = x etexp(ln(y)) = y pour tout z € R ety € Rg.
Elle jouit des propriétés suivantes :

1 Onaln(e) =1 etln(x - y) = In(z) + In(y) pour tout z,y € Rs.

2 In est continue et strictement croissante, et nous avons
In(z) — 400 pour x — +oco ainsi que In(x) — —oco pour z — 0 .

38 In est dérivable avec pour dérivée In'(z) = L.
Démonstration. (1) exp(1) = e entraine In(e) = 1.
Pour z,y € R posons u := In(z) et v := In(y). Ainsi nous trouvons

In(z - y) = In(exp(u) - exp(v)) = In(exp(u +v)) = u+v = In(z) + In(y).

(2) découle des propriétés correspondantes de la fonction exp.

(3) Dériver In(exp(z)) =  donne In’(exp(z)) - exp(z) = 1.
Réécrivant cette égalité par y = exp(z) on obtient In'(y) = . O

§4.2
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Puissances réelles

§4.2

Corollaire

Soit z € R+¢. La fonction f: R — R définie par f(s) := exp(slnz) est
continue et vérifie f(s) = x* pour tout s € Q. C’est I'unique extension
continue des puissances rationnelles aux puissances réelles.

Ceci justifie de poser z° := e*™* pour tout = € R+ et tout s € R.
On obtient z*** = 2% - 2 et (z*)" = z*" ainsi que (z - y)* = 2* - y*.
Pour z > 1 la fonction s — z* est strictement croissante, pour x < 1
elle est strictement décroissante, et pour z = 1 elle est constante.
Pour s > 0 la fonction = — xz* est strictement croissante, pour s < 0
elle est strictement décroissante, et pour s = 0 elle est constante.

Démonstration. Ona f(0) = 1 et f(1) = z puis f(a+ 1) = z° - x.
Par récurrence ceci montre que f(a) = z® pour tout a € N.

Puisque f(—a) = 1/f(a) on voit que f(a) = z* pour tout a € Z.
Comme f(a) = f(a/b-b) = (a/b) pour tout b € N>q,

on obtient que f(a/b) = ¥/f(a) = V/x@ = 2/,

La continuité de f est claire. 80|t g: R — R5 o une autre fonction
continue vérifiant g(s) = x*® pour tout s € Q. Comme Q est dense
dans R, tout nombre réel a € R est limite d'une suite (a,,)nen dans Q.
Ainsi f(a) = f(lima,,) = lim f(a,) = limag(a,,) = g(lima..) = g(a). O
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Fonctions trigonométriques

Corollaire
Les deux fonctions sin, cos: R — R définies par

sin(t) := o (e — e~ %) et cos(t) :=1(e" +e7%)
jouissent des propriétés suivantes :

1 On asin, cos € C* avec sin’ = cos et cos’ = — sin.

2 Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2.

3 On asin® + cos? = 1. Pour tout (x,y) € R? vérifiant 2% + y? = 1
il existe un uniquet € [0, 2r| tel que cos(t) = x etsin(t) = y.

4 Onacos(s+t) = cos(s)cos(t) —sin(s) sin(t)
etsin(s + t) = cos(s) sin(¢) + sin(s) cos(t) pour tout s, t € R.

Démonstration. Tout découle des propriétés de exp: C — C*
démontrées plus haut. Par exemple, on prouve (4) par
cos(s +t) +isin(s+t)
= l(sHt) — giselt — [cos(s) + isin(s)] [cos(t) + isin(t)]

= [cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t)] + i [cos(s) sin(t) + sin(s) cos(t)].

§4.3
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Racines n-iemes de 'unité

Corollaire
Soitn € Ntelquen > 1. Pourk =0,...,n— 1 les nombres

¢k = g2mik/n — cos(%Qm’) + 4 sin(%?m’)

sont deux-a-deux distinctes et vérifient (¢¥)" = exp(2rik) = 1,
Ce sont donc les racines n-iemes de I'unité et on trouve

X" —1= (X = 1)(X = Go)-- (X = o).

A Im
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Racines n-iemes d’un nombre complexe

§4.3

Apres le polyndbme X™ — 1 regardons X" —wou w € C et n € N>;.

Corollaire (racines complexes)

Pour toutw € C il existe ¢ € C tel que " = w. Le polynéme X" — w
admet donc n racines dans C, a savoir ¢ ouk =0,...,n—1:

X" —w=(X—-&)(X —&) - (X —€G7).

Démonstration. Tout est clair pour w = 0. Supposons donc w # 0.
Pour tout w € C* il existe z € C tel que e* = w. Ainsi £ := e*/™ vérifie
£ = (e*/™)" = ¢* = w. Les racines de X" — w sont £¢F ou
k=0,...,n—1:elles vérifient (¢£¢¥)" = ¢ = w, elles sont
deux-a-deux distinctes, et la liste est exhaustive car le polynéme

X" — w de degré n admet au plus n racines dans le corps C. O
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Le théoreme de Gauss—d’Alembert (1/4)

§5.0

Un polyndme P € K[X] de degré n sur un corps K admet au plus n
racines dans K. S'il admet n racines rq, ..., r, € K, éventuellement
avec répétitions, alors il factorise comme P = u(X —ry) -+ (X — rp).

En général tel n'est pas le cas : penser a X2 + 1 sur R. Sur le corps C
des nombres complexes, par contre, tout polyndme se factorise ainsi :

Théoreme (de Gauss—d’Alembert)
Pour tout P € C[X] de degré n il existe r1,ra,...,7, € C etu € C*
telsque P=u(X —r)(X —7r2) - (X —1p).

Stratégie : Il suffit de montrer que tout polynéme P € C[X] de degré
> 1 admet une racine z € C. En factorisant P = (X — 2)Q on obtient
Q € C[X] vérifiant deg @ = deg P — 1, puis on conclut par récurrence.

(Cette astuce peut également étre utile pour le calcul pratique.)

Nous présentons ici la preuve d’Argand (1814) et de Cauchy (1820).
Elle procede par deux étapes, d’abord globale puis locale.
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Le théoreme de Gauss—d’Alembert (2/4)

§5.0

Pour montrer I'existence d’une racine nous utiliserons deux résultats :

Théoréme
La fonction exp: C — C vérifie exp(xz + y) = exp(z) exp(y) et tout
z € C s’écrit comme z = rexp(if) our = |z| et € [0, 2n]. O

Ceci nécessite la construction de la fonction exp puis la preuve des
propriétés énoncées. Tout ceci a été établi ci-dessus.

Théoréeme

Toute fonction continue h: X — R sur un compact X C R™ atteint son
minimum : il existe xy € X tel que h(xo) < h(z) pourtoutxz € X. O

Rappelons qu’une partie X C R™ est compacte
si et seulement si elle est bornée et fermée.
En I'occurrence X sera le disque fermé B(0,r) = {z € C | |z] < r}.

A La compacité est cruciale ! h: C — R, h(z) = ﬁ n'a pas de
minimum : quelque soit zy € C il existe z; € C tel que h(z1) < h(zp).
Bien sr inf{h(z) | z € C} = 0, mais cette valeur n’est pas atteinte.
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Le théoreme de Gauss—d’Alembert (3/4)

§5.0

Lemme (existence d’'un minimum global)

Soit f: C — C une fonction polynomiale, définie par
fz)=ao+arz+---+anz" 00 ap,as,...,a, €C.
Alors la fonction | f|: C — Rx( atteint son minimum :

il existe zy € C tel que |f(z0)| < |f(2)| pour tout z € C.

Démonstration. C’est clair pour une fonction constante f(z) = ao.
Il reste a analyserlecasolun > 1eta, #0. PourtoutzeCona:

CLnZn _ f(Z) _ an—lzn_l — e — a1z — ag Ifl est grand ici
= |an2n‘ < ‘f(Z)| + ‘anflzn_” +oo |a12| + |a0| Ici il existe
_ un minimum
= |f)] 2 lanll2]" = lan—1]]z["7" = -+ = |as||2| = |ao]

Le minorant a droite tend vers +oo pour |z| — +oc.

Il existe alors r > 0 tel que |f(2)| > |ao| pour |z| > r.

Soit p = inf{ |f(2)| | 2 € C }. Ona pu < |f(0)] = |aol-

Ainsi p = inf{ |f(2)| | z € B(0,r) } ou B(0,r) ={z € C||z| <r}.
Puisque |f|: B(0,r) — R est continue et B(0,r) est compact,

le minimum est atteint : il existe zo € B(0,7) tel que | f(z0)| = p. O



Le théoreme de Gauss—d’Alembert (4/4)

§5.0

Lemme (analyse d’'un minimum local)

Soit f: C — C une fonction polynomiale de degré n > 1.

Si|f(z0)| > 0 alors | f(z0)| n'est pas un minimum local :
il existe z; € C arbitrairement proche de z, tel que |f(z1)| < |f(20)|-

Démonstration. On définit g: C — C par g(z) = f(z + 2z0)/f(20)-
Nous allons montrer que |g(0)| = 1 n’est pas un minimum local de |g|.
La fonction g est polynomiale de méme degré n, donc

g(z) =1+ bpzF +---+b2" ol by, ...,b, € Cetby, b, #0.

Il existe 6 € R tel que bye’*® = —|by|. Pour z = re® on trouve
g(re?®) =14+ bprFet? 4. 4 b rme™® =1 — |by|r? + - + br7ett?,
Ainsi [g(re®)| < | 1= |bg|r® |+ -+ + [by|r™. Pour 0 < r < [bg|~1/k
ceci devient |g(re®)| <1 — 7% (|bg| — |brga|r — -+ — [bar"F).

Pour r > 0 assez petit le terme en parenthése est positif.
On conclut que |g(z)| < 1, donc |¢g(0)| = 1 n’est pas minimal. O

Ces deux lemmes prouvent le théoréme de Gauss—d’Alembert :
il existe zg € C tel que |f(zo)| = min|f]|, puis f(z9) = 0.
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Un mariage heureux d’algebre et d’analyse

§5.0

Contexte historique : Depuis le temps de Gauss, de nombreuses
(variantes de) preuves de ce théoréme important ont été publiées.

D’Alembert (1746) publia la premiere preuve, encore incompléte.

Gauss (1799) publia la premiere preuve acceptée comme rigoureuse.

Argand (1814) utilisa le principe du minimum comme présentée ici.
Cauchy (1820) compléta et popularisa la preuve d’Argand.

Algébre ou analyse ? En dehors de la France, le théoréme de
Gauss—d’Alembert s’appelle « théoreme fondamental de l'algebre »,
en anglais « fundamental theorem of algebra », ou en allemand

« Fundamentalsatz der Algebra » d’apres Gauss.

Il parle des polyndmes, certes, mais c’est aussi un théoreme
d’analyse, car R et C sont des constructions d’analyse.

Nous souhaitons un algorithme constructif!

Nous savons maintenant que toutes les racines existent dans C,
mais la preuve ci-dessus ne les explicite pas : elle ne nous donne
aucune indication comment les trouver / construire / approcher.
Nous y reviendrons plus loin.
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