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[9] P.Naudin, C. QuittéAlgorithmique al@brique Masson, Paris 1992.
O Une introduction tres compléete a I'algorithmique dggue, illustré en langage Ada. Cette
ceuvre offre une impressionnante collection d’exercieeplupart corrigés!

[10] V. Shoup,A computational introduction to number theory and algeluiay . shoup .net
O Une introduction trés proche dans I'esprit de la ndtreisrpaus complete. Elle servira parfai-
tement de suite et approfondissement et va bien avtulaber Theory LibrarNTL), écrite
par Shoup en C++. Les deux sont disponibles sur le web.
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[11] J.von zur Gathen, J. Gerhaipdern Computer AlgebraCambridge Univ. Press, 2003.
O Une excellente introduction a I'algorithmique mathéiga¢ en vue du calcul formel, qui
couvre un vaste terrain et tente de réconcilier théorneaique.

[12] H.CohenComputational algebraic number thegi§pringer-Verlag, Heidelberg 1993
O Une riche source d’algorithmes en théorie des nombres fdriesentée et détaillée, par un des
auteurs du systeme PARI (calcul en théorie des nombrésal avanceé.

[13] A.M.Cohenet al, Some Tapas of Computer Algeb&pringer-Verlag, Berlin 1999.

O Untour d’horizon de résultats classiques et d'applicati®centes, regroupés en divers sujets,
allant de I'élémentaire au plus pointu.

4. Aspects algorithmiques particuliers

[14] P.RibenboimThe new book of prime number recor@pringer-Verlag, New York 1996

[15] R.Crandall, C. Pomeranc®rime numbers — a computational perspectigpringer-Verlag,
New York 2001
O Lalgorithmique des nombres premiers et la factorisatieigdainds nombres entiers sont deve-
nues un domaine hautement spécialisé. Les deux liveeedents développentun beau panorama
tout en offrant des approfondissements mathématiques.

[16] J.-P. Delahayd,e fascinant nombrer, Pour la Science, Paris 1997
0 Encore un sujet fascinant, assez spécialisé mais aussizanta

5. Mathématiques

Les mathématiques requises sont pour la plupart éléairest dans les chapitres plus avancés elles
correspondent au niveau de la licence (bac+3). Il existe@vment de nombreuses ceuvres qui présentent
les mathématiques a ce niveau, n’en citons que quelquess:un

[17] R.L.Graham, D.E. Knuth, O. PatashnMathématiques conétes Vuibert, Paris 2003
O Une introduction en douceur aux notions mathématiquéiségs dans KnuthThe art of
computer programming=lle se veut volontairement concrete, basique et tedsilEe.

[18] L. Schwartz Algebre me aniée Dunod, Paris 2003
O Introduction a la trilogie groupes—anneaux—corps, cadterre récente est bien adaptée a un
cours d’algebre au niveau licence (bac+3).

[19] D. Guin,Algebre Editions Belin, Paris 1997
0O Sympathique introduction a I'algebre niveau licencéinse ; tome 1 : groupes, anneaux,
modules; tome 2 : corps et théorie de Galois.

[20] M. Artin, Algebra Prentice Hall, 1991
[0 Cette introduction al'algebre entame la trilogie grostggnneaux—corps en partant des exemples
concrets, dont elle fournit une riche collection.

6. Analyse nunerique

Le calcul numérique n’est que brievement abordé auxidesthapitres de ces notes. Les ceuvres
suivantes peuvent servir d’introduction & I'analyse euiqe.

[21] H.Boualem, R. Brouzet,a plaréteR. Voyage au pays des nombrégls Dunod, Paris 2002
[0 Lobjet fondamental pour toute I'analyse est le corps desimes réels. Ce sympathique
bouquin arrive a poser ces fondements d’'une maniéreesetittes agréable a lire.

[22] J.-P. DemaillyAnalyse nurerique etequations diférentielles EDP Sciences, 1996
O Issu de I'enseignement en premier cycle, cet ouvrage inttifcessaie de faire le pont entre
analysex purey et « appliquée;.
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A*
A><
alb
a~b
A/l

Quelgues symboles fequemment utilises

I'ensemble des nombres natureld @, 3, ...

'anneau des entiers @1, +2,+3, ...

le corps des nombres rationnels

le corps des nombres réels

le corps des nombres complexes

I'anneauZ +iZ c C des entiers de Gauss aviée= —1

valeur absolue de, c’est-a-dirgx| = x pourx > 0 et|x| = —x pourx < 0
arrondi dex € R vers—oo, défini par|x| ;== max{ne€ Z | n < x}

arrondi dex € R vers+oo, défini par[x] :=min{ne Z | n > x}

partie entiere d& € R défini par[x] := |x] six> 0 et[x] := [X] six<0
entier le plus proche de; dans le cas ambigu= Zni% on pose/ x| =2n
logarithme dex & baseb

logarithme dex & base 2

logarithme dex a basee

I'intervalle des nombres réels entietb (les extrémités etb incluses)
lintervalle {a,a+1,...,b—1,b} des entiers entra (inclus) etb (inclus)
lintervalle {a,a+1,...,b—1} des entiers entra (inclus) etb (exclus)
lintervalle {a+1,...,b—1,b} des entiers entra (exclus) et (inclus)
lintervalle {a+1,...,b—1,b— 1} des entiers entra (exclus) et (exclus)

I'ensemble des entiers positifs2 3, . ..

I'ensemble des nombres rationnels positifs

I'ensemble des nombres réels positifs

'anneau quotienZ/nZ, y compris le cas particulieto = Z/0Z = 7
la projection canoniquey: Z — Z, définie para+— a=a+nZ

la classea = [a]n = (&) de I'entiera dans le quotient./nZ

division euclidienne da € Z parb € Z* avec quotientj= adivbe Z et ...

... rester = amodb, définis para=gb+r et0<r < |b|
affectation : la variable prend la valeur de I'expressi@n
échanger les valeurs des variakdest b
représentation décimale du nombrel®+1-10°+0-10'+1-10°= 1101
représentation binaire du nombre2 +1-224+0-21+1.20=13
longueur de la représentation binairerde Z (c'est-a-dire le nombre de bits),
lenn:=min{¢/ € N | |n| < 2‘}, donclen0=0, len1=1, len2=len3=2,
len4=...=len7=3,len8=--- =len15=4, etc.

le sous-ensemble des éléments non-nuls d'un ankeau

le groupe multiplicatif des éléments inversibles dansimneatA
adiviseb dans I'annea en question, cad il exisge Atel queaq=Db
aetb sont associés dams cad il existeu € A* tel queua="b

'anneau quotient d’'un annedupar un idéal C A
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Vous apprécierez davantage la programmation
si vous la comparez a une création littéraire
destinée a étre lue.
Donald E. Knuth

CHAPITRE |

Une breve introduction a la programmation en C++

Objectifs

» Apprendre les éléments du langage C++ afin de programnedgaes petits exemples.
» Se familiariser avec quelques concepts fondamentaux dedmgmmation : variable, type, instruc-
tion, condition, boucle, fonction, paramétre, copieef&rénce.

Ce premier chapitre sert d’introduction au langage de pmognation C++, dans le but de pouvoir
mettre en ceuvre des algorithmes de calcul. Méme si vougn’mmais programmé, ne vous effrayez
pas : nous commencons par des exemples faciles. Les naléohase présentées ici suffiront pour nos
besoins modestes dans ce couksong terme il vous sera sans doute utile d’élargir et dtapndir
VOS connaissances en programmation : vous &tes vivematéisira consulter le rayon C++» de votre
bibliothéque universitaire afin d'y trouver I'ceuvre quingconvienne le mieux. Vous pouvez également
Vous renseigner sur internet, par exemple sur lewite. cplusplus. com.

Comment demarrer ? Dans toute la suite nous allons travailler sous le systei&/Ginux. Avant
tout, loguez-vous sur une machine et ouvrez une fenéteerm pour y entrer des commandes. Afin de
sauvegarder vos futurs fichiers vous pouvez créer unt@pede travail, nomméae pour fixer les idées,
puis certains sous-répertoires. Il suffit pour ce fairetiider la commandenkdir (make directory, en
I'occurrence en tapanikdir mae . Ensuite vous pouvez vous placer dans votre répertgiee en tapant
cd mae (change directory

Ou trouver les fichiers d’exemples ?Vous pouvez copier la plupart des fichiers d’exemples pour ne
pas les retaper ; vous les trouvez tous dans le réperteiteerm/mae . VOus pouvez créez un lien symbo-
ligue (link) par 1n -s ~eiserm/mae source. Veérifier parls (list) que vous avez bien créé un lien qui
s’appellesource. Le lien s’utilise comme un sous-répertoire ; par exempie,source/chap01 montre
la liste des fichiers disponibles pour le chapitre 1. Afin dediller avec ces fichiers, surtout pour les mo-
difier, vous les recopiez dans votre répertoire en tapaftir chapO1, puiS cp -v source/chap01/*
chapO1. Il sera utile de suivre la méme démarche pour les chaystrenir.

Sommaire

1. Editer et compiler des programmes.1.1. Un premier programme. 1.2. Un programme erroné.
1.3. Structure globale d’un programme en C++.

2. Variables et types primitifs. 2.1. Letypeint. 2.2. Le type bool. 2.3. Le type char. 2.4.Le
type float.  2.5. Constantes. 2.6. Références.

3. Instructions conditionnelles. 3.1. L'instruction if. 3.2. L'instruction switch. 3.3. Bale while.
3.4. Boucle for. 3.5. Les instructions break et continue.

4. Fonctions et paranetres. 4.1. Déclaration et définition d’'une fonction. 4.2. Modemhssage
des parametres. 4.3. Les opérateurs. 4.4. Portée leilitési 4.5. La fonction main.

5. Entrée et sortie. 5.1. Les flots standard. 5.Ecrire dans un flot de sortie. 5.3. Lire d’un flot
d’entrée. 5.4Ecrire et lire dans les fichiers.

6. Tableaux. 6.1. La classe vector. 6.2. La classe string.

. Quelques conseils degdaction. 7.1. Un exemple affreux. 7.2. Le bon usage.

8. Exercices suppdmentaires. 8.1. Exercices divers. 8.2. Un jeu de devinette. 8.3. Cailend
grégorien. 8.4. Vecteurs. 8.5. Chaines de caractérésT@oologie du plan.
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4 Chapitre | — Une breve introduction a la programmation erC

1. Editer et compiler des programmes

Placez-vous dans le répertoire souhaité, par exemplapamtcd ~/mae, puis tapez la commande
emacs somme.cc Suivi d'un signe &’. L'éditeur de texteemacs s’ouvre alors dans une fenétre. Ouvrez
un fichier, disonk somme.ce et vous pouvez commencer a taper votre texte.

1.1. Un premier programme. Recopiez le texte suivant en utilisant la touche de talnriagipres
chaque passage a la ligne, de fagon a obtenir une indentaitomatique. Tout texte apres le symbole
‘//"jusqu’a la fin de la ligne sert de commentaire. (Il sert &@anformation uniquement; ne le retapez
pas afin d’économiser du temps.)

Programme .1  Un programme impeccable somme+. cc
1 #include <iostream> // fichier en-t&te iostream pour 1l’entrée-sortie
2 using namespace std; // accés direct aux objets et fonctions standard
3
4 int ma_fonction( int n ) // définition d’une fonction & un paramétre n
5 { // cette accolade commence le corps de la fonction
6 return n*n; // cette instruction calcule et renvoie la valeur n~2
7 ) // cette accolade termine le corps de la fonction
8
9 int main() // définition de la fonction principale
10 { // cette accolade commence le corps de la fonction
11 cout << "Calcul de la somme de ma fonction f(k) pour k=a,..,b" << endl;
12 cout << "Donnez les valeurs des bornes a et b svp : ";
13 int min, max; // définition de deux variables appelées min et max
14 cin >> min >> max; // lecture des deux valeurs du clavier
15 int somme= O; // définition et initialisation de la variable somme
16 for( int k= min; k <= max; k= k+1 ) // boucle allant de min & max
17 { // début du bloc de la boucle
18 cout << somme << "+" << ma_fonction(k); // afficher les deux valeurs
19 somme= somme + ma_fonction(k); // recalculer la somme
20 cout << " = " << somme << endl; // afficher la nouvelle somme
21 } // fin du bloc de la boucle
22 cout << "La somme vaut " << somme << endl; // afficher le résultat final
23 } // cette accolade termine le corps de la fonction

Pour sauvegarder votre texte cliquez sare dansle menufile . Pour lancer la compilation cliquez
sur compile dansle menwtools, puis remplacemake -k parlacommandg++ somme.cc aubasde
la fenétre emacs. La fenétre se scinde en deux partigss tantient votre programme, I'autre vous montre
I'évolution de la compilation et les erreurs éventuelles cas de succes, la compilation se termine par le
messageCompilation finished at ... \ous avez obtenu un fichier exécutable, nomm@&ut,
dans votre répertoire de travail. Revenez dans la fen@iti@le xterm et lancez la commande. out (il
faut éventuellement taper/a.out).

Exercice/P1.1 Essayez, par exemple, de calcup(3 a la place dg k2. Puis, si vous étes courageux ou impatient,
essayez de calculgrk!. (Pour ce faire, il faudra introduire une boucle pour cidca! dansma_fonction . Devinez-
vous déja comment le faire ? Si non, veuillez patienteet lire la suite.)

Remarqud.2 Notez gu’ily a toujoursun seuffichier a.out dans votre répertoire de travail. Conserver des exélagab
n’est pas toujours une bonne idée : vérifiez la taille de cieidir en tapantls -1. Si vous voulez conserver un
exécutable, vous pouvez le renommer a I'aide de la comeamd move), par exemple en tapamntv a.out somme,
avant de compiler un autre programme dans le méme réper®dé maniere alternative, la compilation avge+
somme.cc -o somme compile le fichier sourcesomme. cc et produit un exécutable nomn¥mme .

1.2. Un programme erroré. Vous pouvez maintenant éditer votre second programmeiftaire-
ment faux afin de provoquer des erreurs de compilation) Ulicsurfiles puis suropen et entrez le
nom faux.cc du fichier & ouvrir dans la ligne de commande. Tapez alorextetdu programme?2 et
lancez la compilation. Vous obtenez, entre autre, les rgesssuivants :
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§1 — Editer et compiler des programmes

faux.cc: In function ‘int main()’:

faux.cc:10: ‘cout’ undeclared (first use this function)
faux.cc:10: ‘i’ undeclared (first use this function)
faux.cc:11: ‘endl’ undeclared (first use this function)
faux.cc:11: parse error before ‘int’

faux.cc:12: non-lvalue in assignment

Si vous placez la souris sur la ligngaux.cc:10 et que vous cliquez deux fois avec le bouton du
milieu, le curseur se placera automatiquement sur la ligneespondante du texte source.

Programme .2 Un programme erroné faux.cc
1 int carre( int n )
2 A
3 return nxn;
4 %
5
6 int main()
7 A
8 for( int p=0; p<10; p++ )
9 {
10 cout << carre(i) << endl
11 int k;
12 5= p;
13 }
14 }

Essayons de rectifier le programme ci-dessus. Ledtait est déclaré par exemple dans le fichier
iostream : nous devons ajouter la directiveinclude <iostream> en début de fichier. Recompilez,
puis ajouterusing namespace std; pour voir la difference.

Dans la ligne 10, la variable n’est pas déclarée : il convient de rempladepar p . L'erreur suivante
provient de I'absence du point virgule apres l'instructio

cout << carre(i) << endl
(Remarquez a ce propos la mauvaise indentation de la lignarge).

La derniere erreur vient de ce que le sigre ést le signe d’'affectation et non le signe d’égalité. On
ne peut affecter de valeur a une constante : on dit que cé pessune valeur & gauchieft value). Une
fois les erreurs corrigées la compilation se déroule mdement.

1.3. Structure globale d’'un programme en C++.Comme on a déja vu dans le programhie
un programme en C++ se compose de certains €lements gmiguant de parler des détails dans le
paragraphes suivants, donnons un apercu de sa struabivadey|

Variables: Les variables représentent les données et I'état dgiklgPendant I'exécution, leurs va-
leurs subissent certains changements, prescrits parsiesdtions du programme. Le comporte-
ment et la capacité d’'une variable sont déterminés patyg®(voir §2).

00 La définition d’'une variable peut, en C++, étre faite n'mnf@ ou dans le code (mais, bien
entendu, avant I'utilisation). Cela permet de la définssaypres que possible de I'endroit ou elle
est utilisée : on améliore ainsi la lisibilité du code.

Instructions: Les actions décrites dans le code source du programme somh@esnstructions |l
s’agit par exemple des calculs, des affectations, desatipas d’entrée-sortie, etc. Les instruc-
tions conditionnelles, avant tout, seront discutée$3e/n programme consiste ainsi d’'une liste
d’instructions, séparées par des point-virgules.

0 On a souventintérét a regrouper plusieurs instruct@nenbloc en les mettant entre deux
accolades {’ et * } . Vous pouvez considérer un bloc comme une seule instmgctitecom-
plexecar elle est composée de plusieurs instructions pluadéiéaires. Le point-virgule obliga-
toire aprés chaque instruction est facultatif apres oo Kl. . . }.
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6 Chapitre | — Une breve introduction a la programmation erC

Fonctions: Pour augmenter la lisibilité d’un logiciel, il est en g&al indispensable de le découper en
sous-programmes, appelesctions Il s’agit d'un bloc d'instructions (lecorpsde la fonction)
qui porte un nom (figurant a i&tede la fonction). On peut ainsi appeler la fonction de n’inipor
ou dans le programme.

0 Vous pouvez regarder un programme comme une longue listsetdictions, tout comme un
roman, aussi long gu’il soit, consiste une suite de motse@éant, a partir d’'une certaine taille,

il est nécessaire d'introduire plus de structure : desgraghes, des sections, des chapitres, ...
En C++ une fagon de ce faire est le regroupement en fonafnis en classes et modules).

0 Une fonction peut avoir dgsaranetreset peut renvoyer unealeur, ce qui fait I'objet dug4.
Le programme principal est une fonction dont le nom dog &kiin .

Directives: Ce sont des instructions spéciales (précédées duteegatiese# ) qui sont traitées avant
la compilation. Le préprocesseur modifie le texte sourgerdgramme en y incluant, par exemple,
le contenu des fichiers en-téte. L'usage des fichiersteret® une fagon archaique mais éprouvée
pour déclarer les fonctions d’une bibliotheque que I'tilisera dans le programme. C’est le cas
pour le fichieriostream, qui déclare I'entrée-sortie standard (Véi).

Commentaires:|l est souhaitable, voire nécessaire, d'inclure des contaiees pour expliquer le
fonctionnementdu programme (v@ir). Ces commentaires doivent étre compris erftke. . */ .
On peut aussi commenter une ligne en la faisant débuter par

Soulignons finalement la fameuse distinction edégnitionet déclaration:

Définitions: Tout objet utilisé (variable, constante, fonction) detite” définiexactement une fodans
le programme, ni plus ni moins. La définition d’une variat#serve la mémoire nécessaire; la
définition d’'une constante spécifie sa valeur ; la débniti’'une fonction génére le code associé.

Déclarations: Tout objet (variable, constante, fonction) doit étreld&au moins une foiavant d’étre
utilisé dans le programme. Ceci permet au compilateur deaitre déja le type de 'objet afin
d'y faire référence, alors que I'objet lui-méme peutadéfini plus tard.

Toute définition est aussi une déclaration, mais norpréguement.

Programme 1.3  Déclaration vs définition affiche.cc
1 #include <iostream> // directive pour inclure iostream
2  using namespace std; // accés direct aux fonctions standard
3
4  void affiche( int i ); // déclaration de la fonction affiche
5
6 int main() // définition de la fonction main
7 A
8 int n; // définition de la variable n
9 cout << "donnez un entier : "; // premiére utilisation du flot cout
10 cin >> n; // premiére utilisation de cin et n
11 affiche(n); // appel de la fonction affiche
12 3}
13
14  void affiche( int i ) // définition de la fonction affiche
15
16 cout << "la valeur est " << i << endl;
17 }

Question/PL.3. Pourquoi la déclaration de la foncticiffiche () est-elle nécessaire dans la ligne 4 du programme
1.3? Pourrait-on s’en passer ? Que se passe-t-il si vous lazreiteommentaire ? Le comparer avec le programme
1.1 : ou s'effectue la déclaration des fonctions dans ce defi

Remarquel.4. La déclaration séparée d’'une fonction, si elle n’esttpafurs nécessaire dans de petits programmes,
est indispensable si I'on veut appeler une fonction avaritadeir définie, comme c’est le cas dans le programme
1.3. La déclaration séparée devient obligatoire si deuxtions s’appellent mutuellement ou si I'on veut appeler une
fonction dans des modules distincts (voir & ce propasgeogrammation modulaire).
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§2 — Variables et types primitifs 7

2. Variables et types primitifs

De maniére générale, un programme travaille de I'infation : pendant I'exécution, cette information
est stockée dans la mémoire et subit des changementsislésanstructions du programme. (Relire le
programmd.1 pour un exemple.) En C++, I'information est organisée pvériables Chaque variable
est d’'un certairtypeet porte umom(sonidentificateuy.

Mémoire. Sur un ordinateur, I'unité élémentaire de I'informatiest lebit qui ne prend que les deux
valeurs 0 et 1. La mémoire de 'ordinateur peut étre vueroerane tres longue suite de bits. Une séquence
de huit bits consécutifs est appelée antet (ou byteen anglais) : il peut représentet 2 256 valeurs
differentes. De maniére analogue, deux octets peuvprésenter ¥ = 65536 valeurs, etc. Regardons par
exemple comment sont stockées deux variables b, de taille 2 octets disons :

valeur de la variable a valeur de la variable b

autres donneeg—————"- v A~ \ autres donnee

...0110[101000110110010001010101/00010001[1110. . .

fadresse de la variable eradresse de la variable b

A titre d'illustration, suivons I’'humble vie de la variabke durant I'exécution de la fonction suivante :

int test()

{ // Au début de ce bloc la variable a n’existe pas encore
short int a; // Création de la variable a: allocation de deux octets
a= 3+ (4 %x5); // Evaluation d’une expression, puis affectation du résultat
return a; // Renvoyer (copier) la valeur de a & 1l’instance appelante

} // Destruction de la variable a devenue inutile, puis retour

La variablea est créée lors de giefinition; le compilateur lui réserve alors deux octets a une cegtai
adressedans la mémoire. Laom« a » fait ensuite référence a cette adresse. Les instrigtionpro-
gramme ne changent quealeur stockée a cet endroit, qui, lui, ne bouge plus. Quand labkr n'est
plus utilisée, a la sortie du bloc (ou fonction ou prograou elle est définie, elle edétruite La mémoire
occupée jusqu'’ici est rendue au recyclage, pour ensuitket d’autres données. Dans notre exemple la
valeurde la variablea est renvoyée comme résultat de la fonctigsst () a la fonction appelante :

int b; // Création de la variable b: allocation de deux octets
b= test(); // Appel de test(), puis affectation (stockage) du résultat

0 Soulignons que pendant toute sa vie, la variableccupe deux octets exactement, jamais plus. La
raison est simple : c’est lors de sa création qu'il fautidiécde sortype disonsshort int, ce qui fixe

en particulier la tailleLe type reste le Bme durant toute la vie d’'une variabl®&ans notre cas, la taille de
deux octets limite forcément la capacite’® 2aleurs seulement. Linterprétation des valeurs possibt

les opérations disponibles sont également définiespgpe, comme discuté plus bas.

0 Comme on le voit dans ces exemples, l'affectation suit ldasygvariable= expression. La
sémantique est la suivante : d'abord I'expression edti@eapuis la valeur qui en résulte est affectée a la
variable. Pour ceci le résultat de I'expression doit éirenéme type que la variable, sinon le compilateur
essaiera d'effectuer une conversion (implicite) ou éraeth message d’erreur (en cas d’incompatibilité).

Noms. Le nom d’une variable sert a I'identifier : il permet en peutier de trouver 'emplacement
dans la mémoire, d’accéder a la valeur stockée et de tfimo

Un nom peut &tre constitué de lettres, de chiffres et daatére blanc souligné_ » (underscoresn
anglais). Un nom ne doit pas commencer par un chiffre eteldief les mots clés réservés du langage.
0 Notez que le C++ fait la difference entre majuscules et stnles : les deux nomsoto et Toto ne
représentent donc pas la méme variable. En C++ les nomardbles peuvent étre aussi longs que I'on
désire, toutefois le compilateur ne tiendra compte qued@qgwemiers caracteres.
0 Vous pouvez donner n'importe quel nom pourvu qu'il respéeseregles précédentes. Veillez tout de
méme a ce qu’un nom de variable soit en rapport avec t@tjuelle aura dans votre programme : cela aide
a une meilleure compréhension de celui-ci, surtout darsode source long et complexe (V1.
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8 Chapitre | — Une breve introduction a la programmation erC

Types. Le C++ est un langageypé : le type d’une variable détermine sa capacité (sa tadlesda
mémoire et les valeurs possibles) ainsi que son comportiies opérations disponibles dans le langage).

Une des particularités du C/C++ est que ce langage se vethi@de la machine. Il ne fournit donc que
des types directement existant sur le microprocesseue @gproche a pour avantage une grande rapidité
a I'exécution. Pour en profiter, par contre, il faut commahes un peu comment travaille la machine.

Le C++ fournit un trés petit nombre dgpes primitifs dont la capacité et le comportement sont
prédéfinis par le compilateur. Les types primitifs sontinggnésents dans la programmation en C++. On
discutera par la suite chacun de ces types, sa capacité @srations, ainsi que ses limitations :

bool: booléen, ne prend que deux valeursrue (=1) et false (=0).

char: caractere (taille 1 octet typiguement), optionsigned, unsigned

int: nombre entier (taille 2 ou 4 octets typiquement), optiossgned, unsigned

short int: nombre entier (taille 2 octets typiqguement), optionrs gned, unsigned

long int: nombre entier (taille 4 octets typiquement), optionsigned, unsigned

long long int: nombre entier (taille 8 octets typiquement), optiorsigned, unsigned

float: nombre a virgule flottante simple précision (typiquenmenttets)

double: nombre a virgule flottante double précision (typiqueng&attets)

long double: nombre a virgule flottante triple précision (typiguemgaioctets)

O Afin d’éviter d’éventuelles déceptions, soyons claites types du C++ sont treés loin des concepts
idéalisés des mathématiques. Par exemple, le iyjiene modélise que lespetits entiers. De maniere
analogue, le typeloat n'arien a voir avec les nombres réels : la mémoire finiedikhplique que I'on
ne peut stocker que des développements binawaguesce qui produit forcement des erreurs d’arrondi.

2.1. Le type int. Le type int a été concu pour modéliser les entiers (plus préasties« petits
entiersy, voir la capacité plus bas). En C++ on pourrait écrire paneple :

int p,q; // définition de deux variables p et q de type int

p= 10; // affectation d’une valeur (ici une constante) : p vaut 10
g= 5*(p+1); // évaluation d’une expression, puis affectation : g vaut 55
P= q; // affectation (ici copie d’une valeur) : p vaut 55
g= q+1; // affectation (ici augmentation par 1) : q vaut 56

Apres exécution, les variablgs et g ont les valeursss et 56, respectivement. Définition et affectation
peuvent étre combinées. Ainsi les lignes suivantes psedtile méme résultat qu'avant :

int p(10); // définition de p avec initialisation & la valeur 10
int g= 5%(p+1); // définition de q et affectation de la valeur 55

pP= q; // affectation (& noter que p est déja défini)

q= g+1; // augmentation (& noter que q est déja défini)

Capacité du type int. A cause des limitations de taille, une variable de type ne peut stocker que
des valeurs entre 231 = —2147483648 et¥ — 1 = 2147483647 incluses. Il existe des varians@srt
et long et long long, dont chacune peut étreigned (I'option par défaut) ouunsigned. Le tableau
suivant en donne les capacités correspondantes (imptéesepar GNU C++ sur un processeurs a 32 bits;
elles peuvent varier d'un compilateur a un autre, et mémeaedmachine a une autre).

type taille valeurs plage des valeurs possibles
octets bits| possibles minimum maximum
unsigned short int 2 16 216 0 65535
signed short int 2 16 216 —32768 32767
unsigned int 4 32 232 0 4294967295
signed int 4 32 232 —2147483648 2147483647
unsigned long int 4 32 232 0 4294967295
signed long int 4 32 232 —2147483648 2147483647
unsigned long long int 8 64 264 0 18446744073709551616
signed long long int 8 64 264 —9223372036854775808  9223372036854775807

0 Sil'on veut faire des calculs avec des entiers plus graegdgypes primitifs ne suffiront plus. Dans ce
cas il faut une solution sur mesure ; on discutera une im@iéation au chapitri.
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§2 — Variables et types primitifs 9

Comportement du type int. Les valeurs prises par une variable de type sontinterprétées comme
des nombres entiers, signés ou non, suivant le schénm&s-a

représentation binaire interprétation| interprétation En C++ ce schéema correspond aux valeurs
sur 2 octets = 16 bits ‘unsigned’ " signed’ possibles d'une variable de typghort int,
0000000000000000p;n Odec Odec aussi appel&hort tout simplement.
00000000 00000001 p; 1 1 .
0000000000000010@" zdec 2de° Il admet deux variantes :
0000000000000011@“ Sdec 3dec unsigned short allant de 0 a 65535, puis
bin dec dec signed short allantde—32768 & 32767.
0111111111111110p, 32766ec 327664ec Peut-étre la deuxieme moitié de [in-
0111111111111111, 3276%ec 3276 e terprétation signed vous semble un peu
10000000 00000000 i, 32768ec | —327684ec arbitraire, voire bizarre. Mais elle devient tres
10000000 00000001 pin 3276%ec |  —3276Tec naturelle si I'on calcule modulo® : ainsi
32768= —32768, puis 3276 —32767, etc
1111111111111100p, 65532ec —A4ec ... finalement 65534 —2 et 65535= —1.
1111111111111101 i 65533ec —3dec Les typesint et long int sont représentés
1111111111111110pin 65534jec —2dec de la mé&me maniére mais sur 4 octets, et le
1111111111111111pin 6553%ec —Ldec type long long int sur 8 octets.

Opérateurs arithmétiques. Les int admettent les opérateurs de comparaison usuels : &gal
different !=, inférieur <, inférieur ou égak=, supérieur>, supérieur ou égat=. Ce sont des opérateurs
binaires qui comparentdeuxat etrenvoientlavaleur booléenne quien résulte. Lesaipars arithmétiques
+,-,* ontleur sens usuel pour lemt , avec une exception importante : si la capacité est dépassul
le reste moduloZ est retenu! (Voir la représentation interne esquissée Iphut.) Autrement dit :

0 Les variables de typent avec les oprations +, -, * 0
mocklisent non les entiers mais les entiers modi#o

Quant a la division desnt , I'opérateur/ calcule la partie entiere du quotient, alors que I'op&uat
% en calcule le resteA noter donc quel7/3 vaut 5, et 17%3 vaut 2. Si I'on veut calculer la fraction
comme une valeur a virgule flottante, expliquée plus bdaut d’abord transformer les deux opérants en
float puis utiliser la division prévue pour leloat .

Opérateurs mixtes. Au dela de l'opérateur d’affectatior, les opérateurs=, -=, *=, /=, %=
composent I'affectation avec un opérateur arithmétique=b eéquivaut aa=a+b, puis a-=b équivaut a
a=a-b etc. Pour afficher les valeuss, 5,10, ... ,95,100, par exemple, on peut ainsi écrire :

for( int i=0; i<=100; i+=5 ) cout << i << " ";

Dans de telles boucles on utilise également I'incrémeria++ ou la decrémentatior-. La version
préfixe ++i équivaut ai=i+1 ou encore ai+=1. La version postfixei++ change la variablel de la
méme facon, mais renvoie I'ancienne valeurideomme résultat, tandis que la version préfixe en renvoie
la nouvelle. Doncint i=5; cout << i++; cout << i; affiche 56, tandis que la variantént i=5;
cout << ++i; cout << ij; affiche le résultaBé.

Exercice/P 2.1.En reprenant le programnhd comme modele, écrire un programme qui lit au clavier un
nombre natureh et calcule la factoriella!. Jusqu’'a quelle valeur dele calcul est-il correct ?

Exercice/P2.2 Vous pouvez calculer et afficher les puissances succelyas, 22, 23 ... et ainsi déterminer vous-
mémes la capacité du typsmsigned short int avec la boucle suivante :
for ( unsigned short int entier=1, bits=0; entier!=0; entier*=2, ++bits )
cout << "27" << bits << "=" << entier << endl;

La boucle s’arréte lorsque la variabntier vaut 0, ce qui arrive apres 16 itérations. Expliquez ce phésmmen”
D’une maniére analogue, deviner puis vérifier le résultacalcul suivant :

unsigned int p=0; cout << "p = " <K<K p K", p-1 " << p-1 << endl;
signed  int q=(p-1)/2; cout << "q = " << q << ", g+l = " << g+l << endl;

\Vous pouvez ainsi déterminempiriquementes limites du typeint , et, aprés modification, des autres types entiers.
Une implémentation de cette idée est disponible danshefidimites.cc.
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10 Chapitre | — Une breve introduction a la programmation erC

2.2. Le type bool. Le type bool modélise les variables booléennes. Une telle variablped
prendre que deux valeurs : vrai (=1) ou faux (=0). Ainsi deomstantes de typeool sont prédéfinies :
true et false. Les opérations de la logique booléenne sont réalisgéelm négation! b, la conjonction
«et» a&&b, et la disjonction inclusive ou» al|b, ol a et b sont deux expressions de typeol et
les opérateurs renvoient a nouveau une valeur deypéa . On dispose aussi des comparaisons usuelles,
égalité a==b etinégalitéa!=b.

Le type bool est particulierement important pour les instructionsdittonnelles, expliquées €§8
plus bas. L'opérateur conditionnel en est une variantsuitlla syntaxe

(booléen 7 (expressioh : (alternative ;

Si (booléen est vrai, cet opérateur retourne la valeur(depressioh, autrement il retourne la valeur de
(alternative. Ainsi la fonction

int max( int a, int b ) { return ( a>=b 7?7 a : b ); }

calcule le maximum de et b.

Question2.3. Déterminer les valeurs des variables booléennes agsetefinitions suivantes :

bool a= ( 1< 2);
bool b= ( -1 > 0 );
bool c= ( a & b );
bool d= (a |l b) != (3 ==14);

Dans les trois premieres lignes, les parenthéses ne asmigeessaires mais facilitent la lecture. Dans la derfigne
les parenthéses deviennent importantes. De manieggalénsi vous avez le moindre doute sur la priorité dediffits
opérateurs, mettez des parenthéses qui expriment ceogsevaulez dire.

Remarque.4. Dans une expression logique, un entieest implicitement converti ebool . Explicitementbool (i)
vaut false si i vaut zéro, ettrue sinon. Par exemple5| |4 vaut true . Réciproquement, une valeur booléenne
b peut étre converti en un entietiht (b) vaut 0 si b vaut false, et int(b) vaut 1 si b vaut true . Ceci est fait,
par exemple, pour I'affichagecout << false << true; affiche01.

2.3. Le type char. Une variable de typechar contient un caractére, par exemple une des lettres
a...z 0ou A...Z, mais aussi des chiffre§...9 ou bien d’autres symboles comme #$%& () *+,-.
etc. A priori, il n'y a rien de numérique dans cette notionuRant, dans un ordinateur, tout caractere est
codé par un entier. Il existe ainsi une tablexdeaduction» entre valeur entiére et caractere : le plus souvent
c’est la table ASCIlI American Standard Code for Information Interchange compilateur se charge de
faire la transition entre les deux formes d'écriture :

Programme .4 Conversion entreint et char intchar.cc

#include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

int main()

1
2
3
4
5 {
6
7
8
9

int i= 65; // 65 est le code ASCII du caractére ’A’
char c= char(i); // conversion explicite de int en char
cout << ¢ << ":" << i << endl; // affichage du caractére et de son code
c= ’B’; // le caractére ’B’ correspond au code 66
10 i= c; // conversion implicite de char en int
11 cout << ¢ << ":" << i << endl; // affichage du caractére et de son code
12 i= 67; // 67 est le code ASCII du caractére ’C’
13 cout << char(i) << ":" << i << endl; // conversion et affichage & la fois
14 c= ’D’; // le caractére ’D’ correspond au code 68
15 cout << ¢ << ":" << int(c) << endl; // conversion et affichage & la fois

Comme on le voit dans cet exemple, la conversion d’'une vigrialde type int dans le typechar
est assez naturelle : on écrit simplemehtr (i) . Réciproquementjint (c¢) convertit la variablec de
char en int. La conversion est effectuée implicitement si nécessair
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Capacité et comportement du type char.Le type char occupe un octet, ce qui veut dire que le code
ASCII ne peut prévoir que 256 caracteres (en fait seuld &spremiers sont standardisés). De maniéere
interne, le typechar est représenté comme un entier de taille 1 octet. On peut dffectuer tous les
calculs que nous avons vus plus haut pour les entiers. Parpdxda difference’c’-’a’ correspond a
'entier 2, et ’a’+7 donne’h’ , le 8éme caractere de I'alphabet. Logiquement il exesedeux variantes
signed char et unsigned char. Bref, la seule difféerence entrehar et int, outre la taille, est le
comportement a I'entrée-sortie.

Remarquons finalement qu’en C++ une constante littéralgyple char s’écrit comme’a’ . Par
contre une chaine de caractéres s'écrit comraeci est une chaine". On les a déja utilisees pour
I'affichage des messages, et on les reconsidére§é.au

Exercice/P2.5. Ecrire un programme qui affiche les codes ASCII de 32 a 256 legecaracteres associés dans un joli
tableau a 16 colonnes et 14 lignes. Pour le passage a éadjges un groupe de 16 caractéres, vous pouvez regarder le
reste modulo 16. (Il s’agit d’un petit bricolage qui illustun constat fondamental : bien formater la sortie peut peend

un bon moment. Vous trouvez une solution dans le fichisrii.cc.)

Remarque2.6. Comme le code ASCII fut développé aitats Unis pour le€tats Unis, les caractéres codés par
32...127 ne contiennent que I'alphabet latin standards aacents ni caracteres spéciaux. Vous voyez le réslaliest
I'affichage de I'exercice précédent. Pour coder l'algtalatin €largi, on se sert de la plage 128...255 (dont I'in-
terprétation semble pourtant moins standardisée). Oa @gja profiteé dans nos programmes, par exemple dans les
chaines de caracteres destinées a I'affichage. Poutresaalphabets encore, on peut utiliseicode un jeu de ca-
ractéres international standardisé. La taille d’'un cé@n@ unicode est forcément plus grande, a savoir 16@issultez
www.unicode.org pour en savoir plus.

2.4. Le type float. Les variables du type&loat, aussi appeléasombresa virgule flottanteont été
concues pour modéliser des nombres réels d’'une maaEnechée, voir plus bas. Le programhteci-
dessous en donne un exemple. Les types a virgule flottamtéosgours signés : il est donc inutile d'utiliser
les mots cléssigned et unsigned dans un tel cas.

Programme I.5  Solution numérique d’une équation quadratique quadratique.cc

#include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
#include <cmath> // déclarer les fonctions mathématiques
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

{
cout << "Entrez les coefficients de ax"2+bx+c svp:" << endl;

1

2

3

4

5 int main()
6

7

8 double a,b,c;
9

cout << "a = "; cin >> a;
10 cout << "b = "; cin >> b;
11 cout << "¢ = "; cin >> c;
12 cout << "L’équation est " << a << "x"2 + " << b << "x + " << ¢ << endl;
13 double d= bxb - 4*axc; // NB: Un programme sérieux devrait...
14 double r= sqrt(d); // ... tester si d n’est pas négatif !
15 double x1= (-b+r)/(2*a); // ... tester si a est non nul !
16 double x2= (-b-r)/(2*a); // ... tester si a est non nul !
17 cout << "Voici les deux solutions :" << endl;
18 cout << "x1 = " << x1 << endl << "x2 = " << x2 << endl;
19 1}

A noter que la représentation des nombres réels n’estq@sgr’avec une précision (trés) limitee.
Dans ce genre de calculs approchés, on aura donc toujdaire @& des erreurs d’arrondi. Les résultats sont
a interpréter avec la plus grande prudence!

Exercice/P 2.7.Tester le programmk5 sur I'exemplex? + 10'%+- 1. Il affichera, sans honte, deux so-
lutions qui sont manifestement fausse. C'est scandalelxf &€ mais le C++ n'y peut rien. Comment
expliquer ce phénoméne ? (Lire la suite.)
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12 Chapitre | — Une breve introduction a la programmation erC

Capacité du type float. Comme pour les petits entiers du typat , comprendre le comportement du
type float nécessite (malheureusement) la connaissance de Iseapaéon interne. Le tableau suivant
en donne un résumé (valable pour notre compilateur GNU)C++

type taille précision capacité (grandeurs possibles)
mantisse exposart (erreur relative) minimum maximum
float | 24bits  8bits | 2724~5.10°8 212810738 2127~ 10%8

double | 53bits  11bits | 2798~ 1.10716 | 271024710308 21023, 1(308
long double | 64bits  15hits | 2764~ 5.10720 | 2716384 14932 16383 (11932

Exemple 2.8. Comme les arrondis sont un probléme trés frequent, narops ici le temps de le discuter
un peu plus en deétail. Le principe est exemplifié dans lésehci-aprésttant donné un nombre réel (par
exemple 319) on le transforme d’abord en représentation binaires Ruvirgule est rendue flottante de
sorte que tous les bits ‘1’ soient placés a droite de lawérgen compensation on introduit un facte@r 2
convenable. Finalement la mantisse est tronquée a la pa@scrite, disons 24 bits pour une variable de
type float . Seule ce développement tronqué et I'exposant sont&soténs la mémoire :

31,94ec=11111.11100110011001100110011.. pin

.1111111100110011001100110011.. pin - 2°
.111111110011001100110011 i - 2°
~—~—

mantisse de 24 bits décalage

%

Exercice/M2.9. Si vous savez le faire, vérifiez la transformation de9én binaire. En particulier essayez de vous
convaincre que la représentation binaire est périodigu@me indiqué. Sinon, vous pouvez reprendre cet exernple a
chapitrelV ou I'on discutera de tels changements de base.

Comportement du type float. Une variable de typefloat occupe typiquement 4 octets, soit 32
bits, dont 24 bits pour la mantisse et 8 bits pour I'exposhatlongueur limitée de la mantisse entraine
forcément des erreurs d’arrondi. Méme dans notre inrtaoeample 319 la représentation binaire est trop
longue pour tenir entierement dans 24 bits (en base 2 alfgeisdique donc infinie). Pour en comprendre
les effets possibles, souvent inattendus, tester le pmogeasuivant puis expliquer le résultat. (Le vérifier
en affichant la differenceomme-1.0. Quel est le développement binaire d& . ?)

Programme 1.6  Un résultat surprenant? compte.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2 using namespace std; // accés direct aux fonctions standard
3
4  int main(Q)
5 {
6 float somme= 0.0;
7 for ( int i=1; i<=10; ++i ) somme+= 0.1;
8 cout << "La somme vaut " << somme << "." << endl;
9 if ( somme == 1.0 ) cout << "Le compte est bon." << endl;
10 else cout << "Vous étes accusé de détournement de fonds." << endl;
11 3}

Les nombres a virgule flottante ne représentent qu’unmebkefini de nombres de maniere exacte ;
tous les autres nombres réels ne peuvent qu'étre stdek@siniere tronquée. Typiquementil faut s’attendre
a une erreur relative de 2* ~ 0.000005%, ce qui n’est pas mal, mais tout de méme une erreur.

O L'usage néf des nombrea virgule flottante nuig la correction desé&sultats.

- U
Consommez avec mamtion.

Exercice/M2.1Q Esquisser le fonctionnement de I'addition pour les nomanasgule flottante. Dans la représentation
décrite plus haut, que donne I'addition &2t 1? de 1 et 2602

Exercice/P2.11 Pour explorer les typesloat et double puis long double Vous pouvez regarder le programme
precision.cc. Il provoque des erreurs et détermine ainsi la longueuadedntisse et de I'exposant.
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Opérations du type float. Les variables du typefloat admettent les opérateurs de comparaison
usuels : égak=, different !=, inférieur <, inférieur ou égak=, supérieur>, supérieur ou égat=. Ce
sont des opérateurs binaires qui comparent delbat et renvoient la valeur booléenne qui en résulte.

Les opérateurs arithmétiques -, *,/ ont leur sens usuel pour lefloat . De plus, les fonctions
usuels sont disponibles apres inclusion du fichier em-¢&bth . Par exemple fabs, sqrt, exp, log,
logl0, sin, cos, tan, asin, acos, atan, sinh, cosh, tanh, etc.

Exercice/P2.12 Les erreurs d’arrondi peuvent se produire dans les calesliplus simples, méme avec desnbres

rationnels! Ainsi le calcul suivant effectué avec ledoat ne donne pas 0, comme il serait mathématiquement correct,
mais produit une erreur d’arrondi. Le tester puis explicger résultat :

float a= 10.0 / 3.0; // calcul exact : a vaut 10/3

float b= a-3.0; // b vaut 1/3

float c= b *x 3.0; // c vaut 1

float d= c-1.0; // d vaut O

cout << d << endl; // Que vaut le résultat approximatif ?

Effectuer aussi le calcul similaire=10.0/4.0; b=a-2.0; c=b*2.0; d=c-1.0; Cette fois-ci le résultat est-il
exact ? Comment expliquer ce phénomene ?

Exercice/P2.13 Incroyable mais vrai : I'addition desloat n’est méme pas associative ! Pai#-1e30; b=1e30;
c=1.0; comparer(a+b)+c et a+(b+c) . Expliquer la difference.

Exercice/P2.14 Ecrire un programme qui lit au clavier un nomirpuis calcule la sommg}fjl‘ k—12 de deux manieres
differentes : d’abord dans le sens des indices croisspmis,dans le sens inverses. Les résultats sont-ils idex#ig
Comment expliquer la difference ? Quelle méthode edépmble ? (Pour varier, vous pouvez comparer les résultat
calculés avectloat , double, et long double.Mé&me exercice avegi—1 t.)

0 Les erreurs d’arrondi, leur propagation dans les calctilesetechniques pour éviter le pire, forment
toute une théorie faisant partie de I'analyse numéridwant d’entamer une programmation numérique
sérieuse, consultez un des livres spécialisés a cé stijprivilégiez des méthodes éprouvées au lieu de
solutions ad hoc.

Conversion de type. Il est parfois nécessaire de changer explicitement le dygee valeur, on parle
alors d’'uneconversiorcomme déja vu plus haut. Ainsi une valefirde typefloat peut étre convertien
entier parint (£) ; le résultat est la partie entiére de (A noter qu’il s’agit detronqueret nond’arrondir
la valeur.) La conversion est implicite dans une affectaiommeint i= f.

Réciproquement, rappelons que pour deux valguet q de type int I'expressionp/q donne un
entier, a savoir la partie entiere du quotient. Si 'ontvealculer une valeur a virgule flottante approchée
on écrit explicitementloat (p) /float (q) ou bienimplicitementloat (p)/q. Dans ce cas la division
de deux variables de typgloat donne un résultat de typ&loat , comme souhaité.

2.5. Constantes.Comme nous le voyons dans les exemples, 'usageaiestantes litralesest tres
frequent. Une constante littérale du typear s’écrit entre apostrophes, par exemplear c=’a’ . Plus
généralement, une chaine de caracteres, comme oejfiavdé pour la sortie, s’écrit entre guillemets, par
exemplecout << "Bonjour!". Les constantes du typent S'écrivent commes3 (décimal) ou bien
0123 (octal) ou bien0x53 (hexadécimal). Les constantes a virgule flottante sot@asocommed . 23 ou
.23 ou 2.3e-1 (de typedouble par défaut) ou bierd.23f (de typefloat).

Constantes nomnees. Si une constante apparait a plusieurs reprises dansgegmane, il est souvent
utile de définir uneonstante nomée Pour ce faire le mot-cléonst peut étre ajouté a la déclaration d’'un
tel objet pour en faire une constante plutdt qu’une vaeiaBar exemple :

const int version=7; // variable figée de type int

const float pi=3.1415f; // variable figée de type float
De telles constantes peuvent étre utilisées comme diedbles usuelles, par exemple I'expressiipi*rayon
calcule 2 avecrt = 3,1415.Evidemment une constante, une fois définie, ne peut plug sler valeur a
gauche, c’est-a-dire on ne peut pas affecter de valeursstriiction pi=3 produira un message d’erreur
du compilateur. (Cette restriction est la raison d’étrs denstantes.) Pour la méme raison, une constante
doit étre initialisée lors de sa définition, car une aff¢ion ultérieure estimpossible. Il est donc impossible
de définir une constanteonst int c; sans spécifier sa valeur.
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2.6. References.Une réferencesur un objet introduit un synonyme, un alias de I'objeeréfice.
En termes de mémoire, on ne crée pas une copie, mais werenéé sur I'adresse de I'objet. En termes
d’identificateurs, on déclare un nouveau nom pour un vigigb (Si, si, ceci peut étre trés utile.)

int a= 0; // définition d’une variable nommée a

int & b= a; // référence nommée b sur la variable a
a= 1; cout << "a=" << a << ", b=" << b << endl; // a=1, b=1
b= 2; cout << "a=" << a << ", b=" << b << endl; // a=2, b=2

Dans I'exemple précédent on définit d’abord une variablple compilateur lui réserve donc une
partie de la mémoire a une certaine adresse. Ensuiteegnucré référence qui s'appelte; ce nom fait
maintenant référence a la méme adresse que leaioBn particulier le compilateur ne crée pas de nouvel
objet, on déclare juste un alias.

0 Le signe& est utilisé dans la définition du nom — est dans la définition seule!. Il indique que
b ne désigne pas une nouvelle variable mais un synonyme daikbie a. Aprés sa définition, le nom

b s’utilise comme le nom d’une variable ordinaire. Cependauénd vous testez ce bout de code, vous
verrez que tout changement sorest répercuté sua, et réciproquement. Les deux se comportent alors
comme un seul objet, adressable sous deux noms différents.

0 Une réféerence doit étre initialisée lors de sa débmiti il est impossible de définir une référencet

&c; sans spécifier la variable sur laquelle elle fait réfeedrDe méme, une fois l'identification entee et

b est faite, on ne peut plus la changer : il s’agit effectiveténn seul et méme objet. (Que se passe-t-il
par contre si I'on enléve le signé ci-dessus ?)

Réferences constantesTout ce que nous venons de dire s'applique également astaruBs :

const int a= 10; // définition de la constante a & valeur 10
const int &b= a; // définition d’une référence constante sur a

Dans I'exemple suivanta est une variable alors que est constante :

int a; // définition d’une variable a

const int &b= a; // définition d’une référence constante sur a
C’est une situation intéressante, car on ne peut pas chémgeleur en utilisant le nomb ; ceci n'est
possible que par le noma. On réalise ainsi une restriction d’accés qui est freqaet tres utile pour les
parametres de fonctions (v@i plus bas).

const int a= 10; // définition de la constante a & valeur 10

int &b= a; // définition d’une référence non constante --> erreur

Ce dernier exemple est refusé par le compilateur. Poujuoi

3. Instructions conditionnelles

Les instructions conditionnelles permettent de ramifiex&cution des instructions suivant I'état des
variables. On parle ainsi d@anchementdont une variante e$it ération Dans ce but le C++ offre les
instructions suivantes :

3.1. Linstruction if. Branchement suivant un boolé&yntaxe :

if ( (expression ) (instructior);

if ( (expressioh ) (instructior) else (alternative;
Semantique :Si I'expression booléenne donne la valetirue, alors l'instruction suivante est exécutée.
Dans la deuxieme forme, la valefialse entraine I'exécution de I'alternative.

Remarque3.1 La comparaisore= est facilement confondue avec I'affectatien De telles fautes de frappe sont trés
courantes et elles s’averent en général catastrophigpier le fonctionnement du programme ! (Heureusement un bon
compilateur émettra un avertissement.) Changeons par@a&de programmé7 en remplagant la conditiorfb==0)

par I'affectation (b=0) . Pourquoi le comportement du programme change-t-il réglicent ?

Question3.2 Ou est I'erreur dans le code suivantf x<y min=x else min=y; Comment le rectifier ?

Question3.3. Ou est I'erreur dans le code suivant ? Comment le corriger ?

if ( a <= b <= c ) cout << "suite croissante" << endl;
if (a >= b >= c ) cout << "suite décroissante" << endl;
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Programme .7  Division de deux entiers

division.cc

#include <iostream>
using namespace std;

int main()

{

cout << "\nDonnez deux entiers a et b (avec b non nul) svp : ";
int a, b;
cin >> a >> b;
"Vous avez entré a=" << a << " et b=" << b << endl;

if (

==0 ) cerr << "La division par O n’est pas définie\n" << endl;

else cout << "Leur quotient entier vaut a/b=" << (a/b) << endl

1
2
3
4
5
6
7
8
9 cout <<
10
11
12
13

<< "et le reste vaut alb=" << (a¥%b) << endl << endl;

3.2. Linstruction switch. Branchement suivant un enti&yntaxe :

switch( (expressioh )

case (constantel)

case (constanten)

default: (instructions par défat

}

(instructionsl) break;

(instructionsn) break;

SEmantique D’abord I'expression est évaluée en un entier. Si cetewdigure dans la liste des constantes,
alors les instructions suivantes sont exécutées. (Eflestypiquement terminées pareak pour terminer

et sortir du bloc.) Sila valeur n’y figure pas, les instrupgui suivent le mot cldefault sont exécutées.
Le programmé.8 en donne un exemple.

Programme 1.8  Evaluation d’une expression arithmétique switch.cc

1 #include <iostream>

2 using namespace std;

3

4 int main()

5 |

6 cout << endl << "Donnez une expression binaire svp : ";

7 float x, y;

8 char op;

9 cin >> x >> op > y;

10 cout << "Calcul de " << x << op << y << " "

11 switch( op )

12 {

13 case ’+’: cout << "résultat " << x+y << endl; break;

14 case ’-’: cout << "résultat " << x-y << endl; break;

15 case ’*’: cout << "résultat : " << x*xy << endl; break;

16 case ’/’: if (y!=0) cout << "résultat : " << x/y << endl;
17 else cerr << '"division par 0" << endl;

18 break;

19 default: cerr << "seules + - * / sont permises" << endl;
20 }
21 cout << "Au revoir.\n" << endl;
22 }

0 On atout intérét a remplacer, dans la mesure du possibesuite deif par unswitch : en effet
switch est plus lisible (et plus rapide & I'exécution) qu’unedae succession déef .

Exercice/P3.4. Ecrire une fonctionjour qui prend comme parametres un enfieompris entre 1 et 7, disons, et qui
affiche le jour de la semaineclundi », « mardi», ..., « dimanche».
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3.3. Boucle while. Itération selon la syntaxe suivante :

while ( (conditio) ) (instructior);

do (instruction) while ( (condition );
Semantique L'instruction est iterée tant que la condition est vr@ans la premiére forme, la condition est
testéeavantl'exécution de l'instruction. Dans la seconde forme, ladition est testéaprésl’exécution
de l'instruction, de sorte que l'itération soit exéai moins une fois.

3.4. Boucle for. Boucle selon la syntaxe suivante :

for( (initialisation); (conditior); (progressioh ) (instruction);
Semantique Au début de la boucle est effectuée I'initialisation. Tqoe la condition est vraie, I'instruction
est exécutée, ensuite la progression est effectué@ebheticle recommence avec le test de la condition. Ainsi
la sémantique des boucles suivantes est la méme :

for( (initialisation); (conditior); (progressioh ) (instructior;

(initialisation); while( (condition ) { (instructior}; (progressiop; }
On pourrait donc se passer de la boutte , mais son utilisation améliore souvent la lisibilité.
O Il est possible de définir une variable dans l'initialisatid’une boucle, par exemple

for( int i=0; i<10; ++i ) cout << i << endl;

Ceci a éte utilisé dans le programivie Par convention, la portée de la variakileest restreinte a la boucle.

Exemple 3.5(Chronométrage d’'une bouclelpans une boucle typique, chaque itération ne prend qu'une
fraction d’'une seconde, mais elle n’est pas instantanéa.<e fait sentir pour un grand nombre d'itérations.
Pour avoir un exemple concret, le programgigono . cc chronometre le calcul de la somme-2+
-+ nparla formule%n(nJr 1), puis par une boucle allant de 1nasSi I'on choisit par exemple = 10°,
la deuxieme variante nécessite I'exécution d’un midlid'itérations. Afin de vous faire une intuition sur la
performance des ordinateurs, lisez puis testez ce petitamme.
Il sera instructif de chronométrer de la méme maniereprogrammes plus élaborés.

3.5. Les instructions break et continue.Pour gérer les boucles et les itérations il y a deux instruc
tions supplémentairesbreak sort immédiatement de la boucle alors quentinue termine l'itération
en cours et recommence avec la prochaine itération, eamigsar la progression et la condition d’arrét.
Comme on a vu plus haut, la commanbeeak s'utilise tres naturellement dans les branchements
du type switch ; sauf exception elle y est logiquement nécessaire. Darsdecles I'usage est plus rare,
mais peut parfois faciliter la programmation (a2 consomavelc modération).

Exemple 3.6.Le programme suivant lit une suite d’entiers positif. Tontier négatif est rejeté, puis la
lecture continue. L'entiep sert a signaler la fin de la suite.

Programme .9 Exemple debreak et continue break.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2 using namespace std; // accés direct aux fonctions standard
3
4  int main()
5 {
6 cout << "Entrez une suite d’entiers positifs (0 pour terminer) :\n";
7 for( int i=1; ; ++i ) // Ici pas de condition d’arrét
8 {
9 cout << "L’entier no " << i << " : ";
10 int n; // définition d’une variable locale
11 cin >> n; // lecture d’une valeur du clavier
12 if ( n == 0 ) break; // sortir immédiatement de la boucle
13 if ( n < 0 ) continue; // terminer 1’itération en cours
14 cout << "L’entier no " << i << " vaut " << n << endl;
15 }
16 cout << "Au revoir\n" << endl;
17 3}
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4. Fonctions et paranetres

Pour augmenter la lisibilité d’'un programme il est en g@hindispensable de le découper en sous-
programmes, appelésnctions Nous allons voir tout au long de ce cours que cette techragperte un
réel confort dans la vie du programmeur. Ainsi il est indisgable de comprendre ce concept fondamental
en cktail, en particulier le passage dearanetreset le renvoie desésultats

4.1. Declaration et définition d’une fonction. En C++ déclaration et définition d’une fonction sont,
respectivement, de la forme

type_de_retour nom_de_la fonction( (liste des parametrgs);
type-de_retour nom_de_la fonction( (liste des parametres) { (instructions }

On précise ainsi au compilateur le type du résultat reteLie nom de la fonction, ainsi que le nombre des
parametres et leur type. Voici un exemple :

Programme .10 Exemple d’une fonction avec parameétres

int calcul( int x, char op, int y )

switch( op )

{

case ’+’: return x+y; // effectuer une addition

case ’-’: return x-y; // effectuer une soustraction
case ’x’: return x*y; // effectuer une multiplication
default: exit(1); // erreur (sortie du programme)
}

Les parameétres et la valeur renvoyée réalisent la conwation entre la fonction et le monde extérieur :
ils constituent’interface de la fonction. Dans notre exemple, l'instructiant r= calcul(2,’+’,3);
appelle la fonctioncalcul et déclenche ainsi les actions suivantes :

Passage des paragtres: D'abord les parametres sont passés a la fonctiabcul . Pour I'appel
calcul(2,’+’,3); ceci équivaut aux définitionsnt x=2; char op=’+’; int y=3; en
entrée. Les parametres regoivent ainsi leurs valegtéel palinstance appelante

Exécution de la fonction: Ensuite est exécutée la fonction proprement dite. Ici tlse@ les pa-
rametres comme des variables usuelles. Leur seule parttélest qu’elles viennent d’étre ini-
tialisées lors de I'appel de la fonction.

Renvoie du ésultat: L'instruction return (expressiol; permet de renvoyer une valeur a I'instance
appelanteA noter que ceci provoque la sortie immédiate de la fonction

0 Une fonction de typevoid ne retourne pas de valeur; elle se termine doncyeaturn;
(facultatif) et ne peut pas comporter d’instructieeturn (expressioh. Toute autre fonction
doit obligatoirement renvoyer une valeur du type spécifié

4.2. Mode de passage des paratres. Suivant le contexte et les besoins de I'application, les pa-
rametres d’une fonction lui sont passés gait copiesoit par réference

Passage paréference: Lors du passage par référence la fonction appeléetragei référence sur
I'objet original. (Pour les références vgje.6.) Toute modification de la variable-paramétre est
effectuée sur l'original, et persiste apres la sortieadfhction. Ce mode de passage est signalé
dans la liste des parametres par le symiolentre le type et le nom du parametre.

Passage par copielors du passage par copie, la fonction ne recoit qu’uneecdgil’objet original,
et cette copie méne une vie indépendante. Ainsi toute fisatdon de la variable-parametre est
effectuée sur la copie et n'est visible que dans la fonctfota sortie de la fonction la copie
est détruite et ne laisse aucune trace; I'objet originadng a lui, reste inchangé. (Ce mode de
passage est I'option par défaut en C++.)
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Programme .11 Passage par copie vs passage par référence

int puissance4( int x ) // passage par copie
X= X*X; // calculer d’abord le carré...
X= X*X; // ... puis la puissance 4
return x; // renvoyer la valeur calculée

int incrementer( int& x ) // passage par référence
int y= x; // stocker la valeur initiale de x
x= x+1; // incrémenter la variable x
return y; // renvoyer 1’ancienne valeur de x

Exercice/P 4.1.Essayez de comprendre en détail le fonctionnement du gmoge passage.cc. Que
prédiriez-vous comme résultat? Le compiler puis I'axec afin de vérifier votre prévision. Modifier le
programme afin de varier le passage des parametres. @aeltats prédiriez-vous ? Les vérifier.

0 Lavaleur renvoyée par une fonction est un objet d'un cetigre donné. Si I'on veut qu’une fonction
transmettelusieurs valeureomme résultat, sans pour autant définir un type compleat effet, il suffit
de lui passer des parametres par référence (c’eseardidifiables) pour stocker les résultats :

void eudiv( const int& a, const int& b, int& q, int& r );
On suppose dans cet exemple queliv effectue une division euclidienne : le quotient et le restet s
stockés dans les variableset r , nécessairement passés par référence. (Expliquegpoi)

Questiond.2 Analyser les fonctions suivantes. Quel est leur résulagiquer la nécessité du signe *.
void swap( int& a, int& b ) { int c=a; a=b; b=c; }
void noswap( int a, int b ) { int c=a; a=b; b=c; }

Exercice/P4.3. Ecrire une fonctiontrier qui prend comme paramétres trois entiars, c et les échange de sorte
gu'ala fin on aita < b < c. Choisir un mode de passage convenable : copie ou rétefenc

Passage par éference constante.Pour un gros objet il est souvent plus efficace de le passer par
référence que par copie. Pensez a une image numeériqulasieurs méga-octets : la création d’une copie
nécessite de la mémoire et du temps non négligeableistan’'une référence n’introduit qu’un synonyme
sans aucun travail de copie. Cependant, d’éventuels enagrts seront effectués sur I'original, ce qui peut
ou non étre souhaitable. Pour cette raison, les parasygtievent étre déclarés constants :

Passage paréférence constantei’argument est passé pegferenceafin d’éviter une copie inutile,
et déclaréconst pour éviter toute modification. (Le passage par réféeamcabsence deonst
est considéré comme l'intention de modifier la variable.)
Passage par copie constantél est possible de passer un objet par copie tout en le détlabnst .
Ceci combine I'inconvénient d’'une copie avec la restoicil’une constante. Bien que théoriquement
possible ce mode de passage n'a donc pas d’intérét peatiqu

Surcharge des fonctions.En C++ il est possible de définir des fonctions differeqegant le méme
nom, a condition qu’elles se distinguent par leurs pategseVoici un premier exemple :

void eudiv( const int& a, const int& b, int& q );

void eudiv( const int& a, const int& b, int& q, int& r );
Dans cet exemple c’estle nombre des parametres quigiffécompilateur saura appeler la bonne fonction
pour eudiv(10,3,quot) et poureudiv(10,3,quot,reste) car le contexte détermine son choix. De
méme dans le deuxieme exemple, ou le type des parandéfias :

void swap( int& a, int& b ) { int c=a; a=b; b=c; }

void swap( float& a, float& b ) { float c=a; a=b; b=c; }
Dans les deux cas, le compilateur saura choisir la bonnédifong partir des parameétres passés. Ceci n’est
plus le cas dans I'exemple suivant, qui lui est erroné :
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int sqrt( int a ) { ... }

float sqrt( int a ) { ... }
L'intention du programmeur était sans doute de fournindeariantes pour le calcul d’une racine carrée : la
premiére pour calculer la partie entiére, de tyjpes , la deuxieme pour calculer une valeur approchée, de
type float . Pour le compilateur, par contre, il estimpossible de daviors de I'appekqrt (2) laquelle
des deux fonction est souhaitée. Il refuse donc de congelende.

Remarqued.4. Vous pouvez donner des valeurs par défaut aux derniersnpa&mes d'une fonction. Dans ce cas,
si vous appelez cette fonction avec un parametre mangsantaleur par défaut sera utilisée pour linitialisation
Par exemple, supposons que la fonctigitionnel ( int numer, int denom= 1 ) construit le nombre rationnel

numer/denon . L'appel rationnel(3,2) donne3, alors que I'appetrationnel(3) donnes = 3.

4.3. Les oferateurs. Un opérateur n’est rien d’autre qu’une fonction — avec umred une notation
particuliére. L'avantage de I'écriture sous forme déopteur est une meilleure lisibilité : au lieu d’écrire
add(a,b) on préfere la notatiom+b, au lieu demult (a,b) on préfereaxb, et au lieu deassign(a,b)
on préféerea=b . Dans ce but le C++ offre une vingtaine d’opérateurs, gampent un ou deux (voire trois)
parametres. Parmi les opérateurs que nous avons d&jnudistingue les opérateurs arithmétiques, les
opérateurs d’affectation, d’'incrémentation, de comafsam, de logique, et d’entrée-sortie.

Surcharge d’opérateurs. Comme vu plus haut, les opérateurs arithmétiques , *, / sont définis
pour les types entiers comnmehort int, int, long int etc, mais aussi pour les types numériques
commefloat, double, long double etc. Evidemment ces opérateurs sont lourdement surchar@eés, ¢
ils prennent un sens different dans chaque instafcghaque appel le compilateur choisira I'opérateur
approprié au vu du type des opérandes données. Dans®uad, un tel opérateur prend deux arguments
du méme type et renvoie un certain résultat du dit type.

Mode de passageRegardons les opérateurs fournis par le C++ sous l'angleadsage par copie
ou par réference. Comme les opérateurs arithmétigeehangent pas les valeurs de leurs parametres, on
s'attend a une déclaration comme

type operator + ( type a, type b ); ou bien
type operator + ( const type& a, const type& b );

Il en est de méme pour les autres opérateurs arithmétiguex, /, %. Les opérateurs de comparaison
==, I=, <, <=, >, >= pourraient étre déclarés de maniére similaire :

bool operator == ( const type& a, const type& b );

L'opérateur d’affectatior= prend lui aussi deux parametres du méme type, mais césteifane variable
a gauche et une valeur quelconque a droite. Il ne changle pasametre a droite, mais il modifie bien sar
le parameétre a gauche en y affectant sa nouvelle valeur :

type& operator = ( type& variable, const type& valeur );

Il en est de méme pour les variantes, -=, *=, /=, %=. Les opérateurs d'incrementatior+ et de
decrémentatior- prennent un seul parametre, et bien sir ils le modifient :

type& operator ++ ( type& variable );

Ceci correspond a notre fonctiadmcrementer () dans le programmiell

C’est ainsi que I'on devrait définir ces opérateurs. Bignils sont déja prédéfinis par le compilateur
pour les types primitifsint , float, etc. On verra plus tard, quand nous définissons nos proygres
en C++, comment implémenter des opérateurs qui suivemhtedeles ci-dessus. (Par exemple les grands
entiers au chapitri, les permutations au chapit¥#, ou les polyndmes au chapit! ).

4.4. Portee et visibilitt. Une variable n’existe que dans le bloc dans lequel elle efinid; et ceci
seulement apres sa définition. On dit alors que la variestlecale: elle est créée lors de sa définition, et
détruite lors de la sortie du bloc. La partie entre créaéibdestruction est appeléedarteede la variable.
Une variable définie en dehors de tout bloc est glithale Le programmé.12 en donne un exemple.

Pour un exemple un peu plus complexe, essayez de comprengredrammd.13. Notez qu’'une
variable peut en cacher une autre : s'il y a deux variables @mennom et de portées imbriquées, la
variable locale a priorité sur la variable globale. Te#grogramme pour le vérifier.
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Programme .12 Portée des variables portee.cc

int g; // définition de la variable globale g

int main()

{ // début du bloc de la fonction main()

// ok : nous sommes dans la portée de g

// erreur : nous ne sommes pas dans la portée de i
H // la portée de i commence par sa définition

H // ok : nous sommes maintenant dans la portée de i
{ // début du sous-bloc

©CO~NOUAWNE
H- 0]
o
N H = O

10 g =3; // ok : nous sommes toujours dans la portée de g
11 i=4; // ok : nous sommes toujours dans la portée de i
12 j =5; // erreur : nous ne sommes pas dans la portée de j
13 int j; // la portée de j commence par sa définition
14 j = 6; // ok : nous sommes maintenant dans la portée de j
15 i=17; // ok : nous sommes toujours dans la portée de i
16 g =8; // ok : nous sommes toujours dans la portée de g
17 }; // fin du sous-bloc et fin de la portée de j
18 j=29; // erreur : nous ne sommes plus dans la portée de j
19 i = 10; // ok : nous sommes toujours dans la portée de i
20 g = 11; // ok : nous sommes toujours dans la portée de g
21 %} // fin du bloc et fin de la portée de i
22
23  void une_autre_fonction()
24 { // début du bloc de la fonction
25 g = 12; // ok : nous sommes dans la portée de g
26} // fin du bloc de la fonction
Programme .13  Visibilité des variables visible.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2 using namespace std; // accés direct aux fonctions standard
3
4 int i=-1, j=-2, a=0, b=0; // définition globale de i,j,a,b
5
6 void affiche( int a, int b ) // définition de la fonction affiche(a,b)
7 A // début du bloc et de la portée de a et b
8 cout << a << " " << b << endl; // ici les paramétres a et b sont locaux
9 } // fin du bloc et de la portée de a et b
10
11  int main() // définition de la fonction main()
12 { // début du bloc de la fonction main()
13 affiche(i,j); // ici i est globale et j est globale
14 for ( int i=3; i<=5; ++i ) // définition locale de la variable i
15 { // début du sous-bloc de la boucle
16 affiche(i,j); // ici i est locale et j est globale
17 int j=ixi; // définition d’une variable locale j
18 affiche(i,j); // ici i est locale et j est locale
19 }; // fin du sous-bloc et de i,j locales
20 affiche(i,j); // ici i est globale et j est globale
21 %} // fin du bloc de la fonction main()

0 Il estpossible d'adresser la variable globale en faisatguter son nom de I'opérateur de portee*.
(Remplaceri par ::i dans laligne 16 ou 17 ou 18, par exemple.)

4.5. La fonction main. La fonction main est le point d’entrée de votre programme, elle est donc
obligatoire et un peu particuliere. Elle aussi peut prertis parametres, c’est-a-dire des options dans une
ligne de commande : I'instance appelante est le system@ldi¢ation de votre ordinateur, qui passe ces
options a votre logiciel. Ainsi votre programme pourrdisgir une liste de parametres passée par le systeme
d’exploitation et lui retourner une valeur, dit code de tetattestant de sa bonne exécution.
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Programme .14 Lafonctionmain peut prendre des parametres main.cc
1 #include <iostream>
2 using namespace std;
3
4  int main( int nombre_de_parametres, char* liste_des_parametres[] )
5 |
6 for( int i=0; i<nombre_de_parametres; ++i )
7 cout << "paramétre " << i << " = " << liste_des_parametres[i] << endl;
8 return O;
9

0 Comme on le voit dans cet exemple, la fonctimnin recoit deux parameétres : le premier est le nombre

d’options, le deuxiéme est la liste des options, dont cha&sti une chaine de caracteres.
0 Un programme C/C++ rend toujours un code de retour de type. Le systeme d’exploitation

considérera que le programme s’est bien déroulé si lauvale retour est nulle (la valeur par défaut).
Pour toute autre valeur, le systéme diagnostiquera ueeireiCe mécanisme est bien utile lorsque vous

utilisez un script shell : ce dernier pourra selon la valeuratour lancer une action adaptée.

piguement votre logiciel affichera des données ou des messsur I'écran, et I'utilisateur entrera des

5. Entrée et sortie

5.1. Les flots standard.Un programme doit en général communiquer avec le mondziext. Ty-

données ou des commandes au clavier. Pour cet effet quatse’entrée-sortieifput-output streamsn
anglais) sont déclarés apres inclusion du fichiegtrean :

Le flot cin correspond a I'entrée standard (typiquement le clavier)

Le flot cout correspond a la sortie standard (typiquement I'écran).

Le flot cerr est utilisé pour envoyer des messages d’erreur (typigoesue I'écran)

Le flot clog est utilisé pour protocoler 'avancement du programmgi@iyement sur I'écran)

L'opérateur<< permet d’envoyer (écrire) une valeur dans un flot de sortie.
L'opérateur>> permet d’extraire (lire) une valeur dans un flot d’entrée.

Envoyer le caractere spécialn’ commence une nouvelle ligne.

Envoyer le caractere spéciadlt ' retourne au début de la méme ligne.

L'instruction cout << flush; vide la mémoire tampon et force I'affichage immédiat.
Linstruction cout << endl; vide la mémoire tampon et commence une nouvelle ligne.

5.2. Ecrire dans un flot de sortie. L'inclusion du fichier en-téteiomanip permet de formater les

flots. Dans le programmkl5 ci-dessous, par exempleetprecision(int n) définit le nombre de
décimales affichées, alors qeetw(int n) (pourset widthen anglais) définit la largeur du champ.

Programme .15 Formater les flots avetomanip iomanip.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2  #include <iomanip> // manipulateurs pour formater les flots
3  #include <cmath> // fonctions mathématiques comme sqrt()
4  using namespace std; // accés direct aux fonctions standard
5
6 int main()
7 A
8 for( int n=0; n<=100; n+=10 )
9 cout << "n=" << setw(3) << n << ", n"2=" << setw(5) << (n*n) << endl;
10 cout << "sqrt(2) = " << setprecision(10) << sqrt(2.0) << endl;
11 3

Exercice/P5.1 Pour augmenter la précision d’un calcul on pourrait &sreé d’afficher plus de chiffres, par exemple
comme dans le code suivant :
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double x= sqrt(2);
cout << setprecision(50) << x << endl;

Trouver I'erreur logique dans cette approche. Combien d&ehsont valables ? Pour simplifier vous pouvez rempla-
cer sqrt(2) par 1.0/3.0. Expliquer ce phénomene.

Exercice/P5.2. Deviner puis vérifier ce que donnent les instructions suas:
int i=b; cout << i << i++ << i-1 << endl;
Expliquer pourquoi une telle écriture est fortement daseillée. Trouver une écriture plus claire. v

5.3. Lire d'un flot d’entr &e. En principe la lecture d’un flot d’entrée est aussi simple bgcriture
dans un flot de sortie. Il y a quand méme une differencenséque : lors de I'écriture le logiciel connait
déja les données a afficher, mais pendant la lecturermrégce qui va étre lu (logique, non ?). Il faut donc
prévoir plusieurs cas, y inclus des entrées erronées.

Exercice/P 5.3.Ecrire une fonction qui lit une suite d’entiers positifsrtenée par O et qui retourne le
maximum, le minimum, et la moyenne. Pensez aux cas limitdse erronés : Que faire avec une entrée
négative ? Que faire avec une liste vide, c’est-a-direodgulieur zéro ?

0 La difficulté de programmer I'entrée-sortie augmentecalzecomplexité des données. Pour ne pas
perdre trop de temps et pour procéder directement au noydlnématique, nos projets comporteront,
comme bout de code initial, une entrée-sortie prétel&eiti C'est commode mais peu réaliste.

5.4. Ecrire et lire dans les fichiers. La communication entre programme et monde extérieureggeut
faire par d’autres voies que I'écran ou le clavier. Le pemgmel.16 ouvre le fichierlecture.txt pour
lire une liste d’entiers. En paralléle il ouvre le fichieeriture.txt pour &crire les valeurs absolues.
Facile, non ? Notons que I'on peut interroger I'état d’'un flar les fonctionssof () — end of file= fin du
flot, good () — opération réussiefail () — opération échouééad () — erreur grave = flot corrompu.

Programme .16 Lire et écrire dans des fichiers fichiers.cc

#include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
#include <fstream> // manipuler les flots associés aux fichiers
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

1
2
3
4
5 int main()
6
7
8
9

{
clog << "J’ouvre le fichier \"lecture.txt\" pour lecture ... ";
ifstream entree("lecture.txt"); // ifstream = input file stream
if ( lentree ) { clog << "echec." << endl; return 1; };
10 clog << "ok." << endl;
11
12 clog << "J’ouvre le fichier \"ecriture.txt\" pour écriture ... ";
13 ofstream sortie("ecriture.txt"); // ofstream = output file stream
14 if ( !sortie ) { clog << "echec." << endl; return 1; }
15 clog << "ok." << endl;
16
17 int nombre_in, nombre_out;
18 while( 'entree.eof() )
19 {
20 entree >> nombre_in;
21 if( entree.eof () ) break;
22 nombre_out= abs(nombre_in) ;
23 sortie << nombre_out << " ";
24 clog << "J’ai lu " << nombre_in << " --> j’ai écrit " << nombre_out << endl;
25 }
26 clog << "Je ferme les fichiers \"lecture.txt\" et \"ecriture.txt\"." << endl;
27 entree.close(); sortie.close();
28 }

Ici le flot clog n’est utilisé que poux protocoler I'avancement du travail ; on pourrait aussi bien le
supprimer. Mis a part ouverture et fermeture, les fichierglisent comme les flots standardin et cout.
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On pourrait imaginer que pouwin et cout I'ouverture s’effectue automatiquement lors du lancendent
logiciel, ainsi que la fermeture quand le programme se t@mi

Dévier I'entr ée-sortie. Le programme.16 précédent peut &tre réécrit comme suit :

Programme .17 Lire et écrire les flots standard devier.cc

#include <iostream>
using namespace std;

1

2

3

4 int main()

5 {

6 int nombre_in, nombre_out;
7 while( !'cin.eof() )

8

9

{
cin >> nombre_in;
10 if( cin.eof () ) break;
11 nombre_out= abs(nombre_in);
12 cout << nombre_out << " ";
13 clog << "J’ai lu " << nombre_in << " --> j’ai écrit " << nombre_out << endl;
14 }

Par défautcin lit du clavier et cout écrit sur I'eécran. On peut néanmoins dévier ces flotsdsed
en appelant le programme comme suit :

a.out < input.txt
Ainsile flot d’entréecin litle fichier input.txt. Sicelui-ci contientle texte1 -2 +3 -4 +5 -6, par
exemple, alors le programme affiche2 3 4 5 6 surI'écran. Bien siir, on peut aussi dévier la sortie :

a.out > output.txt
Dans ce cas le flot de sortieout écrit dans le fichieroutput.txt. (Son ancien contenu est écrasé; a
utiliser avec prudence.) On peut finalement dévier ergt@ertie a la fois :

a.out < input.txt > output.txt
Ainsi notre programme transforme les données du fichienttBe input . txt et écrit le résultat dans le
fichier de sortiesortie.txt. Génial, non?

6. Tableaux

Il arrive frequemment que I'on veuille stocker une famdiedonnées de méme type, par exemple une
suite finie de nombres, une liste de noms, d’adresses, etc.deta le C/C++ prévoit comme construc-
tion primitive lestableaux Un tableau de longueur est une famillevg, vy, ...,v,_1 de n variables du
méme type, indexées pasl)...,n— 1. Sur ordinateur ceci se réalise parariables stockéesraadresses
consécutives dans la mémoire. Pour chacune il fautvéskr mémoire nécessaire (selon le type) :

XXX{101000110110010001010101[000100071]. . . ... [1010110100111000001011101}10110101XXX

fadmssedevm] fadmssedevu] fadmssedevm—ﬂ fadmssedevm—ﬂ

Au lieu des tableaux primitifs du C/C++, il sera plus commetielus sir d'utiliser des implémentations
sophistiquées comme les vecteurs ou les chaines de@asdte principe est le méme, mais ces classes
offrent plus de confort et de fonctionnalité.

6.1. La classe vector.La bibliotheque STL $tandard Template Librayfournit la classe générique
vector avec une fonctionnalité assez naturelle : un vecteur gende typeint est défini par
vector<int> mon_vecteur;
Jusqu'ici c’est un vecteur vide, de longueur 0. Sa taillet péne adaptée par
mon_vecteur.resize(10);
Pour définir un vecteur et spécifier sa taille, on utilisdééinition
vector<int> mon_vecteur (10);
On détermine la taille par la fonctiofion_vecteur.size() et on accede & I'élément numéto par
mon_vecteur [i] . Le programmé.18 illustre d’autres opérations disponibles.
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Programme .18 Exemple d'utilisation de la classesctor

vector.cc

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

{
out << "( "; //
for ( size_t i=0; i<vec.size(); ++i ) //

1
2
3
4
5 ostream& operator << ( ostream& out, const
6
7
8
9 //

out << vec[i] << " ";

// déclarer 1’entrée-sortie standard
// définir la classe générique vector
// accés direct aux fonctions standard

vector<int>& vec )

parenthése ouvrante pour faire joli
boucle parcourant les indices
affichage de la valeur vec[i]

10 out << ")"; // parenthése fermante pour faire joli
11 return out; // on rend le flot comme il se doit
12}

13

14  int main()

15 {

16 cout << "\nVoici quelques opérations sur des vecteurs:\n" << endl;

17 vector<int> mon_vecteur(5); // définir un vecteur de longueur 5

18 cout << "initialisation(5) : " << mon_vecteur << endl;

19 mon_vecteur.resize(20,99) ; // rallonger le vecteur en remplissant par 99
20 cout << "adaptation(20,99) : " << mon_vecteur << endl;

21 mon_vecteur.resize(10) ; // raccourcir le vecteur & la longueur 10
22 cout << "adaptation(10) : " << mon_vecteur << endl;

23 for ( int i=0; i<10; ++i ) // boucle parcourant les indices du vecteur
24 mon_vecteur[i]= 10+i; // affecter une valeur & la place indexée i
25 cout << "affectation : " << mon_vecteur << endl;

26 vector<int> une_copie; // définir un deuxiéme vecteur (encore vide)
27 cout << "un vecteur vide : " << une_copie << endl;

28 une_copie= mon_vecteur; // affectation (par recopiage des éléments)
29 cout << "copie du vecteur : " << une_copie << endl << endl;

30 mon_vecteur.push_back(90) ; // rajouter la valeur 90 a la fin

31 cout << "prolongation : " << mon_vecteur << endl;

32 mon_vecteur.pop_back() ; // raccourcir en effagant la derniére place
33 cout << "troncature : " << mon_vecteur << endl;

34 mon_vecteur.clear(); // effacer le vecteur tout entier

35 cout << "délétion compléte : " << mon_vecteur << endl << endl;

36 cout << "copie retenue : " << une_copie << endl << endl;

37}

De la méme facon on utilise un vecteur de n'importe queteatytpe, commevector<bool> ou
vector<char> OU vector<double>. Pour cette raison on appelle la clasgetor uneclasse grérique
(outemplateen anglais, opatron de classeA noter que la classeector n'est définie qu'apresinclusion
du fichier en-téte correspondant par la directideiclude <vector>.

0 Laclasse génériqueector dela STL ne fournit pas d’opérateurs d’entrée-sortiei @est pas bien
grave : pour afficher un vecteur du typector<int> on pourrait aisement écrire une fonction

void affiche( ostream& out, const vector<int>& vec );
Nous préférons uapérateurqui poursuit le méme but. Il estimplémenté et utiliseaslee programmg18.
Rappelons a ce propos qu’un opérateur n’est rien d’autieng fonction avec une écriture particuliere.

0 Lefichier vectorio.cc implémente I'entrée-sortie des vecteurs d’'une maniargeu plus générale.
Essayez de comprendre son fonctionnement.

Attention aux indices! Avant d'utiliser un vecteur on doit obligatoirement sgirisa taille et ainsi
réserver la mémoire nécessaire. Le compilateur ne pesidpviner quels indices seront utilisés durant
I'exécution du programme. Or, en dehors des indicesitag# résérvés on accéderait aux données voisines,
qui appartiennent a d’autres variables voire d’autregrmmes.

Pour cette raison la lecture d’'une case non définie donne&dekiats erronés, et I'écriture peut détruire
des données irréparablement. Un tel logiciel se compiie probléeme, mais lors de I'exécution il s’arrétera
brutalement signalant uregreur de segmentatioCette situation est, hélas, assez frequente. En pleticu
on se trompe facilement du dernier indice : un vecteur dieth n'a pas d’élément indexé par 10!
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Un vecteur de taille n est toujours indepar0,1,...,n— 1.
O Lire unélément d’indice ikgitime donne de$sultats impévisibles ; O
sonécriture risque décraser d’importantes dot@es stookesa cet endroit!

6.2. La classe string.Tres souvent, méme dans les petits programmes, on doipaianles chaines
de caracteres. La classering de la bibliotheque standard permet de ce faire avec la parglg facilité.
Elle peut étre vue comme une spécialisation des tableaweg une fonctionnalité sur mesure pour les
chaines de caractéres. Sa déclaration se fait par letilgetinclude <string>.

Une variable du typestring peut étre définie par

string s;

On peut affecter une constante littérale par

s= "un exemple";

L'opérateur+ est surchargé et réalise la concaténation :

s= "voici " + s + " I";

Aprés ces instructions contient le textex voici un exemple ! ». On accede a laiéme lettre par
s[n], c'est-a-dire on utilise I'indexation connue des vectelar exemples [0] vaut v’ , et I'affec-
tation s[0]= ’V’ redéfinit la premiere lettre, de sorte gaecontienne le text& Voici un exemple

I ». Laclassestring offre beaucoup d’autres fonctions, dont le progranhiii@ne montre que quelques
exemples.

Programme .19 Exemple d'utilisation de chaines de caracteres string.cc

#include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
#include <string> // déclarer la classe string
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

1
2
3
4
5 int main()
6
7
8
9

{
cout << "\nBonjour et bienvenue.\nComment t’appelles-tu 7 ";
string nom, s; // définition de deux chaines (encore vides)
cin >> nom; // lire un mot (délimité par des espaces)
10 cout << "Salut " << nom << " !" << endl;
11 getline(cin,s); // effacer le reste de la ligne d’entrée
12
13 string t("Ceci est une chaine de caractéres.");
14 cout << t << endl; // la chaine de caractéres initiale
15 cout << string(t,9,14) << t.size() << " caractéres.\n";
16 cout << t << endl; // la chaine de caractéres inchangée
17 s= t + " On peut y rajouter du texte.";
18 cout << s << endl; // la chaine de caractéres rallongée
19 s.insert(54,"ou insérer ou glisser ");
20 cout << s << endl; // la chaine de caractéres aprés insertion
21 s.replace(68,7,"remplacer");
22 cout << s << endl; // la chaine de caractéres aprés remplacement
23 s.erase(65,13);
24 cout << s << endl; // la chaine de caractéres aprés délétion
25
26 cout << "Retape la permiére phrase stp : " << endl;
27 getline(cin,s); // lire toute une ligne, espaces inclus
28 cout << "Tu as entré la phrase\n\"" << s << "\"" << endl;
29 if ( s == t ) cout << "Sans aucune faute de frappe, bravo !" << endl;
30 else cout << "Ceci n’est pas la phrase\n\"" << t << "\"" << endl;
31 cout << "premiére sous-chaine \"ou\" : pos=" << s.find("ou") << endl;
32 cout << "derniére sous-chaine \"ou\" : pos=" << s.rfind("ou") << endl;
33 cout << "premiére ponctuation : pos=" << s.find_first_of(".,:;!?") << endl;
34 cout << "derniére ponctuation : pos=" << s.find_last_of(".,:;!?") << endl;
35 cout << "Au revoir, " << nom << ".\n" << endl;
36 1}
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Conversion entre string et flot. Il sera parfois commode de lire ou d’écrire dans une chdénea-
racteres comme on écrit ou lit dans un flot. Ceci est passibinme illustrés dans le programme suivant :
istringstream prend une chaine de caracteres et en fait un flot d’enimpei(string strear alors que
ostringstream fournit un flot de sortie qui écrit dans une chaine de carastbutput string streain

Programme .20 Conversion entre string et flot sstream.cc

#include <iostream> // entrée-sortie standard
#include <sstream> // conversion entre string et flot
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

{
// Définir la chaine & analyser, puis lire ses termes
string t= " test 12.5 + 87.5 ";

1
2
3
4
5 int main()
6
7
8
9 cout << "string initial : \"" << t << "\"" << endl;

10 istringstream iss(t);

11 string mot; double x,y; char op;

12 iss >> mot >> x >> op >> y;

13

14 // Afficher les termes, puis les écrire dans une chaine de caractéres
15 cout << mot << endl << x << endl << op << endl << y << endl;

16 ostringstream oss;

17 oss << " ### " << mot << M OHHE M KK x <K<K H#HE Y <K< op <K HHE " KKy << HEE Y
18 string s= oss.str();

19 cout << "string terminal : \"" << s << "\"" << endl;

20 1}

7. Quelques conseils deadaction

Le code source d'un bon programme sera trés souvent rellysén modifie, corrigé, élargi, amélioré,
réutilisé, etc. Pour cette raison une bonne structuragtades commentaires détaillés sont indispensable.
lls seront le meilleur guide pour tout futur lecteur, et neagece que pour le programmeur lui-méme, qui
essaie de retrouver le sens de son programme écrit quettpissuparavant. . .

= |l convient de bien présenter le code source et de le comensanhs retenue.

= Il ne faut surtout pas croire que le seul lecteur sera le clatepir, au contraire !

= Lors de la rédaction d’un programme il faut écrire pounhiime et non pour la machine.

Contempler a ce propos le mot savant de Knuth cité au dibaé chapitre.

7.1. Un exemple affreux.Le langage C++ se préte facilement a la programmation de obscure.
Regardons le programni£1, qui est correct mais humainement incompréhensible. bepdateur C++
accepte ce code sans aucun probleme et en produit un lagiéieutable.

Programme .21  Un programme incompréhensible — a éviter! obscure.cc

#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
using namespace std;

int main()
{
const int a=10000; int b=52514; vector<int> c(b); int d=0, e=0, f, g, h;
for( ; (£=b-=14); d=1, cout << setw(4) << setfill(’0’) << g+e/a << flush )
for( g=eli=a; (h=--f*2); e/=h ) e=exf+ax( d ? c[f] : a/5 ), clfl=eli—-h;

RPOOWOO~NOURWNE

ol

Pouvez-vous deviner ce que fait ce logiciel ? Si I'on vousidigue ces trois lignes calculent 15000
chiffres derr, seriez-vous convaincu ? Feriez-vous confiance en un tgtamme ? Seriez-vous capable de
calculer ainsi 20000 chiffres de? La réponse est non, non, non, et non!
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Ces questions correspondent d’ailleurs a des criteregudété trés importantes : I'utilisabilite, la
compréhensibilite, la vérifiabilité, et la réutilisitile. Pour ces raisons il faut a tout prix éviter de eod
source comme ci-dessus : le programiri2d n’est qu’une curiosité pour amuser les étudiants, mais po
tout autre objectif il est inutilisable.

Remarqué&.1l Le code source du programrh2l est une adaptation en C++ d’un programme de J. Arndt et C.gfiaen
donné dans leur livrer unleashedSpringer-Verlag, Berlin 2001. Cette méthode de calcaler été découverte par

S. Rabinowitz en 1991. On I'expliquera au chapitye ou I'on développe aussi une preuve de sa correction. Vous
serez ainsi capable de I'implémenter d'une facon pluselig

7.2. Le bon usage.Pour obtenir des programmes compréhensibles, mémeddesatéation de pro-
grammes assez brefs, il faut respecter certaines regdsstdmarques suivantes sont loin d’étre exhaus-
tives; elles essaient simplement d’anticiper quelqudidifés et mauvaises habitudes répandues. Méme
si ce baratin ne vous parle pas trop lors de la premiererkedtiserait bon de le relire de temps en temps.

Utiliser des noms de variables et fonctions qui aient un seMous pouvez opter pour des noms courts
ou longs. Il est préférable d’utiliser un nom court (unéjue lettre par exemple) pour un comp-
teur de boucle, ou un autre usage relativement ponctuelcdtdre si votre variable doit &tre
utilisée en divers points de votre programme, il est aloesguable d’opter pour un nom plus
long et surtout plus explicite. En effet, si a la seule leetde la variable on sait a quoi elle
correspond, cela sera une aide précieuse.

Commenter soigneusement tout fichier sourcBans les exemples présentés ici, qui se veulent di-
dactiques, les commentaires expliquent le fonctionnehefangage C++. Dans un programme
réel, par contre, de telles explications seraient ingppges : on supposera que le lecteur envi-
sagé connait déja le langage, inutile alors de lui ex@r« ceci est un commentaireou « cela
est une variable. Il faut, par contre, expliquer tout ce qui n’est pas imnaéeinent évident.

Commenter toute fonction et tout blo&snantique. Pour ne pas encombrer le corps d’'une fonction
avec de longs commentaires, on peut écrire un commentéfedlld immédiatement avant la
fonction : quelles sont les données d’entrée et de soféie Aypothéses ? les garanties ? les li-
mitations ? la méthode utilisée ? Pour des impléemematmus complexes il est avantageux de
se référer a une documentation externe, par exerypbér Knuth §5.3.1», ou une spécification
commex voir ISO C++ 14882 §27.3». Ensuite des commentaires courts d’une ligne suffiront
dans le corps, en renvoyant éventuellement aux plus arepfggations précédentes.

Créer une documentation du programme iB@endante des fichiers sourceéfin de garder a jour,
dans un seul fichigret le code source et la documentation, il existe des systéta documen-
tation comme Doxygenww . doxygen.org) ou JavaDoc fava.sun.com/javadoc). lIs pro-
duisent une documentation a partir des commentaires deismdce.

Optimiser la lisibilitt du code sourcePour cela il est souhaitable de bien formater le fichier sourc
— Ne pas écrire plus d’une instruction par ligne (sauf rasmontraires).
— Mettre les accolades ouvrantes et fermantes seules slignaee
— Indenter correctement (ceci est automatique sais:s avec la touche de tabulation).
— Laisser des lignes blanches afin de regrouper les blocargiEmes.
[0 Bien sOr des exceptions a ce format sont possibles, érdiffs styles se sont établis. L'es-
sentiel est d’en choisir un et de l'utiliser d’'une maniéchérente.( Dans ces notes je n’ai
pas toujours respecté ces regles, dans le souci d'unéenreilmise en page. Ne faites donc pas
comme je fais, faites plutdt comme je dis-)

Relire votre code source. Plusieurs fois. Avec du recB®lour un projet sérieux il faut soigneusement
veérifier chaque fonction : le code écrit traduit-il biertrmintention ? Peut-il tre plus clair ? plus
efficace ? Vérifier, améliorer, rerédigez en méme terapsbmmentaires qui 'accompagnent.

Concluons par le méta-conseil formulé par Bjarne Strogst

« Ne suivez les conseils que lorsqu’ils vous semblent logique
O Il n’existe pas de substitdt I'intelligence, O
pas plus qua I'expérience, au bon sens et au borigo
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Speécifier chaque fonction et son interface.Quand vous introduisez une fonction, méme courte, pre-
nez soin de spécifier pour quel usage elle est faite, quetie&k elle requiert dans chaque parametre, et
quelle(s) donnée(s) elle renvoie. Mettez le tout dans licganmentaire :

// Calcul du coefficient binomial

// Entrée : deux entiers n et k

// Sortie : renvoie le coefficient binomial (n,k)

//

// Pour rappel : le coefficient binomial (n,k) est le nombre

// des sous-ensembles de cardinal k d’un ensemble de cardinal n.
// On suppose donc O <= k <= n, et la fonction renvoie O sinon.
//

// On utilise ici le type Integer qui modélise les entiers,

// positifs ou négatifs ou nuls, sans restriction de taille.

=
Integer binomial( Integer n, Integer k )
{ ...}

L'utilisation de la fonction est ainsi clarifiee. En s’y donmant, le fonctionnement interne sera relati-
vement facile a corriger, adapter, ou optimiser : il suffieeamodifier convenablement le code de la fonction
(voir chapitrell, §1.3). Ceci est un changemelocal et sans aucun risque, pourvu que la fonction et tous
ses utilisateurs respectent la spécification.

0 Lors de la conception d’un programme non trivial, la spéatibn et I'interface de chaque fonction
doivent étre claires et précises des le début. Il egzagénible, dans un état avancé du projet, de chercher
puis modifier tous les usages d’une fonction, dispersés ldagode. Ce genre de changemehidauxest
colteux et provoque souvent des erreurs — a éviter.

Introduire des fonctions auxiliaires. Si les mémes actions apparaissent a plusieurs endraoits da
votre programme, songez a en faire une fonction. De mas&mblable, si une fonction devient trop longue
et difficile a comprendre, essayez de la couper en soudgonels de taille modérée (si possible ni trop
petits ni trop grands). Ainsi on encapsule des taches bieciges et les rend accessibles aux vérifications
et tests séparés. De plus, munies de commentaires conmtesais, la lecture sera plus aisée qu’un long
enchainement d’instructions sans structure.

Finalement, pour un plus grand programme, il est recomnidedtz couper le fichier source en plu-
sieurs modules (sous-programmes dans des fichiers sg¢partaille convenable, qui regroupent certaines
familles de fonctions appartenant a un theme commun. £été fait, par exemple, pour la bibliotheque
standard, qui est regroupée par themestream, iomanip, fstream, cmath, vector, string, etc.

Introduire des variables auxiliaires. Si votre programme calcule deux fois la méme quantité; son
gez a introduire une variable auxiliaire afin d'y stockempl&cieuse valeur intermédiaire. Ceci devient
obligatoire si le calcul est coliteux. Voici un mauvais epém

cout << "le résultat vaut " << calcul_long_et_laborieux(a,b,c) << endl;
if ( calcul_long_et_laborieux(a,b,c) > 0 )
cout << "ce résultat est positif" << endl;

Supposons que votre fonction longue et laborieuse néeags heure pour calculer la réponse sou-
haitée. Alors le programme ci-dessus y metteaxheures! Il va sans dire que la deuxieme heure est un
gaspillage injustifiable. Utilisez plutbt la variante\gamte :

int resultat= calcul_long_et_laborieux(a,b,c);
cout << "le résultat vaut " << resultat << endl;
if ( resultat > 0 ) cout << "ce résultat est positif" << endl;

Vérifier les résultats. Ne vous fiez jamais aveuglement a un programme, méme gile'edtre !
Chaque fois que cela vous est possible, recoupez lesatssimitermédiaires ou finaux de votre programme
avec des résultats dont vous étes sir. Ces tests de bmrseament peu chers, détectent parfois des erreurs
cachées qui autrement se montreraient seulement plystarouvent de maniére plus vicieuse.
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8. Exercices suppgdmentaires
8.1. Exercices divers.Les exercices suivants sont a peu pres dans I'ordre deuifficroissante.

Exercice/P 8.1.Ecrire un programme qui lit au clavier une durée en secoetiés convertit en jours,
heures, minutes et secondes. Méme exercice pour la camvegsiproque.

Exercice/P 8.2.Compléter le programmie5 esquissé plus haut pour qu'il résolve correctenteasles
cas possibles d’'une équation de degr2.

Exercice 8.3. Trouver les solutions, b,c € N des équationab=1 (modc), bc=1 (moda), ac=1
(modb). En quoi I'ordinateur peut-il y &tre utile ? Trouve-t-il d®lutions ? Dans quelle mesure peut-il
résoudre le probleme ? Formuler une conclusion pré@sesgpériences sur ordinateur.

Exercice/P 8.4.Soit f : N — N définie parf(n) = n/2 sin est pair, etf(n) = 3n+ 1 sin est impair.
Ecrire un programme qui lit un entier positifet affiche les termes successifs de la suite récurrentae éfi
parup = n etu.1 = f(uk). Empiriquement on observe qu’une telle suite arrive torgaula valeur 1,
indéependamment de la valeur initiale Aprés quelques essais, on pourrait conjecturertquee valeur
initiale n € N meéne af¥(n) = 1 pour un certain rank. Cette conjecture, diteonjecture de Syracuseeste
toujours ouverte. Voila une question qui est facile a folenmais incroyablement difficile a résoudre.

Exercice/P 8.5.Ecrire une fonction qui calcule I'angle entre deux coordeessphériques. Ajouter un pro-
gramme qui lit au clavier deux coordonnées géographigtiaffiche leur distance sur terre. Par exemple,
guelle est la distance entrep 5°E et 50°N, 8°E ?

Remarque. —\ous pouvez développer les formules nécessaires vamsas. Essayez ensuite d’écrire une
entrée-sortie confortable, qui vérifie aussi la vaéidiEs données entrées.

8.2. Un jeu de devinette.

Exercice/P 8.6.Ecrire un programme qui réalise le jeurop petit, trop grand : le logiciel choisit un
nombre aléatoire que I'utilisateur doit deviner. L'ugditeur propose un nombre et le programme répond

« trouvé» ou « trop petit» ou « trop grands, puis on réitere si nécessaire. v
Programme .22 Début d’'un programme de devinette devinettel.cc

1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard

2  #include <cstdlib> // pour déclarer random() et srandom()

3  #include <ctime> // pour déclarer time()

4  using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

5

6  int main()

7 A

8 cout << "\nBienvenue au jeu \"trop petit, trop grand\" !" << endl;

9 cout << "\nEntrez un nombre maximal svp : ";

10 int max; cin >> max;

11 srandom( time(NULL) ); // initialiser le générateur aléatoire

12 int secret= random()%max+1l; // produire un nombre aléatoire entre 1 et max

13 cout << "J’ai choisi un nombre secret entre 1 et " << max << "." << endl;

14

15 // **x compléter le programme en implémentant ici les régles du jeu.

16 cout << "Mon nombre secret vaut " << secret << "." << endl;

17 3}

Exercice/P 8.7.En reprenant le jeu précédent, écrire un programme quindeun nombre choisi par
l'utilisateur. Celui-ci répond, toujours honnétememt,tapant ‘t’ ou ‘p’ ou ‘g’, respectivement.

8.3. Calendrier grégorien.

Exercice/P 8.8.Ecrire un programme qui lit au clavier une date du tyjpa/a, teste sa validité et affiche
le jour de la semaine ainsi que le nombre des jours qui seesoniés depuis 1©1/01/0001, date aussi
commode que fictive. Combien de jours avez-vous aujour@hui
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Réciproquement, écrire une fonctidate (int n, int& j, int& m, int& a) quicalcule ladate
j/m/a a partir de son numéra, cumulatif depuis 1e01/01/0001. (Expliquer le signe& dans la liste
des parametres.) Quand féterez-vous votre 10000emeyetsaire ? v

8.4. \ecteurs.

Exercice/P 8.9.Ecrire une fonctioninverse qui prend comme paramétre un vecteur, passe par reféren
et qui le remplace par le vecteur dans l'ordre inverse. Leetes/ec un programme qui lit au clavier une
suite d’entiers positifs terminée par 0 et qui affiche ldesinverselndication. — On pourrait utiliser une
fonction swap(a,b) qui échange les valeurs des variabéest b .

Exercice/P 8.10.Ecrire une fonctionpascal qui prend un vecteuiwo,Vva,...,Vn), passé par référence, et
le remplace par le vecte@Wp, Vo + V1, . .., Vn—1+ Vn, Vn). Attention. —Le nouveau vecteur est plus grand.
Vaut-il mieux le calculer de gauche a droite ou de droita@dpe ? Testez votre fonction par un programme
qui engendre ainsi successivement les lignes du triangRadeal.

Exercice/P 8.11.Pour un vecteur d’entiers= (vi, ..., V) on définit le vecteur dérivé = (vq,...,v,) par
V| = |V1 —Vn| €tV = |vi —Vi_1| pouri = 2, ..., n. Ecrire une fonctiorderiver qui prend comme argument
un vecteul, passé par référence, et le remplace par le vestelle tester par un programme qui lit au
clavier un vecteuv puis affiche les dérivesV, v/, ..., v jusqu’ak = 20 disons.

Exercice/M 8.12. En jouant avec le programme de I'exercice précédent, obéosur des observations
inattendues : pour un vecte(ni, Vo, Vv3,Vv4) donné, arrive-t-on toujours au vecteur nul? Méme questio
pour un vecteur de longuent= 2. Comment expliquer ce phénomeéne ? Que se passe-t-il powgateur
de longueun # 2X? Tombe-t-on toujours sur le méme cycle ? Que vaut la pérodfonction de ?

Exercice 8.13.Voici un challenge : écrire un programme qui lit une listertiers et détermine la médiane.
(Définir d’abord ce que c’est.) Il vous faudra éventuekgrnune méthode de tri, ce qui sera I'objectif du
chapitreV. Bien-sr, la question devient triviale des que la listeteée. Voyez-vous une autre méthode ?

8.5. Chaines de caraéires.

Exercice/P 8.14.Ecrire une fonctionpalindrome qui prend comme parametre une chaine de caracteres
et détermine s'il s’agit d'un palindrome. Par exempl@nna» est un palindromeg¢ nana» ne l'est pas.
Quel mode de passage convient le mieux : par copie, parer&é ou par référence sur une constante ?
Tester votre fonction avec un programme qui lit un mot auielguuis affiche son verdict.

Exercice/P 8.15.Ecrire une fonctioranagramme qui prend comme paramétres deux chaines de caracteres
et qui détermine si les deux forment un anagramme. Par dremiparie» et « aimer» forment un ana-
gramme, mais nor tester» et « resters. Quel mode de passage convient le mieux ? Tester votre éoncti
avec un programme qui lit deux mots au clavier puis afficHes'sgit d’'un anagramme ou non.

Exercice/P 8.16.Pour un minimum de sécurité on exige qu’'un mot de passenai¢ & et 8 caracteres,
qu'il contienne au moins une lettre et au moins un chiffterire une fonction qui teste si ces conditions
sont vérifiees. (Si vous voulez, rajoutez qu’au moins us clacteres soit ni lettre ni chiffreé):rire un
programme qui lit au clavier un mot de passe proposé patidateur et qui lui rappelle les regles si
nécessaire.

Exercice/P 8.17.Ecrire une fonctiominuscule qui prend comme parameétre une chaine de caracteres,
passée par référence, et qui convertit tout en lettresiseulesEcrire une fonction analogugajuscule.

8.6. Topologie du plan.Voici un challenge plus osé, si vraiment vous vous ennuget.exercice
vous propose d’'analyser puis de programmer quelques qoseste la topologie du plan. Tout sera affine
par morceaux pour éviter d’éventuelles pathologies agels, mais surtout pour étre accessible au cal-
cul sur ordinateur. Malgré son apparence éléementaseguestions mathématiques soulevées sont assez
intéressantes.

Deux pointsp,q € R? définissent ursegmentp,q] C R? que I'on peut paramétrer par la fonction
s: [0,1] — R?, s(t) = (1—t)p-+tq. Plus généralement, toute famille= (po, p1,. .., Pn) de pointspy € R?
spécifie uneourbe polygonale |0, n] — R? définie paic(k4-t) = (1—t)px+tpxs1 pourk=0,1,...,n—1
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et0<t < 1. C'est une application continue, affine sur chaque intlerfla k+ 1], réliant les points donnés
c(k) = px. Son image est donc la réunion des segm@gmti], [P1, P2], - - -, [Pn—1, Pn). Dans la suite on

supposera que la courleestfermeedans le sens que le point de dépa) = pp et le point d'arrivée

c(n) = pn coincident.

Vous pouvez imaginez les fonctions C++ suivantes dans uni@gle dessin. Pour simplifier nous
n'allons regarder que la partie calculatoire. La ISteeut étre implémentée comme un vecteur de longueur
2n+ 2, a coefficients entiers de typert , ou un type flottant si vous ne craignez pas des erreurs d@icro
Pour I'entrée-sortie des vecteurs, vous pouvez vousrsgunichier vectorio.cc.

FiG. 1. Un polygone dans le plan : qui esin », qui est« outy» ?

Voici quelques taches que I'on voudrait implémenter ;sypauvez en rajouter d’autres :
(1) Déterminer si le polygone est simple, c’est-a-digedegments ne se recoupent pas.
(2) Déterminer la longueur du polygone, puis 'aire dedgion qu'’il borde.

(3) Déterminer si le polygone est convex (ou étoilé, ne&st plus difficile).
(4) Déterminer si globalement le parcours du polygonertedrgauche ou a droite.
(5) Déterminer si un point donnéc R? est a l'intérieur ou a I'extérieur du polygone.

Pour ces questions il faudra d’abord préciser soigneuseneque cela veut dire. Ensuite la solution
mathématique n’est pas toujours évidente, mais peatvdius y trouvez un certain plaisir de rechercher.
Soyez assuré, il existe des solutions élégantes eteffica

Quelques eponses et indications

[Exercice5.2, affichage tordu] A la surprise générale, les instructions

int i=5; cout << i << i++ << i-1 << endl;
affichent654 et non555. Pour comprendre ce résultat, il faut savoir que I'op&rate sortie est évalué
de droite a gauche, donc contrairement au sens de lecNeemeé démandez pas pourquoi; c’'est juste
une convention.) Il renvoie comme résultat une réféeesur le flot de sortie, ce qui permet d’enchainer
plusieurs opérateurs. Le parenthésage implicite &g I'écriture explicite

int i=5; (((cout << i) << i++) << i-1) << endl;
Cette écriture, bien que plus précise, reste peu lididst préférable de la couper en plusieurs instructions,
dont chacune est facilement compréhensible.

[Exercices8.6 et 8.7, devinette « trop petit, trop grand »] Ce jeu a deux facettes intéressantes : quant
a l'apprentissage du C++ il oblige & réfléchir sur la commigation entre utilisateur et logiciel. Quant &
I'aspect algorithmique, c’est une préparation ludiglg @echerche dichotomique (discutée au chapixe

Si vous avez le temps, ne vous privez pas de ce plaisir; sirows trouvez une proposition de solution
dans les programmesevinette.cc et deviner.cc.

[Exercices8.8, calendrier grégorien] Cet exercice nécessite un peu de préparation. Préciganbon
applique ici uniformément les regles du calendrier grén, bien qu’elles ne prissent effet que le 15
octobre 1582. Tout d’abord, comment déterminer si uneeardonnée est bissextile ? (C'est cette régle
raffinée qui est due au Pape Grégoire, d’ou le nom.) Eastimment calculer le nombre des jours entre le
01/01/0001 etle 01/01/a, début de 'année courante ? (Pour ceci il faut appliqaeegle des années
bissextilesA titre d’exemple, sile01/01/0001 est le jour numérat , alors le01/01/2001 est le jour
numeéro 730486 .) Finalement, comment calculer le nombre des jours @sop&ndant 'année courante,
c’est-a-dire du01/01/a au j/m/a ?
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On pourra écrire une fonctioint numero( int jour, int mois, int annee ) quiréalise ce
calcul et renvoied si la date n’est pas valide. Pour le calcul réciproque omagecrire une fonctiorvoid
date( int num, int& jour, int& mois, int& annee ) . Siapres réflexion vous ne trouvez pas de
meilleure solution, vous pouvez regarder le fichigegorien. cc. Bonne lecture!

MAE 22 juin 2009



Rien n’est fait
quand il reste a faire.

PROJET |

Tester la conjecture d’Euler concernantx® + y* + ¢ = w*

Objectifs

» Résoudre une question mathématique par une énumeeadiaustive.
» Reconnaitre, puis contourner, des problemes typiquetygesint et double.
» Comprendre les limitations mathématiques et informatijnhérentes d’une telle approche.

Le probléme et son histoire.Comme vous savez, 'équation de Pythagere- y? = 22 admet une
infinité de solutiongx,y,z) € Z2 telles quex,y, z soient premiers entre eux. La plus petite(@st,5), puis
on a(5,12 13), et on sait méme produire toutes les solutions de many&térmatique.

En 1769 Euler montra que I'équatia+ y° = Z%, par contre, n'admet aucune solutipgy, z) € Z3..

Il s’agit du premier cas du grand théoreme de Fermat, gujuk x" +y" = 2" avecn > 3 n’admet pas
de solutiongx,y,z) € Zi. Aprés sa découverte, Euler conjectura gtie- y* + 7 = w* n’admet pas de
solutions(x,y,z,w) € Z%, et plus généralement qug+ 2} + --- + 21, = Z} avecn > 3 n'admet pas de
solutions dan&] . Il venait d’établir le cas = 3. Il a fallu deux siécles environ pour en connaitre |aorége

pourn=>5 (L.J.Lander et T.R. Parkin en 1966), puis paut 4 (N.D. Elkies et R. Frye en 1988).

0 Pour ne pas gacher le plaisir de la découverte, ne chepaseout de suite la réponse sur internet.

1. Préparation : calcul d’'une racine

Afin de programmer ce probleme, il sera utile de disposefatestionsa — a* eta— | ¥/a|. Le type
en C++ a utiliser pour les entiers sera nomiit&ceger dans la suite. Pour introduire cet alias en C++,
il suffit d’écrire typedef int Integer; au début de votre programme. Ceci définit le tyheteger
comme synonyme aveint . Vous n’utilisez ensuite que le typenteger ; si jamais vous voulez changer
de int & long long int il suffit de mettre & jour la ligneypedef .

Exercice/P 1.1.Ecrire une fonctiorinteger puissance4( const Integer& a ) quicalculea® avec
deux multiplications seulement. Pour quelle plage de patas votre fonction sera-t-elle correcte ? Ex-
pliguer le signe &’ devant le parameétre. Quelles alternatives convienreéft i

Réciproguement on cherche une fonctioacine4 qui calcule|/a], c’est-a-dire I'unique nombre
naturelr tel quer? < a < (r 4+ 1)*. Pour ce faire deux méthodes naives viennent a I'esfaripremiere est
correcte mais lente, la deuxieme est rapide mais fausse :

Exercice/P 1.2.Ecrire une fonctionInteger racine4lentemais_correcte( const Integer& a)

qui calcule| /a] par une boucle parcourant 0,1,2,.... Justifier votre fonction dans les commentaires.
A quelle plage de parameétres s’applique-t-elle ? Expligarequoi elle est inefficace quamcdest grand.
(Revoir le chronométrage de I'exem@eb. On discutera une nette amélioration au prdjej

Exercice/P 1.3.Dans un monde idéal, sans erreur d’arrondi, on utilissaxit hésitation

Integer racined4rapide mais_fausse( const Integer& a )
{ return Integer( exp( log(double(a))/4 ) ); }

Veérifier les résultats deacine4rapide mais fausse( puissance4(a) ) pour quelques petites va-
leurs dea. Lesquels sont corrects ? Expliquez ce phénomene. (Rex@l) Pourquoi et dans quels cas
une petite erreur d’arrondi peut-elle entrainer une greseeur dans le résultat final ?

Comme la valeur cherchée est un entier, il est hors de guegticcepter une quelconque imprécision
dans le résultat : on exige la valeur exacte! Voici une ffegie s’en tirer :
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Exercice/P 1.4.En tenant compte des deux exercices précédents, éngribactionracine4 qui soit a
la fois correcteet efficaceetclaire. A partir de la valeur initialer = racine4rapide mais fausse(a),
on corriger, le cas échéant, afin dgarantir l'inégalité r* < a < (r +1)* : tant quer est trop petit on
'augmente, tant que est trop grand on le diminue. Implémentez cette idée,sifijez la correction dans
les commentaire#\ quelle plage de parameétres votre fonction s’appliqede?

2. Enumération exhaustive
On se propose de tester la conjecture d’Euler dans la mesyressible.

Exercice/M 2.1 (préparation) D’abord pourn = 4 on essaiera une recherche exhaustive de toutes les
solutionsz} + Z + z = 7} avec la restriction X z; < z, < z3 < N. Jusqu’a queN peut-on aller avec le
type int ? long long int ? Montrer que le nombre des cas a traiter(é‘glz). Est-ce un polyndme en

N ? de quel degré ? Est-il réaliste de chercher toutes lesi®os jusqu'aN = 10°?N = 10°? N = 10*?

N = 10°? N = 10° ? Spécifier une borné qui vous semble raisonnable.

Exercice/P 2.2(implémentation) Ecrire une fonctionvoid euler4( Integer min, Integer max )

qui affiche toutes les SOlUtiOﬂ%+ Z§+ zg = zﬁ avec 1< 73 < 7 < zz et min< zz3 < max. Naivement on
pourrait penser a 4 boucles imbriquées, mais la fonctiecine4 permet de se ramener a 3 boucles. (Le
projetV expliquera comment les réduire a 2 boucles seulementileant des méthodes de tri.)

O Etapes interradiaires : 1l sera utile que le programme affiche de temps en temps ltaraent du
travail. (Pas trop souvent car I'affichage, lui aussi, préademps. . ..) On pourrait ainsi écrire

cout << "en train de tester " << ... << "\r" << flush;
De méme il sera intéressant d’afficher toute solutiongigslle est trouvée :
cout << "solution trouvée : " << ... << endl;

L'affichage de ces messages permettra, le cas échéarterdimpre le programme avec la toucteRL
c sans perdre pour autant toute I'information.

Exercice/P 2.3généralisation) Refaire le developpement précédent pour l'equationz + 23+ 2, = 2
avec la restriction ¥ z1 < z < z3 <z < N. Jusqu'a queN peut-on aller avec le typént ? long long
int ? Combien de cas doivent étre traités ? Est-ce un polyrémié? de quel degré? Cette approche
est-elle réaliste poud = 300 ?N = 1000 ?N = 3000 ?N = 10000 2Ecrire des fonctionpuissance5 et
racine5 puis une fonctioneuler5.

Exercice/P 2.4(consolidation) Quand votre programme semble marcher, vérifiez a nouvzeeorsection
logique (non seulement syntaxique : c’est déja fait paompilateur). Explicitez dans les commentaires
une spécification pour chaque fonction, en précisantélleplage de parametres elle s'applique. Es-
sayez de justifier que chaque fonction satisfait sa spatitit, en remontant de I'élémentaire au complexe
(bottom-up. Certifiez-vous finalement que votre logiciel est 100% &abl

[0 Rédaction finale Aprés s’'étre convaincu de sa correction, nettoyer le cmiece et rédiger la ver-
sion finale des commentaires. Commencer par quelques ldgmesmmentaires comportant le nom du
programme, l'auteur, la date, ainsi qu’une bréve dedoripEssayer de produire un code qui soit a la fois
correct et efficace, concis et compréhensible. Reliregragos les conseils di¥.

Exercice/P 2.5(conclusion) Exécutez la version finale de votre logiciel et rédigezseiprotocole. Com-
bien de temps prend-il ? Quel en est le résultat ? Formulgnsosement une conclusion : que peut-on dire
des conjectures d’Euler ? Quelles questions sont laisséssspense ?

0 Compilation finale ‘Afin d’optimiser un peu, compilez aveg++ -03 -static.
— L'option -03 demande au compilateur d’optimiser la traduction en laagagchine : la compila-
tion sera plus complexe et plus lente, mais I'exécution serpeu plus rapide.
— Loption -static fait inclure les bibliotheques d’une maniere ditestatique» : une copie est
collee a votre logiciel, ce qui augmente sa taille maisd&ére un peu.
Pour tester empiriquement ces difféerentes options, vousgrz comparer la taille et la rapidité des logiciels
qui en résultent. Pour savoir plus sur les options d’oation, consultez le manuel en ligne de g++ en
tapantinfo gcc Invoking Optimize dans une fenétre xterm.
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Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht,
alles andere ist Menschenwerk.
Leopold Kronecker

CHAPITRE 1l

Impl émentation de grands entiers en C++

Objectifs

» Reconsidérer les algorithmes d’arithmétique connusele.
» Comprendre leur formulation en C++, nécessairementietsllée.
» Expérimenter empiriquement les premiers phénomeéenesmplexité.

La probl ématique. Trés souvent en programmation, les types primitifs neelisent pas ce que 'on
veut. Par exemple le typént ne représente que lespetits» entiers : sa mémoire étant fixée a 4 octets
(32 bits), la plage des valeurs possibles (avec signe) vaxita 21— 1, ce qui correspond a l'intervalle
[—2147483648214748364F. Pour illustration, reprenons un exemple déja reneoatr chapitré :

Exemple 0.1.On veut écrire un programme qui affiche les valeungourn=1,2....,50.
A titre d’exemple, on souhaite que le programme suivantutalcorrectement la factorielle :

Integer factorielle= 1;
for( Integer facteur= 1; facteur <= 50; ++facteur )

{

factorielle*x= facteur;
cout << "La factorielle " << facteur << "! vaut " << factorielle << endl;

}

Comme on a vu au chapitteles types primitifs du C++ n’y suffisent pas, et 'utilisatinaive du type
int créera des résultats catastrophiques. Pour résoudience de probleme assez fréquent, on est mené
a construire des nouveaux types, traditionnellementlépplassesqui sont mieux adaptés au probleme.
Dans notre cas on voudrait disposer d’'une classe, apfeléeger, qui implémente les grands entiers
avec une utilisation intuitive.

L'approche génrérale. Les types primitifs n'admettent qu'une allocation de méma statique»
(c’est-a-dire de taille fixée d’avance), ce qui restréamtément la plage des valeurs. Pour les grands en-
tiers il est avantageux d’allouer la mémoire de maniedynamiques, en adaptant la taille d’'un tableau
au cours du programme selon les besoins du calcul. On discutgl une telle solutior faite maisor,
modeélisée directement sur la numération décimale, & dliscute brievement des questions de complexité.

Le chapitrelll présente une solution professionnelle, issue de la bibliotheque GMP. N'importe
guelle des deux implémentations permettra de résougmldeme de I'exempl@.1d’'une maniére facile
est naturelle ; elles se distinguent seulement par leuanidéptimisation : une journée de programmation
pour notre class@aturel contre plusieurs années de développement pour la HiklipteGMP .

Sommaire

1. Une implementation « faite maison» des nombres naturels. 1.1. Numération décimale a
position. 1.2. Implémentation en C++. 1.3. Incrementedexrémenter. 1.4. Comparaison.
1.5. Addition et soustraction. 1.6. Multiplication. 1.7ivi3ion euclidienne.

2. Questions de complexé. 2.1. Le colt des calculs. 2.2. Complexité linéaire vsdyjaique.
3. Exercices suppgdmentaires. 3.1. Numération romaine. 3.2. Partitions.
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Chapitre Il — Implémentation de grands entiers en C++

1. Une implementation « faite maison» des nombres naturels

1.1. Numération décimale a position. Comme le C++ ne prévoit pas de type primitif pour les
grands nombres entiers, nous allons implémenter nousas&in tel type, appel§aturel, dans le fi-
chier naturel.cc. C'est un excellent exercice de programmation. Si cepandars &tes impatient, il
suffira de survoler ce chapitre pour passer directementapitcelll qui prépare I'usage pratique.

Avertissement. — Le seul but de notre iempéntation est d'illustrer le principe.
O _Elle restera dilettante dans le sens qu’aucune optimisedesieuse ne sera faite. O
A part cette kgligence, toute autre im@inentation suivrait une approche similaire.

On reprend ici une idée vielle de 2000 ans, qui est aussilsique géniale : la numération décimale a
position. Afin de réaliser ce programme en C++, on utilisgréableaupour stocker une suite de chiffres.
(Voir le chap.l, §6.1pour I'utilisation des tableaux sous forme de la class&gguoevector .) Ainsi notre
implémentation sera une traduction directe des algogthscolaires bien connus.

A noter toutefois gu’une telle implémentation doit étrestprécise : en particulier on doit manipuler
les vecteurs avec soin, réserver toujours de la mémoitailike suffisante, puis rallonger ou raccourcir le
cas échéant. On discutera tour a tour les differentestions de base, commencant par la représentation
des données et I'entrée-sortie, ensuite I'increme@niatecrémentation et la comparaison, puis I'addi-
tion/soustraction, la multiplication, et finalement laigien euclidienne.

Rappel de notation. Pour I'axiomatique des nombres naturels et leurs prinegpplopriétés, nous
renvoyons a I'annexe de ce chapitre. En voici un résubiadidamental :

Définition 1.1. Nous fixons un nombre naturel> 2, que nous appelots base (Dans tout ce paragraphe
on pourra choisib = 10 pour fixer les idées.) Par rapport & la bhseoute suite finigay,...,a1,89) de
nombres naturelg, € N représente un nombre naturel, a savoir

n
(an,-.,81,80) == anb" + - Fab +ao = 3 akb’
k=0

Sian # 0 et 0< g < b pour toutk=0,1,...,n, nous appelons la suitey, ...,a;1,8p) unereprésentation
normalepar rapport a la bade ou aussi urdéveloppemerdgn basé.

Proposition 1.2. Tout nombre naturel & N peutétreécrit de mangre unique comme=a (an, ..., a1,89),
avecO < ap < b et0O < a < b pourtoutk=0,1,...,n— 1. L'application (a,,...,a1,a0) — a= zQ:Oakbk
établit donc une bijection entre nombres naturels a@teloppement&y, ..., a1,8p) €n base b. Sous cette
bijection on appelle gle kieme chiffre de a dans so&wkeloppement en base b. O

Dans le cad = 10 on appellechiffres decimauxles symboleso0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, que I'on
identifie avec les dix premiers nombres naturels. Ainsi taurhbre naturea peut étre représenté par une
suite de chiffres décimauey, . .., a1,a0), appelée leleveloppementatimaldea. A noter, en particulier,
gu’avec cette convention le nombre naturel O sera rept@gem la suite vide.

Exercice/M 1.3. Etant donnés deux nombres natuls- (a,...,a,ap), eta’ = (aj,...,a],ap),, leur
sommea = & +a’ peut &tre représentée comieg + a, ..., a; +ay, a5+ ag ), Seul petit probleme : cette
représentation n'est en général pas normale. Pourresdiaidoit encore propager les retenues. L'algorithme
I1.1 ci-dessous fait exactement ceci. Essayez de justifier saatmm.

Algorithme 1.1~ Normalisation par rapport a une base

Entr ée: Une représentatiofem, . ..,a1,8) € N™1 d'un entiera en basé > 2
Sortie: La représentation normaley, ...,a;,a0) € N1 deaen basé
Initialiserretenue— 0, n+«m
pour k de O a n faire ay < ax+retenue retenue— acdivb, ayx « axmodb
tant que retenue> 0 faire n—n+1, ap < retenuanodb, retenue— retenualivb
tantque n>0etay, =0 faire n<—n-1
retourner (ay,...,a1,80)
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1.2. Implémentation en C++. On définit le typeChiffre pour représenter un chiffre, ou un petit
entier a deux chiffres au plus. Le typiaturel estun vecteur de chiffres. Techniquement il est avantageux
de tout formuler sous forme d’'ureasse mais c’est ici un détail sans importance : notre implétagon
restera assez facile a comprendre, méme sans explickgiaitiee de la programmatianorientée objet.

Programme Il.1  Définition du typeNaturel, conversion deint , et opérateur de sortie

typedef int Indice; // type pour stocker un indice
typedef short int Chiffre; // type pour stocker un chiffre (ou deux)
const Chiffre base= 10; // base entre 2 et 16, ici on choisit 10

const char chiffre[]= "0123456789abcdef"; // chiffres pour 1’affichage

class Naturel

{
public:
vector<Chiffre> chiffres; // La suite des chiffres dans la base donnée
void raccourcir() // Raccourcir en effacant d’éventuels zéros terminaux
{ while( !chiffres.empty() && chiffres.back()==0 ) chiffres.pop_back(); };
void normaliser() // Normaliser pour n’avoir que de chiffres O0,...,b-1
Chiffre retenue= 0;
for( Indice i=0; i<chiffres.size(); ++i )

{ chiffres[i]l+= retenue; retenue= chiffres[i]/base; chiffres[i]= base; };
while( retenue > 0 ) { chiffres.push_back( retenue % base ); retenue/= base; };
raccourcir();

Naturel( int n= 0 ) // Constructeur par conversion d’un petit entier

{ for( ; n>0; n/=base ) chiffres.push_back( Chiffre( n % base ) ); };

Naturel& operator= ( const Naturel& n ) // Affectation (par copie des chiffres)
{ chiffres= n.chiffres; return *this; };

void clear() // Remettre a zéro (= suite vide)
{ chiffres.clear(); };

bool est_zero() const // Tester si zéro (= suite vide)
{ return chiffres.empty(); };

Indice size() const // Déterminer la taille (= longueur de la suite)
{ return chiffres.size(); };

Chiffre operator[] ( Indice i ) const // Lire le chiffre a la position i
{ return ( i<0 || i>=chiffres.size() ? Chiffre(0) : chiffres[i] ); };
b

// Conversion valeur -> symbole pour la sortie
char symbole( Chiffre valeur )
{ return ( valeur>=0 && valeur<base ? chiffrelvaleur] : ’?’ ); }

// Opérateur de sortie (afficher les chiffres, ou bien "O" pour une suite vide)
ostream& operator<< ( ostream& out, const Naturel& n )

{
Indice i= n.chiffres.size();
if (i == 0 ) return ( out << 0 );
for( --i; i>=0; --i ) out << symbole( n.chiffres[i] );
return out;
}

Avec le début de notre implémentation on peut déjarédei programmd.2 suivant :

MAE 22 juin 2009



38

Chapitre Il — Implémentation de grands entiers en C++

Programme Il.2  Un exemple d'utilisation naturel-exemple.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2  #include "naturel.cc" // inclure notre implémentation de la classe Naturel
3 using namespace std; // accés direct aux fonctions standard
4
5 int main()
6 {
7 Naturel a; // définition d’une variable (initialisée & zéro)
8 Naturel b(123); // définition avec initialisation & la valeur 123
9 cout << "a = " << a << ", b =" << b << endl;
10 a= b; // affectation (copie des chiffres de b vers a)
11 cout << "a = " << a << ", b =" < b << endl;
12 a.clear(); // effacer la valeur stockée (remettre a zéro)
13 cout << "a = " << a << ", b =" < b << endl;
14 a= 42; // affecter une valeur (conversion implicite)
15 cout << "a = " << a << ", b="<<Db << endl;
16 cout << "développement de longueur " << a.size();
17 for( int i=0; i<=10; ++i ) cout << ", a[" << i << "]=" << a[il;
18 cout << endl;
19 1}
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Repiesentation interne: Tout d’abord, on veut que tout nombre naturel puisse éesenté comme
une valeur de typelaturel. Ceci est réalisé ici en stockant les chiffres du dévedopent
décimal dans un vecteur appelgiffres. Par convention on stocke un développement décimal
(an,...,a1,a0) comme un vecteur[0],a[1],...,a[n] de longueun+ 1, dans le sens de
poids croissantC’est juste une convention commode, mais une fois cettesida est prise, il
faut s’y conformer dans les fonctions ultérieures, sasiae exception.

Normalisation: Par précaution on a déja implémenté deux fonctionsliaines : raccourcir()
qui supprime d’éventuels zéro terminaux, ainsi qiegmaliser () qui propage d’éventuelles
retenues comme expliqué plus haut afin de n’avoir que désehD, ..., 9. Ces deux fonctions
pourraient servir dans des fonctions ultérieures quielttivenvoyer un résultat normalisé.

Constructeur: On peut définir une variable de typeNaturel par Naturel a; elle serainitialisée
a zéro (la valeur par défaut dans le constructeur). lfenidiéen Naturel b(123) entraine une
initialisation a la valeur décimale 123 : la suite des ftbf stockée sera dorg, 2,1 (sic!). A
noter que I'opérateur de sortie se chargera d’un affichags Hordre usuel.

Opeérateur d’affectation: On voudra utiliser I'opérateur d’affectaticn avec la syntaxe et la semantique
usuelle : il prend deux arguments, une variable de typeurel a gauche et une valeur de type
Naturel & droite, puis il affecte la valeur a la variable. Dans eatas, I'instructiona= b;
copie le développement décimal stocké dandans la variablea .

Conversion de typela construction par conversion permet d'affecter une valleutype int a une
variable de typeNaturel : on pourra écrirea= Naturel(42) pour une conversion explicite
ou biena= 42 pour une conversion implicite. Les deux passent par le ooctsur fourni ci-
dessus, et produisent un objet anonyme temporaire deNyperel contenant les chiffreg, 4
du développement décimal de 42 ; celui-ci est ensuitetcd@insa par I'opérateur d’affectation.

Réinitialisation: La fonction clear () permet d'effacer le développement décimal; le résyltat
suite vide) représente zéro. Réciproquement la fonciiex _zero () permet de déterminer si un
nombre vaut zéro : il suffit de tester si le développemetrdesongueur OA noter que I'on sup-
pose toujours une représentation normalisée ; par exs@yfl, 0) 4. n'est pas une représentation
normale de zéro!

Acces aux chiffres: On fournit aussi un opérateur d’indexatiggcuri€ : pour un indice légitime on
renvoie le chiffre correspondant stocké dans le vectépner tout indice en dehors de cette plage
on renvoie 0, la seule valeur mathématiquement raisoengld justifier.) On peut ainsi accéder
aux chiffres du développement décimal sans se soucierldadueur exacte de la représentation
interne. (Quant a I'indexation des vecteurs, relire lesrtissements du chapittes6.1)
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Entrée-sortie: Les opérateurs d’entrée> et de sortie<< permettent de lire et d’écrire des valeurs de
type Naturel ; ils traduisent alors entre la représentation exterrge(iture décimale usuelle)
et la représentation interne (qui peut en différer). Careproduit ci-dessus que la sortie, qui est
plus facile. Vous trouverez I'opérateur d’entrée danfileier naturel.cc.

O Les chiffres sont affichés dans I'ordre usasl...,a;,a9, alors qu'ils sont stockés dans
I'ordre inverse. Ceci illustre un principe important : lectage interne et I'écriture externe sont
indépendants. C’est la tache des opérateurs d’estée de traduire entre les deux.

Exercice/P 1.4.Avec ces quelques lignes de code, notre implémentatiodé&atopérationnelle. Bien
évidemment, il manque encore l'arithmétique, que nolanalimplémenter dans la suite. Si vous étes
courageux vous pouvez essayer de programmer une solutiggiredme, ou au moins esquisser une
implémentation. Vous verrez que ce n’est pas trivial. Mo&que I'on souhaite faire :

Incrémentation et de@mentation: On voudra utiliser I'incrémentation+ et la decrémentatior-
avec la syntaxe usuelle, afin deompten avec le typeNaturel.

Opérateurs de comparaisonOn voudra utiliser les opérateurs de comparaisen ! =, ainsi que<,
<=, >, >= comme d’habitude.

Opérateurs arithnétiques: On voudra utiliser les opérateurs arithmétiques-, *, /, % avec la
syntaxe et la sémantique usuelles.

Opérateurs mixtes:Finalement, les opérateurs mixtes, -=, *=, /=, %= devront s'utiliser d’une
maniere naturelle, de sorte qae=b équivaille aa=a+b etc.

1.3. Incrémenter et decémenter. Comme premiére opération arithmétiqgue nous commespan
le processus deompter c’est-a-dire augmenter— n+ 1 ou diminuem — n—1 (pourn > 0). Essayer de
comprendre leur fonctionnement (sur quelques exemplésdeayustifier leur correction.

Programme I1.3  Incrémentation et decrémentation

// Incrémenter : la fonction renvoie toujours ‘true’ (= exécution sans erreur).
bool incrementer( Naturel& n )
{
for( Indice i=0; i<n.size(); ++i )
if ( n.chiffres[i] == Chiffre(base-1) ) n.chiffres[i]l= Chiffre(0);
else { ++(n.chiffres[i]); return true; };
n.chiffres.push_back( Chiffre(1) );
return true;

}

// Incrémentation sous forme d’opérateur
Naturel& operator++ ( Naturel& n )
{ incrementer(n); return n; }

// Decrémenter : si n=0 la fonction renvoie ‘false’ (= erreur).
bool decrementer( Naturel& n )

for( Indice i=0; i<n.size(); ++i )
if ( n.chiffres[i] == Chiffre(0) ) n.chiffres[i]= Chiffre(base-1);
else { --(n.chiffres[i]); n.raccourcir(); return true; };

return false;

}

// Decrémentation sous forme d’opérateur
Naturel& operator-- ( Naturel& n )

if ( !decrementer(n) )
cerr << "Erreur : on ne peut decrémenter 0." << endl;
return n;

}
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Chapitre Il — Implémentation de grands entiers en C++

1.4. Comparaison. Comme deuxieéme opération nous implémentons la congmraintre deux nombres
naturelsa eth. Par convention, le résultat vaut soit Gask b, soit+1 sia > b, soit—1 sia < b. Nous mon-
trons ici deux solutions possibles :

Exercice/P 1.5.La premiere méthode de comparaison dimiagtb jusqu’a ce qu’au moins un des deux
vaut 0. C’est clairement une méthode correcte, et elle Eemalisonnable pour les petits entiers, disons
jusqu’a 1000. Mais cette méthode devient tres ineffiqamer les grands entiers. Si I'on veut comparer
10°0 et 16°, par exemple, quel temps de calcul prédirez-vous ?

Exercice/P 1.6.La deuxieme méthode est celle connue de I'eécole : on coergabord les longueurs, puis
en cas de coincidence on compare les chiffres un par un @adeel du poids décroissant. Montrer que
I'algorithme donné est correct, c’est-a-dire pour teudennées d’entrée b il renvoie la réponse 0 ot 1
comme spécifiée ci-dessus. Attention : on utilise & nauvthypothése que les représentations stockées
poura etb soient toujours normalisées. Sinon, que se passerait-il ?

Programme Il.4 Comparaison de deux nombres de tyfaurel

int comparaison_lente( Naturel a, Naturel b )

{
while( !a.est_zero() && !'b.est_zero() ) { decrementer(a); decrementer(b); }
if ( a.est_zero() &% b.est_zero() ) return 0;
if ( a.est_zero() ) return -1; else return +1;

}

int comparaison_scolaire( const Naturel& a, const Naturel& b )
{

if ( a.chiffres.size() > b.chiffres.size() ) return +1;

if ( a.chiffres.size() < b.chiffres.size() ) return -1;

for( Indice i= a.chiffres.size()-1; i>=0; --i )

if ( a.chiffres[i] > b.chiffres[i] ) return +1;
if ( a.chiffres[i] < b.chiffres[i] ) return -1;

return O;
bool operator== ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ return ( comparaison_scolaire(a,b) == 0 ); }

bool operator!= ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ return ( comparaison_scolaire(a,b) != 0 ); }

bool operator< ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ return ( comparaison_scolaire(a,b) < 0 ); }

bool operator<= ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ return ( comparaison_scolaire(a,b) <= 0 ); }

bool operator> ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ return ( comparaison_scolaire(a,b) > 0 ); }

bool operator>= ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ return ( comparaison_scolaire(a,b) >= 0 ); }

Nous fournissons aussi la comparaison sous forme destep&saisuels==, !'=, <, <=, >, >=,
ce qui permet une écriture commode, coma® au lieu de comparaison_scolaire(a,b)<0. Sans
cette implémentation explicite, le typgaturel n'admettrait pas de telle comparaison abrégée, car le
compilateur ne saurait pas deviner le sens de l'instructieh. A nous donc de préciser ce que nous
souhaitons réaliser.
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1.5. Addition et soustraction. L'addition peut étre implémentée par deux méthode&dihtes :

Exercice/P 1.7.La premiere méthode réalise I'addition par une incrétagon itérée. On initialise la
sommes pars < a. Tant queb > 0 on diminueb et augmentes. Finalement, lors qub = 0, la variable

s contient la somme cherchée. Expliquer pourquoi cettehati, aussi élegante qu’elle soit, n'est pas
recommandable : dans quelles situations est-elle raikbmrdans quelles est-elle catastrophique ?

Exercice/P 1.8.La deuxieme approche effectue I'addition scolaireade zfioald etbh= zfgo bi10 en
additionnant chiffre par chiffre, du plus petit au plus hpoitds. Vérifier les détails de cette implémentation
afin de justifier sa correction : renvoie-t-elle toujoursdpnésentation normalisée de la somme cherchée ?

0 Voici quelques remarques et indications. On part de liggal

(310) + (3 010) = 3 @ biag.

qui se traduit immédiatement en une boucle parcourand, 1,2,...,m. Evidemment le résultat n’est en
général pas normalisé : comme a I'école, la princigalmplication est la retenue. On pourrait effectuer
une normalisation tout a la fin, en appelant la fonctimimaliser () . Il semble plus efficace de propager
la retenue déja dans la boucle : c’est possible si I'on tagat dans le bon sens, de- 0 ai = m.

La longueur de la somme est= maxa, {,), ou bienm+ 1 s'il reste une retenue a la fin. Lors de
la boucle, silg > /4, il faut rajouter des chiffres zéro a la fin e de méme, sty < ¢y, il faut rajouter
des chiffres zéro a la fin d& On s’en tire avec une astuce : les deux cas sont assuréar itugage de
'opérateur [1 sécurisé, implémenté plus haut. (C’est Iegeremmegfiicace, mais le code est plus élégant.)

Programme 1.5 Addition de deux nombres de typ&aturel

bool addition_lente( const Naturel& a, Naturel b, Naturel& somme )
{ for( somme= a; !b.est_zero(); incrementer(somme), decrementer(b) ); return true; }

bool addition_scolaire( const Naturel& a, const Naturel& b, Naturel& somme )
{

// Réserver de la mémoire pour recevoir le résultat

somme.clear();

Indice taille= max( a.size(), b.size() );

somme.chiffres.resize( taille, Chiffre(0) );

// Calculer la somme chiffre par chiffre en tenant compte des retenues
Chiffre retenue= 0;
for( Indice i=0; i<taille; ++i )

Chiffre temp= al[i] + b[i] + retenue;
if ( temp < base ) { somme.chiffres[il= temp; retenue = 0; }
else { somme.chiffres[i]l= temp - base; retenue = 1; };

}

// Rajouter éventuellement un chiffre supplémentaire pour la retenue
if ( retenue ) somme.chiffres.push_back(retenue);
return true;

}

Naturel operator+ ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ Naturel somme; addition_scolaire( a, b, somme ); return somme; }

Naturel& operator+= ( Naturel& a, const Naturel& b )
{ a= a+b; return a; }

Exercice/P 1.9.Si vous voulez vous pouvez implémenter les deux approdiies (ente et scolaire) pour
effectuer la soustractioa— b. Par convention on renvoiéalse si le résultat se révele négatif. Vous
trouverez une solution possible dansturel . cc.
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1.6. Multiplication. Nous implémentons la multiplication par deux méthodé&&cntes :

Exercice/P 1.10.La premiére méthode réalise la multiplication par undi@eh itérée. On initialise le
produit p par p < 0. Tant queb > 0 on diminueb et ajoutep « p+ a. Finalement, lorsque = 0, la
variablep contient le produit cherché. Expliquer pourquoi cettehmée, aussi éleégante qu’elle soit, n’est
pas recommandable : dans quelles situations est-ellerabte, dans quelles est-elle catastrophique ?

Exercice/P 1.11.Comme deuxieme méthode nous implémentons la multimicascolaire. Exécuter la
fonction & la main sur un exemple, disons 4%89. Veérifier les détails de notre implémentation afin de
justifier sa correction : renvoie-t-elle toujours la reggitation normalisée du produit cherché? A-t-on
réservé un vecteur de taille suffisante ? trop grande URis@n des problemes de capacité insuffisante en
utilisant le typeshort int pour Chiffre ? Quelle est la plus grande valeur qui puisse apparaitre dan
la variableretenue ? Donner un exemple ou ce maximum est atteint.

0 Voici quelques remarques et indications. Tout d’abord, ldtiplication par zéro joue un role particu-
lier et sera traitée a part. (Pourquoi?) Sinon on partélgalite

<iiald> ' (iobjloj) - iiio(aibj)ldH’

qui se traduit en deux boucles imbriquées, parcouram,1,2,.... metj =0,1,2,...,n, afin de sommer
tous les produitsaibjld“. Bien évidemment en base 10 le facteur1zeut dire qu'il faut ajouter le
produitabj & la position + j.

A nouveau le résultat brut nest pas encore normalisé.alau moins deux manieres differentes de
ce faire : on pourrait par exemple appeler la fonctimrmaliser () tout a la fin. Cette approche est
pourtant dangereuse, car elle nécessite de stocker ms@Mmey;  j_,ab; dansproduit [k] . Ceci
pourrait déborder la capacité du typeort int . (Essayer de construire un exemple de ce genre.)

Pour cette raison on a pris le soin de formuler une méthodeajte la retenue directement dans la
boucle intérieure, et qui assure ainsi de ne pas débard@pé short int.

Programme 1.6 Multiplication de deux nombres de typaturel

bool multiplication_lente( const Naturel& a, Naturel b, Naturel& produit )
{ for( produit= 0; !b.est_zero(); --b, produit+= a ); return true; }

bool multiplication_scolaire( const Naturel& a, const Naturel& b, Naturel& produit )
produit.clear();
if ( a.size() == 0 || b.size() == 0 ) return true;
produit.chiffres.resize( a.size() + b.size(), Chiffre(0) );
for( Indice i=0; i<a.size(); ++i )

Chiffre aux, retenue= 0;

for( Indice j=0; j<b.size(); ++j )
aux= produit.chiffres[i+j] + a.chiffres[i] * b.chiffres[j] + retenue;
produit.chiffres[i+j]= aux % base;
retenue= aux / base;

produit.chiffres[i+b.size()]= retenue;

produit.raccourcir();
return true;

}

Naturel operator* ( const Naturel& a, const Naturel& b )
{ Naturel produit; multiplication_scolaire( a, b, produit ); return produit; }

Naturel& operator*= ( Naturel& a, const Naturel& b )
{ a= a*b; return a; }
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1.7. Division euclidienne.Essayons finalement d’'implémenter la division euclideediea par b.
Pour rappel : pour towt, b € N avecb # 0 il existe une unique pair@,r) € N x N de sorte qua=bg+r
et 0<r < b. Nous présentons deux méthodes pour calculer cette (gie:

Exercice/P 1.12.La premiere méthode réalise la division euclidienneyre soustraction itérée. On ini-
tialise les variableg etr parq« 0 etr < a. Tant quer > b on pose < r —betq <« q+ 1. Ainsi I'égalité
a=bq-+r est préservée par chaque itération. Finalement, lersgub, nous avons trouvé la paife,r)
cherchée. Expliquer pourquoi cette méthode, ausgaglie qu’elle soit, n'est pas recommandable : dans
guelles situations est-elle raisonnable, dans quellesliestatastrophique ?

Exercice/P 1.13.Comme deuxieme approche nous implémentons la divisiolidéenne par (une variante
de) la méthode scolaire : on construit le développemecindél du quotient en appliquant intelligemment
la division lente ci-dessus. Pour commencer vous pouveewdgf la fonction a la main pour la division de
a=>567 pab =19, par exemple. Essayez de comprendre le fonctionnemest digorithme, puis justifiez
sa correction. Vous trouvez un développement tres aibdesans Shoupl[0],§3.3, et une discussion plus
approfondie dans Knutf8], vol. 2, §4.3.

Programme I1.7  Division euclidienne de deux nombres de tyjeturel

bool division_lente( const Naturel& a, Naturel b, Naturel& quot, Naturel& reste )

if ( b.est_zero() ) return false;
for( quot= 0, reste= a; reste>=b; ++quot, reste-=b );
return true;

}

bool division_scolaire( const Naturel& a, const Naturel& b, Naturel& quot, Naturel& reste )
{
quot.clear(); reste.clear();
if ( b.est_zero() ) return false;
if ( b.size() > a.size() ) { reste= a; return true; };
quot.chiffres.resize( a.size() - b.size() + 1, Chiffre(0) );
for( Indice i= a.size()-1; i>=0; —--i )
{
// Calculer reste = base*reste + a[i] puis (peu de) soustractions itérées
reste.chiffres.push_back( Chiffre(0) );
for( Indice j= reste.size()-1; j>0; --j )
reste.chiffres[j]= reste.chiffres[j-1];
reste.chiffres[0]= a.chiffres[i];
reste.raccourcir();
while( reste>=b ) { reste= reste-b; ++quot.chiffres[il; }
}
quot.raccourcir();
return true;

}

Naturel operator/ ( const Naturel& a, const Naturel& b )

Naturel q,r;
if ( !division(a,b,q,r) ) cerr << "Erreur : division non définie." << endl;
return q;

Naturel operator’, ( const Naturel& a, const Naturel& b )

if ( b.est_zero() ) return a;
Naturel q,r; division(a,b,q,r); return r;

}

Naturel& operator/= ( Naturel& a, const Naturel& b ) { a= a/b; return a; }
Naturel& operator)= ( Naturel& a, const Naturel& b ) { a= alb; return a; }
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2. Questions de complexé

2.1. Le colt des calculsLe but des implémentations précédentes était de repedas algorithmes
gue vous appliqguez depuis toujours, et de les expliciteraegdge de programmation. Ceci n'est pas
immédiat et nécessite un certain effort, puis des testegvérifications soigneuses. Aprés s’étre convaincu
de la correction de nos fonctions, on arrive & la questieffidacité :

Exercice/P 2.1.Lire puis exécuter le programmeaturel-exemple.cc qui effectue quelques calculs
illustratifs. Vérifier dans la mesure du possible la caiiets sur des petits exemples. Puis, sur des exemples
de plus en plus grands, comparer la performance des alg@sthscolaires: et « lentsy.

Formuler avec précision vos observations : jusqu’a guglille les algorithmes lents sont-ils raison-
nables? Dans quels cas s’averent-ils catastrophiquesfm@nt expliquer ces phénoménes? Est-ce que
les algorithmes scolaires, eux-aussi, ralentissent siedemples trés grands ? de maniere significative ?
L'addition est-elle plus rapide que la multiplication ? Pgquoi ?

La morale de cette histoire est que les algorithmes lentodaises, bien qu’ils ménent tous au méme
résultat, se comportent tres differemment au niveaedecbmplexig, c’est-a-dire leur temps d’exécution
differe drastiquement en fonction de I'entrée. Le chdixidnauvais algorithme entraine que I'on ne peut
pas effectuer certains calculs en temps utile, alors quet feeile avec un algorithme bien adapté.

2.2. Complexi€ linéaire vs quadratique.

Exercice 2.2. Soienta etb deux nombres naturelsfadécimales. Expliquer pourquoi le temps nécessaire
pour effectuer I'addition lente est proportionnel & #dviron. On dit ainsi que cet algorithme est de com-
plexité exponentielle. Il en est de méme pour les autggardhmes qualifiés lents» ci-dessus.

0 Lorsqu’un algorithme est de complexité exponentiell@'dst utilisable que pour des exemples mi-
nuscules. Dans notre exemple, chaque fois que I'on augntehd@gueur? par un, le temps de calcul
est multiplié par 10. Pour des problemes de grandeur @atuir/ ~ 100 disons, une telle méthode est
inutilisable.

Exercice 2.3. Soienta etb deux nombres naturelsfadécimales. Expliquer pourquoi le temps nécessaire
pour effectuer I'addition scolaire est proportionngl aeulement. On dit ainsi que cet algorithme est de
complexié linéaire. Chaque fois qué est doublé, le colt double lui aussi.

Exercice 2.4. Soienta etb deux nombres naturelsfadécimales. Expliquer pourquoi le temps nécessaire
pour effectuer la multiplication scolaire est proportieha ¢2. On dit ainsi que cet algorithme est de
complexié quadratiqueChaque fois qué est doublé, le colt est multiplié par 4.

0 Lorsqu’un algorithme est de complexité quadratique gt utilisable que pour des probléemes moyen-
nement grands. On chronométra I'addition et la multigi@aplus amplement au chapitiié.

Exercice2.5. Soita un nombre naturel Adécimales. Quel est le colit de I'incrementation: a+ 1 dans le meilleur
des cas ? dans le pire des cas ? en moyenne ? Mémes questiplesqumparaison scolaire de deux nomtaesb de
longueur< /.

Exercice2.6. Expliquer pourquoi la division euclidienne, comme la npligation, est d'une complexité quadratique
quand on utilise I'algorithme scolaire. Plus précisémenur calculer(a,b) — (qg,r) aveca=gb+r et 0<r < bil
fautnmitérations, otn et msont les longueurs deetq, respectivement.
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3. Exercices suppgdmentaires

3.1. Numeration romaine. L'exercice suivant est classique. Techniquement il partées chaines de caracteres,
mathématiquement il met en relief la simplicité de la muation décimale a position.

Exercice/P 3.1.Ecrire une fonctionstring romain(int n) qui transforme un nombra (entre 1 et 3999) en
numeération romaine, en utilisant leschiffres» 1,v,X,L,C,D,M. (Rappeler d’abord les regles de cette écriture.)
Ecrire une fonctionint romain(string s) quiréalise latraduction inverse. On pourra commenceupearfonction
int romain(char c) quitraduitles symboles,Vv,X,L,C,D,M enleurvaleur respective,5,10,50,100,500,1000 .
Remarque. —Ce systeéme, bien que démodé, est toujours en usage deeger exemple les numéros des chapitres
ou des toutes premieres pages de ces notes.

3.2. Partitions. Cet exercice est complexe, mais bénéfique pour la cultathématique. Unartition d’un
nombre naturehest une famillo= (p1, p2, ..., pr) d’entiers positifs, decroissante dans le sens p, >--- > p; > 1,

et ayant pour sommp; + p2+--- + p; = n. On appellen le degréet ¢ la longueurde la partition. Par exemple, les
partitions de degra = 0,1, 2,3,4 sont exactement les suivantes :

n=0: () —lapartition vide
n=1:(1)

n=2:(2),(1,1)

n=3:(3), (2,1), (1,1,1)

n=4:(4), (3,1, (2,2), (2,1,1), (1,1,1,1)
On organise ici les partitions dans I'ordre deg-invlex : @mpare d’abord le degré (la plus petite somme d'abord),
puis dans le méme degré on utilise I'ordre lexicograpéioerse (les plus grands vecteurs d’abord).
Exercice/P 3.2.En C++ on peut réaliser les partitions par les définitiansastes :
typedef vector<int> Partition; // type pour stocker une partition

Ecrire un opérateur de sortie convenable pour les parstipuis ajouter une fonction qui calcule le degré. Imgétar
une fonction qui compare deux partitiop®tq dans 'ordre deg-invlex : elle renvoiel sip>q, et -1 si p < g, puis
0 si p= g. Ajouter ensuite les quatre opératewrs <=, >, >=.

Finalement, implémenter I'incrémentation et la deceétation dans I'ordre deg-invlex :

Partition& operator ++ ( Partition& p ); // incrémentation

Partition& operator -- ( Partition& p ); // decrémentation
Le défi est ici de développer un algorithme correct pounten le successeur et le prédécesseur d’une partitiomégon
\Vous pouvez tester votre implémentation en énuméramnaetitions comme suit :

Partition debut(1,1), fin(5,1);

for( Partition p=debut; p<=fin; ++p ) cout << p << endl;

for( Partition g=fin; g>=debut; --q ) cout << g << endl;
Comme une application parmi beaucoup d'autres, regaradnmatrices x n ayant pour polyndme caractéristique
(X —A)". Combien y en a-t-il a conjugaison pres ? Les énuméreripe- 1,2,3/4,5, ...
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“Can you do addition?” the White Queen asked.
“What's one and one and one and one and one
and one and one and one and one and one?”
“I don’t know,” said Alice. “I lost count.”
Lewis Carroll, Through the Looking Glass

COMPLEMENT I

Fondement de l'arithmétique : les nombres naturels

Objectifs

» Retracer le fondement axiomatique des nombres naturelpr@b Dedekind et Landau).
» Etablir quelques résultats fondamentaux (bon ordresiimieuclidienne, numération en bage

Comme ce cours se veut élementaire, le chafitveus propose d'implémenter les nombres naturels
sur ordinateur, d'abord I'addition/soustraction puis laltiplication/division en numération décimale. On
pourrait s’y étonner : pourquoi commencer par des conassi basiques ? Tout d’abord, c’est un bon
exercice de programmation. Mais aussi d’'un point de vue ema#tique il y a de bonnes raisons pour
reconsidérer sérieusement les algorithmes de I'agtiqué élémentaire. Cet annexe essaie de mettre en
relief leur rble important, et de poser les fondements gratitiques nécessaires.

Sommaire

1. Apologie de I'arithmétique élementaire. 1.1. Motivation pédagogique. 1.2. Motivation cultu-
relle. 1.3. Motivation historique. 1.4. Motivation mathatique. 1.5. Motivation algorithmique.

2. Les nombres naturels.2.1. Qu’est-ce que les nombres naturels ? 2.2. L'approdoenatique.
2.3. Constructions récursives. 2.4. Addition. 2.5. Mpligation. 2.6. Ordre. 2.7. Divisibilité.
2.8. Division euclidienne. 2.9. Numération a position.

3. Construction des nombres entiers.

1. Apologie de I'arithmétique élementaire

Avec toute modestie, je souhaite vous présenter quel@issns pour reconsidérer sérieusement les
algorithmes de l'arithmétique élémentaire. Ceci sgndi aussi leur importance historique et culturelle.

1.1. Motivation pédagogique.On utilisera les opérations arithmétiques des entieropadans la
suite de ce cours. Il me semble donc honnéte de commencée piébut, et de poser les fondements
avant d’édifier les étages supérieurs. D’autant plusagog vous permettra de mieux situer votre travalil,
et de comprendre comment votre ordinateur stocke et tlavda# grands entiers. Certes, on verra des
découvertes algorithmiques plus excitantes encore, paiton apprécier des méthodes sophistiquées si
I'on méconnait les méthodes de base ? Soyons honné&tggenéral, I'élémentaire est un bon exercice ; en
le retravaillant on trouve souvent des questions et deoépmiissement auparavant inapergus. Le ptbjet
en donne en bel exemple : qui aurait soupconné que la baale multiplication admettait des solutions
nettement plus efficaces ?

1.2. Motivation culturelle. Larithmétique en numération décimale fournitles exées les plus clas-
siques d’algorithmes. Familiere a tous et frequemmdhs@e au quotidien, I'arithmétique fait partie de
notre bagage culturel. La traduction en C++ vous rappeflera-&tre a quel point c’est un outil non-trivial.

Le comparer, par exemple, adaneration linéairei, i1, 11, mi, ni, ... Pour vous amusez, vous pouvez
expliciter les régles de comparaison, addition, soustracmultiplication et division euclidienne dans
cette notation. C’est facile mais trés inefficace pour lesibres plus grands. (Pourquoi?) Un peu plus
confortable pour les petits nombresplarrération romaind, Il, Ill, IV, V, ... n’est guére plus efficace.

Pour illustration citons une correspondance, datant duem@ge, entre un riche marchand et un in-
tellectuel. Le premier cherchait conseil aupres de sonpammi savoir ou il serait préférable d’envoyer son
enfant étudier la science des nombres et du calcul, afinidmtantir la meilleure formation possible. Ce
dernier répondit :
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Complément Il — Fondement de I'arithmétique : les nomimasirels

Si tu désires l'initier & la pratique de I'addition ou deslaustraction, n'importe quelle
université francgaise, allemande ou anglaise fera fadffdViais, pour la maitrise de 'art
de multiplier ou de diviser, je te recommande plutdt dev@rer dans une université
italienne.

A cette époque, le dur apprentissage de I'arithmétidémeéntaire était strictement réservé a I'élite
intellectuelle, au prix de trois ou quatre années d'éudgversitaires. Cette situation changerait dramati-
guement avec I'apparition de la numération décimale eqtriainerait une démocratisation successive
de l'arithmétique élémentaire.

1.3. Motivation historique. On ne peut pas surestimer I'importance qui eurent le dgpelment
puis la large diffusion de notre» numération décimale. Ne citons que I'€loge formuléeRiarre-Simon
de Laplace:

C’est a I'Inde que nous devons la méthode ingénieusepdi@er tous les nombres au
moyen de dix symboles, chaque symbole ayant une valeur dt@opagnsi qu’une va-
leur absolue. Idée profonde et importante, elle nous @p@aintenant si simple que
nous en méconnaissons le vrai mérite. Mais sa réellelsit@p la grande simplicité
gu’'elle a procurée a tous les calculs, met notre aritiqnétau premier plan des in-
ventions utiles, et nous apprécierons d’autant plus ladgar de cette ceuvre que nous
nous souviendrons qu’elle a échappé au génie d’Arctiéat d’Apollonius, deux des
plus grands hommes qu’ait produits I'antiquité.

Des livres entiers ont été consacrés a la fascinant@t@sle cette révolution culturelle, technologique
et scientifique. Pour commencer je vous conseille Kn8thvpl. 2, §4.1.

L'histoire a aussi laissé des traces étymologique : le gralgorithme» est dérivé d’Al-Khwarizmi,
mathématicien persan et auteur de deux importants mats)garits environ de I'année 825 de notre ére,
sur la résolution d’équationslgebre et I'arithmétique en numération décimale, emprurttés Indiens.
Ainsi le mot latin« algorismus puis« algorithmus; est devenu le mot frangaisalgorithmes. Il signifiait
initialement I'ensemble des techniques d’Al-Khwarizmataamment le calcul en numération décimale.
Les traductions et vulgarisations de ses ceuvres a pardiléme siecle jouerent un rdle essentiel dans
I'apparition de la numération a position en Europe.

1.4. Motivation mathematique. Alfred North Whitehead, dans son livén Introduction to Mathe-
matics souligne plus généralement I'importance d’'une notatdéquate pour résoudre des problémes
mathématiques :

By relieving the brain of all unnecessary work, a good notasets it free to concen-
trate on more advanced problems, and in effect increaseseheal power of the race.
Before the introduction of the Arabic notation, multiplia was difficult, and the di-
vision even of integers called into play the highest matherabfaculties. Probably
nothing in the modern world would have more astonished alGrethematician than
to learn that, under the influence of compulsory educatioa vthole population of
Western Europe, from the highest to the lowest, could perfitve operation of divi-
sion for the largest numbers. (...) Our modern power of easkaning with decimal
fractions is the almost miraculous result of the gradualaliery of a perfect notation.

1.5. Motivation algorithmique. D’apres ce qui précede, I'arithmétique semble un bantmte départ
pour notre exploration de 'algorithmique &€lémentaké c’est un point auquel on peut revenir, avec des
outils plus avancés : durant les 40 dernieres annégs,sliavenement des ordinateurs, I'arithmétique des
grands entiers a vue une recherche approfondie, couraré&reéames progres avec des algorithmes de plus
en plus efficaces. (Il en est de méme d’ailleurs pour l'anétique des polyndmes de grand degré ou des
matrices de grande taille). Bien que notre discussionnesiesez basique, sachez qu’en algorithmique les
algorithmes scolaires, qui n'ont pas changés depuis leemége, ne sont pas le dernier mot.
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2. Les nombres naturels

Pour la culture mathématique, mais aussi pour entrepeamnt implémentation sérieuse sur ordina-
teur, il semble utile de (re)considérer de plus pres Bohjathématique que sont lemombres naturels
et ses principales propriétés que I'on souhaite mogiéldomme disait E. Landau, la subtilité des nombres
naturels 01,2, 3,... réside dans les mystérieux trois petits poiv@t$ltre d’avertissement, ils prennent un
tout autre sens dansA,B,C,...» ou dans« lundi, mardi, mercredi, ..». Nous allons donc éclaircir ce
mystére par une définition rigoureuse.

Avertissement : I'abus de I'abstraction peut nudréa comp&hension.

D En cas de contre-indication, survoler I&€ekloppement suivant pour passea suite.

2.1. Qu’est-ce que les nombres naturels RNous avons tous assez jeunes appris a compter et a nous
servir des nombres naturels. Devenue quasi sous-corscggite technique nous semble effectivement
treés naturelle, au moins tres habituelle. Apres réflexan constate un phénoméne surprenant : bien que
tout le monde s’en serve et sache citer dgemplescomme« zéro, un, deux, trois, . », il n'est pas
évident commentéfinir avec précision ce que sont les nombres naturels. (Fa@egéfience autour de
vous, matheux et non-matheux confondus.)

Dans I'histoire des mathématiques, cette question daitéfi rigoureuse a été soulevée assez tard, et
c’est seulement vers la fin du XIXe siécle gu’une réponsisfasgsante fut décortiquée. Nous résumons de
maniere tres sommaire ce développement, qui fut un dasiprs exemples de I'approche axiomatique qui
caractérise I'ere moderne.

Selon vos préférences et votre expérience mathénggticptte approche vous semblera fascinant
ou ennuyant, d’'une élégance absolue ou d'une abstraetioessiveA vous de juger. En tout cas, ce
développement est un bénéfique exercice de style. Ipéatie de la culture mathématique de I'avoir tra-
vaillé au moins une fois dans la vie.

2.2. L'approche axiomatique. Les nombres naturels sont I'abstraction mathématiquerdcegsus
de compter Le nombre initial est noté 0, puis a chaque nombre natuoel associe son success&m:
Ceci permet déja de construire et de nommer quelques pegimples :

1:=90,2:=51,3.=2,4.=S3,5=54,6:=557.=5,8=57,9.=58,10=59, ...

On sous-entend que ce processus continue infiniment saassjhoucler, et que tout nombre naturel est
ainsi atteint. La définition suivante en est la formulatioathématique d’apres R. Dedekindfds sind und
was sollen die Zahlen 2888).

Définition 2.1. Les nombres naturels forment un ensenmiBlenuni d’un élément initial 0= N et d'une
applicationS: N — N satisfaisant aux axiomes suivants :

(1) Pour touin dansN on aSn # 0, autrement dit O n’appartient pas a I'imageSie

(2) Pour touin # mdansN on aSn # Sm, autrement dif est injectif.

(3) SiE C N est un sous-ensemble contenant O et vérifsggY) C E, alorsE = N.
La derniéere condition est aussi appelagiome de Ecurrence
Remarque 2.2. Cette définition ne précise pas ce qui est un nombre natlarelature des éléments tie
n'est pas essentielle, tout ce qui compte est I'applicadioll — N qui modélise le processus de compter.
L'elément O est le point de départ; c’est le seul éléngein’est pas successeur d’'un autre.

Graphiguement, les axiomes spécifient une applic&io0N — N commeQe—>e—>e—0 ...

¥ |
L'axiome (1) exclut des applications COMME.o—se—sT re—re... OU Oo—so—so—seseo>e e,

o e .. \ ) O—>0—>0—> 0 -
Linjectivité (2) exclut ~ Qe—>e—>e—>o—>e—>e—>e et 'axiome (3) exclut  Qe—>e—>e—>e...

Chacun des exemples suivants vous montre un modele dese®méturels, c’est-a-dire un triplet
(N,0,9) satisfaisant aux axiomes. (Si, si, il y a plusieurs posgi#isiimais on verra plus bas qu’elles sont
essentiellement les mémes.)
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Exemple 2.3. Le modéle le plus évident consiste des suites finieta@pén symbole fixé, disons 1. Ici la
suite vide O sertd’élémentinital, avé0 = 1. Pour une suite non vide on pd&k---1=1---11 en rajoutant
un symbole de plus. C’est facile a définir, et 'ensemblesigtes ainsi construites satisfait visiblement aux
axiomes ci-dessus.

Exemple 2.4.En s’inspirant de la numération binaire on pourrait pdEécomme suit. On choisit un
ensemble a deux élemer, 1}, puis on regarde les suites finies formées de 0 et 1 commepagal. La
suite vide() sert d’élément inital et on pos&) = 1. Pour une suite non-vide on poSg...011...11=
1...100...00 puisS11...11=100...00. (Bien sir il faudra expliciter un peu plus cette déiamtdeS.)
Cette construction est un peu fastidieuse mais legitirmgégultat vérifie aux axiomes. Vous pouvez aussi
vous amuser a réécrire cette définition pour la nun@ratécimale.

Exemple 2.5.Vous pouvez bien sir utiliser les motszéro, un, deux, trois, . » pour représenter les
nombres naturels, comme vous le faites depuis votre enf@wél ne suffit pas d'aller jusqu’a neuf
cent quatre-vingt-dix-neuf ou un autre nombre assez grand. La difficulté est d’expliciter une regle
qui associe a chagueson successeldn : pour des nombres de plus en plus grands il faut faire face au
probléme d’inventer des noms, si possible d’'une manigstematique et efficace. Une telle tentative sera
sans doute similaire aux exemples précédents mais phiblg’encore.

Les trois exemples précédents sont acceptables d'unt geinue pragmatique, mais ils laissent a
désirer d’'un point de vue mathématique. L'exemple sutieshsans doute le plus élégant :

Exemple 2.6.John von Neumann proposa en 1923 un modele des nombreslaajur est devenu clas-
sique. L'élément initial est 'ensemble vide=D{}, puis on pose 0= 0, 1 := {0}, 2 := {0.{0}}, 3 :=
{0,{0},{0,{0}}},... Icile successeur d’'un ensemblest défini comme I'ensemb®n := nU {n}. Ainsi
chaquen est 'ensemble des nombres plus petits gqu€omme vous voyez, cette construction se base
uniquement sur la théorie des ensembles (que nous adm&ipivous pouvez vérifier aisement que cette
construction satisfait aux axiomes souhaités.

Exemple 2.7. Bourbaki construit les nombres naturels comme les cardidas ensembles finis, approche
qui repose également sur la théorie des ensembles. Unreamakurel est ici une classe d'équivalence
d’ensembles équipotents. Ainsi € card0) = {0} est la classe de tous les ensembles vides (en fait, il
n'y en a qu’un seul), 1= card {0}) est la classe de tous les ensembles contenant un élénzetement,
2:=card{0,{0}}) estla classe de tous les ensembles contenant deux éexactement, etc. Bien que
plus abstraite, cette approche mene, bien sir, au méme bu

2.3. Constructions ecursives. Comme technique fondamentale et omniprésente, nos agipere
mettent d’établir laconstruction écursive C’est exactement ce théoréme auquel nous faisons apaetiq
nous construisons une suite itérative qui commenceppuis procede par récurrence : X1 = f(X«)
pourk=0,1,2,3,.... En voici une formulation explicite :

Théoreme 2.8 Dedekind, 1888) Soient X un ensembley X unélement, et f X — X une application.
Alors il existe une unique application & — X érifiant g(0) = xp et g(Sn) = f(g(n)) pour tout ne N.

L'unicité découle de I'axiome de récurrence (exerciaeile mais bénéfique). L'existence d’'une telle
applicationg est beaucoup moins évidente : elle nécessiteconstruction

Remarque 2.9(La construction naive ne marche pakj premiere idée qui vient a I'esprit est la construc-
tion suivante : pour 0 on posg: {0} — X, g(0) = xo. Ayant construitgn: {0,...,n} — X on définit
Osn: {0,...,n,Sn} — X pargs,(k) = gn(k) pour toutk < n puis on prolonge pags,(Sn) = f(gn(n)).
On obtiendrait ainsi une suit@n)ney, et la réuniong = U,y On Nous fournirait 'application cherchée
g: N — X. Le probleme avec cette démarche est qu’elleiestilaire : elle utilise le principe de construc-
tion récursive pour justifier ce méme principe. (Le déta) Ce n’est donc pas une preuve.

La construction naive échoue mais illustre bien a queitde principe de récursion nous est naturel
et utile. D’autant plus est-il important ggouverque ce principe est toujours applicable. Voici I'argument
qui marche :
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PREUVE D'EXISTENCE Formellement, une applicatian A— B d’un ensemble de dépaktvers un
ensemble d’arrivéB est une relation binairg C A x B telle que pour toua € A il existe un et un seul
élementb € B avec(a,b) € g. Existence et unicité permettent de définicommel'image dea € A par
I'applicationg, notéeg(a). On dit aussi que I'applicatiog envoiea surb = g(a).

Dans notre cas on part d'une applicatibnX — X et d’'un élément initiakg € X. Notre objectif est
de montrer I'existence d’une applicatign N — X vérifiantg(0) = X etg(Sn) = f(g(n)) pour toutn € N.

Une partieR C N x X sera appeléaductivesi (0,%g) € Ret que pour toun,t) € Rona(Sn, f(t)) e R
On constate que le proddit x X tout entier est inductif. En plus, $R;),ca est une famille de parties
inductivesR, C N x X, alors leur intersectioR = N, .o Ry est & nouveau une partie inductive.

Soitg C N x X l'intersection de toutes les parties inductives. D’afrésjui précede, c’est une partie
inductive, et la plus petite par construction. Il nous résteontrer qu’il s'agit d’'une application. Regardons
donc I'ensemble

E ={neN|il existe un et un seut € X tel que(n,x) € g}.

Nous allons prouver par récurrence dtie- N. Vérifions d’abord que @ E. On sait déja qué0,Xp) € g
puisqueg est inductive. S’il existait une deuxieme pajfEx) € g avecx # Xg, alors on pourrait I'enlever
etg~ {(0,x)} serait encore inductive mais plus petite gee qui est absurde. (Le détailler.) On a donc
bien Oc E, comme souhaité.

Vérifions ensuite qua € E entraineSn € E. Lhypothesen € E nous dit gu'il existe un unique € X
tel que(n,x) € g. Ceci entraine quésn, f(x)) € g, puisqueg est inductive. S’il existait une deuxieme paire
(Sn,y) € gavecy # f(x), alors on pourrait I'enlever gt~ {(Sn,y) } serait encore inductive mais plus petite
qgueg, ce qui est absurde. (Le détailler.) On a donc [8erE E, comme souhaité.

On conclut quée = N par I'axiome de récurrence. Autrement @jt N x X est bien une application
deN versX. Le fait queg soit inductive se reformule maintenant comgié) = X et g(Sn) = f(g(n))
pour toutn € N. O

Le théoreme de construction récursive a d'innombradgigdications. En voici la premiere : la définition
2.1caractérise les nombres naturels de maniere univoqeedeg) :

Corollaire 2.10 (Unicité des nombres naturels$oit N un ensemble, sof € N’ un élement et soit
S': N’ — N’ une application. Si le tripletN’, 0, S) vérifie aux axiomes de lagfinition2.1, alors il existe
une unique bijectiony: N — N’ telle quey(0) = 0’ et yS= S'¢. On dit ainsi qugN,0,S) et (N, 0/, S)
sont canoniquement isomorphes. O

Ce résultat est tres rassurant : il vous laisse toutetéla choisir votre modeéle préféré des nombres
naturels, la seule restriction étant bien sr qu'il daiigfaire aux axiomes ci-dessus. Si jamais quelqu’un
d’autre choisit un autre modeéle, ce dernier est forcénmrhorphe au votre : seuls lesnomsy des
elements ont change, et la bijectignen fait la traductionA titre d’analogie : on compte essentiellement
de la méme maniére dans toute les langues bien que les tiligssusoient différents.

2.4. Addition. Toute la structure et la richesse de la théorie des nombrégsntenues dans les trois
axiomes de la définitio2.1, qui est la distillation de plusieurs millenaires d’agivmathématique. Cette
définition précise ce que I'on entend par compter. Esqussaintenant commeadnstruirel’arithmétique
des nombres naturels pour ensyiteuvertoutes les propriétés de base, si utiles dans la pratique :

Proposition 2.11(Addition). Il existe une et une seule applicatien N x N — N définie par m+0:=m
puis par 'ecurrence par - Sn := S(m+ n) pour tout mn € N. Cette ogration+, appeke addition, est
associative et commutative, adr@etommetlement neutre bil&ral, et m4- k= n+k implique m=n.

Remarquons que+ 1 = Sn pour toutn € N, ce qui permet de remplacer la fonctiSmar la notation
n— n+ 1 dans la suite. Soulignons que les propriétés énomeEsent pas des hypotheses, mais peuvent
étre deduites des définitions et des axionfesitre d'illustration, nous esquissons ici une preuve de la
proposition. Dans la suite les vérifications d’énond#éslaires seront laissées au lecteur.

DEMONSTRATION. Existence et unicité découlent du principe de récureefexercice). Montrons
d’abord I'associativité. SoiE = {n € N | a+ (b+n) = (a+ b) + n pour touta,b € N}. On constate que
Oe€Ecara+(b+0) =a+b=(a+b)+0. Ensuiten € E entraineSn € E cara+ (b+Sn) =a+S(b+n) =
S(a+ (b+n)) = S((a+b)+n) = (a+b)+ Sn. Ainsi on conclut qué& = N, donc 'addition est associative.
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Nous avonsi+ 0 = n par définition; montrons que9n=n. SoitE ={neN|0+n=n}. On a
0+0=0, donc Oc E. Pourn € E on a 0+n=n, donc 0+ Sn = S(0+ n) = Sn, ce qui veut dire que
Sn € E. On conclut qué = N, autrement dit 0 est I'élément neutre bilatéral.

De maniere analogue, nous avans 1 = Sn par définition ; montrons quetn = Sn. SoitE = {n ¢
N|1+n=Sn}.Ona0c E car 1+ 0= 1= S0. Ensuiten € E entraineSn € E car 1+ Sn=S(1+n) = SS.

La commutativité en découle comme suit : dbit= {n € N | a+ n=n+apourtouta € N}. On a
déja montré que @ E ainsi que 1€ E. Finalementi € E entraineSn € E cara+Sn=a+ (1+n) =
(a+1)+n=n+(a+1)=n+(1+a)=(n+1)+a= Sn+a. Ceci prouve la commutativité.

La vérification quen+ k = n+ kimpliguem= n est laissée en exercice. O

2.5. Multiplication. De maniere analogue on établit les propriétés de laiptiattion :

Proposition 2.12(Multiplication). 1l existe une et une seule applicatianN x N — N définie par m0 :=0
puis par ecurrence mSn := m-n+m pour tout mn € N. Cette ogration -, appeke multiplication, est
associative, commutative, et admetommeelément neutre bil&ral. Si k= 0, alors m-k = n-k implique
m= n. La multiplication est distributive sur I'addition, c’e&-dire k- (m+n) = (k-m) + (k- n). O

Proposition 2.13(Exponentiation) |l existe une et une seule applicatiorN x N — N définie par & := 1
puis par tecurrence & := a" - a pour tout an € N. Cette ojration”, appeke exponentiation, jouit des
proprietes & = aetd™" = a™- a" et (a™)" = a™". Sia¢ {0,1}, alors d&" = a" implique m= n. O

Notation. La multiplicationa- b est souvent abrégée pab. Comme d’habitude, I'associativite permet
d’économiser certaines parentheses : on &cfito+ ¢ pour (a+b) +c ou a+ (b+c), et de mémebc
pour (ab)c oua(bc). Finalement, on écridb+ ¢ pour (a-b) + ¢, etab" poura- (b"). On sous-entend que
I'exponentiation est prioritaire sur la multiplicatiort,la multiplication est prioritaire sur I'addition.

2.6. Ordre. Pour travailler commodément avec les nombres naturetsis faut encore de I'ordre. On
définitla relation< en posanin < nsi et seulement s'il existec N tel quem+k = n. Il s'agit effectivement
d’un ordre, c'est-a-dire que< n (réflexivité),m < n etn < mimpliguentm= n (antisymétrie), puik <m
etm < nimpliquentk < n (transitivité). Les vérifications sont laissées en e

Proposition 2.14. L'ensembleN muni de la relation< est bien ordoné : tout sous-ensemble X N non
vide admet un plus petément, c’esi-dire il existe me X tel que n< x pour tout xe X.

DEMONSTRATION. SoitM :={n€ N | n < x pour toutx € X}. C’est 'ensemble des minorants He
Evidemment on a @ M. Par hypothés¥ est non-vide, il existe donc au moins un élémeatX : ainsi on
aSx¢ M etdoncM # N. Par conséquent il existe ume M de sorte qu&m ¢ M. (Sinon on auraiv = N
par I'axiome de récurrence.) 81 ¢ X, alorsSm serait encore un minorant, ce qui n'est pas le cas. Donc
me MNX est un plus petit elément d& comme énoncé. O

Remarque 2.15.Un ensemble bien ordonné est en particulier totalemerdrorée : pour toutn,n on a
soitm < n, soitm= n, soitm > n. (Exercice : il suffit de regarder le plus petit elément{den}.)

Notation. Par commodité on définit la relation stricte< n parm < netm= n. On définit aussi les ordres
inversesn > mparm< n, etn > mparn < m.

Proposition 2.16. L'addition et la multiplication respectent I'ordre dans $ens que i n implique mt-
k < n-+k ainsi que mk< nk. Il en est de @me pour l'iregalite stricte : m< n implique m-k < n+k, et
aussi mk< nk pourvu que k£ 0. Sim< n etk Oalors nf < nk; side plus aZ {0,1}, alors d" < a". [

Définition 2.17. La soustractiom — m n’est définit que sn > m. Dans ce cas il existk € N tel que
m+ k =n. Ce nombre étant unique, on peut donc défini- m:= k.

2.7. Divisibilité. Ajoutons que I'on peut définir la division de maniére amgaie a la soustraction :

— On définitla relationhen posanin| nsi et seulement s'il existec N tel quemk= n. |l s’agit effecti-
vement d'un ordre, c’est-a-dire que n (réflexivité),m| n etn | mimpliquentm= n (antisymétrie),
puisk | metm| nimpliquentk | n (transitivité).

— Lordre| n’est pas total : on n’a ni 3 ni 3| 2. Par conséquerif n’est pas bien ordonné par rapport
al'ordrel, car{2,3} n'a pas de plus petit £lément. (On y reviendra quand oremadu pgcd.)
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— Toutefois, 1 est le plus petit élementNear rapport & I'ordre, car 1| n pour toutn, et O en est le
plus grand can | 0 pour toutn.

— Les éléments minimaux d§ \ {1} par rapport a la divisibilitd sont appelés irréductibles (ou
premiers); il s'agit effectivement des nombres premierssda sens usuel (le détailler).

— La multiplication respecte I'ordrgdans le sens que|n impliqgue mk| nk, mais I'addition ne la
respecte pas:ona2maisnon i 1|2+1.

— La divisionn/mn’est définit que sin | n. Dans ce cas il existec N tel quemk= n. A I'exception
du casm=n= 0 le nombrek est unique, et on peut donc définjfm:= k.

2.8. Division euclidienne.Aprés le bref resumé des fondements, nous sommes eneesdéduire
un résultat célebre, qui nous intéressera tout pdigi@ment dans la suite :

Proposition 2.18(Division euclidienne dan). Soient ab € N deux nombres naturels avee40. Alors
il existe une et une seule paifg,r) € N x N vérifianta=b-q+ret0<r <b.

DEMONSTRATION. Existence. —On fixe un nombre naturdd - 0. SoitE I'ensemble des nombres
naturelsa € N qui s’écrivent comme = b-q+r avecq,r € N et 0<r < bh. Nous allons montrer par
récurrence quE =N. Evidemment G= E car 0=b-0+0 et 0< b. Montrons quac E impliquea+1cE.
L’hypothesea € E veut dire qu'il existey,r € N tels quea=Db-q+r etr < b. On distingue deux cas :

— Sir+1<b, alorsa+1=Db-q+ (r+ 1) est de la forme exigée, doac- 1 € E.

— Sir+1=b, alorsa+1=b-(q+ 1)+ 0est de la forme exigée, doae- 1 € E.

On conclut que tout nombre natueet N s’écrit commea=b-q+r avecq,r e Net0<r <h.

Unicite. —Supposons qube-q+r =b-d +r" avecr,r’ < b. Quitte a échangdig,r) et(d,r’) nous
pouvons supposear< r’. On obtient ainsb- (q— ) =r’ —r. On constate qué —r < h. Sig—q > 1
on auraitb- (q—q') > b, ce qui est impossible. Il ne reste que la possibiiteq = 0, ce qui entraine
r'—r = 0. On conclut que = ¢ etr =r’, comme énoncé. O

2.9. Numération a position. Voici un premier exploit de nos efforts :

Corollaire 2.19 (Numération en basb). On fixe un nombre naturel b 2. Alors tout nombre naturel
a > 1 s’ecrit de mangre unique comme & ab” +a,_1b" 1+ .- +a;b+ag ol &, ay, ..., a,_1,a, sont
des nombres naturel€rifiant0 < ay < b pour tout k=0,...,n ainsi que a # 0. O

Exercice 2.20.Déduire le corollaire de la proposition.

Remarque 2.21.De maniére abrégée on écrit ausai,an_1,...,a1,8), = anb"+an_1b" 14 +
ai1b+ap. Lorsqueb est assez petit, on peut représenter chagaeec 0< a; < b par un symbole distinctif,
appeléchiffre. Pour nos besoins, la bals@aut au plus seize, et les chiffres 0,1,2,3,4,5,6,7,8@&D,E,F
nous serviront d’abréviations commodes pour les seizaigrs nombres naturels 80, S, SS9, .... En
systeme décimal ceci permet d'écrite 7,2,9) 4o, PUiS de supprimer les virgules et d’écri729 4. 0u
1729 tout court, si le contexte laisse comprendre sanségue que nous travaillons en base dix. On arrive
ainsi a exprimer, de maniere unique, tous les nombreselata I'aide de tres peu de symboles seulement
par une notation treés courte. C’est simple et efficace, intlait y penser!

Exercice 2.22.Aprées cette longue marche partant des axiomes, nous sofimraksnent arrivés a la no-
tation décimale usuelle de nombres naturels. Cette pradeen’est pas vaine : nous nous sommes ainsi
rassurés des fondements de l'arithmétique que nous msuoplémenter. Au chapitrié nous en avons
considéré deux implémentations : celle qui traduiefdlement les définitions de cet annexe, puis celle,
bien plus efficace, qui travaille directement sur les dadé® suivant les algorithmes connus de I'école. Si
vous voulez, vous pouvez maintengurgtifier que ces algorithmes sont corrects, c'est-a-gioeiverqu’ils
rendent le résultat exigé par la définition.

Corollaire 2.23(Numération en base mixteBoit(by)kery Une suite infinie de nombres naturels avgelt?
pour tout ke N. Alors tout nombre naturel & 1 s’écrit de mangére unique comme

a=anbn 1---bo+an-1bn2---bo+---+abo+ao
avec g # 0et0 < ax < by pour toutk=0,...,n. O
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Exemple 2.24.La numération en base mixte est plus répandue que 'onmeepea durée de 2 semaines,
3 jours, 10 heures, 55 minutes et 17 secondes, par exempléseate

2-7-24-60-60+3-24-60-60+ 10-60-60+55- 60+ 17= 1508117

secondes. Existence et unicité d’'une telle écriture gantidiennement utilisées, prérequis sans lesquels
ce systéme n’aurait pas pu s'établir dans I'histoire him@aNous y reviendrons au chapitké.

3. Construction des nombres entiers

DansN certaines équations comme-5 = 0 n’ont pas de solution. Pour remédier a ce défaut il est
naturel de« compléten N par des éléments nouveaux, que I'on appellermmbres négatifs, afin de
pouvoir résoudre toute équation de la foraxe b+ x aveca,b € N.

Remarque 3.1.La maniére ad hoc de le faire est de considérer I'enseffnblex N puis d’identifier+n
avecn ainsi quet0 avec—0. Ainsi on rajoute a I'ensembié={0,1,2,3,...} les élements-1,—-2,—-3,....

On notera I'ensemble qui en résulte @arJusqu’ici tout marche bien : on peut par exemple décriier
5+ (—5) = 0. La grande difficulté est d’étendre les structureNc&7Z de maniere cohérente : pour cela
il faudra construire une addition, une multiplication, puine soustraction, une division, un ordre, etc...
qui étendent les structures Nle Tout cela est possible, mais les preuves détailléeesassetz fatigantes. Le
probleme est que la construction ad hoc ne facilite pasitssttion deN aZ, et la distinction des case N

etn € Z~ N mene a des preuves inutilement compliquées. Bien qtidifasse pour les preuves, c’est cette
approche qui est souvent favoriser pour une implémemtatioordinateur. Ne méprisez donc pas cette idée
un peu naive : elle est sous-optimale pour la théorie, elEsnarche trés bien dans I'application pratique.
C’est d'allleurs cette approche que I'on utilise quotidiement dans les calculs.

La construction mathématique suivante est plus élegaais aussi un peu plus abstraite. Elle mérite
toutefois de I'attention car elle nous méne aux bonnesve®at servira de modele dans d’autres cas.

Reprenons I'équatioa= b+ x ot a,b € N. On aimerait que les nombres entiers, encore a construire,
fournissent une solutior a chaque équation de ce type. Une fois construit, tout merabtier s'écrirait
donc comme difféerenca— b pour deux nombres naturedsb € N. Notons toutefois qu’une telle écriture
n'est pas unique : ona— b =c—dsietseulementsi+d=c+h.

Proposition 3.2. SurN x N on c&finit la relation~ par (a,b) ~ (c,d) si et seulement si«d =c+b.
C’est une relation cBquivalence. On noté := (N x N) /.. 'ensemble quotient.

Proposition 3.3. SurZ on peut @&finir une ogration+: Z x Z — Z par[a,b] + [c,d] := [a+c,b+d]. Cette
opération, appeteaddition est associative, commutative, et adfdgd] pourélement neutre bil&ral. Tout
élementa, b] € Z admetb,a] € Z pour oppoé : [a,b] + [b,a] = [a+ b,a+ b] = [0,0]. O

Proposition 3.4. SurZ on peut @&finir une ogration-: Z x Z — Z par [a,b] - [c,d] := [ac+ bd,ad+ bd].
Cette ojeration, appedemultiplication est associative, commutative, et adfiigd] commeelement neutre
bilatéral. La multiplication est distributive sur I'addition;est-a-dire x- (y+z) = (x-y) + (x- ) pour tout
XY,z € Z. La multiplication est sans diviseur dérm, c’esta-dire x-y = 0 implique x= 0 ou y=0. ]

Proposition 3.5. SurZ on peut @finir une relation< en posanfa,b] < [c,d] si et seulement siad <
c+ b. Ceci cfinit un ordre total suZ. Pour tout xy,z< Z on a que X< y implique x+ z<y-+z, et en plus
x<yetO<zimpliguentxz<y-z.

Proposition 3.6. L'application ¢: N — Z, ar [a,0] est injective et permet donc d'identififravec son
image@(N). Cette application respecte I'additiop(a+ b) = @(a) + @(b), la multiplication, ¢(a-b) =
¢o(a)-@(b), etl'ordre : @(a) < @(b) si et seulement si4 b. Avec cette identification on retrouve finalement
les nombres naturel§ comme sous-ensemble des nombres erifiecemme souhaét O

Proposition 3.7 (division euclidienne) Pour tout ab € Z, b > 0, il existe une unique pair&,r) € Z x Z
de sorte que a=bg+ret0<r <b. O

Comme pour les nombres naturels, il est vivement conseifigoir travailleé la construction des
nombres entiers au moins une fois dans sa vie. Si vous chreuch#éfi, vous pouvez ensuite construire le
corpsQ des nombres rationnels selon les mémes lignes, en pagdiégdationa = b- x (cf. chap.Xll).
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Even fairly good students, when they have obtained theisplaf the problem and
written down neatly the argument, shut their books and loolsémething else.
Doing so, they miss an important and instructive phase ofvibiek.
(...) No problem whatever is completely exhausted.
George Polya (1887 - 198%ow to Solve It

PROJET I

Multiplication rapide selon Karatsuba

1. Peut-on calculer plus rapidement ?

D’apres notre bréve révision des algorithmes scolamagourrait poser une question provocatrice :
peut-on calculer plus rapidement? de maniere signifie&tiv

Une chose est claire : I'addition @eetb an décimales produit un résultan@un+ 1 décimales ; déja
pour I'écrire il faut donc au moins une boucle de longuglet on ne peut pas espérer de faire mieux.

Quant a la multiplication, par contre, ce n’est pas si éntd la multiplication dex etb an décimales
produit un résultat arPou 2n— 1 décimales, ce qui entraine une compleaité@noins lirgaire Avec I'algo-
rithme scolaire on a une soluti@u plus quadratiqueA priori il reste donc une marge pour I'optimisation.

D’apres la legende, Kolmogorov posa la question de laipligétion vers 1962 dans son séminaire,
convaincu que méme le meilleur algorithme sera forcérderdomplexité quadratique (comme la multi-
plication scolaire). Un des participants, A. Karatsulegalivrit aussitdt une méthode bien meilleure.

2. L'algorithme de Karatsuba

L'idée de Karatsuba est une incarnation du paradigufigiser pour régnes, aussi simple que géniale :
on suppose donnés deux nombres natwrelsh sous forme de leur développement décimal, chacum a 2
chiffres au plus. On les décompose comme

a=ap+a10" et b=bg+by10",

ou ap etby sont compris dans l'intervallfd, 10"[, autrement ditag etbg contiennent les chiffres « basy,
alors quea; etb; contiennent les chiffres hautsy. Ce découpage peut &tre vu comme une division eucli-
dienne par 10 mais en base 10 c’est juste une actiorkd®pier-collers. Ce décalage d’indices est peu
colteux (de complexité linéaire). Bien évidemmenpreduitab de type 2 x 2nest égal &

ab= (agho) + (aghy + a1ho) 10" + (azhy) 10"

ce qui nécessite a priori quatre multiplications de tgpen. Jusqu’ici rien de surprenant. Voici I'astuce de
Karatsuba : on peut arriver au méme résultat avec troisiplications seulement! On calcule

S« aphp, t«aib;, u<— (ap+as)(bp+by)—s—t.
Puis on constate que= apb; + a1bg, donc le produit cherché est
ab=s+ul0"+t10%"

A nouveau les multiplications par 1@t 16" ne sont que des décalages d’indices peu coliteux. Au total o
n'effectue que trois multiplications de typex n. Certes, on a trois additions/soustractions supplénresta
mais quanch est grand le gain d’'une multiplication 'emportera. Miewncere : on peut appliquer cette
méthode de maniere récursive pour encore économidamdéme maniére sur les multiplications du type
n x n, et ainsi de suite, jusqu’a une taille raisonnablemeritgppour la multiplication scolaire.

3. Analyse de complexié

Regardons de plus prés la complexité de cet algorithmie.cS®N — N le colt de la multiplication
selon Karatsuba, mesuré en nombre d’opérations sur iffeeshAlors on a la majoration

c(2n) < 3c(n)+an
Ici 3c(n) est le colit des 3 multiplications de taitiepuisan est le codt linéaire des additions/soustractions.
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56 Projet Il — Multiplication rapide selon Karatsuba

Proposition 3.1. Soit ¢ N — N une fonction croissante quévifie o2n) < 3c(n) + an ainsi que €1) <
B. Alors on a la majoration 2¥) < 3%(a + ) pour tout ke N. Celle-ci entrane, pour tout ne N, la
majoration ¢n) < 3(a + 3)nf avec exposare = log3/log2~ 1,585

DEMONSTRATION. On ac(1) < B, et on calculec(2) < 3B + a, puisc(2?) < 328 + (3+ 2)a, puis
c(2%) = 33B + (32 +3-2+2?)a, etc. Par récurrence on établit la majoration

c(24) < 3B+ Ifis“lizior =3a+p)—2%a <3a+p).

L'égalite au milieu découle de la formufgl 3 ak—1-Tb' = % spécialisée ea = 3 eth = 2. Pour tout
n> 2 on an < 2€ aveck = [log,n] < 14 log,n, donc ¥ < 3%10%" — 3n/°%3, Par notre hypothese de
monotonie de la fonction, on conclut que(n) < ¢(2¥) < 3(a + B)n'°%3, O

Corollaire 3.2. Le temps pour multiplier deux nombres natugels cecimales selon la éthode de Karat-
suba est majdr paryn® avec un exposarnt= log, 3~ 1,585et une constantg > 0. Seule la constantg
dépend desétails de 'impEmentation, de la vitesse de I'ordinateur, etc. Quand n esid) cette réthode
est donc une aéilioration significative de la &thode quadratique. O

4. Implémentation et test empirique

La méthode de Karatsuba est facile a implémenter maiguil faire attention aux détails (voir le
programmél.8 plus bas). Des expériences montrent que la méthode seektiplus rapide pour les petits
nombres, mais a long terme c’est Karatsuba qui gagne : ehfgs que la longueur double, le temps
d’exécution est multiplié par 4 pour la méthode scolainais seulement par 3 pour Karatsuba!

Exercice/P 4.1.Comparer empiriquement la performance de la multiplicasioolaire et la méthode de
Karatsuba, a I'aide du programnk@ratsuba-test.cc. Qu'observez-vous?

O Ce projet est encoreds incomplet. . . O
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Programme 1.8  Multiplication rapide selon Karatsuba

void decouper( const Naturel& n, Indice e, Naturel& nl, Naturel& nO )

{

}

// Cas exceptionnel: tout rentre dans la partie basse
n0.clear(); nl.clear();

Indice taille= n.size();

if ( e >= taille ) { nO= n; return; };

// Copier la partie haute (comme n est normalisé, nl 1’est aussi)
nl.chiffres.resize( taille-e );
for( Indice i=0, j=e; j<taille; ++i, ++j ) nl.chiffres[i]= n.chiffres[j];

// Déterminer la partie basse en supprimant d’éventuels zéros terminaux
Indice i= e-1;

while( i>=0 && n.chiffres[i]==Chiffre(0) ) --i;
n0.chiffres.resize(i+1);

for( ; i>=0; --i ) nO.chiffres[i]= n.chiffres[i];

bool karatsuba( const Naturel& a, const Naturel& b, Naturel& produit )

{

// Déléguer les petites multiplications & la méthode scolaire
if ( a.size() < 40 || b.size() < 40 )
{ multiplication_scolaire( a, b, produit ); return true; };

// Déterminer une taille de coupure convenable
Indice m= max( a.size(), b.size() );

if (m¥%2 == 1) ++m;

Indice n= m/2;

// Découper a et b en deux moitiés
Naturel a0, al, b0, bl, s, t, u;
decouper( a, n, al, a0 );
decouper( b, n, bl, b0 );

// Multiplication récursive selon Karatsuba
karatsuba( a0, b0, s );

karatsuba( al, bl, t );

karatsuba( aO+al, bO+bl, u );

u-= s; u-= t;

// Mettre s et t bout & bout dans produit

produit.chiffres.clear();

produit.chiffres.resize( a.size()+b.size(), Chiffre(0) );

for( Indice i=0; i<s.size(); ++i ) produit.chiffres[i] = s.chiffres[i];
for( Indice i=0; i<t.size(); ++i ) produit.chiffres[m+il= t.chiffres[i];

// Ajouter u au milieu du produit
Indice i= n; Chiffre retenue= 0;
for( Indice j=0; j<u.size(); ++j, ++i )

produit.chiffres[i]+= u.chiffres[j] + retenue;
if ( produit.chiffres[i] < base ) { retenue= 0; }
else { produit.chiffres[i]l-= base; retenue = 1; };

// Stocker une éventuelle retenue & la fin, puis raccourcir le résultat
if ( retenue > 0 )

while ( produit.chiffres[i] == Chiffre(base-1) ) produit.chiffres[i++]= 0;
++produit.chiffres[i];

produit.raccourcir(); return true;
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Numbers have neither substance, nor meaning, nor qualities
They are nothing but marks, and all that is in them
we have put into them by the simple rule of straight successio
Hermann Weyl (1885 - 1955Mathematics and the Laws of Nature

CHAPITRE 11l

La biblioth eque GMP

Ce chapitre présente une solutienndustrielle» du probleme des grands entiers en C++ : la bi-
bliotheque GMP. Par rapport & notre implémentatidaite maisor elle se distingue seulement par son
niveau d’optimisation (une journée de programmation pmire classélaturel contre plusieurs années
de développement pour la bibliotheqa®P .) En contrepartie nous sommes obligés d’accepter ure tell
bibliotheque comme une boite noire : on apprendra fa@lgreon interface mais non son fonctionnement
intérieur. (Vous pouvez lire sa documentation en ligneeta wous intéresse.)

Sommaire

1. Une implementation « professionnelle» des nombres entiers.1.1. Avant-propos. 1.2. Les
entiers de la bibliotheque GMP. 1.3. Exemple pratiquecudale coefficients binomiaux.

2. Evaluation d’expressions al@briques. 2.1. Notations. 2.2%valuation en notation postfixe.

1. Une implementation « professionnelle» des nombres entiers

On discutera dans ce chapitre I'utilisation d’une classeeger , issue de la bibliotheque GMIBNU
Multiple Precision Library, qui modélise lesc grands entiers, c'est-a-dire, les nombres entiers sans
limitation de taille. Contrairement au chapitre préa@égdaous ne tentons pas ici une implémentation nous-
mémes, mais nous nous servirons d’une bibliotheque faitee

1.1. Avant-propos. Les bibliotheques les plus courantes offrent des solstérertains problemes
omniprésents dans la programmation. Il est tres commed&eah servir pour ne pas réinventer la roue.
Ainsi, utiliser une bibliotheque de haute qualité offesdivantages importants :

— Les fonctions sont soigneusement implémentées et éstods,
en particulier elles sont plus fiables et plus efficacesmpi&olution ad hoc,
elles fournissent une fonctionnalité assez compléstagidardisée,
le code de votre application ainsi créé sera plus comghie lisible.

De maniere générale, le partage de bibliotheques dhté&permet de mutualiser des implémentations
éprouvées, de minimiser des réeimplémentations iesitiét de se concentrer sur I'essentiel.

O Bref, les bibliotleques c’est bon, mangez-en! O

En contrepartie, avouons qu'il existe aussi des incoraréni:

— Lutilisation d’'une bibliotheque demande, bien évidaent, comme investissement initial la lecture
du « mode d’emplok plus ou moins complexe. D’ou I'intérét des bibliothégibien construites et
d’utilisation intuitive !

— Pour ce cours de programmation 'autre inconvénient ‘estice pédagogique : on utilise souvent
une bibliotheque comme une boite noire, c’est-a-dineaprend sa fonctionnalité externe (en par-
ticulier l'interface), mais on n’apprend pas comment ebé @nstruite (on particulier on ignore
souvent la structure des données et les algorithmesasiilis

Afin de remédier a ces défauts dans le cas des grandssentiers le chapitrd discute les éléements d’'une
implémentation assez complete dans notre exemipleurel. On ferra pareil dans des chapitres plus
avanceés : permutations au chafb, quelques anneaux au chafil, puis des polyndémes au chaflll , par
exemple. Bien qu’il existe de bibliotheques adéquateqeut ainsi apprendre en détail le développement
mathématique, souvent intéressant en lui-méme. Pauapplication non pédagogique on utilisera plutot
une bibliotheque professionnelle, si possible.
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60 Chapitre Il — La bibliotheque GMP

La biblioth eque STL. Le C++ vient déja avec une bibliothéque standard : eitepfartie du C++ et
n’est donc souvent pas remarquée comme bibliothequet@piere. La bibliotheque la plus connue est
sans doute la STL. Elle fut développée ptewlett-Packard Compargy partir de 1994, puis pailicon
Graphics Computer Systeragartir de 1996. Elle fut standardisée et acceptée copamie intégrante du
langage C++ en 1998 ; tout systeme conforme a ce standamaifdonc une version de la STL.

La STL offre une classe générique pour modéliser lessugst(vector ) que nous avons regardée au
chapitrel. La STL offre aussi d’autres structures de données quifsegtiemment utilisées et tres utiles,
suivant I'application envisagée : les listesigt ), les listes bidirectionnellesieque ), les piles tack),
les files (queue), les files de priorité priority_queue), les ensemblesset ), et d’autres encore.

Pour en savoir plus vous pouvez consultez la page. sgi.com/stl. Il existe également d’excel-
lentes introductions a la STL ; consultez votre bibliathé universitaire.

La biblioth eque GMP. Le GNU Muiltiple Precision Projeca développé la bibliotheque GMP pour
des calculs efficaces en précision arbitraire en C/C++e &fire des classes pour les nombres entiers
et rationnels, et les nombres a virgule flottante en pidtiarbitraire. Vous pouvez consultez le site of-
ficiel www.swox.com/gmp Ol vous trouverez une ample documentation. La biblialle&gMP se trouve
également sur le site de GNyw. gnu. org/manual/gmp . Avec votre installation sous GNU/Linux vous
pouvez également tapanfo gmp C++ pour lire la documentation locale en ligne.

Que faut-il pour modeéliser les entiers ?En tenant compte de nos expériences précédentess@nsci
nos exigences. On souhaite disposer d'un tgpeeger qui modélise les entiers dans le sens suivant :

Repiésentation et entre-sortie: Tout d’abord, on veut que tout nombre entier puisse etreesgmté
comme une valeur de typEnteger . Les opérateurs d’entrée> et de sortie<< permettent de
lire et d’écrire ces valeurs; ils traduisent alors entref@ésentation externe (I'écriture décimale)
et la représentation interne (que nous ignorons).

Opérateurs d'affectation: On voudra utiliser I'opérateur d’affectation avec la syntaxe et la sémantique
usuelle : il prend deux arguments, une variable de typeeger a gauche et une valeur de type
Integer adroite, puis il affecte la valeur & la variable.

Conversion de typela conversion devra permettre d'affecter une valeur du tifpe a une variable
var de typeInteger.On pourradonc écrirear=Integer (1) pour une conversion explicite
ou bienvar=1 pour une conversion implicite.

Opérateurs de comparaisonOn voudra utiliser les opérateurs de comparaisen ! =, ainsi que<,
<=, >, >= avec la syntaxe usuelle, & savoir : ils prennent deux argtsmke typeInteger et
renvoient un résultat de typgool, qui correspond a la comparaison ddns

Opérateurs arithnétiques: On voudra utiliser les opérateurs arithmétiques-, *, /, % avec la
syntaxe usuelle, a savoir : ils prennent deux argumentgdelinteger et renvoient un résultat
de type Integer. Quant a leur sémantique, on exige que le résultat quorete au résultat de
I'opération respective suk.

Opérateurs mixtes:Les opérateurs=, -=, x=, /=, %= devront s'utiliser d'une maniéere naturelle,
de sorte quea+=b équivaille aa=a+b etc. De méme pour les opérateurs et --, pour les-
quels on exige que+a équivaille aa=a+1 etc. L'intérét pourra étre une meilleure lisibilité, e
éventuellement une plus grande performance. (Cela déeniveau d’optimisation.)

Ces opérations élémentaires décrivent alors la bapése pour travailler avec des entiers sur ordi-
nateur. D’autres fonctions seraient également souHagabommefactorielle, binomial, racine,
pgcd, ppem, est_premier, factoriser etc. On en développera quelques-unes dans la suite, mais to
développement ultérieure sera baseé sur les opérdilénentaires ci-dessus.

1.2. Les entiers de la bibliotieque GMP. Comme on a vu au chapithe implémenter I'arithmétique
des nombres entiers est faisable mais tres laborieux ddsament il existe déja de telles implémentations,
soigneusement testées et optimisées. Nous utiliseiria guite la classepz_class de la bibliotheque
GMP (GNU Multiple Precision Library. Elle satisfait a toutes nos exigences ci-dessus, et uke Ipb
calculs s’effectuent tres rapidement. Son utilisatidrassez intuitive :
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Programme lll.1  Exemple d'utilisation de la classEnteger gmp-exemple.cc

#include <iostream> // déclarer 1l’entrée-sortie standard
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

1
2
3
4 // **x Attention : a compiler avec g++ -lgmpxx

5 #include <gmpxx.h> // accéder a la biblioth&que gmp pour C++

6 typedef mpz_class Integer; // Integer semble plus parlant que gmp_class
7

8

9

int main()

{
10 cout << "Entrez deux entiers svp : ";
11 Integer a, b;
12 cin >> a >> b;
13 cout << "a =" << a <<endl << "b ="<Kb << endl
14 << "a+b = " << a+b << endl << "a-b = " << a-b << endl
15 << "axb = " << axb << endl;
16 if (b !=0 ) cout << "a/b = " << a/b << endl
17 << "a%b = " << akb << endl;
18 else cout << "La division par zéro n’est pas définie." << endl;
19 3}

O On accede a la bibliotheque GMP pour le C++ en incluanifective #include <gmpxx.h>, qui
effectue legléclarationsnécessaires. Ensuite la compilation s’effectue avedibop-1gmpxx pour établir
le lien vers legdéfinitionsde cette bibliotheque. Sinon, le compilateur @mettralangue liste d’erreurs,
réclamantundefined reference to

0 Comme vous voyez dans le programitiel, nous avons renommeé la classgz_class en Integer,

ce qui semble plus parlant. Sijamais vous voulez remplaperclass par une future classeouveau modele,
il suffit de modifier une seule ligné condition, bien siir, queouveau modele implémente les entiers
conformément a notre spécification.

Remarqud.l Pour utiliser le typelnteger avec des constantes, vous pouvez bien évidemment ukidseonstantes
littérales du typeint et les convertir eninteger . Pour les constantes plus grandes ce n’est plus jouableayEzs
d’expliquer pourquoi). On fait alors appel aux chainesa@cteres :

Integer a(12345); // ok : constructeur & partir d’un int
Integer b("98765432109876543210") ; // ok : constructeur & partir d’une chaine
a = Integer("98765432109876543210"); // ok : conversion explicite

a "123456789012345678901234567891"; // ok : conversion implicite

a 123456789012345678901234567890; // constante littérale trop longue !

Dans le méme esprit, ou est I'erreur logique dans le caleiveint ? Comment le rectifier ?
Integer f= 1*2%3*%4Ax5*xG*T+8%9x10%11%12%13%14%15%x16%17+18%x19%20;

Quels sont les principes de cette imgimentation ? Rappelons que le chapitte partant du type
int, fut lourdementbrientte machine il fallait d’abord comprendre la réalisation du typext sur la
machine, et ensuite en se demandait dans quelles limitegeepburrait bien servir pour nos calculs.
L'approcheorientee objetprocede dans le sens inverse : on spécifie d’abord lesiptepret opérations
nécessaires pour modeéliser une classe d’'objets (maitiigues ou autres), et ensuite on cherche a les
satisfaire par une implémentation convenable. C’'eseatixieme approche que nous poursuivons ici, et
notre implémentation du typBaturel en &tait un premier exemple.

En gros, la classapz_class est implémentée comme notre exempleturel, en particulier elle
utilise un tableau de taille adaptable pour stocker ledrelsitd’'un nombre entier. La principale difference
entre mpz_class et notre candidalaturel est laperformanceEn effet, les programmeurs de la bi-
bliotheque GMP ont fait un énorme effort d’optimisation :

— Au niveau algorithmique, la bibliotheque GMP implémestgs meilleurs algorithmes connus a ce

jour. De nombreuses variantes ont été testées et opsiipuis les meilleures ont été retenues.
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0 Sile choix de I'algorithme le mieux adapté dépend des @esnce choix se fait au moment de
I'exécution, typiquement en fonction de la taille des dees Pour la multiplication notamment on
choisira entre scolaire et Karatsuba, puis d’autres erqoganous n'avons pas présentés ici.

— Les fonctions les plus fréquentes (comme I'addition ceolastraction, ou d’autres routines de base)
sont codées en langage machine et non en C/C++, afin ceutéiplus efficacement les instructions
fournies par le microprocesseur.

0 Cette approche est tres laborieuse car on doit reimpié&nees fonctions sur chaque type de
processeur. Ceci n'est justifié que dans les rares cas @inegpéré est significatif.

— La représentation interne n’est pas en base 10 mais er2bphes précisement en bas&2pour
profiter pleinement de la structure du microprocesseurc{lraersion en base 10 se fait uniquement
a I'entrée-sortie, considérée comme peu frequentégligeable devant les calculs.)

0 Méme pour la GMP le principe de base reste incontournablies: Ips nombres sont grands,
plus ils occupent de mémoire, et plus les opérationsetafent lentement. Mis a part ce constat, la
représentation interne ne nous regardera pas dans lalsstentiel est quapz_class fonctionne
suivant la spécification ci-dessus.

Tests empiriques. Les résultats sont assez impressionnants : vous pouvamexgle programme
gmp-chrono.cc pour comparer la performance de la clasge_class et notre candidaliaturel . Re-
marquez a ce propos que notre addition semble compé&tive facteur constant pres), mais la complexité
guadratique de la multiplication scolaire se révele statghique pour les nombres de plus en plus grands.
La GMP, par contre, utilise les meilleurs algorithmes canetiarrive ainsi a une complexité quasi-linéaire.

1.3. Exemple pratique : calcul de coefficients binomiauxApres les opérations de base, regardons

une fonction un peu moins élémentaire : le coefficient tited () : Z x Z — 7, défini par(}) = ﬁlk),

sio<k<n,et (E) = 0 sinon. Méme pour de tels calculs trés simples, il y a evegad plusieurs méthodes
possibles. Elles sont basées sur les mémes opéraliemeriaires, elles aboutissent toutes au résultat
cherché, mais elles passent par des calculs intermésligien différents.

Trés souvent nous devons choisir la méthode la plus effipaomi celles qui sont a notre disposition.
Dans notre exemple, il y a au moins quatre méthodes diffésequi viennent a I'esprit :

Exercice/P1.2.La définition(';) = ﬁlk), se traduit littéralement en une méthode de calcul. Linpnter

en deux fonctionsfactorielle et binomiall. Quel mode de passage des parametres convient le
mieux ? Combien d’opérations arithmétiques effectigles, multiplications et divisions confondues, pour
calculer (E) ? Quel est le plus grand entier qui apparaisse dans les gaftekmédiaires ? Est-ce une
méthode efficace pour calculgh”’??% 2

Exercice/P 1.3.La fraction simplifiée(ﬂ) = % suggere une deuxieme méthode : on calcule

d’abord le numérateur, puis on divise par le denominatexpliquer brievement en quoi cette méthode est
avantageuse, puis I'implémenter en une foncfidmomial2.

Exercice/P 1.4.La formule (}) = W peut &tre lue commg)) = (,.",) =t avec condition

initiale (§) = 1. Ceci donne lieu & une troisieme méthode de calcul : velb ol multiplications et divi-
sions sont effectuées en alternance. Expliquer brieméperequoi cette méthode pourrait étre avantageuse,
puis I'implémenter en une fonctiobinomial3.

Exercice/P 1.5.La propriét&(})) = (;_1) + (", ) donne lieu & une récurrence qui évite toute multiplimati
en se basant sur les valeurs initia(@s= (7) = 1. Limplémenter en une fonction récursitgnomial0.
Comme avant, veillez qug) = 0 pourk < 0 ouk > n.

Exercice/P 1.6.Ecrire un programme qui lit au clavier deux entierset k, puis affiche les résultats des
fonctionsbinomial3, binomial2, binomiall, binomial0O (dans cet ordre-ci). Tester soigneusement
les fonctions pour quelques petites valeurs, puis pour xisgles plus grandes. Les résultats coincident-
ils comme il se doit? Si oui, on veut alors comparer leur perénce :
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Q) Calculer 10 30) . Qu'observez-vous? Comment expliquer le ralentisseiohela fonc-
tion b1nom1alO ’? (Vous pouvez arréter le programme avaARL c.)

(2) EnexcluantinomialO), calculer(}0 (1100 , (188 (10880 , ... Qu'observez-vous? Comment

expliquer le ralentissement de la fonctibfinomiall ?

(3) En utilisant seulemerbinomial3 et binomial2, calculer(2009, (5099, (590, - - - Au début
il n'y a pas de difference significative, puisinomial2 devient plus lente qué&inomial3.
Comment expliquer cette difference ?

Justifiez ainsi la conclusion suivante : bien que les quatretfons calculent toutes le coefficient binomial
cherché, leur temps d’exécution peut differer. Poupletiis nombres: et k c’est binomial2 quigagne,
tandis que pour les grands nombres la fonctianomial3 semble la plus efficace.

Bien évidemment on ne peut comparer que les méthodesauedhnait. Question naturelle : existe-
t-il des méthodes encore meilleures ou des astuces d'ization ? Stratégie générale : plus on sait sur la
fonction a calculer, plus de méthodes se présentent ol wn exemple :

Exercice/P 1.7.Vérifier d’abord que votre fonctiorbinomial3 calcule aisemen{**3%°° mais elle

blogue sur(‘gaesy). Comment expliquer ce comportement? En quoi la syméfie= (") peut-elle

eétre utilisée pour optimiser le calcul ? L'implémenter ene fonctionbinomial4. Veérifier qu'ainsi les
calculs intermédiaires n’excédent jamais la valeft).

2. Evaluation d’expressions al@briques

Jusqu’ici on ne peut entrer des entiers qu’en numératimmadle. Or, entrer un grand entier comme
10199+ 949 par son écriture décimale de 101 chiffres n’est gasdommode. |l sera plus naturel justement
d’utiliser une expression semblable &9+ 949.

La lecture des données en entrée constitue souvent ie [gapius négligée d’un pro-
gramme. Ce dernier devant communiquer avec une persondeit ifaire face aux
fantaisies, aux conventions et aux erreurs apparemmeato#iés de celle-ci. Toute
tentative pour forcer la personne a se comporter d’'unatatus adaptée a la machine
est souvent considérée (avec raison) comme offensiya:n® Stroustrup,.e langage
C++)

Le but de ce paragraphe est de développer une fonction fjuagzable de lire et d’évaluer de telles
expressions, et qui soit raisonnablement commode aattilSeci n’introduit aucun nouveau concept
mathématique, il s’agit surtout d’'un exercice de prograatiom.

2.1. Notations. ll'y a plusieurs conventions possibles pour I'écriturerdexpression algébrique : on
choisira ici le compromis d’une notation qui soit a la fosmode a utiliser et facile a programmer.

Notation infixe: On est habitué a I'ecriture 18+ 949 qui correspond §10~100)+949 ou le sym-
bole ~ représente I'opérateur de puissance. C’est ce que I'palkgla notatiorinfixe parce que
les opérateurs binaires figurent entre leurs opérandes.

Notation préfixe: Pour les fonctions on utilise traditionnellement la natapréfixecommeg(a) ou
f(x,y). Ici la fonction précéde les parameétres.

Notation postfixe: Dans certains domaines mathématiques (comme la thézsigrdupes) on préfere
la notationpostfixecommea? ou a@. C’est aussi le cas pour la factorielie ot le parametre
précede la fonction.

Evidemment toutes ces notations sont équivalentes digsadans le sens que I'on peut traduire 'une
a lautre : au lieu d’écrire(10°100)+949 en notation infixe, on peut écrire+ = 10 100 949 en
notation préfixe ou encore10 100 ~ 949 + en notation postfixe.

Question 2.1. Pourquoi la notation infixe nécessite-t-elle des pareseh alors que les notations préfixe et
postfixe peuvent s’en passer ? Expliquer comment transfdemdifferentes écritures linéaires en un arbre,
et réciproquement comment transformer un arbre en chatemécritures linéaires. On ne poursuivra pas
cette approche ici, mais elle sera indispensable pouraterrent stocker/analyser/évaluer des expressions
d’'une maniére plus approfondie.
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Chapitre Il — La bibliotheque GMP

Dans la suite on développera une fonctiemal_postfix qui évalue une expression en notation
postfixe. On obtient ainsi une sorte de calculette, quoiqo@aste, qui permet de commodément calculer
avec des grands entiers. On mettra les fonctions de calogl leafichier integer.cc et les fonctions
d’entrée/sortie dans le fichierval-postfixe.cc.

0 Au-dela de son but a court terme, ce projet s'inscrit dangé@veloppement durable» tout le long

ce semestre : nous commencons ici le travail sur le fichigreger . cc qui augmentera a fur et a mesure
(si vous le maintenez comme souhaité, bien sir). Chagsgfe vous programmez une fonction d'intérét
général pour la classEnteger, elle devrait étre placée darisiteger. cc. Idéalement vous inclurez ce
fichier dans vos programmes ultérieurs, pour avoir toufaddité d’'une mini-bibliotheque (bien écrite et
bien testée, si vous suivez les regles de l'art).

2.2. Evaluation en notation postfixe. Précisons d’abord ce que nous voulons faire. On souhaite di
poser d'une fonction d’entrée avec (au moins) les posé&bisuivantes :

— On peut entrer un entier en numération décimale.
Exemple. —’entrée 123 produit la valeur 123.

— On peut entrer toute une expression, délimitée de fagsas ‘(" et ) .
Exemple. —'entrée ( 5 ! ) donne la valeur 120.

— On peut empiler plusieurs entiers, séparés d’espaeesoinmandedel’ efface le dernier entier
(il le dépile). Le passage & la ligne (la toucheturn) fait afficher la pile.
Exemple. —I'entrée ( 123 456 789 del <return> affiche ( 123 456 de sorte que I'on
puisse controler le résultat intermédiaire et contiiemtrée.

— On peut entrer le nom d’une fonction ou un opérateur agtiqgne commer, -, *, /, % en notation
postfixe. Une telle fonction dépile ses arguments puis kengpin résultat.
Exemple. —'entrée ( 123 456 + <return> affiche ( 579

— D’autres fonctions seront faciles a ajouter a fur et Gume.
Exemple. —’entrée ( 100 20 binomial ) calculera le coefficient binomiéllz(%J .

Exercice/P 2.2.Vous trouvez le début d’'une implémentation dans le ficliesl postfixe.cc. Lire le
code source, le compiler puis le tester. Regarder en phetitusage de la pile.

Compléter 'implémentation en incluant les opératianthmeétiques : I'addition+, la soustraction-,
la multiplication *, la division euclidienne/, le reste de la divisior},. En chaque instance on récupere
les deux opérandes de la pile, puis on y remet le résultaathwl. Veillez a I'ordre des opérandes ainsi
gu'a d’éventuelles erreurs, par exemple la division &0z

Exercice/P 2.3.Ecrire une fonctiorbinomial dans integer.cc, issue de vos expériences &3, et
la rendre disponible dansval postfixe.cc viala commandéinomial.

Exercice/P 2.4.Ecrire une fonction

Integer puissance( Integer base, Integer exp )
dansinteger.cc, et la rendre disponible dansral postfixe.cc vial'opérateur~. Ajouter

Integer puissance( Integer base, Integer exp, const Integer& mod )
qui calcule la puissance modulaire, c’est-a-dire le resdbelulo mod . (Discuter le mode de passage des
parametres.) La rendre disponible via I'opérateur teend/, . Remarque. —Cette approche vous semblera
peut-étre redondante. Essayons donc de le justifier : Enlgyuissance modulaire peut-elle étre plus
efficace que la puissance ordinaire suivie d’une réductiodulaire ? Si possible, optimisez vos fonctions,
puis tester leur performance. (On y reviendra dans le pxi|ét)

Exercice/P 2.5.Le programmepostfixe.cc permet d’évaluer une expression passée par la ligne de

commande. Aprés compilation avge+ postfixe.cc -lgmpxx -o postfixe On peut ainsi écrire
$> postfixe "( 1 5! + )"

ce qui calcule 5! = 121. (Il s'agit donc d'une calculette en miniature.) Ajoutkautres fonctions qui

vous semblent intéressantes : pgced, ppcm, factorisdagenge primalité, etc.
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“I only took the regular course.” “What was that?” enquiredlige.
“Reeling and Writhing, of course, to begin with,” the Mockrila replied:
“and then the different branches of Arithmetic —
Ambition, Distraction, Uglification, and Derision.”
Lewis Carroll,Alice’s Adventures in Wonderland

PROJET IlI

Calcul de la racinenieme

Objectifs

» Etudier deux algorithmes importants : la recherche diaégoe et la méthode de Newton
» Développer une preuve de correction pour un algorithmetral.

Ce projet vous propose d’'impléementer deux méthodes afoalbeler la racin@iéme entiere| V/a|,
pour des nombres naturelsissez grands. Pour cela nous n’aurons besoin que desiopg&émentaires
+,—,x,/ implémentées au préalable ; nous nous servirons ici 8élethéque GMP. (En principe notre
implémentation du typélaturel marcherait aussi, mais elle serait plus lente.)

Pour un probléme difficile on est déja content de trouvessolution. S'il peut &tre résolu par plusieurs
méthodes, on a tout intérét a en choisir la plus efficBegs ce projet on regardera la situation suivante :

Lemme 0.1. Soit f: N — N une application @rifiant0 = f(0) < f(1) < f(2) <... avecsupf = 0.
Alors pour tout ye N il existe un unique x N de sorte que (X) <y < f(x+1). O

En appliquant ce lemme &x) = x", on voit que le nombre cherché est | y/y|. C'est bon a savoir
gu'il existe et qu'’il est unique, mais comment le trouveraefiement ?

Sommaire

Recherche dichotomique.

La méthode de Newton-Heron.
Implémentation et tests empiriques.
Criteres de qualié d'un logiciel.

PwbdPE

1. Recherche dichotomique

Exercice 1.1. Commencons par la solution la plus évidente. Montrer ¢plgdrithmelll.1 est correct :
Pourquoi s’arréte-t-il ? Pourquoi renvoie-t-il la valalrerchée ? Vérifier qu'il nécessiter 1 évaluations
de la fonctionf.

Algorithme IIl.L1  Encadrement (x) <y < f(x+ 1) par une recherche linéaire

Entréee: une fonction croissanté: N — N comme ci-dessus et un nombre natyrel N

Sortie: l'uniquex € N tel quef(x) <y < f(x+1).
r—o /1 On commence par= 0 doncf(r) <y.
tantque f(r+1) <y faire r—r+1 /I On assurd (r) <y aprés chaque itération.
retourner r /1 On sait finalemenf (r) <y < f(r + 1), doncr = x.

Le colt linéaire de I'algorithmél.1 est prohibitif pour des exemples réalistes,»opeut étre tres
grand.A l'instar de la recherche dichotomique discutée au cinapfit I'algorithme suivant met en ceuvre
une variante astucieuse, qui améliore considérablelagarformance :

Exercice 1.2. Prouver que I'algorithm#l.2 est correct : montrer d’abord la terminaison, puis la cdioac
en suivant les commentaires dans la description de la mdétho

Exercice 1.3. Vérifier pourx= 0 que I'algorithmdll.2 n’effectue qu’une seule évaluation 8ePourx > 1
déterminer le nombre exact d'évaluationsfdeffectuées dans la premiére puis la seconde boucle.
Indication. — Vous pouvez commencer par les gas 1,...,8 et ainsi vérifier le tableau suivant.
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66 Projet Il — Calcul de la racinaieme

Algorithme I11.2  Encadrement (x) <y < f(x+ 1) par une recherche dichotomique

Entréee: une fonction croissanté: N — N comme ci-dessus et un nombre natyrelN
Sortie: l'uniquex € N tel quef(x) <y < f(x+1).
r—0, s—1 /I On commence par= 0 doncf(r) <y.
tantque f(s) <y faire r«s, s—2s /1 On assure ainsi quE(r) <y < f(s).
tantque s—r > 1 faire /I Tant que l'intervalle n’est pas réduit & un point ...
me | 53| Il ... on divise l'intervalle au milieu et . ..
si f(m) <y alors r —m sinon s« m /... onassure a nouveau qbig) <y < f(s).
fin tant que Il finalements=r+1etf(r) <y< f(s)
retourner r // On conclut que = x.

Conclusion. —Pour des valeurs minuscules< 5) I'algorithme linéaire est au moins aussi efficace
gue son concurrent dichotomique, paut 2 etx = 4 il est méme légerement supérieur. Mais déja aparti
dex = 6 la recherche dichotomique s’amortit :

Evaluationsdd | x=0|Xx=1|Xx=2|X=3 | X=4|X=5|X=6|x=7|x=8
linéaire 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dichotomique 1 2 4 4 6 6 6 6 8

Pourx grand la recherche dichotomique est nettement plus effigaeda recherche linéaire. Pour
x = 10°, par exemple, elle ne nécessite que 40 évaluations, @ler$algorithme linéaire en nécessite un
million. Pourx = 10° c’est 60 contre un milliard !

Exercice 1.4.0n peut appliquer les méthodes précédentes a la fon€tidN — N, f(x) = xb et une
valeura € N, afin de trouver I'unique € N vérifiantgb < a < (q+ 1)b. On obtient ainsi le quotiert de

la division euclidienne da parb (avec reste = a— gh). Détailler pourquoi la recherche linéaire revient a
la méthode des soustractions itérées, alors que lanaddichotomique correspond a la division scolaire
en numeération binaire. (Voir chapitte §1.7.)

2. La méthode de Newton-Hron

La recherche dichotomique s’applique a toute fonctiomssantef : N — N. Peut-on faire mieux dans
le cas spécifique ou la fonction est donnée fia) = x" ? Pour ceci on s’inspire du résultat suivant, que
vous reconnaissez de votre cours d'analyse :

Théoreme 2.1(Calcul de la racin@ieme d’aprés Newton-HéronBoit n> 2 un entier et a> 0 un nombre
réel. Pour toute valeur initialegs> 0 la suite fecurrente y. 1 := % (n— 1)uk+a/uE’l) converge vers la
racine r= {/a. Pour k> 1 on a convergence monotong t, r. Synétriquement pour = a/uE*1 on a
Vi /" r. On obtient ainsi des encadrements explicitesiy < uk de plus en plus fins :

ViSva<Svg < <r<---<g<p<U

Ajoutons que poury proche de la racine la convergence est exponentielle : a chaque itération le
nombre de décimales valables double a peu pres. C'eshlaeogence exponentielle qui fait de ce théoreme
un outil trés puissant : si vous avez calculé un encadrejweny] a~ 102 preés, disons, I'itération suivante
ne laissera qu’un écaat 104, celle d’apréss 108, puis~ 10 16 etc.

Pour la racin@iéme entiere d’un nombre naturel il reste a mettre en esunialgorithme qui donne le
résultat exact en n'utilisant que I'arithmétique des boes entiers. Pour ceci on imite la récursion ci-dessus
en remplagant les nombres réels par les entiers :

Proposition 2.2. Soient yxg € Z, deux entiers positifs. Onédinie une suiteécurrente x € Z, par

Xer1:= [ ((N=Lx+ y/x¢ ) /n].
On a alors le comportement suivant :
— Sif <yalors %1 > X.
— Sif > yalors %1 < X mais toujourg 1+ x1)" >y.
On conclut qu’une valeur initialegxvérifiant x; > y donne une suite initialemenédroissante, x> x; >
> X1 > X < Xyt -, €t que x = | (/Y] est la valeur chercke.
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Exercice 2.3.Ecrire un programme qui affiche la suite récurrente défitias la proposition, afin de
vérifier empiriguement ces affirmations, et pour motivalgorithmell.3 ci-dessous. Montrer la correction
de cet algorithme (en admettant la proposition) : étafdibdrd la terminaison, puis la correction du résultat
en suivant les commentaires dans la description de la détho

Algorithme 1Il.3  Racineniéme entiére d’aprés Newton-Héron

Entr ée: deux entiery > 1 etn> 2
Sortie: I'unique entiem > 1 verifiantr" <y < (r+1)"
choisir une valeur initiale tel quex" >y [ voir la remarque3.1plus bas
répéter
rex x—|:((n-Dx+|25])] I/ variante entiere de la récursion de Newton-Héron
jusqu'ax>r /I condition d’arrét motivée ci-dessus

retourner r

Exercice/M2.4. Sivous étes courageux, Vous pouvez essayez de prouvepasiion.

Indication. — Dans la version réelle, on itere la fonctiéon R — R, donnée paff (x) = r—11 ((n— 1)x+yx1*”). Elle
est strictement croissante gy, +|, elle vérifie yy < f(x) < x pour toutx > /Yy, ainsi quef ({/y) = {/y, ceci est
donc le seul point fixe et il est attractif. (Le détailler.qis la version entiére nous iterogsZ.. — 7. définie par
9(¥) = [ ((n=1)x+ |y/x""1|) /n]. Veérifier queg(x) = | f(x)] pour toutx € Z..

Remarque 2.5(complexité) On remarque que la décroissance dans les entiers estivégét plus rapide
que dans la version réelle, grace aux arrondis. Ceci geti@endre le résultat sur I'excellente convergence
de la méthode de Newton a notre calcul dans les entiers.

3. Implémentation et tests empiriques

Remarque 3.1(approximation grossiere)Au début de I'algorithmell.3 il faut choisir une valeur initiale
x tel quex" >y. Bien sr on pourrait prendse=y, mais pour accélérer il vaut mieux choisir une valeur
proche de la racing/y mais bien entendu plus grande que celle-ci. Il y a plusied@thades de le faire de
maniere efficace. En s’'inspirant de la recherche dichajamon pourrait écrire :

Integer x=1; while ( puissance(x,n) <y ) x*=2;
Il existe une variante plus rapide, qui profite du fait quatier y soit stocké en base 2. Ainsi il est facile
de déterminer sa longuetir= 1+ [logz |y||, qui n’est rien d’autre que le nombre de chiffres binaires :

int len( const Integer& y ) { return mpz_sizeinbase(y.get_mpz_t(),2); };
int log2( const Integer& y ) { return len(y) - 1; };

Ensuite on calcule aisement= 21+(110%2y)/n) - en systéme binaire il ne s'agit que d’'un décalage :

Integer x= Integer(2) << ( log2(y)/n ); // décalage bit par bit
Vérifier quex ~ /y tout en assurant” >y, comme exigé dans l'algorithme. Vérifier que cette astuce
s'applique également a la recherche dichotomique, fawtitrouver,stels quer < yy <s:

Integer r= Integer(l) << ( log2(y)/n ), s=r << 1; // décalages bit par bit

Exercice/P 3.2.Implémenter la recherche dichotomique (algoritith2) et la méthode de Newton-Héron
(algorithmelll.3) afin de calculeryy. Ici y sera de typelnteger, tandis que poun le type int suffira.
(Pourquoi?) Tester les deux fonctions sur des exempleaudeepl plus grands. (Il sera intéressant de faire
afficher les étapes intermédiaires du calcul.) Les tasusont-ils identiques, comme il se doit ?

Exercice/P 3.3.Comment déterminer quelle méthode est plus efficace ? Golaeomparaison des colts
exacts s'avere difficile, on fait recours aux tests empeg):

— Calculer| v/n!| pourn=1,...,1000.

— Calculer| v/n!| pourn=1,...,1000.
Vous pouvez mesurer le temps d’exécution avec le programumeéne . cc. Formulez vos observations,
puis essayez d’en tirer une conclusion ou une régle harespour choisir la meilleure méthode.
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4. Critéres de qualie d'un logiciel

En guise de conclusion, et afin de clarifier les termes, aptis les qualités que I'on souhaiterait
de tout logiciel. Plus I'application envisagée est impate, plus les criteres suivants deviennent cruciaux.
Pensez par exemple & un logiciel de pilotage d’'un avion ecotaluite d’'un métro sans conducteur.

Fiabilité: Un programme ediable s'il fait toujours exactement ce pour quoi il est fait, enfpae
conformité avec ses spécifications. Cette qualité esjrensable. Pour une application impor-
tante on n'acceptera pas un logiciel qui marche 9 fois sur 10.

Clarté: Dans le souci de fiabilité, on doit insister sur un code seatair et net Un programme
embrouillé ou incompréhensible est inutilisable : d’abon n’arrive pas & se convaincre de sa
fiabilite, puis il sera difficile, voire impossible, de le m&nir ou modifier. Que vaut un pro-
gramme qui semble marcher mais on ne comprend pas pourquoi ?

Efficacité: Un programmeefficaces’exécute rapidement et utilise €conomiquement la niéred
toute autre ressource de l'ordinateBvidemment, cette qualité est assez importante dans la
pratique : que vaut une réponse correcte si elle arrivetenajy?

O L'efficacité ne doit tre recherchée qu’apres satisfaale deux exigences précédentes, qui
sont primordiales : que vaut une réponse rapide si elleaesst ?

RobustesseUn programme fiable travaille correctement dans les sdnafprévues par sa spécification.
Il est robustesi de plus il réagit de maniere raisonnable dans des mihsimprévues. Par
exemple, si l'utilisateur entre des données hors domdénigiciel, au lieu de dérailler, les
refuse poliment et propose une maniere de rectifier latmiuaApres la fiabilité et I'efficacité,
la robustesse sera trés appréciée par I'utilisateur.

Réutilisabilite: Comme la programmation soigneuse nécessite un invessgémportant, il convient
deréutiliser, si possible, le code source déja développé. Biensineoseut réutiliser que de code
qui soit fiable, clair, et efficace. Si ces qualités sontséates, tout programmeur appréciera la
possibilité de s’en servir. (Reconnaissons a ce propesigus avons déja profité des superbes
bibliotheques STL et GMP.) Pour un développement durélldst donc important de prévoir les
réutilisations possibles dans d’autres contextes.

Documentation: Pour qu’un logiciel soit utile dans un contexte plus largeilisateur souhaitera une
documentation indépendante de I'implémentation. Eddresse a I'utilisateur envisagé, que ce
soit un programmeur qui réutilise certaines composaotesin usager qui se sert du logiciel
comme application toute faite. Dans la pratique une utibsa: intuitive » et une documentation
de qualité sont souvent cruciales.

Il va sans dire qu’on devrait appliquer ces criteres alaygitiel, non seulement dans ce cours. Avouons
cependant que ces exigences draconiennes sont raremsfatiteat soit par manque de temps, soit tout
simplement par négligence.

0 En tenant compte des critéres ci-dessus, essayez demi@exat d’optimiser votre implémentation.
Est-elle fiable ? (Le vérifier sur beaucoup d’exemplesdrtixi et non-triviaux. Enfin, peut-gorouversa
correction ?) Le code source est-il clair et bien commel(Es8ayez de lire et vérifier la solution de quel-
gu’'un d’autre.) Le logiciel s’exécute-t-il rapidement\djorer si possible la complexité théorique, puis ef-
fectuez de nombreux tests empiriques.) Est-il robuste dasgirconstances imprévues ? (Soyez méchant
et essayez de provoquer une erreur grave, puis invitez giuelg’autre a le faire.) Réagit-il toujours de
maniére aimable envers l'utilisateur ? (Le tester sur umgecialiste.) L'usage dans d’autres programmes
sera-t-il facile ?A revoir dans des applications ultérieures, plus tard pahde semestre.)
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Algorithms + Data Structures = Programs
Niklaus Wirth

CHAPITRE IV

Numeération positionnelle et conversion de base

Objectifs

» Reéviser la numération en balse> 2 et I'algorithme de changement de base.
» Implémenter une application surprenante : le calcug dederr & une précision arbitraire.
» Préparer le terrain pour le calcul arrondi (ch&p.) et le calcul arrondi fiable (chaVI)

Ce chapitre explique d’abord comment convertir la repr&g@n d’'un nombre de la base 10 a la
base 2, puis comment convertir entre deux bases quelcarigdés est simple, mais les applications sont
étonnantes : avec tres peu d'analyse, cette méthodeepeertalculer quelques milliers de décimales de
e=2,71828 .. Le projet traitera ensuite le calcul de= 3,14159...

Sommaire

1. Numération positionnelle. 1.1. Un premier exemple : la conversion de la base 10 a lahase
1.2. Représentation en basel.3. Conversion de base.

2. Représentation factorielle. 2.1. Calcul deea 10000 décimales.

3. Quelques conseils pour une bonne programmation.

1. Numération positionnelle

1.1. Un premier exemple : la conversion de la bas&0 a la base2. Rappelons d’abord la division
euclidienne des entiers : pour taut € Z avech # 0 il existe une unique pair@,r) € Z x Z telle que
a=bg+ret0<r < |b|. Dans la suite on utilisera la notatiamiv b := g pour le quotient, eamodb :=r
pour le reste d’une telle division euclidienne.

Exemple 1.1. Comment trouver la représentation binaire du nombrg815,..? C’est facile pour la
partie entiére 1dec=1-23+0-224+1-21+1.2° = 1011;,. Ce développement s’obtient par une division
euclidienne itérée selon le schéma suivant :

11mod2=1 et 11div2=5
5mod2=1 et 5div2=2
2mod2=0 et 2div2=1
1mod2=1 et 1div2=0

Pareil pour la partie fractionnaire, @875 = 1-2"14+0-22+1-234+1-27% = 0.1011pjp.
Ici on multiplie par 2 au lieu de diviser, on extrait la parigtiere et continue avec la partie fractionnaire :

0,6875 2= 1,3750
0,3750-2=0,7500
0,7500- 2 = 1,5000
0,5000- 2 = 1,0000

Exercice/M 1.2. Vérifier la conversion de 39, en binaire donnée en chapilrgpagel2. Cette fois-ci
on obtient une représentation binaire qui est périodi(f@urquoi ?)
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70 Chapitre IV — Numération positionnelle et conversion deeba

1.2. Repiesentation en bas®. Les bases 10 et 2 n'ont rien de particulier, a part leur ug@ggient,
et nous regarderons dans la suite une lbageelconque, avelo € N, b > 2. Explicitons d’abord les deux
algorithmes sous-jacents aux exemples précédents.

Algorithme IV.1 ~ Représentation d’'un nombre natuaet O en basd
Entr ée: Un nombre naturet € N et un entietb > 2
Sortie: L'unique suite(X_n, ..., Xo) dans[0, b[ telle quex= y_

xh X etx_p #£0

—n

Initialisern « —1
tantque x>0 faire n—n+1, Xx_p<xmodb, X« xdivb
retourner (X_n,...,%p)

Exercice/M 1.3. Veérifier que I'algorithmelV.1 est correct. Plus explicitement : étant donmés N et
b > 2, pourquoi produit-il une suitéx_n, ...,xo) dans[0,b[ vérifiantx = 59 xb k2 Pourquoi cette
suite est-elle unique ? Ceci justifie d’appelgte kieme chiffre dex dans le développement en bdse

Algorithme IV.2  Représentation d’'un nombre r&eb 0 en basd

Entr ée: Un nombre réek > 0 et deux entierb>2,p>0

Sortie: L'unique suite(X_p,...,Xo, ...,Xp) dans[0,b[ avecx_p # 0
verifiantx = 3P xb~+ &, avec un reste & g, < b P

Trouver d’abord la représentatigr_n, ..., %) de la partie entiéréx|.
pour k de 1 a p faire x«x—|x], X+<bx X« |X
retourner (X_n,...,Xo,...,Xp)

Exercice/M 1.4. Vérifier que I'algorithmédV.2 est correct : étant donn&s> 0 etb > 2 etp > 0, pourquoi
produit-il une suiteX_n, ..., Xo,. .-, Xp) dans[0,b]? Pourquoi a-t-ox= 3§ xb~*+ &, avec un reste
0 < &p < b~P? Pourquoi cette suite est-elle unique ?

Exercice/M 1.5. Montrer que l'algorithmdV.2 eststabledans le sens suivant : augmenter la précision
de p a p+ 1 ajouteun chiffre sans changer les chiffres précédents. On past, @ourp — oo, obtenir
un déeveloppement infiren baseh. Définir ce que c’est et expliquer pourquoi il N’y a plus utéicQuels
nombres admettent plus d’un développement infini ? L'athore ci-dessus n’en produit qu’un, lequel ?

Remarque 1.6. Dans l'algorithmeV.2 nous ignorons comment est donné le nombre xgelest-a-dire
comment il est représenté concrétement sur machineslla shose qu'il faut savoir est d’effectuer deux
opérations éléementaires : multiplication garpuis séparation des parties entiére et fractionnaiien B
gu’élémentaires, ces opérations ne sont pas toujocite$a pour vous en convaincre, essayez d’appliquer
I'algorithmelV.2 /7 ou & In2 ou z‘afolefxz/zdxou tout autre nombre réel qui vous vient a I'esprit.

Par conséquent, dans toutes les applications suivames supposons queest lui-méme donné dans
une numération positionnelle, c’est-a-dire par une sex Y x,Vi ou lesx, sont les« chiffresy, pondérés
par des valeurs positionnellgg, choisies convenablement selon le contexte. Ce cadre #isesunent
général pour étre intéressant, et en méme temps ilete pien au calcul.

1.3. Conversion de baseCe paragraphe explique comment convertir un développeerehasey
en une autre base La partie entiére se traite comme ci-dessus et ne poseaguobleme. Nous nous
concentrerons donc sur la partie fractionnaire uniquenfanrement dit, nous allons implémenter des
calculs avec desombresa virgule fixe c’est-a-dire avec des développements de la forme

X0,X1X2X3 ... Xm en baseh.

Une telle représentation n'est rien d’autre que la dordiéee suite de chiffrexg, X1, ..., Xn. Afin
d’avoir une notation commode nous introduisons I'appi@at-),, : Z™*! — Q qui associe a chaque suite
finie X = (Xg,X1,...,Xm) le nombre rationne(x), = zE‘:Oxkb*k ainsi représenté. C'est une application
Z-linéaire, dont 'image consiste de tous les nombresmatis de la forme/b~" avecz € Z.

MAE 22 juin 2009



81 — Numération positionnelle 71

Définition 1.7. On dit queq € Q estrepréseng parx € Z™ en basé si (x),, = g. Une telle représentation
est appeléaormale(par rapport &) si 0< xx < b pour toutk=1,2,....m.

Pour simplifier nous n’exigeons pas queXp < b; I'entier X joue le role de la partie entiere et peut
prendre n'importe quelle valeur dafis Ce sont les chiffres apres la virgule qui nous intéretsiseén

O Dans tout ce chapitre nous allons utiliser ceésvéloppements ditsvirgule fixe O

Notons d’abord que la normalisation est toujours possiilpar exemplem, ne vérifie pas & xm < b,
on effectue une division euclidienxg, = gb+ X}, avec quotient] = xy divb et un resteq,, = X, modb
vérifiant 0< x,, < b. On remplace alorsy, parx;, et ajoute la retenugaxy_1. En itérant ce procédé pour
k=m-1,...,1 on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.8(normalisation) Toute repésentation x Z™ 1 peutétre normalig€e par rapporti la base
b, c’esta-dire qu'il existe une reg@sentation normalg € Z™ telle que(X), = (X),.

L'algorithmelV.3 ci-dessous construit une telle représentation normplatir dex.

Algorithme IV.3  Normalisation par rapport a une bdse

Entree: Un vecteux = (Xo, X1, - - ., Xm) € Z™ représentant = (x),, en basé > 2
Sortie: Le vecteur normak = (Xg,X1,...,Xm) € Z™1 représentant en basé > 2
pour k de m a 1 faire /I 'indice k parcourt de droite a gauche
Xk_1 — Xk_1+ (X divb) /I ajouter la retenue %1
Xk < X, modb /I réduirexy modulob
fin pour

retourner (Xo, X1, ..,Xm)

Nous allons prouver la propositidn8en montrant que I'algorithme est correct :

Lemme 1.9(correction) L'algorithme V.3 est correct. Plus explicitement, la valeur régenge (x),, ne
change pas durant I'écution de I'algorithme, et le vecteur reneoy est normalis.

DEMONSTRATION. Evidemment I'algorithme se termine (toujours aprégerations). Vérifions d’abord
linvariance. Par définition on &), = S ,xb~¥. La division euclidienne donng = b-q+ x, tel que
0<x, <betq>0.Silonposeq_; =x_1+ g on voit aisement qué), = (X),,. (Le détailler.)

Montrons par récurrence que le résultat est normalispp8sons qu’avant l'itératiok les chiffres
Xit1:-- -, Xm SONt normalisé, c'est-a-dire que<0x; < b pour toutj = k+1,...,m. Ces chiffres-la ne
changent pas lors de l'itératidn et apres le chiffrey vérifie 0< xx < b par construction. O

C’est toujours une excellente idée de majorer les calaubrmédiaires : explosent-ils ou restent-
ils bornés? Plus concretement, on peut se demander sketés pntiers (de typeint) suffiront pour
implémenter I'algorithme. Le lemme suivant en donne fzorése :

Lemme 1.10(majoration) Dans I'algorithmelV.3, si tous les g satisfont initialemen® < xx < cb, avec
une constante € N, alors la retenue ne&passe jamai&c.

DEMONSTRATION. Pourk > m la retenue est nulle, il n’y donc rien a montrer. Supposares lg
retenue ajoutée X a été inférieure a@ Alors 0 < x¢ < c(b+ 2). La division euclidienney = bq-+ X
donne donc 6&< x, < bet0< g < 2ccarb> 2. On conclut par récurrence O

Le lemme suivant confirme que tronquer une représentatidiaseb donne la partie entiere.

Lemme 1.11(unicité) Si xe Z™* est normale par rappor la base b, alors < (x), < Xo + 1.
Sixy € Z™1 sont normales par rappot la base b, alorgx), = (y), entrane x=y.

DEMONSTRATION. Evidemmentx), = S ,xb ¥ > xo car tous les termes de la somiyp@_; xb ¥
sont positifs ou nuls. D’autre payi ; b K< s (b— b K =1-bM< 1.

Supposons maintenant gqug € Z™ 1 sont normales et qug),, = (y),. Tout d’abord on constate que
L(X)p) =Xo et (Y),] = Yo, ce qui impliquexg = yo. Ensuite[b(x), | = bx+ X1 et [b(y),| = byo+y1, ce
qui impliquex; = y1. On conclut ainsi par récurrence. O
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72 Chapitre IV — Numération positionnelle et conversion deeba

L'argument de la preuve précédente n’est rien d’autrelguéveloppement en baberu dans I'algo-
rithmelV.2. Aprées cette préparation, I'algorithnii¢ 4 formalise la méthode de I'exemplel :

Algorithme IV.4  Changement de la babe la bases a une précision donnée
Entr ée: Un vecteurx = (Xg, X1, .., Xm) € 7™ 1 et trois entierd > 2,¢>2,n> 0

Sortie: Un vecteury = (yo,Y1....,¥n) € Z"1, normal par rapport & la base

Garanties: La valeur(y), est une approximation optimale dans le sens(ghe< (X), < (y)c+¢ "
pour j de 0 a n faire

normaliserx par rapport a la base /I ceci fait appel a I'algorithme précédent
Yj X0, X0 Il transférer la partie entiesg dansy;
X+ C-X /I multiplier chaque chiffre de parc

fin pour

retourner (Yo,y1,---,Yn)

Proposition 1.12(correction) L'algorithmelV.4 est correct, c’es&-dire qu'il convertit la repesentation
x € Z™1 en base b en une repsentation normale g Z"1 en base c telle quéy), < (X)p, < (y).+c "

DEMONSTRATION. Evidemment I'algorithme se termine (toujours apméisérations).

Vérifions d’abord que les chiffreg, ..., yn ainsi produits sont normalisés dans le sens que/p< c.
Ceci n’est pas forcément vrai poyy qui recoit la partie entiére initiale. Mais pope= 1, ...,n nous savons
que 0< (x), < c¢. La normalisation d& assure qu& < (X),, < Xo+ 1 d’aprés le lemmé.11

Notonsx\!) ety()) les représentations au début d¢dane itération. On vérifie aisement par récurrence
que I'algorithme préserve I'egalitg), = (y\)).+c 1 (x1)),. (Cest le point clé. Le détailler.) On en déduit
I'encadrementy)) < (x), < (y)).+cJ, ce qui prouve la correction de I'algorithme. 0

Remarque 1.13(approximation) En général on ne peut pas espérer tomber exactemef)sus (X)),
méme avec une précisianarbitrairement grande. Pour le voir convertir par exemﬁble (0,1)5 vers
(0,3,3,3,...)19 en base 10, ou bie(D,1),, en base 2. Mais en choisissant la précigiosuffisamment
grande, 'encadremey). < (x),, < (Y).+ ¢ " garantit une approximation aussi fine que souhaitée.

Remarque 1.14(complexité) L'algorithmelV.4 est de complexitquadratique il nécessitannitérations
pour convertir la représentation initiatele longueum en la représentation finajede longueun.

Exercice/P 1.15.Implémenter les algorithmd¥.3 et1V.4 en deux fonctions

void normaliser( vector<int>& chiffres, int base );

void convertir( vector<int> chiffresl, int basel,

vector<int>& chiffres2, int base2, int precision );

Justifier le mode de passage des parametres. L utilisdtioype int risque-t-elle de provoquer des erreurs
de dépassement de capacité ? Tester votre fonction aygogramme qui lit au clavier une représentation
en basé de longueum et la convertit en baseavec précisiom. (Pour I'entrée-sortie des vecteurs vous
pouvez vous servir du fichierectorio.cc.)
0 Les bases frequemment utilisées sont 2, 8, 10, 16, et aratement besoin d’'une bake- 16. |
semble donc une bonne idée d'utiliser les chiffees .9 puisA. . .F pour représenter les entiersQ,15.
Adapter votre programme pour qu'il utilise cette notation.

2. Représentation factorielle

Lareprésentation en balsest pratique et omniprésente, mais il y a d’autres reptatens intéressantes
qui sont parfois mieux adaptées. Nous regarderons dangitk le développement factorieEn imi-
tant I'approche di1.3 nous introduisons I'applicatiofl), : Z™?! — Q qui associe a chaque suite finie
X = (X0, X1,-..,%m) le nombre rationnefx), := S, ﬁ Par exemplé2,1,1,1), = 2+ 5 + 3 + 7; est
le début de la sérigy_ & qui converge vers = 2,71828 ...

Remarque 2.1(base mixte) La représentation factorielle utilise ce que I'on appefiebase mixteDe tels
systémes sont trés courants, par exemple pour parlee duree de temps : ainsi la durée de 2 semaines, 3
jours, 10 heures, 55 minutes et 17 secondes équivauti+ -2 + -5 + — 1T semaines.
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82 — Représentation factorielle 73

Exercice/M2.2. Lapplication (-), : Z™?! — Q estZ-linéaire et son image consiste de tous les nombres raienn
(m+721)! avecz € Z. En patrticulier, tout nombre rationngle Q admet une telle représentation aveconvenable.
Expliquer pourquoi le développement en baseéne aux représentations périodiques pour certaindresnration-
nels, alors que dans le systéme factoriel tout tel depelment se terminer&crire deux algorithmes analogues aux

algorithmedV.1 et V.2 qui développent un nombre ré&ep 0 en base factorielle.

Définition 2.3. On dit quex € Z™! estnormalepar rapport a la base factorielle skOx, < i pour tout
k=1,...,m (Comme avant nous ne posons aucune restriction sur laruglg¢u

Heureusement, comme en b&séa normalisation en base factorielle est toujours possibl

Lemme 2.4 (normalisation) Toute repésentation x Z™ 1 peutétre normali€e par rapporta la base
factorielle, c’'esta-dire qu'il existe une refsentation normalec Z™* telle que(xj, = (x),. L'algorithme
IV.5 ci-dessous calcule une telle ré&ggentation normalé partir de x.

Algorithme IV.5  Normalisation par rapport a la base factorielle

Entr ée: Un vecteux = (Xo, X1, -- -, Xm) € Z™ ! représentant = (x), en base factorielle
Sortie: Le vecteur normak = (Xg,X1,...,Xm) € Z™ représentant én base factorielle
pour k de m a 1 faire /I 'indice k parcourt de droite a gauche
Xk_1 — Xk_1+Xcdiv(k+1) /I ajouter la retenue %1
Xi <— X mod(k+1) /1 réduirex, modulok+1
fin pour

retourner (Xo, X1, ..,Xm)

Exercice/M 2.5. Prouver 'algorithmdV.5 : pourquoi la valeukx), ne change-t-elle pas ?

Le lemme suivant affirme que tronquer une représentaticioriglle donne la partie entiére, et on en
déduit que la représentation normale en base factoastlanique :

Lemme 2.6(unicité). Sixec Z™* est normale par rappora la base factorielle, alorsx< (x), < xo+ 1.
Sixy e Z™1 sont normales par rappo# la base factorielle, aloréx), = (y), entréine x=y.

Exercice/M 2.7. Montrer le lemme précédent en prouvant ug ; (kJ'r‘l)! =1- (mil)!

l'unicité, expliciter comment la valeuk), déterminexo, puis les chiffres, x2,xs, .. ..

. Ensuite, pour

Reste a établir la conversion entre développementiiattt développement en base

Proposition 2.8 (conversion) L'algorithme V.6 convertit la repésentation factorielle x Z™?1 en une
représentation y= Z™1 en base b telle qugy)y, < (x), < (y)p+b™".

Algorithme IV.6  Changement de base factorielle en basgec précisiom
Entr ée: Un vecteux = (Xg,Xq, ..., %m) € Z™ 1 et deux entierd > 2,n >0
Sortie: Un vecteury = (Yo, Y1....,¥n) € Z"1, normal par rapport & la base

Garanties: La valeur(y), est une approximation optimale dans le sens(ghye< (x), < (y),+b™"
pour j de 0 a n faire

normaliserx par rapport a la base factorielle /I ceci fait appel a baithme précédent
Yj X0, X0 Il transférer la partie entiesg dansy;
X b-X /I multiplier chaque chiffre de parb

fin pour

retourner (Yo,y1,---,Yn)

Exercice/M 2.9. Prouver 'algorithmdV.6 : expliquer pourquoiles chiffreg, ..., y, sont normalisés dans
le sens que & yi < b, puis prouver I'inégalitéy), < (x), < (y), +b~". (On pourra suivre la preuve de la
proposition1.12) Pourquoi ne peut-on en général pas espérer tomberégalité(y), = (x), méme avec
une précisiom arbitrairement grande ?
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2.1. Calcul dee a 10000 ecimales. Comme application on se propose de calceler Zfio% en
baseb & une précisiorp donnée pres. Plus explicitement, on cherche une suitdiffees (to,t1,...,tp)
telle que le nombre rationnek= zfzotkb*k ainsi représente verifte< e<t+b~P.

Exercice/M 2.10. Expliquer pourquoi cette spécification définit le vectéyrts,...,tp) de maniére uni-
voque. Comment définir leschiffres dee » ? Y a-t-il unicité ? Quel est le rapport entre les chiffigst
les chiffres dee?

Quant au calcul, voici une démarche possible, qui n’estdiautre qu’un changement de base :

— Tout d’abord, le vecteux = (2,1,1,...,1,1) € Z™? représente une valeur approctee= (x),
vérifiants < e < s+ 25 (Le montrer.)

— En convertissantde base factorielle en basecomme ci-dessus, on obtignt Z"1 qui représente
une valeur approchée= (y), vérifiantt <s<t+b™".

Ce procédé produit alors un développemeatZ™?! en base qui représente une valeur approchée

T _ 2 .
vérifiantt < e<t+ € avec une errews = e T b~—".
Exercice/M 2.11. Pour calculerp = 10000 chiffres valables de nous considérons = 10010, disons.
Trouverm tel que(m+—22>! < b™", afin de garantie < 2b™". On fixe ainsi les deux parametraset n

utilisés dans le procédé ci-dessus. Expliquer pourtpidéveloppement ainsi trouvé donne presque
chiffres exacts de : au pire, le dernier chiffre devrait étre augmenté parvécaventuelle propagation
des retenues sur les chiffres précédents. Malgré cetiégaiité concernant les derniers chiffres, pourquoi
peut-on espérer d’ainsi obtenir au moins 10000 chiffréshblas des?

Avant de mettre en ceuvre ce développemerd éie C++, assurons-nous que le typet suffit pour
tous les calculs intermédiaires effectués dans I'atgorelV.6.

Proposition 2.12(majoration) Soit xc Z™! normal par rapporta la base factorielle. En effectuant la
multiplication par b puis la normalisation, tous les calsuternédiaires sont majas par bm.

DEMONSTRATION. Commengons par un vecteur normat Z™1, c’est-a-dire 0< x < k. La mul-
tiplication parb produit un vecteur’ = bx avecx, = bx, < bk Jusqu’ici le plus grand nombre qui puisse
apparaitre edbm Montrons que la normalisation suivante ne produit pas dehmes plus grands. On a
bxn < bm< b(m-+ 1), donc la retenuey, = bxndiv (m+ 1) est majorée pav— 1. Pour la position d’avant
on obtient ainsbxy_1+ am < bm donc la retenuey,_; est également majorée par- 1. Par récurrence
on conclut que chaque retenag est majorée pab — 1 et quebx_1 + ax < bk Ainsi tous les calculs
intermédiaires sont majorés pgam O

Pour le calcul de, le vecteur initialx = (2,1,1,...,1) € Z™1 est normal par rapport a la base fac-
torielle. Sous la condition quem n’excede pas la capacité dext , nous pouvons alors implémenter le
calcul dee en utilisant le typeint .

Exercice/P 2.13.Ecrire un programme qui calcule les 10000 premiers chifftedéveloppement décimal
dee. Que valent les chiffres aux positions 9991 a 10000 ?
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3. Quelques conseils pour une bonne programmation

Tout travail fait, contemplons la citationalgorithms + data structures = programdonnée au début
du chapitre. Plus concretement, explicitons quelquesmetandations de bon sens pour le développement
d’'un travail informatique. Dans le cadre de ce cours cefesege sont que des conseils, mais elles de-
viennent primordiales pour tout projet important, en gaitter si difféerentes taches sont réparties sur une
équipe. Dans ce but nous proposons une liste de six étapestilles :

1. Sgecification: Cette étape préliminaire consiste a définir ce queVeutfaire. Ainsi on doit détailler
le domaine d’'application et le résultat exigé, ce qui tuws la specificationde la fonction re-
cherchée. Il faut en particulier s’assurer que la sp&tifia correspond bien a I'objectif envisagé,
gu’elle est univoque et ne contient pas de contradictions.

0 Pour un projet important cette phase aboutit souvent @daation d’'urcahier des charges
qui fixe I'objectif et détaille la spécification sous formiein contrat. Remarquons que la descrip-
tion supplémentaire de ce que la fonctimfait paspeut €galement servir a clarifier I'objectif.

2. Structuration des donées et choix des algorithmed:e langage utilisé, le compilateur et les bi-
bliotheques fournissent certainstsuctures de doréesavec leurs opérations spécifiques. Ceci
est le “bas” du programme, c’est-a-dire le niveau le plesentaire.

Pour résoudre le probleme spécifié dans I'étapeguténte, il faut maintenant décider de
la représentation informatiquées objets en question et décrire les opérations dont @sairh
Autrement dit, il s’agit de formuler umockle informatiquedu probléme posé et de la solution
envisagée. Ceci est le “haut” du programme, c’est-aldiréveau le plus complexe.

3. Programmation modulaire:Le principe consiste a partager un probleme donné enepitssous-
problemes que I'on traite successivement, pour arrivadiment aux opérations €lémentaires,
déja implémentées. Idéalement c’est une traductioecte de la structuration élaborée dans
I'étape précédente. Limplémentation du programme jpénsi se faire de haut en bas§-down
ou de bas en haubbttom-up.

4. Preuve de correctionle programme étant écrit, on fgrouve c’est-a-dire qu’on montre qu'il
vérifie la spécification. Cette étape développe alorsaisonnement précis et complet, souvent
issu de 'analyse faite dans les étapes précédentesiofsgxjue la preuve de correction est plus
ou moins facile pour les programmes simples, mais elle dévia défi inextricable pour des
programmes complexes (ou mal organiseés).

0 Lidéal serait la preuve automatique des programmes, cesiypossible avec certains lan-
gages de programmation recerifsidemment une telle approche demande une programmation
beaucoup plus rigoureuse : le programmeur doit fournir Beatu programme avec le code de
sa preuve. Le compilateur ne peut en généraliipamterune preuve de correction, mais il peut
tres bienvérifier une preuve, convenablement formalisée. En tout cas, legbesst loin.

5. Tests: Si tout ce qui précede a été fait correctement, cettpegest superflue. Néanmoins il est en
général prudent de s’assurer sur dgemplegjue I'on a atteint le butA noter que les tests ne
peuvent en général porter que sur tres peu d’exemplésfileulté étant de n’oublier aucun cas
particulier. En général, la phase de tests s’effectueadesh haut : on teste d'abord les fonctions
élémentaires pour finir avec la fonction principale.

6. Présentation: Il convient de bien présenter le code source et de le conmensans retenue. Ce n’est
pas seulement une préoccupation esthétique! Ce souglifation du programme assure sa
compréhension, puis sa diffusion et son évolution awelfeé. Dans ce but il sera également sou-
haitable d’établir une documentation, détaillée et ptate, indépendante de I'implémentation.

(0 Tres souvent un projet de programmation n’est pas un psasdméaire maisyclique Si la preuve

ou les tests (étapes 4 et 5) exhibent des erreurs, on eétdertéviser I'étape 3 (pour une erreur de pro-
grammation) voire recommencer I'étape 2 (pour une errewahception plus fondamentale). Si les tests
montrent que le programme s’exécute trop lentement ougdngralement mobilise trop de ressources,
on sera mené a reconsidérer I'étape 3 (pour optimigaplementation) voire I'étape 2 (pour choisir des
structures et/ou des algorithmes plus efficaces). Si firaémn découvre des ambiguités ou méme des
contradictions dans la spécification, on est forcé densidérer I'étape 1.
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Que j'aime a faire apprendre
un nombre utile aux sages!
Glorieux Archimede, artiste, ingénieur,
Toi de qui Syracuse aime encore la gloire,
Soit ton nom conservé par de savants grimoires.

PROJET IV

Calcul de ra 10000 eécimales

Objectifs

» Calculer les chiffres der & une précision donnée.
» Développer une preuve de correction pour cette impléatiemt.

Ce projet présente une méthode simple, publiée par SnBaltz et S. Wagon en 1995, pour calculer
7Ta une précision donnée pres. Cette méthode est suffisatrefficace pour nos besoins, mais surtout elle
a le mérite d’étre trés €lémentaire : il ne s'agit querdchangement de base ! Sur un ordinateur standard
on arrive ainsi facilement a calculer les 10000 premieifirels dert.

Ce projet se decompose en deux parties : la premiere disamtalyse mathématique, la deuxieme
concerne l'implémentation. Il va sans dire que les deur, amalyse détaillée et une implémentation soi-
gneuse, sont essentielles pour que votre futur programitneoseect. Si vous travaillez soigneusement ces
deux étapes, non seulement votre logiciel produira desrides, mais vous saurez mépreuverqu'il
s’agit des décimales de
O Remarque. —Si vous préférez aller directement aux sources, vousgmooensulter I'article original
de Stanley Rabinowitz et Stan Wagdh,spigot algorithm for the digits oft, American Mathematical
Monthly 102 (1995), no. 3, pages 195-203. Les auteursajenta la fin une implémentation hative en
Pascal, dont vous trouverez une traduction en C++ dans leffichbinowitz.cc. Malheureusement ce
programme n’est pas entierement correct (voir les comam@stdans notre fichier source). Cecine diminue
en rien le travail mathématique des auteurs, mais souligmgortance d’'une implémentation soigneuse.

Sommaire

Quel est le but de ce projet ?

Une représentation convenable det.

Développement en base de Wallis et conversion en base
De 'analyse matlematiquea I'impl émentation.
Quelques points de eflexion.

agprpwdPE

1. Quel est le but de ce projet?

Avant d’entrer dans le vif du sujet, précisons ce que I'ovigage a faire. Tout d’abord on choisit
une basé > 2, disonsb = 10 pour fixer les idées. Dans le développement en basepeut écrirgt =
S ko rqﬁb) b~k avec des chiffrea;qﬂb) € [0,b[ pour toutk > 1. Dans la pratique, c’est-a-dire en temps limité,
on ne peut calculer gu'un nombre fini de chiffres. On fixe alor®rombrep de chiffres a calculer, ce que
nous appelons la précision souhaitée. Le but de ce prsjjet&crire une fonction

approx_pi( int base, int precision, vector<int>& chiffres )
qui calcule les chiffresto,ts, . .. ,tp) d’'un nombre rationnel= Zfzotkb*k de sorte que I'on puisse garantir
t < m<t+b~P. Afin de garantir sa correction on développera une preuvhénzatique.
Exercice/M1.1 (optionnel) Rappelez pourquoi tout nombre réel admet une reprégemtan basen, puis expliciter

les réels qui en admettent plus d’une. Expliquez pourcuogprésentation est unique pour le noniaréVous pouvez
admettre querest irrationnel.) On peut donc parler kiéme chiffre derdans le développement en bésee que nous

avons not'eqﬁb). Expliquer pourquoi la spécification d&,t1,...,ty) donnée ci-dessus définit ce vecteur de maniere
univoque. Quel est le rapport entre les chiffrest les chif‘fresrqib> ?
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78 Projet IV — Calcul der a 10000 décimales

2. Une représentation convenable der

Notre point de départ est la présentatiorrdear la série suivante :

l 1.2---k 1 1.2 1.2-3

1 =1
@ z35 (2k+1) +3+35+357

Votre futur programme convertira tout simplement cettgesén un développement en bdse

Exercice/M2.1 (optionnel) Dans tout ce projet vous pouvez considérer la formulegatéste comme définition de
Pour ceux qui se demandent s'il s’agit bien du nomtorgsuel, voir par exemple P.Eymard & J.-P. Laféwitour du
nombrert, §2.7 (Edition Hermann, Paris 1999). Voici une preuve élégaretribution de Vincent Munnier (Licence
de Mathématiques a I'Institut Fourier en 2004) :

On considere les intégrales de Wallig= |, /2

sinkt dt. On trouvelg = 5 T etl; = 1, puis, par une intégration

par parties, la relation de récurrenge; = killkfl' On obtient ainslyg, 1 = <'§;+21>!. Nous constatons que le terme
général de notre série est justemeh‘flgkﬂ. Nous avons alors :
a 1.2---k m2_ /2 °
2 Ksin@+ Dt dt = / 2 Ksin@+ Dt dt
Z 3:5---(2k+1) / Jo ,go

H/Z 2sint /2 2sint 2 _
= = 2arctarjcost =
/0 2 sirtt / 1+ cot =[- fteost) o 2

Comme exercice, verifier les détails de ce calcul. Pourgewot-on interchanger la somme et I'intégrale ?

3. Développement en base de Wallis et conversion en base

Comme valeur approchée deon considere la somme finie
m 1.2.--k
@ 5= 2235 (s 1)

Exercice/M 3.1. Montrer ques < 1T < s+ 2™,

En imitant I'approche du chapiti®¥/, nous introduisons I'applicatiof),, : Z™?* — Q qui associe a
chaque suite finig = (xg, X1, ...,Xm) le nombre rationnel er base de Wallis
i 1-2---k
3
®) Z 3.5 (2k+1)

Par exempld2,2,2,2) =2+2- % +2- é +2- 1 367 3 est le debut de la série présentée ci-dessus.

Définition 3.2. On dit quex € Z™! estnormalepar rapport a la base de Wallis sikOx, < 2k pour tout
k=1,...,m. (Comme avant nous ne posons aucune restriction sur larvgléu

Exercice/M 3.3. Toute représentatione Z™ 1 peut étre normalisée par rapport a la base de Wallist-c’es
a-dire qu'il existe une représentation normale Z™* telle que(x),, = (x),,. Montrer que I'algorithme
IV.7 ci-dessous calcule une telle représentation normaleti gax.

Algorithme IV.7  Normalisation par rapport a la base de Wallis

Entr ée: Un vecteux = (Xo, X1, -- -, Xm) € Z™! représentant = (x) , en base de Wallis
Sortie: Le vecteur normak = (Xo, X1, .., Xm) € Z™"* représentant én base de Wallis
pour k de m a 1 faire /I 'indice k parcourt de droite a gauche
Ok < Xk div (2k+1) Il calculer la retenue
Xk—1 «— Xk—1 + Kok /Il ajouter la retenue 1
Xk < X mod(2k+ 1) /I réduirex, modulo X+ 1
fin pour

retourner (Xg,X1,...,Xm)

Exercice/M 3.4. Six € Z™! est normale par rapport a la base de Wallis, algrs (X) < Xo+4. Montrer
cette majoration, par exemple en comparant avec une s@sia&rique convenable.
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84 — De l'analyse mathématique a I'implémentation 79

Exercice/M3.5 (optionnel) Contrairement aux représentations analysées en ohdygiton ne peut pas garantir la
majoration(x),; < Xo+ 1. (Trouver un contre-exemple.) En particulier notre peeque la représentation normale est
unique n’est plus valable pour la base de Wallis. (Trougadément un contre-exemple.) Vous pouvez optimiser notre
majoration en montrant que) ,; < Xo+ 2. Plus précisément, montrer q(2,4.6,...,2m),,=2— 2m+1/(2mm+1) — 2.

Reste a établir la conversion entre développement endi@a$Vallis et développement en base

Exercice/M 3.6. Montrer que I'algorithmdV.8 ci-dessous convertit la représentation Z™ ! en base de
Wallis en une représentatigre Z"1 en basé telle que(y), < (X),, < (), +4b™". Les chiffresy,...,yn
produits dans la boucle sont-ils forcément normaliséa@li® majoration peut-on garantir ? Motiver ainsi
la normalisation dg a la fin.

Algorithme IV.8 ~ Changement de base de Wallis en basgec précisiom
Entr ée: Un vecteurx = (Xg,Xq, ..., %m) € Z™7 et deux entierd > 2,n >0
Sortie: Un vecteury = (Yo, Y1....,¥n) € Z"1, normal par rapport & la bake

Garanties: Les nombres représentés sont proches(gad< (x),; < (y),+4b™"

pour j de 0 a n faire
normaliserx par rapport a la base de Wallis  // voir I'algorithme préest

Yj < Xo I'y; n'est pas forcément la partie entiere (o, mais ...
Xo+ 0 /I en soustrayantj on assure au moins que<0(x) ; < 4
X b-X /I multiplier tous les chiffres pébp

fin pour

normalisery par rapport a la badg retourner y

Exercice/M 3.7. Supposons que I'algorithm¥.8 est appliqué & un vecteur initiake Z™* qui est normal
par rapport a la base de Wallis. Montrer que les valeursrrédiaires qui peuvent intervenir pendant les
calculs sont majorées pabrh (Vous pouvez prendre le lemn212 pour modele.) En utilisant le type
unsigned int a 32 bits et une badec [2,16], jusqu’a quelle longueun et quelle précisiom peut-on
aller ? Méme question pour le typesmsigned short a 16 bits.

4. De I'analyse mattematiquea I'impl émentation

Nous pouvons maintenant calculea une précision donnée pres :
— Tout d’abord, le vecteur= (2,2,2,...,2,2) € Z™1 représente une valeur approcisée: (x),, de
mverifiants < 1< s+ 2™ (voir exercice3.1).
— En convertissant de la base de Wallis & la babgon obtienty € Z"** qui représente une valeur
approchée := (y), destelle quet <s<t+4b~" (voir exercice3.6).
Ce procédé produit alors un développemeatZ™ ! en basé qui représente une valeur approchée it
telle quet < < t+ € avec un écarg = 21"+ 4b ",

0 Sil'on veut arriver ap chiffres valables de, il faut choisir une précision initial@ legerement plus
grande que la précision souhaitgeEn voici 'argument détaillé :

Exercice/M 4.1. Etant donn& & N expliquer pourquoi le choix = f+ 3 etm > 2+ flog,b permet

de calculery € Z"1 tel quet = (Y)p, satisfasse¢ < 1m <t + € avec un écart < b—P. Ensuite, tronquer
yay=(Yo,Y1,---,yp) donne presque Chiffres valables det : au pire, le dernier chiffre devrait &tre
augmenté de 1, avec éventuelle propagation des retemues shiffres précédents. Malgré cette ambiguité
concernant les derniers chiffres, pourquoi peut-on esmistenir au moing = 10000 chiffres valables de
mmen partant d'une longueur initiale ¢e="10010 ?

0 Approche pragmatique : on construit d’abord un veciede Tongueurp avec précisiom P, puis on
supprime, un par un, les chiffres terminaux dont on ne peatdir. Disons, par exemple, les décimales
de 1T aux positions 760 a 769 sor®499999983. Si I'on calcule jusqu’a la position 765, on n’est sdr
que des chiffres jusqu’a la position 760. En généralaitfsupprimer tous les 9 terminaux ainsi que le
chiffre d’avant. (Le justifier.) Méme s'il restera finalememoins que leg chiffres souhaités, au moins le
programme est honnéte. Si besoin en est, I'utilisateurrpde relancer avec une précisipmplus grande.
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Exercice/P 4.2.Ecrire une fonctionapprox_pi qui prend comme paramétres la basgomprise entre
2 et 16) et la précision souhaitpecomprise entre 1 et $Det qui construit le vecteuo, ty, . .. ,tp) desp
premiéres décimales de Veillez a supprimer, un par un, les chiffres terminauxtdomne peut garantir la
correction. Que valent les chiffres aux positions 9991 @000du développement décimal o€
0 \oici quelques indications :
— On n’'abesoin que de deux vectexisty. Ne pas oublier de normalisgi la fin.
— Il sera utile que le programme affiche I'avancement du trgvar exemple la précision achevée (la
taille dey déja atteinte), éventuellement les chiffggsléja obtenus.
— Pour l'affichage on utilisera les chiffres usu&l$23456789ABCDEF, voir I'exercicel.15 L'affi-
chage regroupé en blocs de dix chiffres, avec dix blocsigae] semble assez lisible sur I'écran.
— Par curiosité et pour une comparaison/vérificationdagle vos résultats, vous pouvez faire une
statistique des chiffres jusqu’a la positipdonnée.
— Quand votre programme marche et vous vous étes convamea dorrection, nettoyez le code
source et rédigez la version finale des commentaires. Ezsiyproduire un code dont vous serez
fier et qui vous plaira toujours d’ici un an.

5. Quelques points de &flexion

Structuration du projet. Reconsidérez le projaV (oulll oul) sous I'angle des remarques faites
au chapitrelV, §3. Ou la spécification s’est-elle faite dans ce projet? Lacstiration des données?
L'implémentation fut-elle menée de haut en bas ou de baseti? Arrive-t-on a prouver que le programme
est correct? En quoi les tests étaient-ils décisifs ? bggamme final arrive-t-il a un niveaupubliabley ?
Vaut-il la peine de peaufiner la documentation et la préegemt du code source ?

0 Pour un exemple extréme, reconsidérez le prograiiea trois lignes seulement :
const int a=10000; int b=52514; vector<int> c(b); int d=0, e=0, f, g, h;
for( ; (£=b-=14); d=1, cout << setw(4) << setfill(’0’) << g+e/a << flush )
for( g=el=a; (h=--£*2); e/=h ) e=exf+a*x( d ? c[f] : a/5 ), cl[fl=el,—-h;
Avec beaucoup d’effort on pourrait exhiber de vagues rebtame avec I'algorithme de ce projet. Mais
sans aucun contexte il semble tombé du ciel. (Ou vienuiigplde I'enfer ?) Bien que syntaxiquement cor-
rect, ce programme est extremement mal présenté eebabde toute documentation le rend inutilisable.

Complexité quadratique. Notre approche est suffisamment efficace pour calculer 1666inales
dem, encore un record mondial vers la fin des années 1950. Dapttescalcul ne nécessite que quelques
minutes! Le programme arrive-t-il aussi bien a calculet décimales ? puis fodécimales ? Comment
expliquer le ralentissement observé ?

Notre algorithme est d’'une complexité dgaadratiqueen fonction de la précisiop : afin de calculer
un par un les chiffres dey, on itere une boucle sur, 1. ,n. Dans chaque itération la multiplication puis
la normalisation dex exécute elle-méme une boucle sur..,1. Le nombre total des instructions est donc
proportionnel au produin, qui vaut & peu prés congi?. Dix fois plus de chiffres nécessitent donc cent
fois plus de temps!!

Entre-temps des méthodes beaucoup plus efficaces og@gdpées, et on est ainsi arrivé en 1999
a calculer plus de 210! décimales der. Pour en savoir plus vous pouvez consulteZascinant nombre
rrde Jean-Paul Delahaye (Pour la Science, Paris 1997 )umleashedde Jorg Arndt et Christoph Haenel
(Springer-Verlag, Berlin 2001).

Géreralisation. Notre approche marche plus généralement pour tout noréble qui se présente
sous forme d'une sérig = S XV dans un« systeme positionnel généralisePour cela on suppose
que les« chiffres» xx sont des entiers, et que lesvaleurs positionnelles vy vérifient un certain type
de récursion : on supposg = 1 etv = vk,l% avec deux nombres naturgg, qx > 1 vérifiant% <6
pour toutk et une constant@ < 1. Ceci englobe nos trois exemples précédents : lalbéescpy = 1 et
gk = b), la base factorielle (avegm = 1 etqx = k+ 1), et la base de Wallis (avex = k etqy = 2k+ 1).

Si vous voulez, vous pouvez étudier cette nouvelle simatiegérement généralisée, en y étendant
le développement précédent. Si jamais vous tombez ®iconstante mathématique qui se présente sous
cette forme, vous aurez déja un algorithme quadraticquegue permettra de calculer quelques milliers de

décimales.
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Cherchez et vous trouverez,
... car qui cherche trouve.
Matthieu7 7-8 et Luc119-10

CHAPITRE V

Recherche et tri

Objectif. Comprendre les techniques de base pour organiser desetoamBbnnées.

Ce chapitre discute quelques méthodes de recherche etldsstapplications sont abondantes ; imagi-
nez par exemple a quel point un dictionnaire serait difiailitiliser si les mots clés n’étaient pas ordonnés!
lIs le sont, heureusement, car I'éditeur a pris le soin deriler. Vous en profitez en appliquant une méthode
efficace deecherchele projet a la fin de ce chapitre illustre une applicationma@vidente : la recherche
des solutions d’une équation diophantienne (par exexipley* + z2* = w* avecx,y,zw e Z.).

Sommaire

1. Recherche lirgaire vs recherche dichotomique.1.1. Recherche lingaire. 1.2. Recherche di-
chotomique. 1.3. Attention aux détails!

2. Trois méthodes de triélementaires. 2.1. Les plus petits exemples. 2.2. Tri par sélection.
2.3. Tri par transposition. 2.4. Tri par insertion. 2.5. Bmsnes-nous contents ?

3. Diviser pour trier. 3.1. Le tri fusion. 3.2. Analyse de complexité. 3.3. Le &pide. 3.4. Ana-
lyse de complexité.

4. Fonctions @gnériques. 4.1. Les calamités de la réécriture inutile. 4.2. L'usalgs fonctions
génériques. 4.3. Implémentation de recherche et trieen C

5. Solutions fournies par la STL. 5.1. Algorithmes de recherche et tri. 5.2. La classe ggnér
set. 5.3. Les itérateurs.

Exemple 0.1. Les deux problemes fondamentaux, tri et recherche, pésedormuler ainsi :

(1) Trier une liste donnée afin d’établir 'ordeg < a, < --- < ap.

(2) Chercher un élemebtdans une liste ordonnée; <ap <--- <ap).

Ajoutons que le tri résout bien d’autres problémes comaerles listes, a priori non triées :

(3) Trouver les éléments doubles dans une liste (probl@emultiplicité).

(4) Verifier si deux listes sont les mémes a permutati@s pprobleme d’anagramme).

(5) Trouver la médiane d’'une longue liste de valeurs esglprobléeme de rang).
Remarqued.2 D.E. Knuth dansThe Art of Computer Programmindjscute diverses méthodes de tri dans le tome 3,
intitulé Sorting and Searchingfout au début il fait le constat suivant, toujours valat#enos jours :

Computer manufacturers estimate that over 25% of the rgrtimme on their computers is cur-
rently being spent on sorting (. . .) We may conclude thah@j¢ are many important applications
of sorting, or (i) many people sort when they shouldn't,idy inefficient sorting algorithms are
in common use. The real truth probably involves some of a#iétalternatives. In any event we
can see that sorting is worthy of serious study, as a practiater.

Ce chapitre tente d’expliquer puis de comparer differeméthodes de recherclig) et de tri §2—53).
Les exercices mathématiques permettront d’établir laection des méthodes proposées et de comparer
leur performance. Cette partie peut sembler un peu théeritpis elle est tres bénéfique pour comprendre
ce qu'est l'algorithmique. La morale a retenir : préf@ess bons algorithmes aux solutions naives!
0 Sivous étes impatient ou insouciant, vous pouvez liredaeeche dichotomique (algorithive?) puis
le tri fusion (algorithmé/.6) et le tri rapide (algorithm¥.7), afin de passer directement & I'implémentation
(84). En§5 nous regardons brievement quelles solutions offre la STL.
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Chapitre V — Recherche et tri

1. Recherche lirgaire vs recherche dichotomique

Dans la pratique les données a chercher ou a trier pe@mentles nombres ou des chaines de ca-
racteres ou bien d’autres objets encore. Les méthodseptées ici s'étendent sans aucune modification
aux éléments d’'un ensemble ordorih@uelconque. Ceci veut dire qlieest muni d’une relation d’ordre
< de sorte que pour towsb € E on ait oua < boua=boub < a (trichotomie), et qua < betb < c
impliquea< c (transitivit’e)Etant donné un tel ordre on définitles relations:, >, > comme d’habitude,
afin d’avoir une écriture plus commode.

1.1. Recherche ligaire. Pour commencer nous allons considérer le probleme dekerehe d'un
élement dans une liste= (a3, a,...,an). Etant donné un élémehton souhaite déterminer s'il appartient
a la listeA, et si oui, trouver le premier indidetel queayx = b. La méthode évidente consiste a parcourir
toute la liste jusqu’a atteindre I'elément cherché :

Algorithme V.1  Recherche linéaire
Entr ée: Un élémenb et une listeA = (ag,ap,...,an).
Sortie: Le premier indicek tel queay = b, ou bien non trouvési b n'appartient pas A.
pour k de 1 a n faire
si ax = b alors retourner k
fin pour
retourner non trouvé

Exercice/M 1.1. Expliquer pourquoi la recherche linéaire nécessit&rations dans le pire des cas, une
iteration seulement dans le meilleur des caé‘,izfétit’erations en moyenne (en supposant que I'on chbisit
dansA au hasard). Pourquoi cette recherche est-elle appetsdre?

1.2. Recherche dichotomiqueLarecherche linéaire se révéle assez inefficace si ldnedieléments
dans la liste est élevé. La recherche peut étre coraitinent accélérée sila liste est ordonnée dans le sens
quea; < ap < --- < a,. La méthode suivante est un exemple classique du paradiyiser pour Egner:
on compare d’'abord I'elément cherch@veca,, au milieu de la liste, puis on continue la recherche sur la
moitié adéquate de la liste.

Algorithme V.2 Recherche dichotomique

Entr ée: Un élémenb et une liste ordonné& = (a;,ay,...,an).
Sortie: Le premier indicek tel queay = b, ou bien non trouvési b n’appartient pas &A.
i—1, j<n /I Si A contientb, alors le premier indice est entret j.
tantque i < | faire
m«— '*T‘J /I calculer I'indice au milieu, arrondi arbitrairement
si b<am alors j« m sinon i — m+1 /I continuer avec la moitié gauche ou droite
fin tant que

si a = b alors retourneri sinon retourner non trouvé

Exemple 1.2. Pour voir le fonctionnement de l'algorithmé2 sur un exemple concret, faites le tourner
« ala main» sur la liste ordonnée suivante :

(1) (12,17,20,34, 37,37,36,42, 48,57,61,64, 67,70,77,94).

Chercher ainsi la premiere occurrence de 61, puis 37 (q@udideux fois), finalement 50 (qui n'y est
pas). Pour un exemple plus réaliste vous pouvez ensuitgdegune liste dont la taille n’est pas une
puissance de 2, et vérifier que le principe s’applique parei

Exercice/M 1.3. Prouver que I'algorithm¥.2 est correct. Pour ce faire montrer d’abord qu’il se termine :
la differencej —i est un entier positif ou nul qui diminue & chaque itérafisgu’a ce que = j. Vérifier
ensuite que chaque itération préserve la propriét@ate : siA contientb, alors le premier indick tel que

ax = b se trouve dans l'intervallf, j]. Conclure.
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Exemplel.4 Comme dans I'exemple précédent, regardons une listerdgidur 16 mais contenant cette fois-ci les
nombres binaire®000y;n, ..., 1111hj,. Veérifiez que la premiere itération de la recherche dictmque divise cette
liste en deux partie, & savai®000pjp,...,0111pin) €t (1000ppy,...,1111py). On détermine ainsi le premier bit. La
deuxieme itération détermine le deuxieme bit, et ailessuite. Pour cette raison la recherche dichotomique sst au
appeléeecherche binairgou binary searcten anglais.

Exercice/M 1.5. Pourn = 2K vérifier que I'algorithme/.2 nécessite exactemehitérations : initialement
lintervalle [i, j] contient ¥ élements, et chaque itération divise la longueur paxdelus généralement,
montrer le théoréme suivant. Justifier ainsi pourquattdnerche dichotomique est préférable a la recherche
linéaire, voire indispensable siest grand.

Théoreme 1.6.Pour trouver urélement dans une liste ordo@@de longueur n, la recherche dichotomique
définie par I'algorithmeV.2 nécessitdlogz n] ou |logz n| itérations seulement.

Remarquel.7. Comme une variante de la recherche dichotomique vous paepeendre le jew trop petit, trop
grand» esquissé en chapitteexercices.6 et 8.7. Pour trouver un nombre dafi$, 127] explicitez une stratégie qui
ne nécessite que 6 questions. Explicitez ensuite unégieadans le cas général. Expliquez pourquoi il s’agi’'iene
recherchex trichotomique» plutdt que« dichotomique:.

1.3. Attention aux détails! Rappelons que le but d’'un algorithme est de préciser sammalam-
biguité le procédé a exécuter. L'avantage d’une fdation précise est, bien évidemment, que I'on puisse
établir sa correction une fois pour toutes, pour ensuiti@iser la conscience tranquille. Pour cette raison
il faut faire attention au moindre détail ; toute erreugm® minuscule, peut s’avérer catastrophique dans
des futures implémentations :

Exercice/M 1.8. Dans I'algorithméV.2, si I'on remplagait la condition< j par la conditiori < j, I'algo-
rithme modifié serait-il correct ? Donner une preuve ou urt@eexemple.

Exercice/M 1.9. Dans I'algorithmeV.2, si I'on remplacait la comparaisdn< ay, parb < an, I'algorithme
modifié serait-il correct? Donner une preuve ou un conteymple.

Exercice/M 1.10. Dans l'algorithméV.2, si 'on remplacaiim «— {'*TJJ parm « ['*T‘W I'algorithme mo-
difié serait-il correct? Donner une preuve ou un contra¥gte.

2. Trois méthodes de trieléementaires

Etant donnée une familla = (a1,ay,...,an) d’éléments dans un ensemble ordofide but d'un tri
est de déterminer une permutatmn{1,2,...,.n} — {1,2,...,n} qui mette les éléments en ordre croissant,
c'est-a-direag 1) < agp) < -+ < ag(n)-

Dans ce qui suit, nous regarderons la variante suivante ommence par une famillé stockée sous
forme d’un tableau, et on souhaite le permuter de sorte qtableaud’ qui en résulte soit ordonné. Afin
d’économiser la mémoire et le temps de copie, c’est untabldau qui est utilisé, qui au début représénte
et qui finit par représentey. Ainsi on ne construira pas explicitement la permutatipmais directement
le résultat de son action sur le tableau

2.1. Les plus petits exemplesAvant de discuter des méthodes plus générales, il sentidede
regarder le tri de deux, trois, ou quatre éléments.
Exercice 2.1. Commencons par le plus petit exemple, le tri de deux éfésnele typeint disons :

void trier( int& a, int& b ) { if ( a > b ) { int c=a; a=b; b=c; }; };

Expliquer le fonctionnement de cette fonction en distingues deux configurations initiales possibles, a
savoira < b eta > bh. La fonction est-elle correcte ? Expliquer I'importancesyumbole ‘&’ dans la liste
des parametres.

Remarque 2.2. Comme I'opération d’échanger deux éléments sera orasgmte dans la suite, il est plus
commode de définir une fonction qui effectue ce travaiétiip. On pourrait donc écrire :

void echanger( int& a, int& b ) { int c=a; a=b; b=c; };
void trier( int& a, int& b ) { if ( a > b ) echanger(a,b); };

Dans cet exemple I'ecriture est plus longue, mais elleategnv@conomique a partir de trois éléments.
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Exercice 2.3. Apres deux, regardons le tri de trois éléments. En vaictandidat :
void trier( int& a, int& b, int& c )
{ if ( a > b ) echanger(a,b);
if ( b > ¢ ) echanger(b,c);
if ( a > b ) echanger(a,b); };
Expliquer le fonctionnement de cette fonction en distingti@utes les six configurations initiales possibles,
allant dea < b < cjusqu’ac < b < a. La fonction est-elle correcte ?

Exercice 2.4. Remarquons que la fonction précédente nécessite taufocomparaisons et effectue entre
0 et 3 échanges. Peut-on trouver une fonction plus effic&oePun candidat :

void trier( int& a, int& b, int& c )

{ if ( a > b ) echanger(a,b);

if ( b > ¢ ) { echanger(b,c); if ( a > b ) echanger(a,b); }; };

Expliquer le fonctionnement de cette fonction puis monsarcorrection. Vérifier que cette fonction
nécessite le méme nombre d’échanges, mais seulemeatZzet 3 comparaisons. Quel est le nombre
moyen de comparaisons si toutes les six configurationaliestisont équiprobables ?

Remarque2.5. Pourn > 4 éléments on souhaiterait sans doute une méthodeajérte tri, ce que nous discuterons
dans les paragraphes suivants. Néanmoins on peut s$stéraux méthodeptimalesde tri, pour une taille donnée.
Une autre fagon de ce voir est de regarder un tournai jdeeurs, que I'on veut classer dans I'ordre de performance
(la liste triee) avec un nombre minimum de matchs (comparss). Si cette question vous intéresse, consultez Knuth
[8], §5.3.1.

Exercice2.6. Ecrire une fonction optimale pour trier quatre élemeRtst-ce possible en effectuant au plus 4 compa-
raisons ? au plus 5 comparaisons ? (Contempler I'in@galig 4! < 25))

Exercice2.7. Essayez d’écrire une fonction optimale pour trier ciriepéénts. Est-ce possible en effectuant au plus 6
comparaisons ? au plus 7 comparaisons ? (Contemplers2 < 27.)

Exercice 2.8. Avant de continuer, expliquez par quelle méthode voug wigns la vie quotidienne. Par
exemple, comment triez-vous une main de cartes ? Appliqoiee méthode a la famille

(2) (77 67 17 37 17 77 27 4)
Il'y a des fortes chances que votre méthode soit une desstrviantes :

2.2. Tri par sélection. C’est sans doute la méthode de tri la plus élémentaire&H@rche le plus petit
élément, parmiag, ay, ..., an, puis on le place au début de la liste. Cette opératiorepgttéee pour la liste
restante, jusqu’a ce que tous les éléments soient danase’.

Exercice 2.9. L'algorithmeV.3 réalise un tri par sélection. Montrer sa correction, e&slire montrer gu’il
produit bien une suite ordonnée comme énonce.

Algorithme V.3  Tri par sélectiongelection soren anglais)

Entrée: Une famille(ag,ap, . ..,an) d’éléments d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qye< ap < --- < ap.
pour i de 1 a n—1 faire
m«——|I

pour j de i+1 a n faire
Si aj < am alors m« j
fin pour
échangeg; < anm
fin pour

Exercice/M 2.10. Essayons d’estimer plus précisement le colit de cetittigee. Supposons que chaque
iteration de la boucle intérieure nécessite un tempet que chaque itération de la boucle extérieure ajoute
un colitB,. Vérifier que le colt total de I'algorithmé3 est alorsy (n) = 2ain(n— 1) + B(n—1). Pourn
grand, expliquer pourquoi c’est le terme dominém‘gln2 qui 'emporte.
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2.3. Tri par transposition. Une variante du tri par sélection est le tri par transposjtaussi appelé
le tri bulle. On regarde si deux éléments voisins sont dans le maukdiis,si oui on les échange. Cette
opération est itérée jusqu’a ce que tous les élenmsmignt dans I'ordre.

Exercice 2.11.'algorithmeV.4 réalise un tri par transposition. Montrer sa correctioom®ien d’itérations
faut-il ? VVérifier que son colt esg(n) = %agn(n —1)+ B2(n—1). Pouvez-vous trouver des améliorations ?

Algorithme V.4 Tri par transposition (tri bulle obubble soren anglais)
Entr ée: Une famille(as, ap, . ..,an) d’€léments d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qye< ar < --- < ap.
pour i de 1 a n—1 faire
pour j de 1 a n—i faire
si aj >aj1 alors échangenj — aj1
fin pour
fin pour

2.4. Tri par insertion. C’est le tri du joueur de cartes. On considére que les éhsnde la liste a
trier sont donnés un par un. Avant de recevoir I'élenagon a déja trié les élemerds, ..., 1. Oninsére
alors I'eléementy; a la position appropriée. Apres cette opération l@ kst . . ., g est ordonnée, et on itére
jusqu’a ce que tous les éléments soient dans 'ordre.

Exercice 2.12.L’algorithme V.5 réalise un tri par insertion. Montrer sa correction. Coanbd’itérations
faut-il en moyenne ? Veérifier que son colit moyen @gh) = zasn(n— 1) + Bs(n— 1). Peut-on déja
conclure que cet algorithme est supérieur aux précé@eQtiel est I'intérét des comparaisons empiriques ?

Algorithme V.5  Tri par insertion §traight insertion sorn anglais)
Entrée: Une famille(ag, ap, . ..,an) d’éléments d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qe< ap < --- < an.
pour i de 2 a n faire
a—aq, j«—i—1
tantque j > 0Oetaj >a faire aj 1 +aj, j«—j—1
dj41 < a
fin pour

2.5. En sommes-nous contents Res méthodes de tri discutées dans ce paragraphe sonsanpées
et elles suffisent pour trier les petites listes. Pourtaarisda pratique il faut souvent trier des listes assez
grandes, disons de 4@léments, voire beaucoup plus. (On rencontrera de teimpbes dans le projat.)

Pour tester dans quelles limites nos méthodes sont polgsavous pouvez les tester sur des données
réelles, par exemple sur des listealéatoiress. Pour ceci vous pouvez utiliser la fonction suivante :

#include <cstdlib>
void aleatoire( vector<int>& vec )
{ for ( int i=0; i<vec.size(); ++i ) vec[il= random()%vec.size(); };

Exercice/P 2.13.Implémenter une ou plusieurs des méthodes de tri préssmi-dessus. Laquelle des
méthodes vous semble la plus simple a implémenter et/pluk efficace ? Les tester sur des listes aléatoires.
Arrive-t-on ainsi a trier une liste de longueur®1G ? 1¢? 10 ? 1P ?

Exemple 2.14.Regardons un annuaire comme les pages blanehes pages-blanches. fr) qui stocke
quelques millions d’entrées, disonsi@éments. Une méthode de tri de complexité quadratjouettra
environ 188 iterations. M@me & une vitesse foudroyante deifé@ations par seconde, 'annuaire ne sera
prét que dans trois ans — et déja dépassé.

Exercice 2.15.Pour un exemple encore plus impressionnant pensez a Googtegoogle.fr) qui se
dit de stocker quelques milliards d’entrées. Estimer l@dw’un tri avec une des méthodes ci-dessus.
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3. Diviser pour trier

Les exemples précédents nous mene a la conclusiongui@hode de complexité quadratique n’est
pas acceptable pour trier de grands fichiers. Les méthaéssmiées ci-dessus sont donc inappropriées.
Existe-t-il des méthodes de tri qui soient plus efficaceg@relusement que oui! Ceci fait I'objet de ce
paragraphe.

L'idée géniale de la recherche dichotomique est de ditesg@robleme en deux sous-problemes de
taille moitié. C’est le paradigme dediviser pour régner. Vu la réussite de cette approche on essaiera de
faire pareil pour le tri. Cette idée a donné lieu a un bombre d’algorithmes de tri, dont on ne présentera
gue deux : le tri fusion et le tri rapide.

3.1. Le tri fusion. Lidée du tri fusion est simple : on divise en deux moitiadiste a trier, on trie
chacune d’elles, puis on fusionne les deux moitiés powmnstituer la liste compléte triée.

Algorithme V.6 Tri fusion (merge soren anglais)

Entr ée: Une familleA = (aj,ay, ...,an) d’€léments d’'un ensemble ordonné.

Sortie: La méme famille, permutée de sorte qye< ar < --- < ap.
si n< 1 alors retourner A //Sin=0oun=1iln'y arien atrier.
p— [n/2], g« [n/2] /I decomposen en deux moitiep etq
B=(by,...,bp) < (a1,...,ap) // produire une copie de la moitié gauche
C=(cy,...,Cq) < (Ap+1,---»an) // produire une copie de la moitié droite
trier la listeB et la listeC /I on sait déja trier des listes de tailpeet q
fusionnerB etC dans une liste trieA /I voir exercice3.1ci-dessous

retourner A

Exercice 3.1. Compléter I'algorithme en explicitant comment fusionies listesB et C dans une seule
liste triee A avecn itérations seulement. On pourra traiet C comme deux files d’attente;. Votre
algorithme ainsi complété est-il correct? Comment asstiirla terminaison ?

Exemple 3.2. Pour voir comment fonctionne I'algorithme, appliquez-leta de la liste ).

Exercice 3.3. En appliquant le tri fusion a quatre équipes, montrerl@xiste un tournoi qui ne nécessite
que cing matchs pour établir le classement. Expliquerguoriron ne peut pas faire mieux.

3.2. Analyse de complex#&. En quoi I'algorithmeV.6 est-il inteéressant? Pour y répondre il faut
analyser son codt, c’est-a-dire le temps nécessaire gmuexécution. Soit(n) le colt de I'algorithme
V.6 quand on I'applique a une liste de longueuCeci comprend : (1) le colt pour diviser la liste en deux
moitiés, (2) le cot pour trier les deux parties, et (3)détopour fusionner les deux listes en une seule.

Les étapes (1) et (3) nécessitent chacuitérations ; leur codt est linéaire en disonsan avec une
certaine constante > 0. L'étape(2) nécessite le tri de la moitié gaucBele taillep = | §| et de la moitié
droiteC de tailleq = [g] S’ajoute un colt constayt > 0 pour le calcul dep et deq etc. Au total, pour
n> 2, on arrive a un coQt

n n
(3) c(n):c(bJ)nLc(banannLB
Exercice/M 3.4. Pour les puissances= 2 vérifier les premiéres valeurs dén) :

n 1 2 4 8 16 32

c(n) || O 20+ 8a + 3 24a +7p 64a + 153 | 1600 + 313

On devine déja que la croissance est moins que quadrafuge précisement, pour= 2K vous pouvez
montrer par récurrence qeén) = anlogzn+ B(n— 1). Par une variante de cette récurrence, essayez de
prouver le théoréme suivant :

Théoreme 3.5.Soienta, 3 > 0. Avec la valeur initiale ¢1) = 0 la relation de Eecurrence(3) définit une
fonction ¢ Z, — R. Pour tout ne Z . cette fonction &rifie 'inégalite

anllogan]+B(n—=1) < ¢(n) < anflogan]+pB(n—1).
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Remarque 3.6.Sia, 8 > 0, alors le terme dominant dans cette majoratiomesiog, n|, qui croit un peu
plus rapidement que le terme linéafBén— 1). On conclut que poun grand le tri fusion a un colt d’ordre
nlogzn. Ceci est une amélioration énorme vis-a-vis un colidgatiquen?. Le justifier, par exemple en
tracant les deux fonctions ; les évaluer pout 107,10°%,10% 10°,10°.

Remarque3.7. Le tri fusion est fait sur mésure pour les listes. Dans cel@aspartition en deux sous-listes et la
fusion en une liste finale ne sont que des manipulationsffiemces de pointeurs et ne nécessitent pas de copier les
objets eux-mémes. En particulier, le tri fusion appliguéles listes ne nécessite pas de mémoire temporairksdnexi
(Essayez de le détailler si vous connaissez les listes.)

Quand on I'applique sur des vecteurs, par contre, le trofusiécessite beaucoup de copie inutiles, ce qui est
coliteux en temps et en mémoire. L'algorithme est toujoarsect, mais les vecteurs ne sont visiblement pas la sreict
des données optimale pour cette méthode. Dans une applicaaliste il faut parfois tenir compte de cette resivit
et du couplage étroit entre algorithme et structure de éesin

3.3. Le tri rapide. Le tri fusion discutée ci-dessus est une méthode lucidepeiuvée. Son seul
inconvenient est la copie des deux moitiés dans des listabadres. Le tri rapide ci-dessous évite de telles
copies, il est plus rapiden moyennemais malheureusement sa performance est moins prévisibl

A nouveau I'idée de cet algorithme consiste & sépareeenr k liste initiale. Cette fois-ci on réorganise
la liste afin d’obtenir deux partidd= (a,...,aq) etC = (ap, ..., an) de sorte que; < a; pour touti € [1,q]
etj € [p,n]. La séparation en deux listes se fait a I'aide ddivot ay,, choisi arbitrairement : on place dans
la premiére partie de la liste les eléments plus petitslgpivot et dans la seconde les éléments plus grands
gue le pivot. Il suffit ensuite de trier les partiBet C séparément pour arriver a une liste completement
triee.

Algorithme V.7  Tri rapide Quicksorten anglais)

Entrée: Une famille(ag, ap, . ..,an) d’éléments d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qe< ap < --- < an.
sin>1 alors
m«— {%ﬂ pivot < anm // choisir un pivot, ici on prend I'élement au milieu
p—1, g«<n /I p parcourt de gauche a droigde droite a gauche
répéter
tant que ap < pivot faire p«— p+1 Il trouver le premier élémeay, trop grand
tant que aq > pivot faire q«—q—1 Il trouver le dernier élemeaty; trop petit
si p> q alors terminer la boucle /I condition d’arrét anticipé
si p<q alors échangeny < aq I échangery, etag pour qu'ils soient dans I'ordre
p—p+1, g—q-1 /l faire avancer les indices
jusqu'a p>q
trier (ay,...,aq) puis(ap,...,an) /I appliquer le tri rapide a chacune des deux parties
finsi

Exemple 3.8.Pour avoir une idée de son fonctionnement, faites toummeri Irapide sur les listes de
longueur 2 (deux configurations initiales) puis sur lesfstle longueur 3 (six configurations initiales).
Finalement, pour un exemple plus réaliste, appliquetiliste @).

Exercice/M 3.9. Montrer que I'algorithme/.7 est correct, c’est-a-dire expliquer pourquoi il produérb
une liste ordonnée comme il le prétemddication. — Evidemment la partie délicate est la boucle qui
réorganise la liste en séparant la partie basse et |areatite.

(1) Montrerd’abord que chaque itération de la bouclegnoehtep et/ou décrémentg Par conséquent
la boucle se termine aprés un nombre fini d'itérations snrastp > q.

(2) Reste a comprendre les opérations effectuées sistéa Imontrer par récurrence que la boucle
garantie toujours I'inégalitég < a; pour(i, j) vérifiant 1<i < petg< j <n.

Comme on finit pap > g, on obtient alors deux sous-listés, ..., aq) €t(ay,...,an) de sorte quey < a;
pour touti € [1,q] etj € [p,n], comme souhaité. Conclure.
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3.4. Analyse de complexi. L'approche« diviser pour régnes n’est efficace que si les deux sous-
problemes sont de tailles a peu pres égales. Pour lafide il est donc souhaitable que le pivot soit la
médiane Malheureusement nous ne disposons pas de méthode rapidequver la médiane ; on choisit
donc le pivot au milieu, en espérant le mieux. (On pournagsabien prendre; ou a, ou an avecm un
indice aléatoire entre 1 et) Il se peut, bien sir, que le pivot soit mal choisi; dansite des cas une des
deux sous-listes ne contient qu’un seul élément et kaatr contienh — 1. Heureusement, ce cas arrive
assez rarement. (Dans un certain sens le tri rapide pr&fgérdonnées aléatoires, mais il peut bloquer sur
des listes avec un méchant ordre initial.) Plus précésérn peut montrer :

Théoreme 3.10.Le tri rapide donig par I'algorithmeV.7 est correct dans le sens qu'il trie toute liste
donrée d’'une longueur n quelconque. Dans le pire des cas cetittigoe rl’ecessite}n2 itérations environ,
mais en moyenne il n’erégessite quéninn. O

Malgré ses inconvénients, beaucoup de programmeugspréle tri rapide, car il est facile aimplémenter
et évite toute copie dans des listes auxiliaires. Avec ar@é@mentation optimisée, il est (en moyenne!)
entre 30% et 50% plus rapide que d’autres méthodes de tri. lF® analyse détaillée et des améliorations
possibles voir Knuthg], §5.2.2, ou Sedgewick?], chapitre 9.

4. Fonctions gnériques

4.1. Les calamits de la €écriture inutile. Dans les exemples du paragrafheous avons traité le
tri d’entiers. Dans un autre contexte vous voulez pewd-@igr des chaines de caractéres, puis des nombres
de typedouble, etc... Apres réflexion, le probléme de tri est toujogrsnéme ! Cependant, pour notre
implémentation en C++, nous devons spécifier le type. Qine P

Une facon répandue de réaliser ces differentes fons#st, hélas, I'usage decopier-coller puis le
remplacement & la main» de int par string, et la semaine prochaine decring par double etc.
Supposons que la semaine d’aprés vous découvrez une eadhée dans votre méthode de tri. Vous cor-
rigez alors trois variantes : la varianiat , la variantestring puis la variantedouble . Apres réflexion
vous voulez améliorer votre méthode de tri, donc vous gha nouveau trois variantes. .. Il va sans dire
que cette approche se révelerainfernale!

4.2. L'usage des fonctions gnériques. Heureusement le C++ prévoit un concept qui permet de
mieux organiser la programmation, économiser du tempayigr les fautes de frappes d’'un recopiage
erroné. Dans notre exemple, on veut éviter d’écrireiplus fonctions quasi identiques :

void echanger( int& a, int& b ) { int c=a; a=b; b=c; }

void echanger( string& a, string& b ) { string c=a; a=b; b=c; }

void echanger( double& a, double& b ) { double c=a; a=b; b=c; }

Il sera beaucoup plus économique d’écrire une seuleifamgénérique :

template <typename T>
void echanger( T& a, T& b ) { T c=a; a=b; b=c; }

Ici le mot réservétemplate signale qu’il s’agit non d’une fonction, mais d'umockle de fonctionaussi
appelé undonction gerériqgue Le mot réservétypename précede le type indéterming, en I'occurrence
appelé T. Ensuite dans la liste des parametres et les instructieria ¢onctions, on utiliseT comme
si c’était un type usuel. Si vous appelez la fonctiechanger avec deux paramétres de typet le
compilateur prendra le modeéle ci-dessus et créera aussifonction concrétevoid echanger (int&
a,int& b) comme souhaitée, simplement en rempla¢amar int . Malin, non? La fonction concrete
ainsi générée est appelée ungtancedu modele.

Les versions génériques de nos fonctions de tri s’éctiators ainsi :

template <typename T>
void trier( T& a, T& b ) { if ( a > b ) echanger(a,b); }

template <typename T>
void trier( T& a, T& b, T& c )
{ if ( a > b ) echanger(a,b);
if ( b > ¢ ) { echanger(b,c); if ( a > b ) echanger(a,b); }; }
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Remarquet.L Nous avons déja fait la connaissance de la programmaépargjue en chapitre: la classevector
est en fait une classe générique dans le sens expligeéaiu. Sa déclaration est donc

template <typename T>
class vector;

Si I'on veut l'utiliser pour les éléments de typent, par exemple, le compilateur prend le modélector et en
construit la classe souhaitéector<int> simplement en remplacarTt par int . Avec le méme effort de program-
mation, la classe générique peut ainsi étre utilis@s dis situations les plus variées.

Exercice/P4.2. En s’inspirant de I'opérateur de sortig défini dans le programmiel8, définir un opérateur de sortie
générique qui soit capable d’afficher un vecteur d’un tffpguelconque. (Pour une solution voiectorio.cc).

4.3. Implémentation de recherche et tri en C++.Si vous voulez, vous pouvez mettre en ceuvre
les méthodes de recherche et de tri discutées ci-dessingpEmentant une ou plusieurs des fonctions
suivantes en C++. Essayez dés le début d"écrire desdosaénériques comme expliqué &h Si pour
certaines fonctions vous n'y arrivez pas, vous pouvez agoours aux solutions offertes par la bibliotheque
STL, discutées dans le paragraphe suivant.

Exercice/P 4.3.Ecrire une fonction générique qui teste si le vecteur@assparametre est trié :

template <typename T>
bool est_trie( const vector<T>& vec );

Expliquer pourquoi ce mode de passage est le mieux adapt&etie tache.

Exercice/P 4.4.Ecrire une fonction générique qui effectue une recheditieotomique :

template <typename T>
int recherche_dichotomique( const vector<T>& vec, const T& element );

Expliquer & nouveau pourquoi ce mode de passage est le @uizpté.
Pour les méthodes de tri vous pouvez choisir entre le tideagt le tri fusion :

Exercice/P 4.5.Implémenter le tri rapide en définissant la fonctiongéquie suivante :

template <typename T>
void tri_rapide( vector<T>& vec, int gauche, int droite )

Ensuite, pour I'appel initial du tri rapide, on pourrait foir la fonction suivante :

template <typename T>
void tri_rapide( vector<T>& vec ) { tri_rapide( vec, 0, vec.size(D-1 ); }

A noter que les appels récursifs passent le vecteur toigremmme paramétre par référence ; ce sont les
indices gauche et droite qui spécifie la partie a trier. Expliquer pourquoi ce moeepassage est le
mieux adapté pour éviter tout recopiage inutile.

Exercice/P 4.6.Implémenter le tri fusion en définissant la fonction suiea:

template <typename T>
void tri_fusion( vector<T>& vec )

Contrairement au tri rapide le tri fusion nécessitera dgses dans des vecteurs auxiliaires.
Remarque. —Dans le tri fusion ainsi que le tri rapide il est en génétabpefficace de trier les toutes
petites listes (disons < 3) « & la mainy comme er2.1Voyez-vous pourquoi?

Exercice/P 4.7.Vérifiez votre implémentation puis testez sa correctiombeaucoup d’exemples. Si vous
voulez tester systématiquement un grand nombre d’exenpdeis pouvez écrire une fonction qui le fait
pour vous : d'abord on crée un vecteur aléatoire, ensuile trie puis vérifie le résultat par la fonction de
I'exercice4.3 Sur un tel vecteur ordonné on peut finalement tester laereble dichotomique en cherchant
un par un les éléments du vecteur.

Exercice/P 4.8.Mesurer la performance de votre implémentation : combienethps faut-il pour trier
une liste de taille 19? 1¢? 10'? 1 ? 16 ? Comparer avec une méthode de tri élémenté&ires-vous
content?

MAE 22 juin 2009



92 Chapitre V — Recherche et tri

5. Solutions fournies par la STL

5.1. Algorithmes de recherche et tri. Comme le tri et la recherche sont omniprésents dans la pro-
grammation, la bibliotheque STL en fournit un bon nombréxhetions génériques. Elles sont disponibles
apres inclusion du fichier en-téte correspondant paréctie #include <algorithm> ;le programme
V.1 ci-dessous en illustre I'usage.

Programme V.1 Tri et recherche avec les algorithmes de la STL tri.cc

1 #include <iostream> // pour déclarer 1l’entrée-sortie standard

2 #include <algorithm> // pour définir les fonctions de tri et de recherche
3  #include <vector> // pour définir la class générique vector

4 #include <cstdlib> // pour déclarer la fonction random()

5 using namespace std;
6

7

8

9

template <typename T>
ostream& operator << ( ostream& out, const vector<T>& vec )

{
10 out << "( ";
11 for ( size_t i=0; i<vec.size(); ++i ) out << vec[i] << " ";
12 out << ")";
13 return out;
14 3}
15
16 void aleatoire( vector<int>& vec )
17 A
18 for ( size_t i=0; i<vec.size(); ++i ) vec[il= random() % vec.size();
19 1}
20
21  int main()
22 A{
23 cout << "\nBienvenue aux vecteurs aléatoires !" << endl;
24 cout << "Entrez la longueur svp : ";
25 int longueur;
26 cin >> longueur;
27 vector<int> vec(longueur) ;
28 aleatoire(vec);
29 cout << "\nvoici un vecteur aléatoire : " << vec << endl;
30 sort( vec.begin(), vec.end() );
31 cout << "\naprés un tri rapide : " << vec << endl;
32 random_shuffle( vec.begin(), vec.end() );
33 cout << "\naprés une mélange aléatoire : " << vec << endl;
34 stable_sort( vec.begin(), vec.end() );
35 cout << "\naprés un tri fusion : " << vec << endl;
36 cout << "\nEntrez un nombre & chercher svp : ";
37 int element;
38 cin >> element;
39 bool trouve= binary_search( vec.begin(), vec.end(), element );
40 if ( trouve ) cout << "L’é&lément " << element << " appartient & la liste.\n";
41 else cout << "L’élément " << element << " n’appartient pas & la liste.\n";
42 cout << "Au revoir.\n" << endl;
43 }

Pour trier un vecteurec, la STL prévoit entre autre les deux fonctions suivantes :

sort( vec.begin(), vec.end() ); // tri rapide (quick sort)
stable_sort( vec.begin(), vec.end() ); // tri fusion (merge sort)

La premiere effectue un tri rapide, la deuxieme un triduasiComme expliqué plus haut le tri fusion est
légérement moins rapide et nécessite de la mémoirdaitej mais ilgarantitun temps d’exécution majoré
paranlogyn. Le tri rapide, par contre, est un peu plus rapiemoyennemais tres lent dans le pire des
cas.A choisir en fonction des applications envisagées.
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Ajoutons qu'il existe une fonctior inverse» qui mélange un vecteur de maniére aléatoire :
random_shuffle( vec.begin(), vec.end() );

La fonction binary_search effectue une recherche dichotomique d’'un élemerdans un vecteur
ordonné :

binary_search( vec.begin(), vec.end(), a );

Elle renvoie le booléertrue si a est un élément du vecteur, éalse sinon. Il existe aussi des va-
riantes qui renvoient le premier ou le dernier indiceel que vec [k] vaut a. Pour en savoir plus sur les
algorithmes de la STL, consulter la documentation sur &lsittp: //www. sgi.com/stl/.

Le plus simple de tous ces algorithmes est I'echange de @éments, déja rencontré &h:

template <typename T>

void swap( T& a, T& b ) { T c=a; a=b; b=c; };
Notons cependant que la fonctiewap peut encore étre optimisée : si les objects a échangégsands,
il est plus efficace d’échanger des pointer au lieu des ees@lles-mémes. Pour cette raison la STL
implémente des fonctionswap spécialisée et optimisée sur mesure pour des vecteessliges, des
chaines de catactéeres, etc. Lorsqu’une version spE&matst disponible, c’est elle qui sera utilisée. Seule-
ment par défaut utilise-t-on la version générique Gsies.

5.2. Laclasse grérique set. La bibliothéque STL fournit une classe générigise: pour modéliser
un ensemble find'objets d’'un type donné. Dans I'exemple qui suit on regande variableensemble
du type set<int>, mais tout s’adapte a n'importe quel autre type au lieuide. Voici les principales
opérations que I'on veut effectuer sur un tel ensemble :

(1) Ajouter un élément : ceci se réalise par la fonctiothsemble . insert (a) .
(2) Enlever un élemend : ceci se réalise par la fonctiotnsemble . erase(a) .
(3) Tester sia est un éléement densemble : ceci peut se réaliser pamsemble . count (a) .

Remarque 5.1. On voit déja que I'implémentation des ensembles esitétent liee aux questions de tri
et de recherche. Bien sirr on peut implémenter un enserabiene une liste non ordonnée déléments.
Pourtant, ceci entrainerait que le test appartient aensemble » doit parcourir toute la liste, ce qui
nécessite un temps proportionnehdvoir §1). Pour des applications réalistes cette méthode n’est pa
praticable.

Dans le souci d’efficacité il est donc nécessaire de stdekeeléments de maniére ordonnée. Dans ce
cas le test d’appartenance se réalise en temipg, n, par une recherche dichotomique (v§ly. Pour que
les opérationsinsert et erase soient aussi efficaces, on stocke les éléments non danscbeuv mais
dans une structure mieux adaptée : un arbre binaire.

En faisant abstraction des détails d’une telle implémgo, la conclusion est la suivante :

Théoreme 5.2.0n peut impdmenter un ensemble fini de sorte que lesrafonsélementaires ci-dessus
s'effectuent en un temps magopar a logzn, ol n est la taille de I'ensemble. O

Soulignons a nouveau l'importance d’'une implémentagffitace : Pour traiter un ensemble d’'un
million d’éléments, disons, on préfere attendre queksecondes plutdt que quelques heures!

Le programmé/.2 illustre I'utilisation de la classeset . Comme vous constaterez, les éléments d’un
ensemble sont toujours stockés de maniere ordonnéeaguie €lément y apparait au plus une fois (ce qui
sont les principales differences entre un ensemble etisieg. |

Pour modeéliser des familles avec répétitions possiiastilise la classe génériquailtiset . Rem-
placerset parmultiset dans le programm¥z2, le tester puis expliquer les difféerences dans le compor-
tement du logiciel. Le souci d’harmoniser les fonctionsipest et multiset explique aussile nom, a
priori bizarre, de la fonctiorset . count (a) .

5.3. Lesigrateurs. Il'y a un concept annexe qui est d’'une grande importancequetipour afficher
un ensemble on souhaite le parcourir du début a la fin. Comdiqué plus haut, les €léments ne sont
pas stockés dans un vecteur, en particulier I'utilisateupeut pas les adresser par indice. La solution : on
parcourt un ensemble a I'aide d'it@rateur. Ceci est illustré dans le programnde : I'itérateur it est
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Programme V.2 Ensemble d’entiers modélisé paet<int> set.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2 #include <set> // pour définir la class générique set
3  using namespace std;
4
5 template <typename T>
6  ostream& operator << ( ostream& out, const set<T>& ens )
7 A
8 out << ||{ ||;
9 typename set<T>::const_iterator it;
10 for ( it= ens.begin(); it!=emns.end(); ++it )
11 out << *it << " ";
12 out << "}";
13 return out;
14 3}
15
16  int main()
17 A
18 cout << "\nBienvenue aux ensembles ! On teste ici la classe set.\n"
19 << "Entrez un entier positif pour 1l’ajouter, négatif pour effacer, "
20 << "0 pour terminer." << endl;
21 set<int> ensemble;
22 for(;;)
23 {
24 cout << "ensemble = " << ensemble << endl;
25 cout << "Entrez un entier svp : ";
26 int element;
27 cin >> element;
28 if ( element == 0 ) break;
29 if ( element > O ) ensemble.insert( element );
30 else ensemble.erase( -element );
31 }
32 for(;;)
33 {
34 cout << "Entrez un nombre & chercher svp : ";
35 int element;
36 cin >> element;
37 if ( element == 0 ) break;
38 if ( ensemble.count( element ) > 0 )
39 cout << "L’élément " << element << " appartient & 1’ensemble.\n";
40 else
41 cout << "L’élément " << element << " n’appartient pas & 1’ensemble.\n";
42 }
43 cout << "Au revoir.\n" << endl;
44 3

une sorte de pointeur sur un élement de notre ensemblee@r'imcrémenter par+it et décrémenter
par --it, pour avancer ou reculer. Puis on peut accéder a I'gieners lequel il pointe paxit. Pour
parcourir du début a la fin, I'ensembéas fournit les itérateursns.begin() et ens.end() . Comme
vous pouvez le constater, la construction d’une boucleetdinsi facile et naturelle.
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Mais vérifiez tout : ce qui est bon, retenez-le!
1 Thess521

PROJET V

Applications du tri aux équations diophantiennes

Objectif. Le tri peut se révéler un outil magnifique méme dans dessitns inattendues. Dans ce
projet nous allons appliquer le tri aux équatiaist- b® = ¢+ d3 et a* + b* = ¢* 4 d*. Finalement on
reprend la conjecture d’Euler concernant 'equatidr- b* + c* = d*. Il y aura des surprises. . .

Ce projet nous permet entre autre de tester nos méthodes etede recherche sur des exemples
réalistes, et avec des algorithmes efficaces le tempcdigion restera raisonnable. On constatera que la
mémoire disponible peut également étre une ressouemiguise.

Sommaire

1. Le taxi de Ramanujan. 1.1.Equations diophantiennes, recherche et tri.
2. L équationa® + b*+ c* = d* reconsicerée. 2.1. Restrictions modulaires.

1. Le taxi de Ramanujan

L'anecdote suivante est devenue légendaire : Un jour gleamathématicien G.H. Hardy rendit visite
a son collegue et ami S. Ramanujan, il mentionna le nud@ériaxi avec lequel il était venu, en ajoutant
« C'est sans doute un nombre sans aucune péi#pinteressante» « Au contraire !» réepondit Ramanujan
« C'est le plus petit nombre qui s&€dompose de deux mares diferentes en somme de deux cubes d’en-
tiers positifs.» Peut-étre vous connaissez cette histoire mais vous als deinumeéro du taxi. Comment
le retrouver rapidement ?

— s —

Nous nous proposonsici de chercher les plus petits nombre&®grivent de deux manieres differentes
comme somme de deux cubes d’entiers positifs. Autrememialis cherchons les petites solutions de
I'eéquationa+b® = c3+d3 aveca,b,c,d € Z, et{a,b} # {c,d}. Voici trois demarches qui se présentent :

Exercice 1.1. On peut effectuer une recherche exhaustive qui parcouguiadrupletga, b, c,d) vérifiant
1<a<c<d<b<N  (lejustifier). Vérifier que cette méthode néceséﬁél) itérations.

Exercice 1.2. En s’inspirant du projelt, expliciter une méthode qui ne nécessite Q’gl)sitérations grace a
une fonction auxiliairen— | ¥n|. En quoi cette approche est-elle préférable a la métipoelcédente ?

Exercice 1.3. Détaillez une méthode utilisant le tri : poula < b < N on construit une liste des valeurs
a®+ b2, on la trie, puis on cherche les doublons. Combien de mé&nesirnecessaire pour stocker la liste ?
Combien d'itérations sont nécessaire pour le tri puigtherche ?

Remarque 1.4. Comme quatrieme approche vous pouvez effectuer une @ahsur internet. Esquisser
en quoi cette derniere approche, elle aussi, est bas@esunéthodes de tri et de recherche.

Exercice/P 1.5.Choisissez la méthode qui vous semble la plus efficace ktfolus simple a réaliser, puis
justifier votre choix. Implémentez-la afin de trouver le rarmdu taxi de Ramanujan. Ce résultat serait-il
également accessible par les autres méthodes ? Combgmiutiens y a-t-il pouN = 500 ?N = 1000 ?

N = 5000 ? Jusqu’ou peut-on aller ?

Exercicel.6. Trouver le plus petit nombre qui s’écrive tleis manieres differentes comme somme de deux cubes
d’entiers positifs. A I'heure actuelle on connait la réponse pour les multitéls 2, 3, 4, et 5 seulement.)

Exercicel.7. Pouvez-vous trouver le plus petit nombre qui s’écrive dexdeanieres differentes comme somme de
deux bicarrés d’entiers positifa? +b* = ¢*+d* ? (Dans ce cas on ne connait aucun exemple de multipkcd
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1.1. Equations diophantiennes, recherche et tri.En généralisant 'exemple précédent on arrive
a la formulation suivante : étant données deux foncti®d®: Z x Z — Z, comment énumérer rapide-
ment toutes les solutions de I'équati®fa,b) = Q(c,d) avec (a,b,c,d) € [1,N]*? Bien stir on peut
parcourir tous les quadrupleta, b, c,d) et tester si I'equatio(a,b) = Q(c,d) est satisfaite. Ceci peut
s'impléementer par quatre boucles imbriquées, et niteds$ itérations au total. Peut-on faire mieux ?

Exercice 1.8. Expliciter une méthode bénéficiant d'une méthode effade tri :
(1) Ondresse une liste de tous les tripl®$a, b),a,b), puis on la trie par rapportR.
(2) Ondresse une liste de tous les triplg@gc, d), c,d), puis on la trie par rapport@.
(3) On parcourtles listes simultanément en cherchandaxence®(a,b) = Q(c,d).

Estimer la mémoire nécessaire et le temps d’exécutionrdoi est-il hors de question d’utiliser un tri de
complexité quadratique ici ?

Exercice 1.9. Expliciter une variante bénéficiant des méthodes effisale tri et de recherche :
(1) Ondresse une liste de tous les triplg@gc, d), c,d), puis on la trie par rapport@.
(2) On parcourttous les triplet®(a,b),a,b) en cherchant les coincidences avec la liste.

Estimer la mémoire nécessaire et le temps d’exécutionrdoi est-il hors de question d'utiliser une
recherche linéaire ici ?

2. L'équationa*+b*+ c* = d* reconsicerée

Regardons a nouveau I'equatiah+ b* 4 ¢* = d* vue en projet. L'approche ci-dessus s’applique
avecP(a,b) = a* + b* etQ(c,d) = d* — c¢*. Nos nouvelles méthodes sont plus efficaces que I'apprdche
projetl et nous permettrons de chercher des solutions dans un debeancoup plus large ! Le but ultime
sera de trouver toutes les solutigiasb, ¢, d) € [1,N]* avecN = 10°. Comme dans le projétnous posons

typedef unsigned long long int Integer;

Exercice/P 2.1.Chercher les solutions jusquii= 2000 par la méthode esquissée ci-dessus : stocker les
valeursd® — ¢* avec 1< ¢ < d < N dans un vecteur de typesctor<Integer>, le trier, puis chercher les
valeursa® + b* avec 1< a < b < N dans la liste.

O Etapes interradiaires :Comme d’habitude il sera utile que le programme affiche tgréntes étapes
(construction, tri, recherche) et 'avancement du trag@dlur les boucles extérieures). Si vous avez bien
programmeg, votre logiciel s’exécute en quelques secarieicitations !

Remarque2.2 PourN = 2000 il faut construire un vecteur de Iongue}M(N — 1) =1999000. Comme on connait sa
taille d’avance, il est utile deeserverla mémoire tout au début, par I'instruction suivante :

vector<Integer> imageQ; imageQ.reserve(max*(max-1)/2);
Ceci définit un vecteur vide mais prévoit déja la mémaidiquée. Ensuite vous pouvez remplir le vecteur par la
fonction imageQ . push_back () , tout en évitant la réallocation inutile pendant la camstion.

Remarque2.3. Notre approche marche encore pdlue= 5000, peut-étre méme jusquta= 10000, mais au dela les
limites de cette méthode se font sentir : le tester. il sevieayu’ici la mémoire devient le facteur limitant. De cobi

de mémoire vive dispose la machine sur laquelle vous ffez& Quand la mémoire commence a manquer il se peut
que le tri fusion n’aboutit plus alors que le tri rapide maremcore (expliquer pourquoi).

2.1. Restrictions modulaires.Jusqu’ici notre méthode est tres générale est s’applicdes fonctions
P,Q: Z x Z — Z quelconques. Pour aller plus loin nous utilisons le fait B(& b) = a* + b* etQ(c,d) =
d* — c¢* sont depolyrdmeset de plushomognes

Exercice/M 2.4. Veérifier que toute solutioria,b,c,d) € Z* de I'equationP(a,b) = Q(c,d) entraine une
famille infinie de solutiongka, kb, kc, kd) aveck € Z. Justifier que notre recherche peut se restreindre aux
solutionsprimitives c’est-a-dire celles qui vérifient pg@lb, c,d) = 1.

Exercice/M 2.5. Vérifier que toute solutiorfa,b,c,d) € 7* de I'eéquationP(a,b) = Q(c,d) induit une

solution (a,b,c,d) € Z} de I'equationP(a,b) = Q(c,d) modulon. Par contraposé, comment I'inégalité

P(a,b) # Q(c,d) peut-elle simplifier la recherche des solutions d&ah8
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Exercice/M 2.6. Montrer que I'applicatiorZ, — Zg4, x+— x* a pour I'image I'ensembl€0, 1}. En déduire
que, quitte & permute; b, ¢, toute solution(a, b, c,d) € Z* vérifiea=b=0 (mod 2). Pour une solution
primitive on peut de plus conclure quesd =1 (mod 2.

Exercice/M 2.7. Montrer que I'applicatiorZs — Zs, x — x* a pour 'image I'ensemblé0,1}. Quitte &
permutem, b, ¢, toute solution(a, b, ¢,d) € Z* vérifie donca=b= 0 (mod 5. Pour une solution primitive
on peut de plus conclure qee£ 0 d (mod 5).

Avec cette technique on arrive au résultat suivant, queddmettra (cf. M. Wardguler’s problem on
sums of three fourth powerBuke Mathematical Journal 15 (1948) 827-837) :

Théoréme 2.8(d0 a M. Ward, 1948) Si(a, b, c,d) € Z* est une solution primitive deduation & + b* +-
c*=d* alorsd#0 (mod 5 etd=1 (mod 8. Quittea permuter les variables &,conaa=0 (mod §
etb=0 (mod 40 ainsi que = +d (mod 1024. O

0 Optimisation :Lintérét pratique de ce théoreme est qu'il suffit désais de parcourir les couples
(a,b) et(c,d) vérifiant les dites congruences. En C++ ceci peut se g¥giar les boucles suivantes :
for ( Integer a=8; a<=max; a+=8 )
for ( Integer b=40; b<=max; b+=40 ) { ... };
for ( Integer d=1; d<=max; d+=8 ) if ( d%5 != 0 )
{ for ( Integer c=d%1024; c<d; c+=1024 ) { ... };
for ( Integer c=1024-d%1024; c<d; c+=1024 ) { ... }; };

Cette astuce écarte plus de 99% de coufads) € [1,N]? car on n’en retient qu'une fractio%o; mieux
encore, il écarte 999% des couple&, d) € [1, N]]2 car on n’en retient qu’une fractioiﬁblﬁo (le justifier).

Exercice/P 2.9.Chercher toutes les solutions jusqiNa= 100000 par la méthode améliorée. Vérifier que
I'on construit un vecteur de longueur 971529 seulement.

Si vous voulez aller encore un peu plus loin, vous pouver@c@9% des couple&,d) restants en
appliquant d’autres cribles modulaires : on fixe un nonmbeeon regarde quels couplésd) apparaissent
dans les solutions de I'equatiaf -+ b* = d* — ¢* modulon. Si (c,d) est impossible moduln, alors il est
impossible danZ. Le programm@/.3 montre une implémentation de cette idée en C++.

Exercice/P 2.10.Chercher toutes les solutions jusqiNa= 500000 par la méthode améliorée. Vérifier que
I'on construit un vecteur de longueur 418127 seulement.

0 Avertissement. —e choix du typelong long int entraine que nous travaillons moduff 2si le
logiciel trouve une solution, ceci ne veut dire cafer b* +c* = d* (mod $4). Interprété correctement,
c’est un résultat précieux, car une fois trouvée, il gt facile de confirmer ou réfuter une solution :
Pour une solution prospectieeb donnée, chercher les valewsl associéés, puis afficher le quadru-
plet (a,b,c,d) comme« candidat:. Ensuite on peut effectuer un calcul d@pour vérifier si(a,b,c,d)
est effectivement une solution. (On pourra utiliggiz_class pour le calcul avec des grands entiers.)

Remarque2.11 Pour résumer, nous avons raffiné successivement noodesth I'idee de la méthode 1, notre point
de départ, est de stocker les valeB(s,d) dans un vecteur trié. La méthode 2 restreint les coufdg$) par cer-
taines congruences (theore@d). La méthode 3 généralise cette idée et implementsiglus cribles modulaires
(programmeV.3). Pour souligner I'utilité de ces raffinements successifdableau ci-dessus présente le nombre des
couples(c,d) a considérer avec € ¢ < d < N. Grace aux restrictions modulaires exploitées par [thoue 3, la
construction du vecteur se fait assez rapidement, et leitrist se passe également sans probleme. C'est la dernie
phase, la recherche des coincidences, qui est la plususgien temps. Polr= 10° il faut compter environ une heure
d’exécution.

N = 5000 10000 50000 100000 500000 1000000
méthode 1|| 12497500| 49995000/ 1249975000 4999950000 124999750000 499999500000
méthode 2 2194 9268 241627 971529 24388874 97605862
méthode 3 61 183 3623 15373 418127 1672259

Remarque2.12 On peut encore optimiser la mémoire nécessaire pounti@mation exhaustive, en utilisant ufile
de prioriteau lieu d’'un tableau. Pour en savoir plus, consultez I'ertite Daniel J. Bernsteilnumerating solutions
to p(a) +q(b) =r(c) +s(d), Mathematics of Computation 70 (2001), 389-394.
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98 Projet V — Applications du tri aux équations diophantiesine

Programme V.3 Cribles modulaires pour le probleme d’Euler crible.cc
1 #include <iostream>
2 #include <vector>
3 using namespace std;
4  typedef unsigned long long int Integer;
5
6 // Calculer P(a,b) = a“4 + b4 modulo mod (sans débordement)
7 Integer lePolynomeP( Integer a, Integer b, Integer mod )
8 A
9 a%=mod; a*=a; aj,=mod; a*=a; al=mod;
10 bj=mod; b*=b; bl=mod; b*=b; bj=mod;
11 return (a+b) % mod;
12 %}

14 // Calculer Q(c,d) = d°4 - c”4 modulo mod (sans débordement)
15 1Integer lePolynomeQ( Integer c, Integer d, Integer mod )

16 {

17 ch=mod; c*=c; c¥=mod; c*=c; c%=mod;
18 d%=mod; d*=d; dj=mod; d*=d; d¥%=mod;
19 return ( c<=d ? d-c : d-c+mod );

20 }

21

22 // Pour tenir compte des restrictions modulaires, la fonction suivante

23 // construit un vecteur image du type vector<bool> et de longueur mod
24 // de sorte que image[x]==true ssi x est dans 1’image de P modulo mod.
25 vector<bool> imagePmod( const int& mod )

26 {

27 cout << "construction de 1’image de P mod " << mod << " ... " << flush;
28 vector<bool> image(mod,false);

29 for ( int a=0; a<mod; ++a )

30 for ( int b=0; b<mod; ++b )

31 image[ lePolynomeP(a,b,mod) ]= true;

32 cout << "statistique : " << flush;

33 Integer possibles=0;

34 for ( int c=0; c<mod; ++c )

35 for ( int d=0; d<mod; ++d )

36 if ( image[ lePolynomeQ(c,d,mod) ] ) ++possibles;

37 cout << (100*possibles)/(mod*mod) << "), retenus" << endl;
38 return image;

39 1}

40

41 // Construction des images modulo 574,1372,374,2972,7°3,1172,1972,31"2.
42 // (Dans 1l’ordre d’efficacité, d’aprés de nombreux tests empiriques.)
43 // Les images sont précalculées comme des vecteurs constants,

44  // ce qui permettra d’accéder rapidement & ces informations.

45  const vector<bool>

46 image625= imagePmod(625), imagel69= imagePmod(169),
47 image81 = imagePmod(81), image841= imagePmod(841),
48 image343= imagePmod(343), imagel2l= imagePmod(121),
49 image361= imagePmod(361), image961= imagePmod(961);
50

51 // La fonction crible(c,d) teste si le couple (c,d) passe les cribles.
52 // Si non, elle renvoie false et on peut supprimer (c,d) dans la suite.
53 bool crible( Integer c, Integer d )

54 {

55 return image625[lePolynomeQ(c,d,625)] && imagel69[lePolynomeQ(c,d,169)]
56 && image81 [lePolynomeQ(c,d,81) ] && image841[lePolynomeQ(c,d,841)]
57 && image343[lePolynomeQ(c,d,343)] && imagel21[lePolynomeQ(c,d,121)]
58 && image361[lePolynomeQ(c,d,361)] && image961[lePolynomeQ(c,d,961)];
59 1}

MAE 22 juin 2009






Partie C

Arithm étique des entiers






All'is well that ends well.
William Shakespeare

CHAPITRE VI

Algorithme, correction, complexité

Objectifs

Un des objectifs de ce cours est de développer une notiofudesp plus précise deomplexié de
calcul. Pour ceci il faut préciser méthodeutilisée. Afin de choisir parmi les méthodes admises it fau
d’abord unespécification On est ainsi mené a regarder de plus prés la natialyorithme Ce chapitre
discutera ce concept, en soulignant les trois points ¢&sninaison correction complexié.

Sommaire

1. Qu'est-ce qu’'un algorithme ? 1.1. Algorithme = spécification + méthode. 1.2. Preuveale c
rection. 1.3. Le probleme de terminaison.

2. La notion de complexit et le fameux« grand O » . 2.1. Le colt d’'un algorithme. 2.2. Le
colt moyen, dans le pire et dans le meilleur des cas. 2.3 plwité asymptotique. 2.4. Les
principales classes de complexité. 25a recherche du temps perdu.

1. Qu’est-ce qu'un algorithme ?

Exemple 1.1. En utilisant I'arithmétique des entiers, on veut calclgeroefficient binomia(ﬂ) :

Spécification VIII.1  Calcul du coefficient binomia(y)

Entr ée: deux entiers etk
Sortie: le coefficient binomial})

En voici quatre méthodes candidates a résoudre cequebl”

Méthode VIIl.2  Calcul du coefficient binomia(y)

si k< 0ouk>n alors retourner O sinon retourner (Ej) + (”El)

Cette méthode est carrément fausse. Voyez-vous pou?quoi

Méthode VIII.3  Calcul du coefficient binomia(y)

si k=0ouk=n alors retourner 1 sinon retourner (§ 1) + (" %)

Cette méthode est fausse dans le sens qu’elle ne se terasneyjours. (Expliquer pourquoi.) D’'un
autre coté, quand elle s'arréte, elle renvoie le résatierect. (Le détailler.)

Méthode VIIl.4  Calcul du coefficient binomia(y)

si k< 0 ouk > n alors retourner O
si k=0ouk=n alors retourner 1
retourner (Ej) + (”El)

Cette méthode se termine et donne le résultat correcimurer.)

Méthode VIIL.5  Calcul du coefficient binomia(y)

si k< 0 ouk > n alors retourner O

b—1, k< min(k,n—k)

pour i de 1 a k faire b« (b-(n—i+1))/i
retourner b

Cette méthode est également correcte, mais plus effieseckagrécédente. (Pourquoi?)
139



140 Chapitre VIII — Algorithme, correction, complexité

1.1. Algorithme = specification + méthode. Comme on ne développera pas la théorie abstraite des
algorithmes, nous nous contentons ici d'une définitiomgpratique :

Définition 1.2. Un algorithme décrit un procédé, susceptible d'undiségon mécanique, pour résoudre
un probléme donné. Il consiste en wpécification(ce qu’il doit faire) et unenéthodg(comment il le fait) :

— La specification précise les données d’entrée avecpesconditionsque I'on exige d’elles, ainsi
gue les données de sortie avec pestconditiongjue I'algorithme doit assurer. Autrement dit, les
préconditions définissent les données auxquellesdtialyne s’applique, alors que les postcondi-
tions résument le résultat auquel il doit aboultir.

— La méthode consiste en une suite finie d’instructions, dont chacune@stuneinstruction pri-
mitive (directement exécutable sans explications plus dégss)l soit unénstruction complexéqui
se réalise en faisant appel a un algorithme déja défim)particulier chaque instruction doit étre
exécutable de maniere univoque, et ne doit pas laissee pldlinterprétation ou a I'intuition.

Exemple 1.3. Un algorithme décrit souvent le calcul d’'une applicatfanX — Y.
— La donnée d’entrée est d'un certain type, elle apparéieme classg.
La précondition précise le domaine de définitiorr Xy, éventuellement restreint.
— La donnée de sortie est d'un certain type, elle appardieme class¥.
La postcondition précise pour taxe X la valeur cherchég= f(x).
— La méthode explicite les étapes du calcul en tout détail
Dans I'exemplel.1 les données d’entré@, k) appartiennent a 'ensembl& = Z2, et on exige que la
méthode s’applique a tout I'ensembfe= Xy. Le résultat est un entier et appartient don¢ & Z. La
postcondition exige qué(n, k) soit égal au coefficient binomigl).

Remarque 1.4(premiére reformulation)La spécification décrit le probleme que I'on cherchesoidre,

en spécifiant les conditions aux bords : le point de départ est fixé par les données d’entréet dion
suppose certaines préconditions; le but est d’arriverssdbnnées de sortie, pour lesquelles on doit garantir
certaines postconditions. La méthode propose une solatge probléme, c’est-a-dire un chemin allant du
départ au but. (Le mot méthode; est dérivé du greoddg (hodo$ signifiant« la voie».) Bien sdr, pour

un probleme donné, plusieurs méthodes sont possibleseprs chemins menent au but.

Exemple 1.5. Il existe plusieurs solutions pour le probleme de recherthn objet dans une liste (cf. cha-
pitre V). Lorsque la précondition assure que les données soohnégs, la méthode peut en profiter. Ainsi
I'algorithme suivant effectue correctement une recheditieotomique sur une liste ordonnée. Travaille-t-
il toujours correctement sur une liste non ordonnée ? (Boan contre-exemple le cas échéant.)

Algorithme VII.6 ~ Recherche dichotomique

Entr ée: un élémenb et une liste ordonné& = (ay,a,...,an).
Sortie: le premier indicek tel queay = b, ou bien non trouvési b n’appartient pas A.
i—1, j<n

tantque i < j faire m«— {'*TJJ . sib<apalors j «— msinoni < m+1
si a = b alors retourneri sinon retourner non trouvé

Remarque 1.6(deuxieme reformulation)Souvent on interpréete lapéecificationcomme un contrat : si
l'instance appelante assure les préconditions, alorslilhode appelée se charge d'assurer les postcondi-
tions. Comment elle le fait est explicité dansméathode (La méthode ne fait pas partie du contrat; dans
le cas extréme, elle peut rester un secret professionr@hsiance appelée.) Il ne faut pas s’étonner si la
méthode échoue si les préconditions ne sont pas rem@kesn’est pas la faute a la méthode : les données
ne sont simplement pas dans son domaine d’application.

Exemple 1.7.Dans la pratique il est en général prudent de tester Esopiditions dans les limites du rai-
sonnable. Mais juridiquement parlant c’est la respongafile I'instance appelante et non de la méthode
appelée. Souvent de tels tests sont colteux (voire intgesy Un exemple frappant est la recherche di-
chotomique : elle requiert une listedonréepour effectuer une recherche efficace, mais il serait ridjcu
en début de chaque recherche, de parcourir toute la listev@oifier I'ordre.
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§1 — Qu’est-ce qu’un algorithme ? 141

1.2. Preuve de correction.Parfois on voit un« algorithme» sans spécification. C'est une mauvaise
habitude qui n’est justifiee que dans les rares cas ou lexmnlaisse sous-entendre la spécification sans
équivoque. Voici la principale raison pour laquelle I&sification doit étre explicitée :

Deéfinition 1.8. On dit qu’un algorithme estorrectsi la méthode fait ce qu’exige la spécification. Plus
précisément : un algorithme est correct si pour toute 8erttientrée vérifiant la précondition, la méthode
se termine et renvoie une donnée de sortie vérifiant laposition.

Attention. — La preuve qu’un algorithme est correct comporte toujounsxdearties.D’abord il faut
montrer que I'algorithme s’arréte pour toute donnée tit&mvalable ; la méthode aboultit alors a un résultat.
Ensuitell faut montrer que ce résultat vérifie la postconditiomtement dit :

O ‘ Avant de prouver que leesultat est correct, il faut montrer qu’ily en a un. O

Question 1.9. Dans I'exemplel.1la méthodeV1ll.3 est fausse par rapport a la spécificatidii.1. Mon-
trer que la méme méthode est correcte dans I'algorit¥fitie7 grace a une précondition plus restrictive.
Obtient-on un résultat correct aussi pour des donnéedréen,k) aveck < 0 ouk > n? Pourquoi cette
guestion ne met pas en cause la correction de I'algorititiie ?

Algorithme VIII.7  Calcul de coefficients binomiaux
Entr ée: deux entiers etk tels que < k< n
Sortie: I'entier b vérifiantb = (}))

si k=0ouk=n alors retourner 1 sinon retourner (§ 1) + (" %)

Exemple 1.10.Une preuve de correction est en général difficile et deraane analyse détaillee. Le projet
IV, par exemple, avait pour but de prouver puis d’implémelakgyorithme suivant :

Algorithme VIII.8  Calcul approché da a une précisiop

Entrée:  deux nombres naturets> 2 etp € [0, 10°]
Sortie: une suite d’entiergy,ty,...,tp avec 0<tj < b pour touti=1,...,p

Garanties: la valeurt = ztzgtkb*k verifiet < m<t+bP.
p— p+50, n—p+3, m—3+|Pplogzb|
pour i de 0 & m faire 5 < 2fin pour
pour j de O a n faire
tj—so, 90, sm<bsn
pour i de m a 1 faire q« 2i+1, 5.1+ bs 1+i(sdivg), s+« smodqfin pour
fin pour
pour j de n a 1 faire ti_q < ti_1+ (tdivb), tj < (t modb) fin pour
retourner (to,ty,...,tp)

Vous pouvez constater qu'un tel algorithmmbé du cieb est peu compréhensible. Heureusement
I'approche du chapitré/ fut plus soigneuse — si vous voulez, vous pouvez réesumeelave de correc-
tion. Sans étre précédé par un tel développemenillééfalgorithme ci-dessus parait sans doute assez
cryptique. (Il en est de méme pour le programrié.)

O ‘ Idéalement on construit un algorithme pakdément sa preuve de correction. ‘ O

Remarque 1.11.Une fonction en C++ est une méthode : elle recoit des demd&ntrée (ses parametres)
et en déduit des données de sortie (son résultat). Damstde C++, comme tout langage de programma-
tion, exige une description trés détaillee de la méghdarmulée a I'aide des instructions primitives.
Soulignons cependant que le C++ ne prévoit pas le concegué&tafication. C'est bien dommage, car
sans spécification la question de correction reste videnewait méme pas formuler I'énoncé a démontrer.
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142 Chapitre VIII — Algorithme, correction, complexité

Le mieux que I'on puisse faire en C++ est de détailler lac8pation sous forme de commentaire,
ou dans la documentation annexe, destiné non au compilatais au lecteur humain. Ainsi on peut
énonceé puis demontrer la correction d'une fonction engaigueur. Cette justification reste bien entendu
a I'extérieur du C++, et malheureusement elle est tropasounégligée.

Remarque 1.12.1l existe des langages de programmation, comme par exemgadageCoq (voir le
site web coq.inria.fr), qui intégrent spécifications et preuves dans le codecsoPour cela il faut
évidemment un formalisme assez élaboré ; la progranomatest plus seulement le développement d’'une
méthode, mais comprend aussi le développement d’'uneg@fetmelle.

Le principal avantage est le suivant : muni du code source pr&uve intégréde compilateur peut
vérifier la correction du programmeSoulignons que les deux taches sont nettement sépdega®gram-
meurdéveloppda preuve, le compilateur ferifie : il serait irréaliste de croire que le compilateur puisse
inventer, a lui tout seul, une preuve de correctidmos jours cette approche, ditérification automa-
tique ne reste plus théorique. L'investissement supplénirensgamortit dans des applications sensibles
qui exigent un trés haut niveau de sécurité, 'idéahétedogiciels certifes 2ro defaut

1.3. Le probleme de terminaison.Comme nous avons souligné plus haut, pour tout algoritleme |
preuve de correction commence par une preuve de termin@sorant la méthode en question ceci peut
étre plus ou moins difficileEvidemment, si la méthode n'utilise ni de boucles ni d’dppéecursifs, alors
l'algorithme se termine toujours. (Le justifier.) Ce cas giiste est rare; en général il faut trouver un
argument plus profond, typiqguement une preuve par unang&uce bien choisie.

Exemple 1.13.Pour un exemple peu trivial, regardongdaction d’AckermannElle est chére aux infor-
maticiens, principalement parce qu’elle croit & unesgéehallucinante. On pourrait prendre I'algorithme
VIII.9 ci-dessous comme sa définition. Seul probléme : montrdrsgutermine.

Algorithme VIII.9  Calcul de la fonction d’Ackermana: N x N — N
Entrée: deux nombres naturefsetk
Sortie: la valeura(n, k) de la fonction d’Ackermann

si n=0 alors retourner k+1
si k=0 alors retourner a(n—1,1)
retourner a(n—1,a(n,k—1))

Exercice 1.14.Laterminaison est une propriété qu’il faut démontreguee I'on ne peut pas déterminer de
maniere expérimentale. Pour vous en convaincre, vasv@ement invités a faire I'expérience suivante :
écrire une fonctionackermann en C++ et faire calculer quelques petites valeurs (disoasnO< 4 et

0 <k <10). C'est un bon exercice pratique, car le résultat esippeusible. ..

Pendant que l'ordinateur rame, vous pouvez détermingrla main» les valeurs suivantes : par
définition on aa(0,k) = k+ 1. Montrer par récurrence qui1,k) = k+ 2, eta(2,k) = 2k+ 3, puis
a(3,k) = 23 — 3. Finalement, déterminex(4,k). M&me sans hate, vous finirez avant que I'ordinateur
ne calcule la valeus(4, 2). Félicitations, vous calculez plus vite que votre orcdéuat

Exemple 1.15.0n reprend I'exercice8.4sur le« probleme &+ 1 » qui donne lieu a I'algorithm¥111.10
ci-dessous. Le lecteur en quéte de célébrité peut selaans la preuve de terminaison.

Algorithme VIII.L10  Le probleme 8+ 1
Entr ée: un nombre naturet > 1
Sortie: un nombre naturdl > 0 qui compte les itérations
|0
tant que x > 1 faire
| —14+1
si x est pairalors x+« x/2 sinon X+ 3x+1
fin tant que
retourner |
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2. Lanotion de complexi€ et le fameux« grand O »

Pour la plupart des problemes il existe un grand nombrgdighmes possibles. Comment en choisir
le meilleur ? Quels sont les differents degrés de comg@epie I'on peut rencontrer ?

Throughout all modern logic, the only thing that is impottsnwvhether a result can be
achieved in a finite number of elementary steps or not. (n.thé case of an automaton
the thing which matters is not only whether it can reach aagentesult in a finite
number of steps at all, but also how many such steps are ngddéd von Neumann,
Hixon Symposium lecture, 1948)

Ces questions sont souvent d’une grande importance peatdla théorie associée constitue un do-
maine d’étude trés poussée de I'informatique. (Pouré@vetbppement plus détaillé voir Graham-Knuth-
Patashnik17], chapitre 9, et I'appendice de Gathen-Gerhdd] pour un tour d’horizon.)

2.1. Le colt d'un algorithme. Etant donné un algorithme et une donnée d’entr@a peut mesurer
le colit c(x), aussi appelé leomplexié, de la méthode en question. Ce qui nous intéresse le plwesbest
la complexié temporelle I'exécution de chaque instruction primitive nécesaiteertain temps, et le temps
d’exécution de I'algorithme est le temps cumulatif de &sues instructions exécutées I'une apres l'autre.
(Pour simplifier on suppose parfois que les instructionsipisies ont toutes le méme co(t, ainsi défini
commecolt unitaire) Trés souvent le colit cumulatif est proportionnel au hod'’itérations, et on se
contente de déterminer ce dernier. L'analyse de comglexinsiste ainsi a étudier la fonctionx — ¢(x)
qui associe le colt(x) & chaque entrée possiblsoumise a I'algorithme.

Exemple 2.1. L'addition de deux nombresety an chiffres a un colitrn, avec une constante> 0. Leur
multiplication avec la méthode scolaire a un c@i, avec une constan{@ > 0. (Rappeler pourquoi.)
Méme sans connaitre les détails de I'implémentatienij eeut dire que la méthode de la multiplication est
plus coliteuse, pourgrand, que la méthode de 'addition.

Exemple2.2 Pour trier une listex = (xg,...,Xn) le tri par sélection (algorithm¥.3) effectue%n(n — 1) itérations et
son colit est(x) = %aln(n— 1)+ B1(n—1). Le tri fusion (algorithméV.6) effectue des appels récursifs ; son colt
exactcy(x) est encadré par le theorée3.5: an|logon| + Ba(n—1) < cp(x) < aznflogan] + Bz(n—1). Aprés
avoir mesuré les constantes, 31 et az, B> sur une implémentation bien testée et optimisée, vousqmochoisir la
meilleure des deux méthodes en fonction de la taillsléme sans connaitre ces détails de I'implémentatianjoit
que le tri élémentaire est compétitif seulement poassez petit. (Le détailler.)

2.2. Le colt moyen, dans le pire et dans le meilleur des cak'analyse fine que I'on vient de décrire
n’est souvent pas praticable. Dans un tel cas on préfarénftarmations plus globales, en regroupant les
données d’'une mémeaille ». Typiquementles données d’entsé@dmettent une notion de taille naturelle,
que nous noteronk| : pour une liste ou un vecteur c’est sa longueur, pour un nerebtier c’est la
longueur de son développement binaire, pour un polyn8est son degré, etc.

Pour une taillen donnée, on peut alors regarder I'ensemfyle= {x | |x| = n} de toutes les données de
taille n. On définit le colit moyen par

- 1

c(n): Rl 2 c(X).
Ici on sous-entend que I'ensembig est fini et que toutes les données sont équiprobablesui@®dis-
tributions de probabilités sont parfois mieux adaptsetpn le contexte.) Pour étre prudent, on regarde
également le colit dans le pire des cas :

&(n) = Xmec;;(\nxc(x).

Ce point de vue est indispensable si I'on vgatantir une certaine performance datosisles cas, non
seulement en moyenne. Il est parfois instructif de regdedes(t dans le meilleur des cas :

¢(n) = minc(x).

() = minc(x)

Exemple2.3. Le colit du tri rapide (algorithm€.7) dépend fortement de la liste a trier et non seulement thllan.
Le colt dans le meilleur des cas e§t)’= anlogy n, le colit dans le pire des cas eft)’= $n(n— 1), mais le colt en
moyenne est(n) = 2aninn seulement.
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2.3. Complexi€ asymptotique. Souvent c’est le principe de I'algorithme que I'on veut jyge non
les détails de I'implémentation. On veut donc abstrageals les facteurs constants; de toute facon, ils
changeront d’'une implémentation & une autre, et d’'unénina@ une autre. Pour ne retenir que I'essentiel,
on regroupe les fonctions suivant leuordre de grandeur :

Définition 2.4. Soitg: N — R, une fonction positive. On définit alors les classes suagnt

(1) O(g)={f:N—=R; |IC>03np e NVn>ng: f(n) <Cg(n) }
Ce sont les fonctions qui croissent au plus aussi vitegjiealemenimajoréesparCg).

(2 Q@ ={f:N—=Ry|3c>03Inge NVn>ng: f(n) >cg(n) }
Ce sont les fonctions qui croissent au moins aussi vitegqiealemeniminoréesparcg).

(3) ©(9)=0(g9)NQ(g)={ f: N—R, |3c,C>03ng e N¥n>ng:cg(n) < f(n) <Cg(n) }
Ce sont les fonctions qui croissent aussi vite qqui ontméme ordrede grandeur).

4) o(g)={f: N—=R,; | f(n)/g(n) — 0 pourn — o }
Ce sont les fonctions qui croissent moins vite gygui sontnégligeablesievanty).

(5) Finalement, sf(n)/g(n) — 1 pourn — oo, on dit quef etg sont équivalentes, noté~ g.

Ces notations sont traditionnellement attribuées a hanta tradition veut aussi que I'on écrive= O(g)
ala place d€ € O(g), abus de langage, hélas, auquel il faut s’habituer.

Exemple 2.5. On voit par exemple qu@(1) est I'ensemble des fonctions bornéex(@!) est 'ensemble
des fonctions qui tendent vers 0 paus- .

Exemple 2.6. Dans le projet on a utilisék boucles imbriquées pour parcourir tous keapletsx € ZX
vérifiant 1< x; < --- <x¢ < n. Le nombref (n) de telsk-uplets mesure le colt temporel de cet algorithme.
On voit facilement quef € O(nk), mémef € ©(n¥), plus précisément on a I'equivalente- %nk. Bien

s0r la description la plus précise est de dita) = (" !) = in(n+1)--- (n+k—1).

Exemple 2.7. Le tri fusion a un cof (n) = anlnn+ Bnaveca > 0. Cette fonction appartient@(ninn),
mémeO(ninn), plus précisément on a I'équivalente- aninn.

Exemple 2.8. La fonctionf (n) = n! est dan(n"), méme dans(n"). Plus précisement, selon la formule
de Stirling,f est équivalentea™- e "-+/2rm. Chercher dans un cours d’analyse I'énoncé précis swosef
d’encadrement; en quoi est-il plus précis qu’une simpjlev&alence asymptotique ?

Exercice/M2.9. Si f € ©(g) a-t-ong € ©(f) ? puisO(f) = O(g) ? eto(f) = o(g) ?

Exercice/M2.1Q Montrer que Im e o(nf) pour toute > 0. Par conséquem? I n € O(n?+£) pour touta > 0 et

€ > 0. En négligeant le terme logarithmique, on dit ainsi gfén® n estpresqued’ordre n®. Plus généralement on
peut définir la class®™ (g) = Ng~00(g(n)n?). Ce sont les fonction de croissarmesqued’ordre deg. Si f; € O (g;)
etf, € OT(gy), a-t-onfyfo € O (g192) ?

2.4. Les principales classes de complegit Dans la pratique on a souvent affaire a des fonctions de
complexité dont le comportement asymptotique est un dearss :

Complexig constanteQ(1): Les instructions primitives en C++ sont de colt constaat,gxemple
tous les calculs effectués sur les variables de tifpe (dont la taille est fixée). De méme pour
accéder a I'eélement [i] d’'un vecteurv. Exemple :déterminer le reste modulo 2 d’un entier
en numeération décimale.

Complexie logarithmique,O(Inn): Un programme de complexité logarithmique devient seutgme
tres legerement plus lent quandroit. Chaque fois que est doublg, le colit n'augmente que par
addition d’'une constant&xemple recherche dichotomique.

Complexie lingaire,O(n): C’est le mieux que 'on puisse espérer pour un algorithmelqit traiter
n données une par une. Chaque fois guest doublé, le colit double lui ausEixemples par-
courir une liste de longueurpour trouver le maximum ou le minimum ; addition de deux estie
de longueum en numération décimale ; déterminer le reste modulo 8 dlombre naturel en
numeération décimale. (Le détailler.)
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Complexie presque ligaire,O(nlnn): C’estla complexité typique pour les algorithmes de tyjole-
viser pour régnes. Chaque fois qua est doublé, le colit est un peu plus que doublé (mais guere
plus).Exemple le tri fusion ou le tri rapide (dans le cas générique).

Complexie sous-quadratiqueQ(n?) aveca < 2: La multiplication de deux entiers de longueLgn
numération décimale nécessite un ter@a'>8%) avec la méthode de Karatsuba (voir chip.
§3). Cette complexité se situe donc entre la complexitédire de I'addition et la complexité
quadratique de la multiplication scolaire.

Complexie quadratiqueO(n?): Les complexités quadratiques sont typiques pour les ithgoes
traitant tous les couples parmdonnées (éventuellement par deux boucles imbriquEgsjnples :
la multiplication scolaire de deux entiers de longueen numération décimale (la rappeler); le
tri eéléementaire (par sélection, transposition, ou iitieg).

Complexie polynomialeO(n*) aveck > 1: Typiquement un algorithme qui traite tous lesiplets
parmin données est de complexi@nK). De tels algorithmes ne sont utilisables que pour des
problémes relativement petiSxemple 1a recherche exhaustive des solutionsitle b* 4 c* =
d* effectuée dans le projeest de complexit®(n*), puis on I'a réduite 3(n?). Dans le projet
V elle sera réduite & (n?), ce qui permettra finalement de résoudre le probleme.

Complexie exponentielleD(e?") aveca > 0, voire O(eP") avec un polydmep: Un algorithme de
complexité exponentielle est pratiquement inutilisab#if peut-étre pour les problemes trés pe-
tits. Exemple :parcourir tous les 2sous-ensembleS C X d’'un ensembleX de taille n, ou
parcourir toutes les! permutations dé.

Complexie sur-exponentielle:ll existe aussi des fonctions de croissance sur-exporienttemme
exp(exp(n)). Des algorithmes d’une telle complexité n'ont pas d'iétépratique; ils peuvent
néanmoins étre tres importants au niveau théoriquesymmple pour montrdiexistenced’'une
solution, aussi inefficace qu’elle soit.

2.5. A la recherche du temps perdu. Dans une application sérieuse il est impensable d'utilise
algorithme sans aucune connaissance de sa complexittdtiens décrites ci-dessus nous aideront a
fournir des indications, en particulier I'idée de claslsecomplexité en quelques catégories est utile pour
expliquer le comportement asymptotique. Ceci est souvebbm guide pour le choix d’algorithme.

Mais soyons clairs : la complexité asymptotique ne dit &bsent rien sur le temps d’exécution dans
un cas concret. Autant doit-on réflechir longuement adamiliser un algorithme cubique au lieu d’'un
algorithme quadratique, autant doit-on se méfier de saveeaglement les résultats de complexité exprimés
en notation grand O. L'analyse de complexité asymptotigast qu'une premiére approximation dans un
développement de plus en plus fin.

Exemple 2.11. Comparons deux méthodes, de cofiheures eh® secondes, respectivement. Certes, elles
sont d’ordre@(n?) et®(n®), mais regardons lesonstantes cades: la premiere méthode (de complexité
qguadratique) n’est avantageuse que poir3600, elle s’amortit donc a partir d’'un temps d’exécutitmn
1500 années environ. Pour des applications ave8600 on choisira la deuxieme méthode (de complexité
cubique). Cet exemple banal sert d’avertissement : voustaueintérét a choisir la meilleure méthode dans
le cas concret, disoms= 1000, ce qui peut ou non correspondre au comportement astiqua. Ainsi on
choisira I'algorithme en fonction de la donnée, ce que Bmppelle unalgorithme hybrideLe bon choix
des intervalles d’applicatiort(oss-over pointen anglais) est une technique importante d’optimisation.

Exercices suppémentaires

Exercice/M 2.12. ’énoncéO( f 4+ g) = O(maxf,q)) est-il justifié ? Plus précisément : soie€hg: N —
R, deux fonctions positives et sdit N — R définie pah(n) = max{ f(n),g(n)}. Comparer l'ordre de
grandeur d€f +g et deh: a-t-onf + g€ O(h) ? puisO(f 4+ g) C O(h) ? etO(h) C O(f +9) ?

Exercice/M 2.13. Dans la pratique on a souvent affaire a des boucles iméesjou des appels de sous-
algorithmes. Dans de tels cas, la majoration suivante gteeititile. Sif; € O(gs) et f, € O(g2), montrer
quef;fa € O(g102). Ceci peut se resumer comi®éf) - O(g) C O(fg). Est-ce que I'eénonc®(f)-O(g) =
O(fg) est aussi correct?
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Exercice/M 2.14. Montrer quef ~ g est une relation d’équivalence. Il en est de méme pourlioa

f ~ g définie parf € ©(g). Montrer quef ~ gimplique f ~ g, mais la réciprogue est fausse. Montrer que
la relationf < g définie parf € O(g) est un ordre partiel. Vérifier que< getg < f implique f ~ g. Par
contre, ce n’est pas un ordre total : trouver deux fonctioossanted,g: N — N de sorte que nf € O(g)
nige O(f).

Quelques eponses et indications

[Exemple 1.1, calcul du coefficient binomial] La méthodeVIIl.2 se termine et elle renvoie toujours 0,
ce qui n'est pas la valeur cherchée. La méthwtle3, se termine pour toutes les entréek vérifiant

0 < k < nen renvoyant la valeur correcte. Pduk 0 ouk > n, par contre, elle ne se termine pas. La
méthodeVlll.4 se termine toujours : déja pokik 0 ouk > n elle renvoie 0, comme il faut. PourOk <n

on peut montrer la terminaison, puis la correction, par @cenrence sun. Quant a la méthod¥lll.5, sa
correction et sa performance, voir la discussion du chalitf1.3

[Exercice 2.14 ordres inéquivalents] On pourrait regarder les deux fonctiohgy: N — N définies par
f(n) =nletg(n) = (n—1)! si nest pair, puisf (n) = (n—1)! etg(n) = n! si n est impair.
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Passent les jours et passent les semaines
Ni temps passé ni les amours reviennent
Vienne la nuit sonne 'heure
Les jours s’en vont je demeure
Guillaume ApollinaireLe pont Mirabeau

PROJET VII

Puissance dichotomique

Objectifs

Ce projet discute le probleme de calculer efficacememuiasance modulaire"xmodulo m pour
x,n,me N. Il s’agit d’un outil omniprésent dans 'algorithmiquesientiers, et quandetm sont grands il
est indispensable de comprendre les pieges et les astuces.

Sommaire

. Le critere de Repin.

. Puissance liaire. 2.1. L'algorithme. 2.2. L'implémentation.

. Puissance dichotomique 3.1. L'algorithme. 3.2. L'implémentation.

. Analyse de complexi¢. 4.1. Puissance linéaire. 4.2. Puissance dichotomique.

A wWN P

1. Le critere de Repin

Commencons par une application typique de la puissanbetdimique :

Exemple 1.1(nombres de FermatPourk € N on appeller, := 221 1 le kikmenombre de Fermat.es
cing premiers termes soR§ = 3,F; =5,F, = 17,F3 = 257,F, = 65537, et Fermat constata qu'il s’agit de
cing nombres premiers. Il conjectura méme iiserait premier pour tolkte N, mais ses tests empiriques
n'allaient pas plus loin quke = 4. Le probleme est évidemment que les nomBgesoissent rapidement :
commeFy, 1 est a peu prés le carré @g, le nombre de chiffres double en augmentant le rang. Ainsi la
nature de—s = 4294967297 est déja moins évidente. Plus ces hombrégsamds, plus on a besoin de
méthodes efficaces. Comment tester efficacement la pténtidices nombres ?

On admettra ici le critere de Pépin, que I'on établira en plus tard dans le projit:
-1
Lemme 1.2. Pour k> 1 le nombre k est premier si et seulemen@ﬁfz_ = -1 (mod F).

On souhaite donc calculer la puissance modulaire podr3 etn = 221 etm=2n+1. On va
soumettre chacune des méthodes ci-dessous a la questimale : jusqu’a quelle valeur depouvons-
nous effectuer le test de Pépin ? Lesquels des nonfimnt premiers, lesquels composés ?

On verra que parmi quatre méthodes qui viennent a I'espnié seule arrivera au bout. .. Selon vos
préféerences, I'exploration de fausses pistes vous sambl pédagogiquement réaliste ou artificiellement
pénible. En tout cas elle servira, je I'espére, a vousiver durablement contre la programmation naive.

2. Puissance ligaire

2.1. Lalgorithme. La puissance linéaire est la premiére méthode qui \é@desprit :

Algorithme VIII.11  Puissance linéaire

Entree: la basex et 'exposanh € N

Sortie: la puissancep = x"
p—1 /I Apreés initialisation on gx" = X".
tantquen> Ofaire p« p*X, nh«—n-—1 /I Le produitpxX" ne change pas de valeur.

retourner p /'lci n= 0 et on renvoiep = px" comme souhaité.
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2.2. Limplémentation. Regardons deux implémentations de la puissance lingaire

Exercice/P 2.1.Ecrire une fonctionpuissance_ lineaire(x,n) qui calculex" dansZ. Pour chacun
des parametres choisir le mode de passage qui convienelexmiusqu’a quelle valeur dgpouvez-vous
effectuer le test de Pépin ? Quel en est le résultat ?

Exercice/P 2.2.Ajouter une fonctionpuissance lineaire(x,n,m) quicalculex® modulom. (Choisir
les modes de passage.) Pourquoi a-t-on intérét a Edystématiquement moduin? Jusqu’'a quelle
valeur dek pouvez-vous effectuer le test de Pépin ? Quel en est |#aé3u

Exercice/P 2.3(ici « P» non commes programmatiorn mais commes poésie»). Durant les longs mois
d’hiver que vous attendez une réponse de votre ordindégquugsie pourra vous offrir de réconfort. Récitez
le poeéme d’Appolinaire ci-dessus puis ajoutez quelques Woici les contributions de Guenaélle De Julis
et Cédric Frambourg (Licence de Mathématiques a I'tusEourier en 2005) :

Le temps se j@lasse Stdque devant
Les minutes se tassent monécran blafard
Programme infinissable De rares souvenirs
o Attente @testable montent. ma némoire o
Devant mon ordinateur Fixant d'un ceil hagard
Toujours je demeure un tas de pixels noires

Contemplons aussi le poeme de Steve Planchin, Licence teemMatiques a I'lnstitut Fourier en 2007 :

Les nombres restent g sur un sombrécran
Tels le pauvre reflet sur le miroir navrant

De notre esprit embrugnempli du @ant

D’un langoureux calcul blog& entre deux temps

Question 2.4. Les expressionpuissance lineaire(x,n)%m et puissance lineaire(x,n,m) rendent-
elles le méme résultat ? Laquelle est préférable etqumif?Etes-vous satisfaits du gain de performance ?

3. Puissance dichotomique

3.1. Lalgorithme. Il est particulierement facile de calculer les puissande®®, x* x8,x%6,... : on
posexo = X et calculex; := x_1 * X1 par récurrence. On obtient ainsi les vale(g X, ..., X) avec
X = x2 en effectuank multiplications seulement!

Quant a une puissano€ avecn > 1 quelconque, on peut écrire 'exposangn base 2, c’est-a-dire
n= }jg n2" avecn; € {0,1}. Nous pouvons supposer qog= 1, ce qui rend cette &criture unique; en
particulier on a ® < n < 21, donck = |logzn|. En supprimant les termes nuls on obtiant Siel 2 ou
I'ensemblel consiste des indicésavecn; = 1. Ceci permet d’écrire

o i
XN = xZiel 2 = [Tiel X2 = [Tie Xi-

Ainsi on calculex™ aveck+ [I| — 1 multiplications seulement! L'algorithm\élil.12 en donne une variante
préte-a-programmer, qui se passe de la [isgexi, . .., X) et n'utilise que les trois variablesn, p :

Algorithme VII1.12  Puissance dichotomique

Entréee: la basex et I'exposanin € N
Sortie: la puissance = X"
p—1 /I Apres initialisation on gx" = x".
tant que n > 0 faire
tant que nest pairfaire X+« xxX, n«<n/2 /I Le produitpxX" ne change pas de valeur.
p< pxX, N«—n—1 /I Le produitpx" ne change pas de valeur.
fin tant que
retourner p /'lci n= 0 et on renvoiep = px" comme souhaité.

Exercice/M 3.1. Montrer que l'algorithméVIll.12 se termine, puis prouver sa correction en détaillant
l'invariant indiqué dans les commentair&sdication. — Il sera utile d’introduire un indicepour indiquer
les valeurs;, x;, nj apres laéme itération, puis établir une récurrenceistr0,1,2, .. ..
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Exercice/M 3.2. Déterminer le nombre exact de multiplications effectugar I'algorithmeVIil.12, noté
K (n). Quel est son ordre de grandeur ? a-toa ©(logzn) ? voireu ~ alogan?

Remarque 3.3.A premiere vue la puissance dichotomique semble miraselefipres s’y étre habitué,
on pourrait soupgonner que cette méthode soit toujouimaje. Pourtant, pour certains exposamisn
peut faire mieux, le plus petit exemple étant= 15 : la méthode dichotomique permet de calcufer
par les 6 étapes suivantegx, x?,x* x8,x12 x14 x1%). On peut faire avec 5 multiplications seulement :
(x,x2,x3,x5,x10 x15). Le gain est assez faible, mais une fonction optimiséegteijustifiee si vous utilisez
des puissances® trés frequemment ou si les multiplications sont trésteases. Pour 'usage général la
méthode dichotomique est largement suffisante. Pour weestion détaillée, consultez Knu8j,[§4.6.3.

3.2. Limplémentation. Pour vous convaincre de I'utilité — ou plutdt deracessi — de la puis-
sance dichotomique, implémentez-la puis comparez sanpeaince a la puissance linéaire :

Exercice/P 3.4.Implémenter une fonctiopuissance (x,n) qui profite de la puissance dichotomique.
Jusqu’a quelle valeur depouvez-vous effectuer le test de Pépin ? Quel en est |&#aé3u

Exercice/P 3.5.Ajouter une fonctionpuissance(x,n,m) qui calculex"” modulom. Pourquoi a-t-on
intérét a réduire systematiquement modolalurant le calcul ? Jusqu’a quelle valeur kipouvez-vous
finalement effectuer le test de Pépin ? Quel en est le g&4ult

Question 3.6. Les deux expressionsuissance (x,n)%m et puissance(x,n,m) rendent-elles le méme
résultat ? Laquelle est préférable et pourqueiés-vous satisfaits du gain de performance ?

Exercice/P 3.7.Pour comparaison, compiler votre programme final en utiti&a classeNaturel pour
les grands entiers au lieu de la bibliotheque GMP. (C’esendasse faite maison discutée au chapitie
Les résultats coincident-ils ? Qu'observez-vous qadaperformance ? Comment expliquer ce phénomene ?

4. Analyse de complexig

Les exercices suivants illustrent dans quelle génératitpeut appliquer les deux algorithmes de puis-
sance. De plus, ils analysent la complexité afin d’explida@erformance observée.

O Pour simplifier vous pouvez supposer que le cot de la niigkifion et de la division euclidienne
de deux entiers de longuedr ¢ est (presque) linéaire eh ce qui est réaliste avec une implémentation
efficace. (Revoir le chapitrié pour les opérations arithmétiques éléementaires.)

4.1. Puissance liaire. Nos implémentations de puissance placent le calcul danadalZ ou Zn.
Comme seule la multiplication est utilisée, on peut regald situation générale d’un ensembemuni
d’'une multiplicationx: M x M — M. Pour simplifier la notation, nous supposons que la mutpion
admet un éléement neutre a gauche, noté 1. On définituessgnces” d’'un élémentx € M de maniere
récursive pax® := 1 etx™! := x" x x. Ceci correspond au parenthésage= (--- (X X) * X) - -- ¥ x), dit
parenthésage a gauche. (Sans hypothese sur I'asgiteitfiaut faire un choix ou 'autre.)

Exercice/M 4.1. L'algorithmeVIIl.11 avec initialisationp < (€lément neutre) calcule-t-il correctement la
puissance dans(M, x) ? Le résultat reste-t-il le méme quand on remplaee p*xxparp « x* p?

Exercice/M 4.2. Afin d’estimer le colt on comptera le nombre de multiplicat : dans I'algorithme
VIII.11 il en fautn. On sous-entend que le colit d’'une multiplication est @ntste qui est parfaitement
justifie quandM est fini, commeZ,, par exemple. Plus précisément, en supposanigest de longueut,
estimer le co(t du calcul d& dansZ, en fonction den et /.

Exercice/M 4.3. Quant aux calculs dars, les nombres peuvent devenir arbitrairement grands. Ulee te
situation nécessite une analyse plus fine : étant darn& ayant/ chiffres on s’attend a un résultst
ayantn/ chiffres environ. Estimer le colt de ce calcul en fonctiemcet ¢. Justifier ainsi que les calculs
de puissance_lineaire(x,n)%m et puissance lineaire(x,n,m) ne sont pas de méme complexité.
Ce résultat théorique correspond-il a vos expériepcaisques ?

4.2. Puissance dichotomiquela puissance linéaire effectmemultiplications pour calculex". On
peut faire beaucoup mieux, sous condition que la multipboesoitassociative
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Unmondde(M, ) est un ensemblé muni d’une multiplication<: M x M — M qui est associative et
admet un élément neutre. Par exemple+) est un monoide, ainsi qy&,-) et(Z,-) et plus généralement
la structure multiplicativéA, -) d’'un annealA quelconque, commutatif ou non, par exemple I'anneau des
matrices Mafd x d; A). C’est cette hypothese d’associativité qui fait maraiwre affaire :

Proposition 4.4. Dans un monie M on a " = xM«x" pour tout x€ M et mn € N. Autrement dit,
l'application N — M, n+— X" est un homomorphisme entre les migles(N, +) et (M, ). En particulier
les puissanceshd’un élement x commutent entre elles. O

Exercice/M 4.5. Montrer soigneusement la proposition précédente. Ehidé que I'algorithme/Il1.12
reste correct dans un monoide quelconque. En particulieonclut :

Corollaire 4.6. Dans un moniale on peut calculer’kavec au plu® |log, n| multiplications. O

Exercice/M 4.7. Afin d’estimer le colit d’'une puissance dichotomique dé&pssupposons qum est de
longueur(. Exprimer le colt du calcul d&' dansZp, en fonction den et /.

Exercice/M 4.8. Etant donné& € Z ayant/ chiffres, estimer le cot du calcul & en fonction den et
£. Justifier ainsi que les calculs daissance(x,n)%m et puissance(x,n,m) ne sont pas de méme
complexité. Ce résultat théorique correspond-il aexyseriences pratiques ?

Anecdotique

En s’inspirant du paradigmediviser pour régnes ou plutdt« régner pour diviser, les étudiants
Rosencrantz et Guildenstern, amis d’école de Hamlet,qu®qt les deux fonctions suivantgsiiss et
poiss, pourimplémenter la puissance dichotomique. Sont-etle®ctes ? Sont-elles efficaces ? Comment
denouer cette tragicomédie ? (Cf. Tom Stopp&usencrantz et Guildenstern ont tdfditions du Seuil,
Paris 1967.)

Programme VIIl.1  Puissance anecdotique hamlet.cc

//
// Though this be madness, yet there is method in’t. (Hamlet, 2.2)
//

Integer puiss( const Integer& x, const Integer& n )

Integer y= puiss( x, n/2 );
if ( n%2 == 0 ) return y*y;
10 else return y*y*x;
11 3}

1
2
3
4
5 // Puissance dichotragique selon Rosencrantz
6
7
8
9

13 // Puissance dichocomique selon Guildenstern
14 Integer poiss( const Integer& x, const Integer& n )

15 {

16 if (n < 0 ) return O;

17 if (n == 0 ) return 1;

18 if ( n == 1) return x;

19 Integer m= n/2;

20 return poiss( x, m ) * poiss( x, n-m );
21 %}
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Unsere Allergrdften, wie Archimedes, Newton, Gauf3,
haben stets Theorie und Anwendung gleichmaRig umfaft.
Felix Klein, Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt 5238

CHAPITRE IX

Pgcd et I'algorithme d’Euclide-Bézout

Objectifs

Ce chapitre reprend I'arithmétique des nombres enties@mment I'algorithme d’Euclide et ses
nombreuses ramifications. C’est une relecture de I'agtiigoe sous un aspect algorithmique : structures
algébriques sous-jacentes, preuve de correction, andéysomplexité.

C’est aussi une étape charniére pour I'algebre, dorgHagpitres suivants traiteront differents aspects.
On parlera plus en détail des anneaux quotiéhtswu chapitrexX, de la primalité et de la factorisation
d’entiers au chapitrI, on implémentera le corps des fractid@su chapitreXll, suivi de I'anneal[i]
dans le projeKll et des anneaux des polyndmes au chapithe

Implementation. —Afin de réaliser des implémentations complexes, songhgtébuer le travail en
équipe puis a mutualiser vos solutions. Le but sera deirées fonctions d’intérét général dans le fichier
integer.cc commencé en chapitte Vous obtenez ainsi une mini-bibliothéque portant suitbanétique
des entiers. Les implémentations continueront tout ag s chapitres suivants. Comme d’habitude il
convient de bien tester et commenter vos implémentatiastant plus en vue d’une réutilisation.
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Approfondissement. —£’'annexelX résume brievement le vocabulaire des anneaux comnautptif
sera essentiel pour la suite. On saisit I'occasion de soefiguelques aspects algorithmiques et de préparer
ainsi nos futures implémentations d’anneaux plus gamnérLe projeiX présente I'algorithme de Gauss-
Bézout pour la résolution de systemes d’équatioreslire's suZ. On en déduit le theoreme des diviseurs
élémentaires et la classification des groupes abélieimsdnt engendrés.

1. Structure de 'anneauZ

1.1. Structure d’anneau factoriel. Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tauties

positif a s’exprime de maniére unique comme produit de nombres prsmositifs :
a=2"2.3"3.5%5.7V7... — |‘| p“p
p premier
avec des exposanty = Vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls. Pour le plus grand camm
diviseur (pgcd) et le plus petit commun multiple (ppcm) otiertt alors
pgc({a7 b) — |_| pmin(vp(a),Vp(b)) et ppcn'(a, b) — |_| pmax(‘/p(a),vp(b)) .
p premier p premier

Bien que ces deux formules soient importantes d’'un pointwke théorique, elles n'offrent pas de
solution efficace pour le calcul du pgcd ou du ppcm : pour ce fihifaudrait d’abord factorisea et b.
Or, pour les grands entiers, la factorisation est un probl&es dur, dont on ne connait pas de méthode
rapide (nousy reviendrons au chapiXig. Heureusement pour le pgcd il existe un algorithme triiceafe,
I'algorithme d’Euclide, qui évite entierement le prebie de factorisation.
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1.2. Structure d’anneau euclidien. Etant donnéa € Z etb € Z* il existeq,r € Z tels quea = bg+r
et|r| < |b|. Ceci est appelé ungivision euclidiennevec quotient] et rester. Le couple(q,r) n'est en
général pas unique : poar= 22 etb = 9, par exemple, on a= 2b+4 = 3b— 5. (On a toujours deux
solutions : I'une aveq = | 2|, l'autre avecg = [2]; elles coincident si et seulementtsiivise a dans
7 avec resteg = 0.) Cette ambiguité n’est pas génante d’'un point de vui@&naatique, mais pour une
implémentation sur ordinateur il faut bien fixer un choixé€&sons d’abord les exigences générales.

Définition 1.1. SoitA un anneau commutatif. Urddvision euclidienneurA est la donnée

— d’'une fonctionv: A — N vérifiantv(a) = 0 si et seulement si= 0, et

— d’'une applicatiod: Ax A" — Ax A, (a,b) — (q,r) telle quea=bg+r etv(r) < v(b).
Dans ce cas on appelleun stathme euclidigret & unedivision euclidienngar rapport au stathme

Deéfinition 1.2. Un annealA est diteuclidiens’il est integre et admet une division euclidienne.

D’apres ce qui précedé, est euclidien par rapport au stathm@) = |a|. Quant a la division eucli-
dienned, on a une infinité de choix possibles. Les conventions stésmsemblent les plus utiles : elles
choisissent les quotients= [2],q=[ 2|, q=[2], etq= | 2] respectivement.

Exercice/P 1.3.Pour les types entiers en C++ I'opératiarib donne[g}, la partie entiere du quotient,
appelé quotient tronqué», ou encore: arrondi vers zére. Par exemples/3 vaut 1 et 5%3 vaut 2, ainsi
que (-5)/3 vaut -1 et (-5)%3 vaut -2. Par conséquent le resi,b est ou zéro ou du méme signe que
a. Cette convention a été adoptée également pour laeclasseger . Le vérifier sur des exemples.
Optimisation. — Trés souvent on veut calculer le quotientet le rester en méme temps. Bien sOr on
pourrait écrireq=a/b puis r=ajb, mais ceci effectue deux fois la méme division (expliquennguoi).
Dans ce cas il est plus efficace de n’effectuer qu’une sevisiai euclidiennga, b) — (g,r) comme suit :

void tdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r )

{ mpz_tdiv_qr( q.get_mpz_t(), r.get_mpz_t(), a.get_mpz_t(), b.get_mpz_t() ); }

Integer tdiv( const Integer& a, const Integer& b )

{ return a/b; }

Integer tmod( const Integer& a, const Integer& b )

{ if( b == 0 ) return a; else return alb; }

Au lieu des opérateurg et % on peut aussi utiliser deux fonctionsiiv et tmod. Ceci permet
de rectifier un petit défaut de I'opérateljr, & savoir quetmod(a,0) est toujours bien défini, bien que
tdiv(a,0) ne le soit pas. (Expliquer pourquoi c’est mathématiquemasonnable.)

Exercice/P 1.4.0n peut définir une deuxieme division euclidienne en desént 'unique coupléq,r)
aveca = bg+r et 0<r < |b|. Dans ce cas nous écrivogs= adivb etr = amodb; c’est la division
euclidienne aveteste positif usuelle en mathématique. L'implémenter sous la forme

void pdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer pdiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer pmod( const Integer& a, const Integer& b );
De la méme maniere on pourra définir et implémenter lssidin euclidienne aveeste régatif :

void ndiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer ndiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer nmod( const Integer& a, const Integer& b );
Indication. — Dans le souci d’efficacité on pourra commencer péaiv(a,b,q,r) puiscorrigerq etr.
Vous pouvez aussi consulter la documentationiido gmp pour vous informer sur les fonctiongiiv
et cdiv de la bibliotheque GMP.

Exercice/P 1.5.Une fagon &conomique de choiéiy,r) est d’exigera = bg+r avec|r| < 3|b| : cest la
division aveaeste syratrique Veérifier qu’elleminimise|r|. Limplémenter sous la forme

void sdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer sdiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer smod( const Integer& a, const Integer& b );
Remarque. —La définition laisse un choix seulement dans le cab eti2n etr = +n. Afin de résoudre
cette derniere ambiguité, on pourra choisir 'uniqueme (g, r) avecq pair.
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2. Le pgcd et I'algorithme d’Euclide
2.1. Définition du pgcd. Rappelons la définition du pged en d détail :

Définition 2.1. On dit qued divise adansZ, notéd | a, s'il existed’ € Z de sorte queld’ = a. On dit que
cest un diviseur commun da, ..., a, dansZ si c | a pour toutk. On dit qued est unplus grand commun
diviseurdeay,...,a, s'il est un diviseur commun et que tout autre diviseur comimdivise aussd.

Attention. — Le pgcd n’est pas unique : diest un pgcd deay,...,an, alors—d en est un autre. Cette
ambiguité fait qu'il faut dire correctemenh pgcd et norle pged. Pour nos futures implémentations ceci
pose un probleme de spécification. Heureusement danselkaf. I'ambiguité se limite au signe. On peut
s’en tirer en choisissafe pgcd positifpour pgcd préféré, ce qui rend la définition univoque.

Remarque 2.2. Le pgcd jouit des propriétés suivantes (les montrer) :
— Sia=bqg+r alors pgcda,b) = pgedb,r) carcla& clb <= clb& c|r.
— Pour touta € Z on a pgcda, 0) = pgcda) = |al.
— Onapgcda,ay, ..., an) = pgcdas, pgeday, . .., an)).
I suffit donc de savoir calculer le pgcd de deux entiers.

2.2. Lalgorithme d’Euclide. Rappelons l'algorithme d’Euclide comme il est typiquemieninulé
dans un cours d'algébré&tant donnés deux entiessb on construit une suite finiér;) de la maniére
suivante : comme valeurs initiales on poge= aetr; = b. Tant quer; # 0 on définitr;, 1 par une division
euclidienne;_; =riqg; +riy1 avecri;1| < |ri|. Finalement,1 = 0, donc la derniére divisior,_1 = rpn
est exacte. On vérifie aisement qyeest un pgcd da etb, donc|r,| est le pgcd positif cherché.

Pour I'implémentation il est inutile de stocker toute lasug,ry,...,ry; il suffit a chaque moment de
travailler avec les deux derniers élémentg etr;. Voici un tel algorithmex prét & programmer :

Algorithme IX.1  Calcul du pgcd de deux entiers selon Euclide
Entr ée: deux entiersetb
Sortie: le pgcd positif dea etb

tant que b+# 0 faire division euclidienndq,r) < d(a,b), puis affectem «— betb«r
si a> 0 alors retourner a sinon retourner —a

Proposition 2.3. L'algorithmelX.1 est correct.

DEMONSTRATION. Notonsag = aetbg = bles valeurs initiales, puig etby les valeurs des variables
aetb aprés lakieme itération.

Terminaison Soitv: Z — N un stathme pour la division euclidiendautilisée ici : par définition on a
v(bg) > v(b1) > v(by) > .... Comme c’est une valeur dals ceci ne peut durer éternellement. On arrive
donc av(b,) = 0 aprés un certain nombned'itérations.A ce moment-Ia la boucle s’arréte avagc= 0.

Correction : Si a = bg+r alors pgcda,b) = pgcdb,r). Autrement dit, le pgcd est préservé lors
de chaque itération de la boucle. Ainsi on obtient ggety) = pgcdas,bi) = --- = pgedan, bn) =
pgcdan,0) = |ay|. L'algorithme renvoie donc le pgcd cherché. O

Exercice/P 2.4.Implémenter une fonctiorinteger pgcd( Integer a, Integer b ). Motiver le
mode de passage des parametres. On souhaiterait nomhalgged a la fin de sorte qu'il soit toujours
positif ou nul. Pour visualiser le comportement de cet atgore et pour compter le nombre d’itérations
effectuées, vous pouvez faire afficher les calculs ingeliaifes. Testez votre fonction sur des entiers de
plus en plus grands ; combien d'itérations faut-il enviPon

Exemple 2.5. Calculer le pgcd da = 33!+ 1 eth = 32!+ 1. Peut-on trouver aussi facilement le pgcd via
la décomposition en facteurs premiers ? Pour informal&stfactorisations sont

33!+1=10100271674873811143446529175433 50989 67 et
3214+ 1=288941904947407377%1146083652931: 2281

Justifier la supériorité de I'algorithme d’Euclide pappart au calcul du pgcd via factorisation.
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2.3. Analyse de complex&. Rappelons que pouw,b vérifiant ler(a),len(b) < ¢ la division eucli-
dienne nécessite un tem@$/?) avec la méthode scolaire, voi@™ (¢) avec des méthodes sophistiquées.
Par construction la suite des restes successifs vérifie- [ra| > --- > |rn| > |rh1) = 0. Le codt total de
I'algorithme d’Euclide appliqué au couple, b) est donc d’ordré(n¢?), voire O™ (n¢). Que peut-on dire
du nombren d’itérations nécessaires ?

Exercice/M 2.6. En utilisant la division euclidienne avec reste minimal,aojm; ;1| < %|ri|. En déduire
quen < ¢, donc cet algorithme d’Euclide est de complexd@?), voire O" (£2).

Remarque2.7. Pour une analyse plus fine voir Gathen-Gerhdrt, [§3.3. Il se trouve que la complexité e8t/?)
méme avec la division scolaire. Darid], §11.1 vous trouverez un raffinement de complegit&¢) seulement !

Exercice/M2.8. Expliciter une division euclidiennga, b) — (q,r) qui maximiser|. L'algorithme d’Euclide aboutit-il
toujours a trouver le pgcd ? Quelle est sa complexité dapgé¢ des cas ? (Voieuclide.cc.)

Exercice/M 2.9. En utilisant pmod ou tmod, montrer querio| < %|ri| pour touti > 1. En déduire que
n < 2len(b) < 2¢, donc la complexité est au plus un facteur deux plus grante/€c smod .

Exercice/M2.1Q0 On peut expliciter le pire cas de I'algorithme d’Euclideligtint la division euclidienne avec reste
positif. La suite de Fibonacgify)ken est définie parfo = 1, f1 = 1 puis fx, o = fk 1+ fk. Les premiers termes sont
1,1,2,3,5,8,13 21 34,...
(1) Montrer que poua= f, 1 etb= f, 'algorithme d’Euclide nécessite exactemaiitérations. Réciproquement,
si poura > b > 0 I'algorithme d’Euclide nécessiteitérations, alora > .1 eth > fp,.
(2) En déduire que I'usage denod est plus efficace quemod dans I'algorithme d’Euclide.
(3) Montrer la formule closep = ()\ﬂ*l —A™1y /B avecAs = (1++/5)/2, et en déduire le theoreme de
Lameé : pour la division euclidienne avec reste positif lenboe d'itérations dans I'algorithme d’Euclide est
majoré par 5legp(b).

Exercice/P2.11 Un théoreme de Dirichlet affirme que deux entiarb « aléatoiresy sont premiers entre eux avec

probabilite &1 ~ 60%. Pour vérification empirique vous pouvez &crire urgm@mme qui parcoura, b) € [1, N]]2

et compte les couples vérifiant pdedb) = 1. Que trouvez-vous polt = 10 ?N = 100 ?N = 1000 ?N = 10000 ?
Analogie. —imaginez une« forét mathématique formée d’une infinité d’arbres tres fins, avec un arbre@a

chaque position du résedif dans le plarR2. Vous &tes a I'origine. Quelle fraction d’arbres voyenss ?

2.4. Bezout ou Euclideétendu. Rappelons une propriété principale de I'anngau
Proposition 2.12. Tout sous-groupe | d€Z,+) est de la forme & aZ pour un entier & Z.

DEMONSTRATION. Sil = {0} alorsl = 0Z et on prendh= 0. Sinon on d # {0}, il existe dona € |
aveca # 0. On choisita avec|a] minimal. Comme-a € I, on peut supposer que> 0. Commel est un
sous-groupe, on a déja aZ. Réciproguement, poure | quelconque on consideére la division euclidienne
para: il existeq,r € Z tels quex=qga+r et|r| < a. Avecac | on aaussgac | etdoncr =x—gacl.
Notre choix minimal dea veut dire qudr| < a n’est possible que pour= 0, doncx est un multiple dey,
autrement dik € aZ. On conclut qué = aZ. O

Proposition 2.13. Pour tout couple éb € Z on a & + bZ = dZ ou d est un pgcd de a et b. Il existe donc
u,v € Z, appeescoefficients de Bézoutels que au- bv= pgcd a, b). Ces coefficients ne sont pas uniques :
les solutions enéires de lequation aU+ bV = d sont donges par{ (u,v) + k(g, -8 keZ}.

DEMONSTRATION. Soitd un pgcd dea eth. Commed|a etd|b on ad|au+ bvpour toutu,v € Z, donc
aZ + b7z c dZ. D’autre part le sous-grou. + bZ est de la formeZ pour unc € Z. Commea,b € cZ
on acla etclb, il s’agit donc d’un diviseur commun deeetb. Pour celui-ci on sait queld, autrement dit
cZ > dZ. On conclut queZ + bZ = dZ comme énoncé. (Le reste est laissé en exercice.) O

Apres avoir établi leur existence, il se pose la questaturelle de savoir comment trouver efficace-
ment des coefficients de Bézout. Dans un anneau euclidiaffispose de I'algorithme suivant :

Comme avant on construit une suite fiifig) commencant parp = a etry = b puisri;1 = ri_1 —rig
par une division euclidienne itérée. Parallelementasepip = (1,0) etws = (0,1) puiswi 1 =W_1 — qQiw;.
On assure ainsi que = w; (3) pour touti. On arrive finalement &, = pgcda,b) et w, = (u,v) avec
rn = au+ bvcomme souhaité. Voici un tel algorithmegrét a programmer :
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Algorithme IX.2  Algorithme d’Euclide-Bézout
Entr ée: deux entiergg ethbg
Sortie: trois entiersd, u, v tels qued = agu+ bgVv soit un pgcd dey etbg

a u v a 1 O . _ _
(b < t) - (bo 0 1) I/ Initialementa = agu -+ bpv etb = ags+ bt

tant que b #£ O faire
division euclidienndq,r) < d(a,b)
a u v b S t ;
(b < t) — (r _a—gb u—gs w qt) Il Préservea = agu+ bgv etb = ags-+ bpt
fin tant que
si a> 0 alors retourner a,u,v sinon retourner —a, —u,—v  // On renvoie toujours le pgcd positif

Exercice/M 2.14. Montrer que l'algorithmdX.2 est correctlndication. — Comme pour l'algorithme
d’Euclide on voit que l'algorithméX.2 s’arréte et trouve un pgcd dg et bg. Pour les coefficients de
Bézout vérifier les égalités = aguk + bovi etby = aps¢ + botyx avant et apres chaque itération de la boucle.

Exercice/P 2.15.Afin d’'optimiser on peut finalement remplacer le calculétélev ett pendant la boucle
par un seul calcul deaprés la boucle. Prouver la correction de I'algoritHX@ ci-dessus et I'implémenter
en une fonctioninteger pgcd( Integer a0, Integer b0, Integer& u, Integer& v ).

Attention. —Les affectations matricielles» sont une écriture commode qui ne se traduit pas littéragm
en C++ il faudra des variables auxiliaires pour ne pas ecides valeurs dont on aura encore besoin.

Algorithme 1X.3  Algorithme d’Euclide-Bézout (Iegerement optimisé)

Entr ée: deux entiers, by
Sortie: trois entierdd, u, v tels qued = agu+ bgv soit un pgcd deyg etbg
a u a 1 . o o
<b S) — (bo 0) /I Initialementa = apu etb = ags (mod byp)

tant que b= 0 faire
division euclidienngq,r) < do(a,b)

a u b S , _ _
(b s) — (r —a-gb u- qs) /I Préservea = apu etb = ags (mod byp)
fin tant que
si bp =0 alors v« 0 sinon v+« (a—agu)/bg /I On sait quebg divisea— agu sans reste

si a> 0 alors retourner a,u,v sinon retourner —a, —u,—v  // On renvoie toujours le pgcd positif

3. Premieres applications

3.1. Inversion dans I'anneau quotientZ,. Les anneaux quotien¥/nZ interviennent dans nombre
d’applications. On va utiliser I'ecriture abrégég := Z/nZ qui est moins standard mais plus concise. (Si
les algorithmiciens la trouvent bien commode, les algibsila réservent pour un tout autre objet.)

Chaque enties représente un élément dafsvia I'application quotienty,: Z — Zyn, a— mh(a). Pour
les implémentations il est commode de prendre l'inteevfdln[ := {0,1,2,...,n— 1} comme systeme
préféré de représentants. Aimsjétablit une bijection entré0,1,2,...,n— 1} etZy.

Exercice/M 3.1. Montrer qu’un entiera représente un élément inversible déf}ssi et seulement si
pgcda,n) = 1. Conclure en particulier qu#, est un corps si et seulemeninsést premier.

Exercice/P 3.2.Ecrire une fonctionInteger inverse( Integer a, Integer n ) quirenvoie I'n-
verseu € [1,n] deamodulon lorsque c’est possible, et renvoie 0 sinon. Pour un traitémpleis net du cas
non inversible, vous pouvez implémenter, si vous pegedeux fonctions

bool inversible( Integer a, Integer n )

bool inversible( Integer a, Integer n, Integer& u )
La premiére teste simplementesést inversible modulo, la deuxiéme calcule parallelement I'inversde
alorsque c’est possibléndication. — Dans chaque cas on pourra adapter l'algoritth¥d sur mesure.
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3.2. Le theoreme des restes chinoisSoienta et b deux entiers premiers entre eux, autrement dit
pgcda,b) = 1. Le théoreme des restes chinois affirme que pountaut Z le systeme

{xy (mod a)
x=z (modb)

admet une solution € Z, et quex+ Zab est I'ensemble de toutes les solutions. Par exemple lemsst’
x=7 (mod 8 etx=48 (mod 125 admet une unique solutione [0,1000, mais laquelle Evidemment
il est facile de trouvey etz a partir dex, mais comment retrouvera partir dey etz?

Théoreme 3.3(Théoreme chinois)Soit m,...,mg > 1 une famille d’entiers et soit - m - --my leur
produit. Alors il existe un unique homomorphisme d’anNe@u¥m — Zm, X -+ X Zm,, & Savoir

®(1in(X)) = (T (X), - -, Ty (X)) -

Si m et my sont premiers entre eux pour tout4 j, alors ® est un isomorphisme. Plus explicitement,
m{ = m/m = [1;.;M; est inversible modulo mil existe donc un reg@sentant uc [0,m[ de l'inverse de
m modulo m. L'application inverse dep est alors donée par¥: Zm, X -+ X Zm, — Zm

W (T, (Y1), - -+ Ty (Vi) = Ton(Y2Uaml + - - + YicUiemg ).

Attention. — Si les entiersm,...,mg ne sont pas premiers entre eux, alors 'homomorphi$nexiste
toujours mais il n’est plus un isomorphisme. Le détailleupd: Z, — Z, x Z, en explicitant image et
noyau. Montrer plus généralement qu'’il n’existe pas dioonorphisme de groupes enfig et Z, x Z».

Exercice/M 3.4. Prouver le theoreme : montrer qdeest bien définie (existence) et qu’ici c’est le seul
homomorphisme d’anneaux possible (unicité). Les formpleur® et W sont explicites; on peut donc
calculer directemeri¥ o d et d o W pour montrer que ces applications sont inverses I'uneudrba

Exemple 3.5. Appliquons le theoréme pour résoudre le systeme stivan

{x 18000  (mod 19687
X

13 (mod 17
Aveca = 19687 etb = 17 on trouve pgc,b) = 1 avec des coefficients de Bézaut 1 etv = —1158.
On aab= 334679 ebv= —19686 etau = 19687, et ainsi I'application inverse cherchée est ici

W(T&(Y), Th(2)) = Tap(—19686/+ 19687%).

Poury = 18000 etz = 13 on trouve la solutior = —354092069. On réduit ensuite ce nombre modido
ce qui donnex = 332992. Vous pouvez finalement vérifier que y (moda) etx=z (modb).

A noter que malgré la petitesse du nombre cherschéd0,ab] le calcul provoque I'apparition d’une
guantité mille fois plus grande. Ce phénomeéne est asmezrgl et montre que la formule explicitée dans
le théoreme n’est pas optimale pour le calcul : une imglétation maladroite de I'applicatio® peut
largement dépasser I'intervall®, m]. Soulignons donc qukapplication W est unique, mais léormule
explicitepour son calcul ne I'est pas! Il convient donc d’en dévekmme autre qui soit plus efficace.

3.3. Un céveloppement plus efficaceNous donnons ici une démonstration alternative du éreer”
chinois qui reprend I'idée de numeération en base mixt&eGgproche a le mérite de produire une formule
plus efficace. Rappelons que tout ener [0, mny - -- my[ S’€crit de maniére unique comme

X=X+ MXo + MiMpX3 - - - 4 MMy - - - My 1 X

avec dex chiffres» x; € [0,m;[. Ceci n’est rien autre que la numération dans la base motie&k par les
« poidsy my,my, ..., mg. (Voir le chapitrell et 'annexél.)

Comment trouvek tel quex=y; (modnmy)? Evidemment il faut posex; = y; modmy. Comment
satisfaire en plus & =y, (modmp) ? Ici il suffit de résoudreg + mix; =y, (modmy), posons donc
Xz = [U2(Y2 —X1)] modmy, ou I'entieruy € [0, mp[ représente l'inverse dey modulom,. On peut ainsi
continuer a calculer un par un les coefficiexts<, ..., X, :
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Théoreme 3.6.Soitm,...,my>1 une famille d’entiers, premiers entre eux déuteux. Soit We [0, [
l'inverse de m...mg_; modulo m. Etantdoni@ yi, ..., Yk € Z I'algorithme suivant calcule I'unique entier
X=a € [0,my---mc] de sorte que xy; (modmy), ..., Xx=Yyk (modmy) :

X1 < Y1 modny a; — X1

Xp < [Uz(Y2 — a1)] modny @ — a1+ Mxp

X3 < [uz(y3 — az)] modms az < az + MyMpX3

X [Uk(Yk — a—1)] modmy B — A1+ My - M1 X

De plus, cet algorithme est le plé&onome possible dans le sens que tous les calculs iedéaires se
placent dans l'intervalld0, my - - - my[.

Exercice/M 3.7. Prouver ce théoreme. Vérifier guec [0,m] et quea; € [0,y ---m[ par construction.
Il ne reste qu’a montrer les congruences souhadgesy; (modm;) pourj <i.

Exemple 3.8. Reprenons I'exemple précédent avee 19687,b = 17, doncu = 1. Poury = 18000 et
z=13 on calculg = u(z—y) modb = 16, puisx =y+ ar = 332992, ce qui est bien le nombre cherché.

Exemple 3.9.Pour son examen oral un étudiant X doit réunir deux exateina : Le professeur A ne
peut que tous les 12 jours a partir de lundi, 1er janvier. lofgsseur B ne peut que les mercredis. Quelles
sont les dates possibles ? (Mous pouvez trouver la solutios aucune théorie, bien sdr. Il sera néanmoins
instructif de comparer votre solution avec les formuleda&ssus en précisant les étapes du calcul.)

Remarque 3.10.Ce genre de calcul permettait aux généraux chinois derdbrer leur troupe, sans trop
d’efforts pour eux-mémes, en ordonnartrangez-vous 7 par 7, puis 11 par 11, puis 13 par 13, puis 17 par
17 ». Si cette anecdote est vraie on peut en déduire une bornienmaxdu nombre des soldats dans une
troupe, et une grande agitation pendant le dénombrement.

Exercice/P 3.11.Ecrire un programme qui lit un par un les couples,y1),..., (M, Y«). Il sS'arréte si
I'utilisateur entre la valeumy = 0 ou bien simy,mp, ..., Mg ne sont plus premiers entre eux. Autrement
il affiche I'unique solutiorx € [0,mym; - - - mg[ vérifiant les congruences=y; (modm;) pour touti <Kk,
puis continue a demand@my. 1, Yk+1)-

Exercice 3.12.Une fermiére va au marché avec une charrette plein d’okefsinistre de I'agriculture
(plus exactement son chauffeur) brlle un feu rouge et dasseles oeufs. Bien sir un fond de I'Union
Européenne est prévu précisément pour de tels acsiddatheureusement la fermiere, traumatisée par le
choc, se souvient seulement qu’elle avait essayé de raageeufs par,3,4, 5,6 et chaque fois il en restait
un, et gu’elle avait pu finalement les ranger par 7. Le miaistippose qu’elle avait moins de 600 oeufs,
ce qui est le plafond exigé par I'administration (dont ondtg les raisons). Les intéressés arrivent-ils a
remplir les formulaires nécessaires ? La fermiere comtiieeufs avait-elle ? Quel est I'age du chauffeur ?
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Une astuce qui sert plus qu’une fois est une théorie.
anonyme

COMPLEMENT IX

Le vocabulaire des anneaux

Le bref résumé qui suit est une invitation a relire votoeirs d’algébre. Pour notre propos I'exemple
phare est I'anneali des entiers et I'algorithme d’Euclide. Avant tout nous gssans donc d’approfondir
la notion d’anneau euclidien introduite &h.2 au début de ce chapitre. En méme temps il semble utile de
rappeler les notions de base afin de fixer le vocabulaire de=aam commutatifs, surtout de la trilogie des
anneaweuclidiens, principaux, factoriel€eci servira a mieux situer le cas particulieet de préparer de
futures implémentations d’anneaux plus généraux.

Sommaire

1. Anneaux et corps.1.1. Anneaux. 1.2. Divisibilite. 1.3. Homomorphismes4.1déaux.
2. Anneaux euclidiens.2.1. Stathmes euclidiens. 2.2. Le stathme minimal.

3. Anneaux principaux. 3.1. Motivation. 3.2. Aspects algorithmiques.

4. Anneaux factoriels. 4.1. Factorisation. 4.2. Aspects algorithmiques.

1. Anneaux et corps
1.1. Anneaux. Commencons par le tout début (ou presque) :

Définition 1.1. UnanneauA, +, -) est un ensembl& muni de deux applicationBaddition +: Ax A— A
et lamultiplication-: Ax A— A, de sorte quéA, +) soit un groupe abélien, g4, -) soit un monoide, et
que la multiplication soit distributive sur I'addition. ldastributivité veut dire que pour touty,z€ Aon a

X-(y+2)=(x-y) +(x-2),
(X+Yy)-z=(x-2) +(y-2).

On note 0= 0p I'Elément neutre pour I'addition et 14 I'€lément neutre pour la multiplication ; ils sont
uniquement déterminés par la structure d’anneau. Oreepig 1~ O pour exclure le cas dégénéé- {0}.

Remarqud.2 La distributivité implique pour touh € Aquea-0=a- (0+0) =a-0+a-0donca-0= 0. De laméme
manierea- (—1)+a=a-(—1)+a-1=a(—-1+1)=a-0=0donca:-(—1) = —a. De méme Ga=0et(-1)-a= —a.

Définition 1.3. Un anneayA, +, -) est ditcommutatifsi la multiplication- est commutative.
Sauf mention du contraire nous supposerons dans la suitegj@eneaux considérés sont commutatifs.

Exemplel.4. Voici quelques exemples d’anneaux : I'anneau des entietg, 7, les entiers modulm, notéZy; les
nombres rationnel§), réelsR, complexesC, tous avec leurs opérations usuelles. Les nombres naftiralec leur
addition et leur multiplication usuelles ne forment pas oneau cafN, +) n’est pas un groupe.

Exemplel.5. Si(A)ic) est une famille d’anneaux, alors leur produit cartésien[]ic; A est un anneau pour I'addition
(@)ier + (by)ier = (& +by)icl etla multiplication(a )ici - (bi)icl = (i -bi)ic - Dans le cas d’une famille finie d’anneaux
Aq,...,Ay0n écritaussA = A1 X --- x Ay pour leur produit cartésien.

Exemplel.6. SiAestunanneau, on peut construire 'ann@&Xi] des polyndmes en une variab{ex coefficients dans
A. (Le chapitreXIll présentera un développement détaillé.) Cette cortitrupeut etre iteréeA[X,Y] = AX][Y] est
I'anneau des polyndmes en deux variablX, Y, Z] = A[X,Y][Z] est 'anneau des polyndmes en trois variables, etc.

Définition 1.7. Un sous-annead’un anneauA, +, -) est une parti® C A telle que(B,+) soit un sous-
groupe dgA, +) ainsi qui(B, -) soit un sous-monoide dd, -). Dans ce caéB,+,-) est un anneau pour la
restriction de I'addition et de la multiplication.
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Remarquel.8. Si (Bj)ic| est une famille de sous-anneaux d’'un ann&aalors l'intersectiorB = | B est un sous-
anneau dé\. Attention. —La réunion de sous-anneaux n’'est en général pas un soesa

Définition 1.9. SoientA un anneauB C A un sous-anneau &C A une partie quelconque. On nd5
le plus petit sous-anneau decontenanB et S, appeléanneau engenémpar SsurB.

Exemplel.10 DansC on noteZ(i] I'anneau engendré pasurZ. Montrer quéZli] = {a+bi | a,b € Z}.
Exemplel.11 DansR on noteQ[v/2] 'anneau engendré par2 surQ. Montrer queQ[v2] = {a+bv2|a,bc Q}.

Trés souvent on veut conclure gake= 0 impliquea = 0 oub = 0. Cette propriété ne fait pas partie
de la définition d’anneau, et elle n’est pas vérifié ddggpar exemple.

Définition 1.12. On noteA* = A~ {0} I'ensemble des éléments non nuls. Un éléneert A* est un
diviseur de &ro s'il existeb € A* tel queab= 0. L'anneauA estintegres’il n'admet pas de diviseurs de
zéro, c'est-a-dire sib= 0 impliquea = 0 oub = 0. Autrement ditA est intégre s{A*,-) est un monoide.

Exemplel.13 L'anneauZ est integre. L'anneaid, est integre si et seulementrsest premier.
Exemplel.14 Dans un anneau integre tout sous-anneau est integre réuper Z[i] C C est integre.
Exemplel.15 Un anneau produih = A; x --- X Ap avecn > 2 n’est jamais intégre. (Pourquoi ?)

Définition 1.16. Un élémentu € A est ditinversibles'il existev € A de sorte queiv= 1. On noteA* le
groupe multiplicatif des éléments inversibles dAn©n dit queA est uncorpssi A* = A*, c’est-a-dire si
tout élément non nul admet un inverse. AutrementAlést un corps siA*,-) est un groupe.

Exemplel.17. Bien sOrQ, R etC sont des corps, & ne I'est pas Z* = {+1} differe deZ* = Z \. {0}. Les éléments
deZj correspondent aux entiers qui sont premiers ayetZp est un corps ssi est premier.

Exercicel.18 Un anneau integre firA est un corpsindication. — Poura € A* la multiplicationx — ax définit une
applicationy,: A — A. Montrer qu’elle est injective, puis bijective. Conclure.

Définition 1.19. Le groupeA™ agit naturellement suk via la restrictionA™ x A — A de la multiplication.
Deux élémentsa, b € A sontassocgés notéa ~ b, s'ils sont dans la méme orbite sous cette action, c’est-a
dire s'il existeu € A* tel queua= b. (Vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.)

Exemplel.20 DansZ on aZ* = {+1}, donca et —a sont associés. Dans chaque classe d’élements associés
distingue ici un €lement préféré : 'unique éléemeonn négatif. Par exemple, pour calculer le pged de deux nesnb
entiers, on préfere le pged positif. Pour le moment cegshgu’une convention pour rendre le pged unique.

Exercicel.21 Sia~ balorsa|betb|a Dans un anneau integre on a aussi la conclusion réciproqu

1.2. Divisibilité. Bien connue des entiers, la notion de divisibilité se @tpnaturellement dans la
théorie des anneaux :

Définition 1.22. On dit quea divise bdansA, notéa | b, s'il existec € A de sorte quac = b. On dit que
c est un diviseur commun da, ..., x, dansA sic | x; pour touti. On dit qued est unplus grand commun
diviseurdexs, ..., X, S'il est un diviseur commun et que tout autre diviseur commdivise aussd.

Exercicel.23 La divisibilite a | b définit un ordre partiel suh, dont 1 est un plus petit €lément et O est le plus grand
element (le vérifier). Les éléments inversibles som@toeement les diviseurs de 1. Dans un anneau in&gbeetb | a
entrainea ~ b (le vérifier). Dans ce cas les pgcdxig. . ., X, SOnt associés entre eux.

On connait les notionsr éductibleet premierde I'anneauZ, ou elles coincident. Pour un anneau
général il faut les distinguer par une définition précis

Définition 1.24. Un élément € A estirr eductiblesi a = bcentraine olb € A* ouc € A*.
Définition 1.25. Un élémentp € A estpremiers’il n’est pas inversible et 9 | abentrainep | aou p | b.

Exercice1.26 Par définition un élément irréductible n’est ni nul niénsible. (Relire la définition.) Par contre,
I'element O peut étre premier (expliciter sous quelladition exactement). L'irréductibilité deveut dire quea n'ad-
met pas de facteurs non triviaux s a, alorsb ~ 1 oub ~ a. Montrer qu’un élement premier non nul est irréductible
(La réciproque est fausse en générale, voir I'exerdiég
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1.3. Homomorphismes.Comme pour tout objet algébrique, la notion d’homomonptaest primor-
diale pour la théorie des anneaux.

Définition 1.27. Un homomorphismentre deux anneaux unitairdst A’ est une applicatiogp: A — A’
verifiantg (a+b) = ¢ (a) + ¢ (b) pour touta,b € A, ainsi quep (a-b) = ¢(a)- ¢ (b) etp (1) = 1.

Exemplel.28 Pour tout anneaA l'identité ida est un homomorphisme. $i A— Betg: B — C sont des homomor-
phismes d’anneaux, alors leur compoged : A — C est un homomorphisme d’anneaux.

Remarquel.29 SiB C Aest un sous-anneau, alors l'inclusiBr— A est un homomorphisme d’anneaux.

Remarquel.3Q Soit¢: A— A" un homomorphisme d’anneaux. Alors pour tout sous-aniBede A, I'image @(B)
est un sous-anneau #é Pour tout sous-annedi deA', I'image réciproquep1(B') est un sous-anneau ée

Définition 1.31. Unisomorphisme’anneaux est un homomorphisme bijectif.

Remarquel.32 Un homomorphisme d'anneayx: A — A’ est un isomorphisme si et seulement s'il existe un homo-
morphisme d'anneauy: A’ — Atel quego ¢ =idp etd oy = id. (Le montrer.)

Exemplel.33 La projection canoniqué — Z, est un homomorphisme surjectif mais non injectif (pourve iooed).
L'inclusion Z — Q est un homomorphisme injectif mais non surjectif.

Exemplel.34 Pour toute pairen,n € Z il existe un unique homomorphisme d’anne@uxZmn — Zm X Zn. C'est un
isomorphisme si et seulementrsietn sont premiers entre eux. (Le montrer.) Dans ce cas on ohtieisomorphisme
des groupes multiplicatifg¢ ™ : Zx, — Zpm X Zy, .

1.4. Ideéaux. Aprées les homomorphismes il est naturel de regarder & *

Définition 1.35. Pour un sous-ensemble- A on définitAl := {ax|a€ A,x€ |}. Unidéal | est un sous-
groupe additif déA tel queAl =1, c’est-a-dire pour tout € Aetx € | onaaxe .

Exemplel.36 Pourx € Al'ensemble(x) = Ax= {ax|a € A} est un idéal, dit I'idéaprincipal engendré pax. Plus
généralement toute familla, ..., xn € Aengendrent un idédks, ..., X)) := {a1Xq +--- +anXn | & € A}, et tout sous-

ensembleX C Aengendre un idédX) := {3 aix | a € A,x € X}. (Vérifier qu'il s’agit d’idéaux.)

Exemplel.37 Lidéal (0) est réduit a I'elément 0. L'idédll) est 'anneauA tout entier. Il se peut que ce soient les
seuls :A est un corps si et seulement(6) et (1) sont les seuls idéaux daAgle montrer).

Exercicel.38 Toute question de divisibilité se reformule en terme eidx. Vérifier par exemple que| b équivaut
a(b) C (a). Ensuite montrer qud est un pgced deq, .. ., Xn Si et seulement id) est le plus petit idéal principal qui

contienne(xy, ..., Xn). Formuler puis montrer un énoncé analogue pour le ppcm.

Proposition 1.39. Pour un homomorphismg: A — A’ on noteker(¢) :={a€ A| ¢(a) = 0} sonnoyau
Il s’agit d’'un idéal de A. Rciproquement tout &hl | de A donne lie& un anneau quotient /A tel que la
projection canoniquer: A — A/l soit un homomorphisme d’anneaux aket(m) = I.

Exercicel.40 SoitAun anneau dtC Aunidéal. Alors la projection canonique A— A/I établit une bijection entre
les ideauxJ contenant et les idéaux de I'anneau quotiehtl, définie pard — J/1. Montrer ainsi que les idéaux de
'anneauZm = Z/mZ sont de la forme&Z,/mZ oun modm. Expliciter le treilli des idéaux d&.

Définition 1.41. Un idéall C Aest ditpremiersi A/l est inteégre, etnaximalsi A/l est un corps.

Remarquel.42 Autrement dit, un idéal C A est premier si et seulemen$ A etabe | impliqueac | oubel.

Si A/l est un corps, alors en particuli&f| est integre, donc tout ideal maximat- A est premier.

Si A/l est un corps alors ses seuls idéaux sontA)/&tLes seuls ideaux d& contenant sont dond etA. Ceci
implique quel est maximal si et seulement si tout id8alérifiantl € J C A est soitd = | soitJ = A.

Théoreme 1.43.Tout homomorphismé: A — A’ factorise de mardire unique comme = (¢ par la
projectionrt: A— A/ker(¢), un isomorphisme: A/ker(¢) — im(¢), et 'inclusion: : im(¢) — A’

Exemplel.44 Tout annealtA admet un unique homomorphisnge Z — A. (Le construire.) Son image est le plus
petit sous-anneau dke (Pourquoi ?) Son noyau Kar) = (n) est engendré par un certain entier 0. On appellen la
caractéristiquede I'anneatA. Ainsi tout anneau de caractéristiqueontient donc un sous-anneau isomorph, a
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2. Anneaux euclidiens

2.1. Stathmes euclidiensLes notions de division euclidienne et de stathme euclidiegté précisées
dans la définitionl.1 du chapitrelX. Pour un stathme donné: A — N il existe en général plusieurs
divisions euclidiennes possibles ; pour une implémemratifaut donc spécifier laquelle on chaisit.

Exercice2.1 Soitv: A — N un stathme euclidien; on fixe deux applications, died: A x A* — A de sorte que le
quotientq = adivb et le rester = amodb satisfasserst = bg+r et v(r) < v(b). Bien que commode, la donnée de
deux applications div et mod est un peu redondante : explicprament définir mod a partir de div, et réciproquement
comment définir div & partir de mod (dans un anneau injegre

Exercice2.2 Dans ce cours nous considérons des stathmes euclidiaisuas/dan®N. Apres réflexion, on n’utilise
que I'ordre sulN. Essayons donc de dégager les propriétés nécessairebgbgorithme d’Euclide :

Soit N un ensemble muni d’'une relation d’ordretel que toute partie non vid® C N admette un plus petit
éléement. Dans ce cas on dit q{¢, <) est unensemble bien ordonn&lontrer que toute suite décroissanie> ny >
nz > ... dansN est forcément de longueur finie. Définir ce qui est un aneealidien avec stathme: A — N. Veérifier
que l'algorithme d’Euclide reste correct dans ce cadreegéisé. Pour un exemple non trivial, regarder I'anneau
A=17x 7 avec le stathme: A — N?, v(a,b) = (|a,|b|). Ici il convient de munimN? de I'ordre lexicographique.
Veérifier queA admet une division euclidienne par rappokt.{Avouons queA est facile a construire mais il n’est pas
intégre, il n’est donc pas euclidien dans le sens de laidéfirusuelle. Il existe aussi de tels exemples integres.)

2.2. Le stathme minimal. Si A est euclidien, le stathme: A— N n’est pas unique : par exemple on
peut le composer avec une applicatipnN — N, ¢(0) = 0, ¢ strictement croissante. Par contre on peut
s'intéresser au plus petit stathme euclidienAsur

Exercice2.3 SoitA un anneau euclidien. On définit A — N par t(x) = min, v(x) ol v parcourt tous les stathmes
euclidiens suA. Montrer queu est un stathme euclidien.

Exercice2.4. Un corpsK est-il un anneau euclidien ? Est-ce que toute fonctioi — N, avecv(a) = 0 ssia= 0,
est un stathme euclidien ? Quelle est donc le plus petitm@tuclidien suK ? Réciproquement, un anneau avec un
stathme euclidien qui ne prend que deux valeurs, est-il yrscd

Exercice2.5. Méme pourZ la valeur absolua — |a| n’est pas le seul stathme intéressant. Rappelons qué&lenN
associe a chaque entieta longueur de son développement binaire, c’est-a-eina = min{/ € N | |a| < 2}, donc
len0=0 et ler{a) = 1+ |logz |a|| poura # 0. Montrer que len est un stathme euclidien Burpour touta etb # 0
dansZ il existeq,r € Z tels quea = bg+r et lenr) < len(b). Prouver gu’il s’agit méme du stathme minimal.

Exercice2.6. Le stathme euclidien minimal est canonique dans le senkrgutiépend que de la structure d’anneau.
Soit A un anneau intégre. On définit une famille croissaife” A; C Ax C --- C A comme suit. On pos8g = {0}
puis par recurrencl, = Ap_1U{a€ A| aA+ A,_1 = A}. On constate par exemple gAg = {0} UA*. Montrer que

A est euclidien si et seulement&i= | JAn ; dans ce cas la fonction: A — N définie paru(a) =min{ne N |a€ An}

est le stathme euclidien minimal séir

Exercice2.7. Outre son intérét théorique, le stathme euclidien matiassure un fonctionnement efficace de I'algo-
rithme d’Euclide; il évite en particulier la pathologien@ntrée dans I'exercic2.8 du chapitrelX. Montrer que le
stathme euclidien minimalt a d’autres propriétés sympathiques :

(1) Onapu(a) =1 si et seulement si est inversible. Sii(a) = 2 alorsa est irréductible.

(2) Pourtouta,b € A" on au(ab) > u(a), avec égalité si et seulementosést inversible. (facile)

(3) Pour touta,b € A* on a mémeu(ab) > u(a) + p(b) — 1. (plus fort mais plus difficile)

(4) Soitd une division euclidienne par rapport au stathméia = bgalorsd(a,b) = (g, 0).
Rappeler que ce sont des propriétés bien connues desstatiuclidiens raisonnables surZ.

Exercice2.8 On rappelle quéd — |b| est un stathme euclidien sir A titre d’avertissement regardons Z — N
définie parv(b) =b sib> 0, etv(b) = —2b si b < 0. Montrer que c’est un stathme euclidien, mais aucune des
propriétés sympathiques énoncées dans I'exerceecgent n'est vérifiee. Ceci souligne que nous avonsinteret
d'utiliser le stathme minimal, ou au moins d’exiger cerégirle ses propriétés.

Pour une discussion approfondie d’anneaux euclidiengssdlutions aux exercices précédents, nous
renvoyons a l'article de P. Samuélbout Euclidean Ringslournal of Algebra 19 (1971), pages 282-301,
dont le§4 traite du stathme euclidien minimal.
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3. Anneaux principaux

3.1. Motivation. Etant donnée une famille d’élemests. .., an € Aetb € Aon considére I'équation
;X1 + - - - + anXn, = b. On veut savoir si elle admet une solutipq, ..., xn) € A" et on souhaite en trouver
une le cas échéant. Plus généralement on voudraitrdé&outes les solutions en terme d’une solution
particuliere et une famille engendrant toutes les sohstidu probleme homogeraex; + - - - + anx, = 0.

Remarque3.1 Supposons que notre anne@admet une solution algorithmique a ce probleme. Dans s®cgeut
en particulier determiner & appartient a I'idéalay, .. .,an). On peut ainsi déterminer : aiest inversible dan8, ce
qui équivaut a ¥ (a); si a est divisible paib dansA, ce qui équivaut & € (b) ; sia,b sont associés dams ce qui
équivaut §a) = (b), c’est-a-direa € (b) etb € (a). La liste des applications est longue. ..

Un cadre adéquat pour traiter les équations linéairesles anneaux principaux :

Définition 3.2. Un idéall C A estprincipal s'il est engendré par un seul élément, c’est-a-direlguéa)
pour un certaira € |. Un anneal est ditprincipal s'il est integre et tout idédldansA est principal.

Exercice3.3 Onavu que I'anneald est principal. L'anneal[X] des polyndmes su#, par contre, n’est pas principal :
I'idéal (2,X) par exemple n'est pas principal.

Exercice3.4. Vérifier que dans un anneau principbést un pged de, . .., X, Si et seulement sd) = (X1, ...,%n). En
déduire une identité de Bézout. Si 'anneau n’est pascjpal, la situation se complique : Da#A$X], montrer que 1
est un pged de 2 ef, mais(1) C (2,X). Dans un tel cas il est inutile de chercher des coefficienB&ai®ut.

Exercice3.5. Montrer que tout anneau euclidien est principal, en s’iasytide la preuve que nous avons vue gour

Remarque3.6. Légérement plus généraux que les anneaux euclidienignineaux principaux forment une classe plus
grande mais encore bien maniable. Il existe des anneaugigmin non euclidiens, par exemple le fameux anneau
Z[v/—19], mais une analyse détaillée nous entrainerait trop loin

3.2. Aspects algorithmiques.Comme dans le cas euclidien, une implémentation d’'un anpea-
cipal nécessitera une fonction concrete pour les coeffiside Bézout. Voici une formulation précise :

Définition 3.7. SoitA un anneau. Unonction de Bzoutest une applicatiof: Ax A— Ax A, (a,b) —
(u,v) telle queau+ bvsoit un pgced da etb.

Remarque3.8. Sur un anneau principal il existe toujours des fonctions @eoBt. Comme on a vu dans le ¢agl est
illusoire d'espérer unicité ; le mieux que I'on puisseréagst d’en choisir une selon le contexte. Apres 'existeihe
vrai probleme est le calcul efficace : étant dofag) dans un anneau principal, comment trouver des coefficients d
Bézout ? Heureusement cette difficulté disparait danadesuclidien :

Exercice3.9. Si A est euclidien, montrer que I'algorithme d’Euclide étemi@dinit une fonction de Bézout.

Exercice3.10 Etant donné une fonction de Bézout gymontrer que tout idéal finiment engendréAlest principal.
(A priori il peut y avoir de méchants idéaux qui ne sont pagifent engendrés, et donc non principaux. On exclut cette
pathologie en exigeant quesoit noethérien)

Exercice3.11 L'équationaix; + --- + anxn = b admet une solution si et seulement si I'idéai,...,an) contient
I'elementb. Pourn = 1 il s'agit de tester la divisibilité dé paraz ; calculer la solutiorx; revient a diviseb para;.
Pourn = 2, supposons quiest principal avec fonction de BézgBit Expliciter un algorithme pour résoudre I'equation
a1X; + axXp = b. Esquisser un solution du probleme génésad + - - - +anxn = b (par récurrence).

Remarqued.12 Le traitement algorithmique d’'idéaux dargx| etK[X,Y], voire dan[Xy, ..., Xn], est un probleme
assez profond, et hors de la portée de ce cours. Il en existsalution via lebases de Grobneet les algorithmes
associés. Si cela vous intéresse, lisez le premier ckagEiSome Tapas of Computer Algel#dité par A.M. Cohen,
H. Cuypers et H. Sterk (Springer-Verlag, Berlin 1999).

Exercice3.13 Dans tout anneaf on a les équivalences::est premier= 'idéal (a) est premier= A/(a) est integre.
DansZ par exemple est premier ss./(n) est integre. Dans ce cdg (n) est méme un corps (rappeler pourquoi). On
conclut que(n) est méme un idéal maximal. Ce phénoméne n’'est pas unchasa

Exercice3.14 Pour un éléemera # 0 d’un anneau principa sont équivalents : I'elémeiatest irréductible= I'idéal
(a) est premier= l'idéal (a) est maximal. Expliquer en rétrospective pourquoi daes ne voit pas certaines subtilités,
qui risquent de se produire dans des anneaux plus généraux
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Complément IX — Le vocabulaire des anneaux

4. Anneaux factoriels

4.1. Factorisation. Au début du chapitre on a mentionné la structure factergd 'annea. Dans
un cours d’algébre on en extrait I'abstraction suivaftint donné une partie c A on noteN(®) I'en-
semble des fonctions: P — N a support fini, c’est-a-dire qug, = 0 pour toutp € P sauf un nombre fini.
Cette précaution permet de définir I'applicatidp: A< x N(P) — A* parMp(u,v) = u- Mpep PP. A noter
gu'il s’agit bien d’un produifini, bien que I'ensemblB puisse &tre infini.

Deéfinition 4.1. Une structure factoriellesur un anneald est une partie® C A telle que I'application
Mp: A* x N(P) — A* soit une bijection. Dans ce cas I'application invelﬂ;?l est appelée léactorisation
par rapport &. Un anneau est dfaictoriel s'il admet une structure factorielle.

Un anneau factoriel et forcement integre. En générpeiit étre difficile a déterminer si un anneau
integre donné est factoriel ou non. Pour les anneauxdianh ou principaux, par contre, la question devient
facile. Si vous 'avez déja vu dans votre cours d’algebssayez de redémontrer le théoreme suivant :

Théoreme 4.2. Tout anneau euclidien est principal. Tout anneau princistlfactoriel.

Exercice4.3. En déduire en particulier que I'anneduest factoriel, comme énoncé au début de ce chapitre. [Rour
structure factorielle on choisit typiquement I'ensembds dombres premiepositifs (Veérifier que I'on pourrait aussi
choisir des signes differentsAftention. —On pourrait étre tenté de prendre la factorialitéZdeomme une évidence.
Ce n’est pas du tout le cas. On explicitera un anneau norrielgpdus bas.

Exerciced.4. SoitAun anneau avec une structure factorill&/érifier quelp: A% x N(P) — A* est un isomorphisme
de monoides. (Rappeler d'abord les lois Atirx N(P) et surA*.) Montrer qu’une structure factorielle C A consiste
d’elements irreéductibles. Chaque éléement irréitiletde A est associé a exactement un élemenPdainsi P est un
systeme de représentantss éléements irréductibles de

Exercice4.5. Vérifier que pour toute application: P — A* 'ensemblesP = {e(p) - p| p € P} donne également une
structure factorielle. Réciproquement,Pset P’ sont deux structures factorielles siyralors il existes: P — A* de
sorte que®’ = gP. Conclusion : s'il existe une structure factorielle Aiglle est essentiellement unique (a multiplication
par des inversibles pres).

Exercice4.6. Dans beaucoup d’anneaux qui apparaissent dans la natstdaien-unicitéde la factorisation qui
empéche la factorialite, c’est-a-dire qlie est surjectif mais non injectif. Vous rencontrerez de telsemux dans
votre cours d'algébre. En voici un exemple simple : les potyesp € R[X] vérifiant p’(0) = 0 forment un sous-
anneauA C R[X]. Les polyndmesX? et X2 sont irréductibles dans. (Pourquoi?) Par conséquexf admetdeux
factorisations distinctesn facteurs irreductibles dass a savoirx® = X2X2X2 et X8 = X3x3.

Exercice4.7. Montrer le lemme d’Euclide dans un anneau factoriel : si pagdg) = 1 etb | ac, alorsb| c. En déduire
tout élement irréductible est premier. Sans factdgall n’en est rien : dans I'anneaide I'exemple précédenk? est
irréductible mais non premier : onX?|X3X3 sans quex?|X3. De memex3|X2X* sans quex®|X? ou X3|X4.
Exemple4.8. Remarquons finalement qig+/—5] est intégre mais non factoriel : on peut vérifier que 3 £t,2—5

sont irréductibles, et que9 3-3 = (2++/-5) - (2—+/—5) sont deux décompositions distinctes. On voit dans cet
exemple que les éléments irréductibles 3 £ty2—5 ne sont pas premiers (le détailler).

4.2. Aspects algorithmiques.Supposons qué admet une structure factorielle 1l est en général
facile d’évaluer I'applicatiorlp: A* x N(®P) — A* car il ne s'agit que des multiplications. Par contre,
'application inversdl ;l: A* — A% x N(P) peut étre trés difficile & calculer sur des exemples aB¢iOn
verra que c'est déja tres dur dans I'ann&aprobleme qui nous occupera dans le chapiire

Exercice4.9. Vérifier que dans un anneau factoriel les formules donaéetebut du chapitre,
pgc((u |_| pv(p)yu/ |_| pV/(p)) = |_| pmin(v(p),v’(p)) et
ppcrn(u |_| pv(p>7u’ |_| pV/<p)) = |_| pma)<V<p)sV/(p>)7
définissent bien un pgcd et un ppchinoter en particulier que le choix de spécifie un pgcd et un ppcpréfere
et enléve ainsi 'ambiguité notoire dans la définitidnrdpged et d'un ppcm. Plus généralement, on peut définir

pref: A* — A* par prefuf] pH(P)) = N pH(P) ce qui choisit un représentant préferé dans chaquseldélements
associés. Cette construction a le bon goQt d'étre nlidéfive, prefxy) = pref(x) - pref(y).
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The source of all great mathematics is the special case,dherete example.
It is frequent in mathematics that every instance of a conekpeemingly
great generality is in essence the same as a small and censpetial case.
Paul Halmos| Want to be a Mathematician

PROJET IX

Algorithme de Gauss-Bezout et diviseursélémentaires

Objectif. Nous souhaitons résoudre syseéme déquations liairessur les entiers :

a1Xgt+aXo+ - +amXn = Y1
Xy t+agXo+--+axXn = Y2
AmXy +amXo+ -+ am¥n = VYm

Ici les coefficientsy; ety; sont des entiers et 'on cherche les solutigrésyalement dans les entiers. En
algebre linéaire on développe la théorie de ces syss$esur un corpk, et on apprend certaines méthodes
pour leur résolution, notamment la méthode de Gauss le@péus bas. Dans notre situation nous devons
adapter cet algorithme pour tenir compte du fait que 'onuisge pas toujours diviser par un piept On
verra comment 'algorithme d’Euclide-Bézout résout celjfeme. Cette observation aboutit au théoreme
des diviseurs élementaires et sa version effectivagdidhme de Gauss-Bézout. Ce résultat classique est
déja trés intéressant en lui-méme, et il résout etiquaier notre systeme d’équations linéaires.

Remarquons en passant que le theoreme des diviseusritiires sera tout aussi intéressant a plus
long terme car il se généralise a tout anneau euclidie@mment I'anneau des polyndmE$sX] sur un
corpsk, ou plus généralement a tout anneau principal. Commeécagipn importante on en déduira la
classification des groupes abéliens finis, ou plus gésr@ent des modules finiment engendrés sur un
anneau principal. Ne vous inquiétez pas si ces termes nepenlent pas encore pour le moment : c’est
juste le vocabulaire général pour les observations que dégagerons ici sur 'anneau des entiers

X = (Xj)j=1...n €Y = (¥i)i=1,...m permettent d’écrire notre systeme plus succinctememnoeAx = y.
Ayant fixé la matriceA € Z™" et le vecteury € Z™, il s’agit de trouver les solutions € Z" vérifiant
Ax=Yy. C’est bien plus qu’une notation commode : cette strudnmates données est le point de départ de
tous les algorithmes pour la résolution de systemesiliaé.

Remarquons d’abord que le probléme devient trivial si l&riteA estdiagonale c’est-a-direajj = 0
pour toute paire d'indices# j. Dans ce cas nos équatiomsg = y; sont découplées les unes des autres,
ce qui ramene le calcul a I'anneau de bse’existence d'une solutiow; € Z revient a une question de
divisibilité a; | yi, et dans le cas favorable I'unique solutiongst vi/a; .

Signalons quelques cas exceptionnels évidents; Siy; = 0, alors on a biem; | y; et toutx € Z
est solution de I'équatiog;x; = y;. De maniére analogue, 8i < n, alors les variablegn 1,...,% € Z
peuvent étre choisies arbitrairement. Dans le cas coatrai n notre systeme diagonal admet une solution
seulement si les coefficieng, 1,...,ym € Z s'annulent. (Le détailler.)

Dans le cas général I'idée est de se ramener a un sysiiagenal, en passant de la matrice donnée
A a une matrice diagonale = SATou Set T sont des matrices inversibles, ditestrices de passage
L'algorithme de Gauss-Bézout nous permet de calculer kestmatricedD, Set T, et le theoreme des
diviseurs élémentaires affirme que la matrice diagobBadst unique dans un certain sens.

Sommaire

1. Lalgorithme de Gauss-Bezout. 1.1. Calcul matriciel. 1.2. L'algorithme de Gauss-Bézout
1.3. Preuve de correction. 1.4. Implémentation. 1.5. @adfficace du déterminant. 1.6. Le
théoreme des diviseurs élémentaires. 1.7. Unicitédultat.

2. Applications aux groupes aleliens. 2.1. Groupes abéliens libres. 2.2. Applications linésir
2.3. Sous-groupes d&". 2.4. Groupes abéliens finiment engendrés.
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166 Projet IX — Algorithme de Gauss-Bézout et diviseurs &@taires

1. L'algorithme de Gauss-Bezout

1.1. Calcul matriciel. Fixons deux nombres natureign € N et posond = {1,...,m} ainsi que
J={1,...,n}. Une matrice de taillem x n a coefficient dan¥ est une familleA = (&;) d'éléments
aj € K indexés pafi, j) € | x J. Ce n'est rien autre qu’une applicatian | x J — K notée(i, j) — &;j.
L'ensemble de ces matrices sera rgt& " ou bien Mafm x n; K).

Notation. Dans la pratique une telle matriges’écrit comme un schéma rectangulaire, aviedexant les
lignes etj indexant les colonnes. Dans cette écriture les matricesl sont les vecteurs colonnes, alors
que les matrices % nsont les vecteurs lignes.chaque matricé = (aj)ij de taillemx non peut associer
la matrice transposé® = (ajj) ;i de taillen x m.

Jusgu'iciK puisK™" n’est qu'un ensemble sans structure spécifique. La t&eniient interessante
guandK est un anneau : dans ce cas on peut définir une addition etuitipliwation :

() +: K™ x K™ - K™"  (AB)—C=A+B aveccij = ajj + bjj,
2 o KM K™ — K™ (A B) —C=AxB  avecck = y|_jaijbj.

En particulier on obtient une action des matrices sur letewes par I'applicatios : K™" x K" — K™
avec(A,Xx) — y = Axdéfini pary; = ZT:]_ainj. En plus on a la multiplication scalaire (a gauche)

3) S Kx K™ K™ (A,A)—B=AA avechjj = Aa;j.

Toutes ces notions apparaissent naturellement en aljgéba@e, ou les matrices sont un outil formi-
dable pour représenter les applications linéaires. @p@se connu ce contexte, et on se servira du langage
associé sans rentrer dans les détails d’'une révisianqampléte.

Exercice/M1.1 (structure additive)L’ensembleK™" muni de I'addition {) forme un groupe abélien. L'éléement
neutre est la matrice nulle, notég,0, ou 0 simplement. La multiplication scalaire fait #&™" un espace vectoriel
surKK. Cette terminologie suppose gieest un corps. — SK est un anneau on exprime le méme constat par des mots
differents : on dit plus prudemment q&&™" est un module sur I'annedki.

Exercice/ML1.2 (structure multiplicative) La multiplication @) est associative et admet pour élement neutre a gauche la
matrice identité hxm, ainsi que pour élément neutre a droite la matrice itkedgi.,. La multiplication est distributive
sur I'addition. (La matrice identité L, est aussi notée,Jou simplement 1 si la dimensigrest claire par le contexte.)

Exercice/M1.3 (structure d’anneau)’ensembleK"™ " des matrices carrées de taitlex n sur K muni de I'addition
et de la multiplication définies ci-dessus forme un annEapplication K — K™", A +— A 1n«pn €St un isomorphisme
entre notre anneau de ba8eet le sous-anneakily.n = {A1hxn | A € K}. Dans le cas particulier= 1 on retrouve
I'isomorphisme évidenk =~ K1*1. Pourn > 2 'anneauk™" est non commutatif, méme si I'anneau de bEsest.

PuisqueK™" est un anneau (non commutatif), on peut appliquer le voedeulisuel. Rappelons en
particulier la notion d’élément inversible, qui joue jours un role trés important :

Définition 1.4. On dit qu’'une matricé € K"™" estinversibledansk"*" s’il existe une matric&® € K™"
telle queAB = BA= 1. Dans ce cas I'élemetest unique, on l'appelltinversedeA, et on le noteA 1.
Les éléments inversibles @& " forment un groupe, appetffoupe lirtaireet noté Gl(n; K) ou GL(K).

Tout ce que I'on vient de dire est vrai pour tout annBasupposé associatif et unitaire, non forcément
commutatif. Dans votre cours d’algébre linéaire vousiver un développement beaucoup plus complet
sous I'hypothése qui est un corps, c’est-a-dire un anneau unitaire commutatisdequel tout élément
non nul est inversible. Certains résultats s’étendecdenaux anneaux commutatifs :

Théoreme 1.5existence et unicité du déterminangoitK un anneau commutatif unitaire. Pour touseriN
il existe une et une seule applicatidat: K™" — K, appetedéterminantqui soit alterree et multilirgaire
par rapport aux colonnes et noge dans le sens quiet 1,.) = 1k. Elle jouit des proprtes suivantes :

(1) Le ceterminant seéveloppe en la formule polynomiaetA= 3 ;s SigN(0) a1 ¢(1) @2,0(2) *** @n,o(n)
ou o parcourt toutes les permutations dans le groupeé&yigque 3.

(2) Le ceterminant est invariant par transposition, c'eswire il satisfaitdefAl) = detA). Par
congquent il eségalement altera et multilireaire par rapport aux lignes.
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81 — L'algorithme de Gauss-Bézout 167

(3) Le ceterminant est multiplicatif dans le sens quet{ AB) = detf/A)detB). Par restriction on
obtient donc un homomorphisme de grouges GL,(K) — K*, manifestement surjectif.

(4) Une matrice A est inversible daii€™" si et seulement siet A) est inversible dank.
(Ici «= » estclaire ; pour« < » il existe une formule polynomiale qui exprime*en fonction
deA)

Si vous connaissez ce résultat pour les corps, vous étement invités a le redémontrer dans le
cadre général des anneaux commutafifaoter que ce théoreme n’est plus valable pour un ankeaon
commutatif ; dégager donc bien les arguments de la preuv&egervent de la commutativité.

Corollaire 1.6. L'ensembleSLy(K) = {A€ K™"| defA) = 1} est un sous-groupe d&lL,(K). O

Remarque 1.7. L'application det:K"*" — K est multiplicative, mais pour > 2 elle n’est pas additive :
il ne s'agit pas d’'un homomorphisme d’anneaux! (Donner umntreesexemple de matrices22.)

1.2. L'algorithme de Gauss-Ezout. Ce paragraphe présente I'algorithme de Gauss-Bézout pou
transformer une matricA en une matrice diagonal® = SAT. L'algorithme comme nous le décrivons
est suffisamment efficace pour étre intéressant danstiggea on discutera I'implémentation plus bas.

Nous allons d’abord expliciter un sous-algorithme qui petrdiéliminer la premiére colonne de notre
matriceA. Considérons la premiére ligiae et laieme ligneg; : les éléments en téte sont ap; ety = a1,
respectivement. On calcule leur pgtdvec des coefficients de Bézayv € Z de sorte que

d = pgcdx,y) = ux+vy.
Ces données nous permettent de définir la matrice

M= (_;/d X/Vd)-

Elle est a coefficients entiers puisgdi@st un diviseur commun deety. Par sa construction elle vérifie

M (y) = (9) ainsi que deM) = 1. (Le vérifier.) Son inverse est d'ailleurs facile a exjpér :

ML= (;‘/?g u).

On peut maintenant appliquer la matrieaux lignesa; eta;, ce qui revient & calculet; < uay + va puis

a — —¥a1+ ¥a. Dans la nouvelle matric&’ le coefficienta; s'annule comme souhaité. En parcourant
i =2,...,mon peut ainsi éliminer la premiere colonne. Les mémesraants se transposent aux opérations
sur les colonnes, ce qui permet d’éliminer la premiénedid=n voici un exemple détaillé :

Exemple 1.8. Essayons de mettre sous forme diagonale la matrice
48 12 1
o= (36 21 3 :
Pour les coefficients = 48 ety = 36 dans la premiéere colonne on trouve- pgcdx,y) = 12 avec des
coefficients de Bézout= 1 etv = —1 vérifiantd = ux+ vy. Ceci nous mene a

(1 -1 : o (12 9 9
Mo = (3 4) puis A :=MpAy= ( 0 48 18)'
Nous éliminons ensuite la premiére ligne de la mémerfaBour les coefficients = 12 ety = —9 dans
la premiere ligne nous trouvork= 3 ainsi queu = 1 etv = 1. Puisque nous effectuons maintenant les
transformations sur les colonnes, ceci se traduit par pligltiA a droite :

130
_ o (3 0 9

Mi:=|1 4 0 donne Az:=AM; = <48 192 —18) :

0 01
Pourx = 3 ety = 9 on trouved = 3 ainsi queu = 1 etv = 0, donc la transformation par

1 0 -3

_ . (3 O 0

My = 8 é 2 donne Az:=AMp= (48 192 162) :
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On vient d’éliminer la premiere ligne, mais en contrejgash a gaché un peu la premiére colonne. Restons
optimiste et recommencons : pous 3 ety = 48 on trouved = 3 ainsi quau = 1 etv =0, donc

. 10 . (3 0 0
Mz = <—16 1) donne A4.M3A3(O 192 —162)'

Nous avons finalement éliminé a la fois la premiéere cotetla premiére ligne. Nous pouvons passer a la
sous-matrice qui reste : poxE 192 ety = —162 nous trouvond = 6 ainsi queu = 11 etv = 13:

1 0 O
Mg:=|(0 11 27 donne A5::A4M4:(g g 8)
0 13 3
Ceci termine l'algorithme. Mettant tout ensemble, on afiteEnsi les matrices de passage
1 -6 -15
S:=MzMo = 11 et T:=MMoMg=1[1 5 12 vérifiant SAT= 30 0.
-19 20 0 13 3 0 6 0

Remarque 1.9(matrices de passageifin de construire les matrices de pass&gg T lors du calcul, on
commence par les matric€s = 1mxm €t To = 1nxn VerifiantAg = SHAT.
— Une opération sur les lignes correspond & une multifpdioaa gauche Ag 1 := MAy avec une
matrice inversibléVly comme ci-dessus. On poSg. 1 := My et T, 1 := Tk.
— Une opération sur les colonnes correspond a une makiin a droite Ay, 1 := AcMyavec une
matrice inversibléVly comme ci-dessus. On poSg, 1 := S et Ty 1 := TM.
Dans les deux cas on part dg = SAT et on assure quéy,1 = S1ATk 1. Chaque transformation
correspond a une matridd, de déterminant-1. Ceci assure que les matrices de pass8ges Ty sont
également de déterminasil. L'algorithme se termine avec une matrice diagoiate A, pour un certain
k. AvecS= S etT = Tx on obtientD = SATcomme souhaité.

En guise de résumé, voici la version concise de I'algorétde Gauss-Bézout. Pour le moment nous
entendons pdorme normalaine forme diagonale quelconque. Ceci sera précisé ptupdo une condition
supplémentaire.

Algorithme I1X.4  Algorithme de Gauss-Bézout

Entr ée: une matriceA ¢ ZM™<N
Sortie: trois matricedD € Z™", Sc Z™M T ¢ Z™ " telles queD = SAT
Garanties: D est sous forme normale 8t T sont inversibles de déterminant 1.
InitialiserD « AetS« 1nxmetT « 1nxn /I On assurd®g = $HATy.
tant que D n’est pas encore sous forme normiaize
Effectuer une transformation sur deux lignes ou deux casnn // On s’approche du résultat souhaité.
Mettre a jour les matrices de passaGext T /I Dy = SATk = Dyi1 = S1ATks1-
fin tant que
retourner (D,ST) /I Dy = S(AT| est sous forme normale.

1.3. Preuve de correction.L'algorithme de Gauss-Bézout a bien marché sur I'exerppéeédent.
Montrons que I'approche réussit toujours :

Proposition 1.10. Les ofrationsélementaires sur les lignes et les colonnes permettent defoaner
toute matrice Ac K™" en une matrice Aelle que g = &; = 0 pour tout i j > 2.

DEMONSTRATION. On descend d’abord la premiére colonne; les opérationges lignes décrites
ci-dessus permettent d'obtesi = 0. Ensuite on traverse la premiére ligne pour obtagir= 0. Or, ces
dernieres opérations ajoutent des multiples des cobpie2 a la premiere colonne. Par conséquent on
ne préserve en général pas la condigpn= 0 et on est obligé de repasser la premiére colonne, puis la
premiére ligne, etc.

Heureusement ce processus se termine apres un nombreténatibns : dans chaque opération le
coefficienta;; est remplacé par un de ses diviseurs, a savoir ([@gedj ) ol a;j est le coefficient que I'on

MAE 22 juin 2009



81 — L'algorithme de Gauss-Bézout 169

cherche a annuler. Ceci ne peut modifier la valeuadequ’un nombre fini de fois. S’il ne change plus,
ceci veut dire quey divise tous les coefficientg; de la premiere colonne ainsi que tous les coefficients
a1j de la premiere ligne. On arrive ainsi au cas simple de lt@ilyme usuel sur un corps : avelc= ay,
u=1,v=0 la transformation revient a calculaf «— A — g"lllAl sans changer la lign&y, et il en est de
méme pour les opérations sur les colonnes. Aprés ceatgrassage on obtient 'annulation souhaitéel.

Proposition 1.11. Les ofrationsélementaires sur les lignes et les colonnes permettent deforaner
toute matrice A= K™" en une matrice diagonale D, c’eatdire d; = 0 pour toute paire d'indices# j.
En plus on peut assurer la divisibiiitsuccessivesd | dyy | dss | ... des termes diagonaux.

DEMONSTRATION. Supposons qua < n. Pourk =1,...,mon applique la proposition précédente a
la sous-matrice indexée par des paflie$) aveci, j > k. Pourk =1 on élimine ainsi la premiere ligne et la
premiére colonne. Polir= 2 on élimine la seconde ligne et la seconde colonne de larsatrice, et ainsi
de suite. Le résultat final est une matrigelont tous les coefficients hors de la diagonale s’annulent.

Etant donné deux termes diagonauy € Z on calcule & nouveat:= pgedx,y) = ux+ vy avec des
coefficients de Bézout,v € Z. On ae:= ppcmx,y) = xy/d, et on vérifie aisement que

u v\ (x 0\ (1 —vy/d\ _(d 0
—y/d x/d 0 vy 1 ux/d/) \0 e
Les deux matrices de passage sont inversibles car de déasth. En traversant ainsi toute la diago-

nale on peut assurer qdg; soit le pgcd de tous les termes diagonaux. Ensuite orregi@ur assurer que
d22 soit le pged de tous les termes diagonaux suivants, et arsiite. O

1.4. Implémentation. Dans le développement mathématique nous avons utifig@ioes matrices
M qui représentent des opérations sur les ligiés<{ MA) ou les colonnesA «— AM). On pourrait
limplémenter littéralement, c’est-a-dire, constreula matriceM puis faire appel a la multiplication des
matrices. Or, la matric®l est trés creuse : c’est presque la matrice identité, aaalement quatre coef-
ficients potentiellement non triviaux. Nous allons donc liampenter les transformations €lémentaires par
deux fonctions spécialisées comme suit :

void gauss_gauche( const Integer& a, const Integer& b,

const Integer& c, const Integer& d,
Matrix<Integer>& mat, int i, int j, int k=1 );

void gauss_droite( const Integer& a, const Integer& b,
const Integer& c, const Integer& d,
Matrix<Integer>& mat, int i, int j, int k=1 );

Ici la matrice(‘gl 3) opeére sur les lignes/colonniest j de la matricéA. Par souci d’efficacité on songe
déja au cas d’'une réduction plus évoluée, otklesl premieres lignes et colonnes sont déja diagonalisées
et ne jouent plus de rdle. Puisqu’il ne sert a rien de mdaipdes zéros, les opérations ci- dessus ne
s’appliquent qu'a la sous-matricg > k. Ainsi les fonctions suivantes annulent la ligne ou colokine

bool gauss_colonne( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& s, Dim k );

bool gauss_ligne( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& t, Dim k );

Exercice/P 1.12.En suivant le modelggauss-bezout.cc, implémenter efficacement I'algorithme de
Gauss-Bézout en une fonction

void gauss_bezout( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& s, Matrix<K>& t );
Ici mat contient la matrice initiale qui sera transformée a fuaehesure en une matrice diagonale, en
modifiant directement la matriceat . Les matricess et t sont initialisees par les matrices identités
convenables. On fait agir les opérations a gauchesset les opérations a droite stir comme ci-dessus.

Exercice/P 1.13.Testez votre implémentation sur des matrices varieesin@nt peut-on vérifier effica-
cement les résultats ? Est-ce que votre implémentatiosuffssamment efficace pour des matrices denses
aléatoires de taille 12 10? 20x 20 ? 50x 50? 100x 100 ? Quels phénomenes observez-vous ?

Remarque 1.14(résolution d’'un systeme linéaire) algorithme de Gauss-Bézout résout notre probleme
initial d’un systemeAx=y. On passe a la matrice diagon&le= SAT, puis le systeme diagonBik = y se
résout aisément. Ici on poge="Sy; et la solutiorx s’obtient ensuite par= TX.
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1.5. Calcul efficace du éterminant. Rappelons que dans le théoréme du déterminant énancé c
dessus, l'unicité et I'existence du déterminant soabkés par la formule explicite

detA = zsnSign(G) “A,0(1) 2,02 Ano(n):
oc

Traduite littéralement, cette formule donne un algorighaie complexit@! ce qui n’est pas du tout efficace
pour n grand. (Calculer 10! ou 20! voire 50! pour vous en convairdre développement récursif par
rapporta une ligne ou une colonne n’est qu’une reformutedie cette approche, et donc aussi inefficace. Le
seul cas lucratif est le développement par rapport a gme lou une colonnereuse c’est-a-dire contenant
peu de coefficients non nuls.

Dans le cas général d'une grande matrice dense, I'algndtde Gauss-Bézout se révele plus avanta-
geux, a savoir de complexité d’envirod opérations dank. Un probléme notoire estI'explosion des
coefficients» lors des calculs intermédiaires. Soulignons que le nommérations dank n’est qu’une
indication grossiére : les opérations d@ndeviennent plus coliteuses en temps et en mémoire quacatles
efficients grandissent. Quelques exemples sur des madiEgt®ires vous convaincront que ce phénomene
est bien réel, méme si la matrice initiale n’a que des auefits de petite taille.

Bien sir, une explosion des coefficients ne peut se produieedans un anneau infini. Une astuce
éprouvée est donc de réduire modulo un nombre premiin d’effectuer le calcul dans le corps fini
Zp. Pour reconstituer le résultat daison rassemble I'information modulo plusieurs nombres peesi
P1, P2, .. .. Pour un développement de cette idée voir Gathen-Gefha}d5.5.

1.6. Le theoreme des diviseur&lémentaires. D’aprées ce qui précéde on sait maintenant transformer
une matrice donnéA en une matrice diagonal® : I'algorithme de Gauss-Bézout ci-dessus en explicite
une démarche. Il y a pourtant de nombreux choix : d’autresiénes de procéder sont imaginables et leurs
matrices de passages seront tres différentes. Le aésultant est donc tout a fait remarquable : il dit que
la matrice diagonale qui en résulte est toujours la méme :

Théoreme 1.15le théoreme des diviseurs éléementaird2ur toute matrice A& Mat(mx n;Z) il existe

des matrices inversibles&SSLn(Z) et T € SLy(Z) telles que la matrice produit B- SAT soit diagonale

et \erifie la divisibilite successivesd | d2 | d33 | ... des termes diagonaux. Dans ce cas ces termes sont
unigues aux signes s : pour toute autre diagonalisation’ B SAT' avec S SLy(Z) et T € SLy(Z)
satisfaisant la condition’d | d, | d35 | ... on a d; = +d; pour tout i.

Deéfinition 1.16. Une matriceD € Z™" est sousorme normalesi elle est diagonale et ses termes diago-
naux vérifientdy; | da2 | das | .. .. Le théoreme des diviseurs élémentaires dit que toateice A € Z™<"
peut &tre mise sous forme normale. On appailléseursélementairesle A la suiteds; | dpz | dsz| ... dont
I'existence et I'unicité (aux signes pres) sont asssipisg le théoréme précédent.

Remarque 1.17.Pour la fonctionpgcd nous avons tacitement fait usage de notre conventspgcd de
deux entiers est entendu comme le pgoditif. Ainsi la matriceD retournée par notre algorithme satisfait
a la conditiond;; | daz | ds3 | ... avec des termes diagonapasitifs a I'exception éventuelle du dernier.
Ainsi le signe du déterminant est retenu dans le tout deteime diagonal.

1.7. Unicité du résultat. Dans I'algorithme de Gauss-Bézout on a plusieurs choigja tés coef-
ficients de Bézout utilisés a chaque étape ne sont pagiesi puis l'ordre par lequel on effectue les
opérations n’est pas canonique. Les matrices de pasSag&sobtenues a la fin dépendent de ces choix et
ne sont pas du tout uniques. On pourrait méme imaginer gesetpes totalement differentes pour mettre
une matriceA sous une forme diagonale. Il n'y a donc a priori aucune raigooroire que le résultat soit
canonique. Des exemples simples, comme le suivant, magueries termes diagonaux peuvent changer :

4 0 2 0 2 -1 1 3
A= (0 6) se transforme en SAT= <0 12> avec S= <_3 2) et T<1 4>.

Il est donc tout a fait remarquable que les diviseurs el@aires soient essentiellement uniques! Pour
la preuve nous allons employer ce merveilleux outil qu'estdterminant. Supposons giest une matrice
de taillemx n. Pourl’” C | etJ C J de cardinall| = |J| = k nous définissons la sous-matriég , y =
(&j )ier,jey par restriction des indices.
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Définition 1.18. On noteAy(A) le pgced des déterminants de toutes les sous-matricedldektaik de A.
Lemme 1.19.A¢(A) ne change pas lors d’une transformatiél@mentaire sur les lignes ou les colonnes.

DEMONSTRATION. Il suffit de le prouver pour une transformation sur les ligriRegardons une ma-
triceM = (2 g) € SL,(7Z) agissant sur les ligne®t j. Si une sous-matric® ne contient ni la ligneé ni la
ligne j, alors la sous-matricB et son déterminant dd) ne changent pas. Si une sous-matBaeontient
les deux lignes, alors la matri@echange mais non son déterminant.

Le cas intéressant est celui ou une sous-maBicentient la ligne mais non la ligng. SoitC la sous-
matrice correspondante ou I'on remplace la lignpar la lignej. Notonsx = det(B) ety = det(C) leurs
déterminants. Aprées transformation nous obtenons deuscmatrices modifiee® etC’ avec déterminants
X = detB') ety = detC'). Par multilinéarité du déterminant on trouxe= ax+ by ety = cx-+dy, donc
les diviseurs communs deety sont aussi des diviseurs communsxtlety'. La réciproque est également
vraie puisquéM est inversible suZ. Ceci veut dire que pg¢d,y) = pgcd X, y'). On conclut quéy(A) ne
change pas lors d’une transformation élémentaire, coémoaceé. O

Lemme 1.20. Le groupeSLn(Z) est engends par les sous-group&g (Z)avecl<i<j<n.

DEMONSTRATION. Précisons d’abord la notation : une matrike Z"™" appartient & S{.(Z) si la
sous-m::itrice(g}‘i gﬁ) appartient & Si(Z) alors que tous les autres coefficients sont ceux de la matrice
identité 1«n. Ce sont précisément les matrices qui apparaissent @aggrithme de Gauss-Bézout lors
des transformations élémentaires. L'énoncé décdelkapplication de cet algorithme a une matrice
SLn(Z) pour la transformer en une matrice diagoriale- SAT. Par construction les matric&et T sont
produits de matrices dans $(Z) avec 1< i < j < n. PuisqueD € SLn(Z) on ad; = £1, et avec notre

convention de signes on a méme= 1,.n. O

PREUVE DU THEOREME. Supposons qué est une matrice diagonale de taitlex n, disons avec
m < n, vérifiantag; | ax2 | --- | anm Cette propriété entraine qég(A) = +aj1, puisAy(A) = tagiayy,
... jusqu'aAm(A) = +aj1a2- - anm Supposons que I'on transforndeen une matrice diagonald =
SATavecSe SL(Z) etT € SLn(Z). D'aprés le lemmé.20ceci revient a effectuer des transformations
élémentaires sur les lignes et les colonnes. Ceci ne ehpaxgles invarianty, ..., An, ce qui permet de
conclure quey = +a),, puisazy = ab,, ... jusqu’d@mm= %aj,, comme souhaité. O

2. Applications aux groupes algliens

2.1. Groupes algliens libres. Pour tout group€G,+) on a une unique applicatiam: Z x G — G,
notée(A,a) — Aa, vérifiant Ga = 0 puis(A +1)a= Aa+apourtouth € Z. On en déduit qued= a ainsi
que(A +A)a=Aa+A’aet(AA)a=A(A’a). Par contre, I'applicatioo vérifie A (a+b) = Aa-+Abpour
toutA € Z eta,b € G si et seulement $B est abélien. (Exercice.) En termes savants on dit qu’'uoggo
abélien est umodulesur 'anneal.

Définition 2.1. Soit (G,+) un groupe abélien et soft;)ici une famille d’éléments; € G indexés par
i € I. Unecombinaison ligaire (surZ) est une sommg ;. Aigi avec des coefficients enties € Z. Si
'ensembld est infini nous ajoutons toujours la condition que seul unr@fini de coefficientd; soient
non nuls. (La sommation sur une infinité de termes non nalpas de sens.)

Définition 2.2. La famille (gi)ic| estgérératricepour le groupés si tout élémeng € G s’écrit comme une
combinaison linéairg = ¢ Aigi aveci; € Z. On dit queG estfiniment engendrs’il admet une famille
génératrice fini€gy,...,0n).

Définition 2.3. La famille (g;)ic) dans un groupe abéligh estlibre si la seule combinaison linéaire nulle
Yiel Aigi = 0 est la somme triviale avet; = 0 pour touti € I. La famille (g;)ic| est unebasede G si
elle est génératrice et libre. Ceci équivaut a dire que €lémeng € G s’écrit de maniere unique comme
0= Yic Aigi avech; € Z. Le groupeG estlibre s'il admet une base.

Exemple 2.4. Le group€Z est libre a base 1 (ou1). Pour toume N le groupeZ™ est libre : les élements
e € ZMavecq; =0 pourj # i etg; = 1 forment une base, ditease canonique
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Exemple 2.5. Pourn > 2 le groupe quotieri,, = Z/nZ n’est pas libre. Un élemeate Z,, est générateur
si et seulement si pg¢d,n) = 1. Il n’est pas libre cana= 0a= 0. (Que dire des cas= 1 etn=07?)

Exemple 2.6. Soit| un ensemble et soi(!) 'ensemble des applicatiois— Z a support fini. C’est un
groupe libre : comme base on prendra les applicatpns— Z avece (j) = 0 pourj #i ete (i) = 1.

Proposition 2.7. Un groupe aklien G est libre si et seulement s'il est isomorphen groupeZ(').

DEMONSTRATION. SiG est libre, alors il existe une bag )ic| et 'applicationf : Z{!) — G définie
par (Ai)iel — Sic AiGi est un isomorphisme de groupes aeee- gi. Réciproquement, s'il existe un iso-
morphisme de groupes Z!") — G, alors la famille(g;)ic| avecg = f (&) est une base d@. O

2.2. Applications linéaires. Un homomorphismed : G — H entre deux groupes abéliens est une
application vérifiantf (a+ b) = f(a) + f(b) pour touta,b € G. Dans ce cas elle vérifie automatiquement
f(Aa)=Af(a) pourtouth € Z etac G, etplus généralemefty;Aiai) = 3; Ai f (&) pourA; € Z etg; € G.
(Exercice.) Au lieu d’homomorphismes de groupes abélengeut donc parler d’applicatioffslinéaires
(ou encore d’homomorphismes @emodules).

Proposition 2.8. Soit G un groupe a&lien librea base(gi)ic . Etant don un groupe ablien H est une
famille (hy)ic) d’éléements he H, il existe un unique homomorphisme de groupessf— H vérifiant
f(gi) = hi pour toutie I.

DEMONSTRATION. Unicite. —Supposons qué, f': G — H vérifient f(g;) = f/(gi) = hi. Puisque
(9i)iel estune famille génératrice, tout élemgrt G s’écrit commey = 3| Aig;, doncf (g) = (3 Aigi) =
YiAif(g) =3iAif'(g) = F'(3iAig) = F'(9).

Existence. —On définitf: G — H pourg = Yi¢ Aigi par f(g) = Tic Aihi. Puisque(gi)ici est une
base, tout éléemerte G s’'écrit ainsi de maniére unique, ce qui assure fiest bien définie. L'application
f est manifestement un homomorphisme de groupe qui vé&fiie = h;, comme souhaité. O

Corollaire 2.9. Soient G un groupe d@bien librea base(gs,...,gn) et H un groupe aélien libre & base
(ha,...,hm). A tout homomorphisme de groupe & — H on peut associer une unique matricesAZ™<"
de sorte que gj) = S"gaijhi pour tout j=1,...,n. Reciproquemena toute matrice Ac Z™" on peut
associer un unigue homomorphisme de group&f— H vérifiant cette formule. O

Nous regarderons dans la suite seulement des groupesrabftiment engendrés. C'est une restric-
tion naturelle si I'on veut étudier des questions alganifues. Mais aussi mathématiquement c’est une
classe beaucoup plus maniable et trés importante.

Proposition 2.10. Il existe un isomorphisme de groupgg%= Z™ si et seulement si & m.

DEMONSTRATION. Supposons par absurde qu'il existe un isomorphi$mg" = Z™ pourn > m.
SoitA € Z™" |la matrice qui représentiedans les bases canoniques/fest Z™M. L'algorithme de Gauss-
Bézout transform@ en une matrice diagonalz= SAT. Puisquen > m, la derniere colonne d@ est nulle,
et doncDe, = 0. AinsiA= S™1DT ! a aussi un noyau non trivial, c@e, est envoyé sur 0. Ceci contredit
I'hypothése qud était un isomorphisme. O

Corollaire 2.11. Si G est un groupe dien libre avec deux baség;,...,gn) et(hy,...,hm) alors n=m.
Ceci permet deé&finir lerangd’un groupe aklien libre G comme le cardinal d'une de ses bases. [

Remarque 2.12.Vous connaissez le résultat analogue pour les espacewieécsur un corps, ce qui
permet de définir lalimension notion puissante et omniprésente en algebre linéRioer les groupes
abéliens (les modules sH)) il faut se restreindre aux groupes abéliéhges pour parler de bases. Puis la
méme question se pose : la notion de rang est-elle bieniel@fous avons choisi ici une preuve qui tire
profit de I'algorithme de Gauss-Bézout.

L'énoncé se généralise a tout anneau commutatif meifa Dans cette généralité la preuve ne s’ap-
pligue pas telle quelle, parce que nous n'avons plus I'#lgoe de Gauss-Bézout a notre dispositionASi
est integre on peut passer a son corps des fractiodsn®ist pas integre on peut quotienter par un idéal
maximall : commeF = A/| est un corps la preuve ci-dessus nous donne a nouveawlet&suhaité. Si
vous connaissez ces outils, vous pouvez tenter une preuve.
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2.3. Sous-groupes d&™. Dans ce paragraphe nous allons classifier les sous-groe&% dNotre
but sera d’abord de comprendre quels sous-groupes soriblegset ensuite de décrire comment ils sont
plongés dans le groupe ambiait.

Lemme 2.13. Tout sous-groupe k- Z™M est libre etrangH < m.

DEMONSTRATION. Nous allons établir le résultat par récurrence isuPourm= 0 on n’a rien a
montrer : le seul sous-groupe= Z° = {0} est libre ayant la famille vide pour base.rSi= 1 nous avons
un sous-groupél C Z : soitH = {0} soitH = Za pour un élémena € H . {0} de plus petite norme.
(L'anneauZ est principal, voir la propositio.12) Dans ce dernier cas la famille) forme une base.

Pourm> 2 soitp: Z™ — Z, (X4, ..,%m) — Xm, la projection sur la derniere coordonnée. Nous pouvons
identifier Z™ ! avec le noyau kép) via I'application(xq,...,Xm 1) — (X1,...,Xm_1,0). La projectionp
nous permet de construire le sous-grope- ker(p|y) = HNZ™ ! de kefp) = Z™ 1. Par hypothese
de récurrenc& admet une base,...,v,_1 € K de cardinah—1 < m-— 1. Limage p(H) C Z est un
sous-groupe d&. Si p(H) =0 alorsH = K et il n'y a plus rien & montrer. Sinop(H) = Za pour un
élementa € p(H) ~ {0} de plus petite norme. Soi, € H un élément tel que(vy) = a. Nous affirmons
quevs,...,Vh_1,Vy €st une base dd.

C’est une famille grératrice. —Pour toutv € H nous avon®(v) = Ana aveci, € Z. Ainsiv— Apvy €
K, etdonov — Apv, = z{‘;ol)\ivi puisqueK est engendré pax, ..., V,_1 par hypothése de récurrence.

C’estune famille libre. —Si 3Ly Aivi = 0 alors 0= p(3[yAivi) = AhadoncA, = 0. Ensuitez{‘gol/\ivi =
O entraine\; = --- = A,_1 = 0 parce que la famillgy, ..., v,_; est libre par hypothése de récurrencél

Théoreme 2.14.Soit HC Z™ un sous-groupe. Alors il existe
(1) unebasef...,byndeZ™ et
(2) un entierrave® <r <m et
(3) desentiersg...,e > 1veérifiante | --- | &

tels que gbs,...,eb; soit une base de H. La suite des entiers e, e est uniguementéatermirée par H
et on les appellées diviseurs élémentairelsi sous-groupe K- Z™M.

DEMONSTRATION. Existence.—telemme précédentnous assure I'existence d’une fagélératrice
finie vy,...,vnh. (Il N'est pas nécessaire de la supposer libre.) Ceci pedeeléfinir une applicatiof-
linéairef: Z" — ZMpar(Ay1,...,An) — A1vi +- - -+ ApVvy. La matriceA € Z™" qui représenté est formée
par les colonneg,, ..., vy. L'algorithme de Gauss-Bézout transfordien une matrice diagonalz= SAT.
Notonsey, ..., & ses termes diagonaux non nuls et considéfoasS DT 1. Les colonnesy, ..., by de
S-1 forment une base d&™. Visiblement, les élementsb;,...,eb, forment une base de l'image de
On conclut que c’est une base ldecomme énoncé.

Unicite. —L'application f : Z" — Z™ définie par(Ay,...,Ar) — A1e1by +--- + Areby est un isomor-
phisme entré&' et son imagél c Z™. SoitA € Z™" la matrice associée par rapport aux bases canoniques
deZ" etZ™. Par construction ses diviseurs élémentairessgnt. , e, 0...,0.

Supposons qubyj,..., by, est une autre base @&" telle que€;b,... b} soit une base del avec
€,...,e > 1 vérifiante] | --- | €. SiA’ € Z™" est la matrice associée, comme avant, alors ses diviseurs
élémentaires sord;,....€,0...,0. Par construction on A" = SAT avec certaines matrices de passage
Se SLin(Z) etT € SL;(Z). (Leur construction détaillée est laissée en exercicenicité énoncée dans le
théorémel.15assure quel = & pour touti = 1,...,r. O

Corollaire 2.15. Soit G un groupe a&lien libre de rang fini. Alors tout sous-groupe H de G estdibt
rangH <rangG. Il existe une baseg...,gm de G etun entierr ave@<r < metdes entiersie..., e > 1
vérifiante | --- | & tels que ggs, ..., &0 Soit une base de H. La suite des entiers e, e est uniquement
détermirée par H, aux signes ps, et on les appelles diviseurs éléementairelsl sous-groupe H- G. [

Corollaire 2.16. Soient H et M deux sous-groupes dans G ayant les famils. .. &) et (¢€},...,€,),

respectivement, pour diviseugementaires. Il existe un automorphis@eG — G vérifianto(H) = H' si
et seulement gey,....e) = (€,...,€,). O

2.4. Groupes aleliens finiment engendés. Nous concluons avec un trés beau théoreme, la classifi-
cation des groupes abéliens finiment engendrés :
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Théoreme 2.17.Soit G un groupe aiien finiment engenér Alors il existe un isomophisme de groupes
G Ze X ZLey X -+ X Lg X L'

ou e, e,...,6 > 2sont des entiers satisfaisantle; | - - - | ex. Ces nombres sont uniquemegtermires
par G. On appelle r l#angde la partie libre et ¢, e, ..., e lesdiviseurs élémentairate G.

DEMONSTRATION. Existence. —Par hypothés& admet une famille génératrice finigy, ..., gm).
Soit f : Z™ — G I'homomorphisme de groupes défini gas, ..., Am) — A101+ - - - + AmOm. Par hypothése
f est surjectif, le theoréme d’isomorphisme nous assune 8= Z" /K ouK := ker(f) C Z™ est le noyau
de f. D’aprés le theorém.14il existe une basés,...,by deZ™ de Z™ et des entiersy, e, ...,6 > 1
verifiantey | e | --- | e tels queey by, ..., exbk soit une base di€. Par conséquent le groupe quoti&fit/K
estisomorphe au grouf, x Ze, x --- x Zg x Z oUur = m—Kk est le rang de la partie libre. En supprimant
d'éventuels facteurs triviau%; = Z/7Z = {0}, nous arrivons a la forme souhaitée aeg®, ..., e > 2.
Unicite. —Si I'on ajoute un génératewy,, 1 a la famille génératricég;, . ..,dgm), ceci élargitZ™ a
7™ mais aussi le noyau par une relatign;1 = S, Aigi. Les diviseurs élémentaires ne changent que
par un facteue = 1 supplémentaire, ce qui ne change pas le résultat. Qatnangt prouve que les diviseurs
élementaires sont indépendants du choix de la famélfeegatrice : s{gs,...,gm) et(gy, . ..,g;,) sont deux
familles génératrices, alo(®y,...,0m.07,--.,9,,) est aussi une famille génératrice. D’apres I'argument
précédent, les diviseurs €lémentaires calculéstir pa ces trois familles sont les mémes. O

Rappelons qu’'un group@& est le produit direct de sous-group@s,...,Gp, noteG = G X --- x
G, si et seulement si I'applicatioB; x --- x G, — G donnée par le produiigs,...,gn) — g1---On €st
un isomorphisme de groupes. L'algorithme de Gauss-Bégouine que tout groupe abélien finiment
engendré est un produit direct de sous-groupes cycliques :

Corollaire 2.18. Soit G un groupe aklien finiment engenér Alors il existe deg€lements non triviaux
01,..-,0n € G tels que G= (g1) x --- x (gn) et les ordres g= ord(g;) vérifientq | --- | en. Les nombres
(e1,...,em) sont uniquementétermirés par G et caradrisent le groupe @ isomorphisme @s.

Plus explicitement : supposons que H est un autre groupéeabtels que H= (hy) x --- x (hm) pour
certainsélements non triviaux4. .., hy dont les ordres jf= ord(h;j) vérifient f, | --- | fm. Alors il existe
un isomorphisme & H si et seulement $ey,...,en) = (f1,..., fm). O

Exemple 2.19.\oici la liste des groupes abéliens d’ordeel2 a isomorphismes pres. Ordre Z;;
ordre 2 :Z,; ordre3:Zs; ordre 4 :Z4,7,x Zy; ordre5 :Zs; ordre6 :Zeg; ordre7 :Z7; ordre8:
Zg, Lo X Ly, Ly X Ly X Zp; Ordre 9 :Zg; ordre 10 Zig; ordre 11 Zq1; ordre 12 Zqo, Zy X Zs.

Le théoréme de classification assure que cette liste agbléte et ne contient pas de doublons : pour
tout groupe abélie® d’ordre < 12 il existe un et un seul groupe dans la liste qui soit isomes.

Exercice 2.20.Les groupe¥.; etZg etZ;, sont tous d’ordre 4. Pour chacun entre eux trouver le groupe
isomorphe dans la liste. Méme question pour le grdifyed’ordre 12.

Exercice 2.21.Continuer la liste des groupes abéliens jusqu’a I'ord2g@ plus loin si vous voulez).
Comment énumérer les groupes d’orgheoll p est un nombre premier ? Comment le faire dans le cas
général d’ordrepfl “e pﬁ‘ ? A titre d'illustration, énumérer les groupes d’ordre 8@isomorphisme pres.
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On two occasions | have been asked by members of Parliament,
‘Pray, Mr. Babbage, if you put into the machine wrong figures,
will the right answers come out?’ | am not able rightly to append
the kind of confusion of ideas that could provoke such a ¢gurest
Charles Babbage (1792-1871)

CHAPITRE X
Arithm étique du groupeZ,

Ce chapitre considere I'anneau quotiRt= 7Z/nZ et plus particulierement le groupe multiplicatif
7 des éléments inversibles. Ce groupe se révélerarmgsriant dans les applications des chapitres sui-
vants, qui s'appuient sur la structure dg avecp premier. Dans le souci d'une implementation efficace,
ce paragraphe développe quelques algorithmiques spéesfia cet objet. Le projet discutera les résidus
quadratiques et le symbole de Jacobi, dont le calcul eskasima 'algorithme d’Euclide.

Sommaire

1. Structure du groupeZ;. 1.1. Structure du groupgg; . 1.2. Déterminer I'ordre d’un élément.
2. Algorithmes probabilistes. 2.1. Recherche d’une racine carrée-demodulop. 2.2. Recherche
d’'un élement d’ordre® modulop. 2.3. Recherche d’une racine primitive modplo

1. Structure du groupeZ;

On s'intéressera dans la suite a I'ann&atet plus particulierement @, le groupe multiplicatif des
éléments inversibles daffg. Le cas d’un nombre premier se révele le plus important :
Proposition 1.1. Pour tout nombre naturel n les trois conditions suivanta# ggjuivalentes :
(1) Le nombre n est premier.
(2) L'anneauZ, est un corps.
(3) Le groupeZ;s estd’ordre n— 1.

Exercice/M 1.2. Montrer I'énoncé précédent. Rappeler le theéoremeatgange sur I'ordre d’un élément
(ou d'un sous-groupe) dans un groupe fini donné. En détkungsultat suivant :

Corollaire 1.3 (Petit theoreme de Fermatpi p est premier, alors tout& Z vérifie ¥~ =1. En multi-
pliant par x on obtient la formulef= x, qui est valable pour tout & Z,. Autrement ditetant don@ un
nombre premier p, tout entier Z vérifie X’ = x (mod p).

Exercice/M 1.4. Vérifier que pourp premier ex € Z; on pourrait calculer linversg! par la puissance
xP—2, Estimer la complexité de ce calcul en utilisant la puissatichotomique. Cette méthode est-elle plus
rapide que I'inversion via Euclide-Bézout ? Est-elle agésérale et facile a appliquer ?

Etant donné un nombre premiegril existe en général plusieurs groupes abéliens non dasphes
d’'ordre p— 1. (Voir la classification des groupes abéliens finis a lalfirprojetlX.) Miraculeusement la
structure du groupg; est toujours la plus simple qui soit :

Théoreme 1.5. Pour tout nombre premier p le groupe multiplicéfiff est cyclique d’ordre p- 1, c’esta-
dire qu'il existe ge Z tel queZy = (g) = {g',d%...,gP 1 =1}. Untelélement g est appelingénérateur
deZ, ou uneracine primitivemodulo p.

Exercice/M 1.6. Montrer ce theoreme en détaillant I'esquisse suivante :

ESQUISSE DE PREUVE CommeZp est un corps, le groupg; est d'ordren = p— 1. Soitn =
qil e q‘;‘ la decomposition en facteurs premiers. Le polyndthé — 1 posséde au plug/q; racines dans
le corpsZp. Il existe alors un élementt € Z; tel quejq/‘qi # 1. Par conséquemt = (zi)“/qiq est d’ordre
q?. Les ordrescﬁ,...,q‘;K étant premiers entre eux, on conclut que le produit g; - - - gx est d’ordre
n=q,...,q, comme souhaité. O
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Exemple 1.7. Vous pouvez vérifier a la main qu& est engendré par 2 (et 3), et gl est engendré par
3 (et 5). Essayez de trouver des racines primitives pour dedres premiers suivants.

Remarque 1.8. Soulignons que le théoréme assure I'existence d'uneegmiimitive modulop sans en
expliciter aucune. Effectivement, on ne connalit pas deafibe miracle pour trouver une racine primitive
deZg. En particulier la valeur de la plus petite racine primitimedulo p reste mystérieuse; il nous ne
reste que le tatonnement par essais successifs. Cecndigduira dans la suite la preuve d’existence en
une méthode efficace pour chercher une racine primitive.

Remarque 1.9. Une fois on a trouv@neracine primitive deZ; on les connait toutes : toute racine primi-
tive g € Z, induit un isomorphisme: Zp 1 = Zg, K+— g%, et réciproquement tout tel isomorphisme
correspond au choix d’une racine primitige= ¢(1). D’un cotéx € Z; est une racine primitive sgiest
un générateur du groupg;. De 'autre coték € Zp_1 est un générateur skiest inversible, c'est-a-dire
ke ngl. Ainsi I'isomorphismep établit une bijection entrﬁgf1 et les racines primitives dé;.

1.1. Structure du groupeZ;. Le théoreme précédent donne la structureZgepour p premier.
On peut ensuite s’interroger sur la structureZje pour un entiem > 2 quelconque. Ce probléme se
simplifie considérablement en appliquant le théoréneerdstes chinois : On décompase= pi*- - pE‘
avecps < --- < px premiers ety,...,e > 1. Le théoreme chinois fournit un isomorphisme d’anneaux
Zin = prl X e X ZPEK' On en déduit un isomorphisme de groufgs= Z;fl X oo X Z;:K. (Le détailler.)

Exercice/M 1.10. L'indicateur d’Eulerest la fonctionp : N — N définie parg (n) := |Z;|.
— Montrer quep (p®) = (p— 1)p® ! si p est premier ee > 1.
— Montrer quep (ab) = ¢ (a)¢ (b) sia etb sont premiers entre eux.
— Poumn = p! - p* conclure quep (n) = M1, (pi — 1) * = nk (1 )

Comme application montrer le résultat suivant, qui galige le petit théoreme de Fermat :

Corollaire 1.11 (Euler-Lagrange)L’ordre de toutélement xc Z; divise I'ordre du group€Z;s, donc
x¢(M = 1. Autrement dit, tout entier x premier avecériie ¥ = 1 (modn).

Exercice/M 1.12. Vérifier quea est un générateur d&,,+) si et seulement s est inversible dang,.
En déduire que tout groupe cyclique d’ordr@dmet exactemenf(n) générateurs. En particulier, pour
p premier, il existe exactement(p — 1) racines primitives dang;. Si I'on choisitx € Z; de maniere
aléatoire, quelle est la probabilité de tomber sur unmeggrimitive ?

Outre I'ordreg (n) on veut connaitre la structure précise du groége A nouveau, par le théoréme
des restes chinois, il suffit de traiter le gas: p®. Pour le résultat suivant consultez votre cours d’'algébr

Théoreme 1.13.Si n= p® est la puissance d’un nombre premier impaiP 8 a I'exposant €> 2, alors le
groupeZ est cyclique d’ordrep (p®) = (p— 1)p® . Si g est un grérateur deZ, alors g ou g+ p est un
gérerateur deZ g pour tout €> 2.

Pour p= 2 la situation est diffrente :Z; = {1} est trivial, Z, = {£1} est cyclique d’ordre2, mais
pour e> 3, le groupeZ,. n'est plus cyclique. Il est le produit directe du sous-gre¢p1) d’ordre 2 et du
sous-groupé5) d’ordre 262, O

Exercice/M 1.14. Déduire du theoréme qugx est cyclique si et seulementsi= 2,4, p¢,2p® avec un
nombre premiep > 3 ete > 1. Indication. — Dans tout autre cas on peut construire un homomorphisme
surjectifZ; — Zy x Z. Comme le groupe image n’est pas cycligég, ne I'est pas non plus.

1.2. Determiner I'ordre d’'un élément. Comment déterminer efficacement I'ordre xldansZ;;, ?
Evidemment la méthode naive consiste & calculer suive@sentx’,x?,x3,... pour ainsi trouver le plus
petit exposanh > 1 tel quex" = 1 dan<Zn,. Ceci est trés inefficace lorsguesst grand.

Exemple 1.15.Regardonsn = 2%2.3%2.532 1 1 > 10*. Il se trouve quan est premier, ce qui permet
de déduirep (m) = m— 1 = 2%2.3%2. 532 Comment déterminer I'ordre d&dansZ},? Il se trouve que

ord(3) = 226.3%0.5% || est donc hors de question d’attaquer cette questiongp@tdnnement naif !
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Calculons intelligemment en exploitant notre connaissahcthéoréme de Lagrange : il nous garantit
que l'ordre dex est un diviseur dg (m), ce qui limite considérablement les exposanéstester ! Suppo-
sons connue la decompositigiim) = py* - - - pE“ avecp; < --- < px premiers etny,...,mg > 1. L'ordre
dex e Z; est donc de la forme of€) = le “e pEk avec 0< n; < m. Posong| = <p(m)/pim pour un in-
dicei =1,...,k. Alorsy = x4 est d'ordre or¢ly) = pi"i. Pour trouvem; il suffit maintenant de regarder

y,ypl,ypf, . ,yF’imi afin de déterminer le plus petit tel queypinI =1.

Algorithme X.1  Déterminer I'ordre d’un élémemntdans le group&,
Entr ée: un élemenk = adansZ; et la factorisatior (m) = pf™ - -- py*
Sortie: l'ordre dex dansZy;, c’est-a-dire le plus petit entier> 1 tel quex” = 1

si pgcda,m) > 1 alors retourner « erreur»

pour i de 1 a k faire N
q—@(m)/p" =p"-op g, ye—aimodm, 0
tant que y# 1 faire y < yPmodm, n < n+1

fin pour

retourner n= py*--- p

Exercice/M 1.16. Prouver que I'algorithme précédent est correct. Pourgaoréte-t-il? Comment étre
sOr que dans leeme itératiorxd est d’ordrepini 2 A noter que la spécification exige que 75, quel est
I'intérét du test redondant pgeal m) > 1 ? Est-il colteux ? Expliquer pourquoi tous les calculffettuent
efficacement si I'on utilise la puissance dichotomique naidel (voir le projetVIll ). Montrer ainsi que la
complexité est d’ordr®(klog(m)?) utilisant la multiplication/division scolaire. Justifiamsi I'intérét de
cet algorithme vis-a-vis le tatonnement naif.

Exercice/P 1.17.Vérifier 'exemple précédent. Puis pour le nombre premie 41!+ 1 déterminer 'ordre
de 23,4,... dansZj. Quelle est la plus petite racine primitive daf$ ?

Remarque 1.18.L'algorithme précédent s'applique plus généralendenn groupés quelconque pourvu
que I'on sache préalablement assu@r= 1 et factoriserm = pTlmpE“. Si G est fini alorsm = |G|
convient. L'algorithme s’appligue méme a des groupesigfidans quel cas il faut assusét = 1 par un
autre moyen pour pouvoir satisfaire I’hypothese de I'altpone.

Remarque 1.19. Afin d’'étre efficace, I'algorithme précédent suppose kpresache factoriser I'exposant
en question. Ceci peut étre facile dans certains cas, m@éreeral la factorisation est une tache trés dure!
C’est pour cette raison que nous I'avons placée ici parghypotiesesde I'algorithme : il faut d’abord
résoudre le probleme de factorisation avant de I'apliciinsi la factorisation d’entiers reste un probleme
a part; nous le discuterons dans le chapitre suivant.

2. Algorithmes probabilistes

2.1. Recherche d’'une racine caree de—1 modulo p. Etant donné un nombre premigion se pro-
pose de trouver une racine carree-diedansZ . Le developpement qui suit est une application exemplaire
de nos connaissances sur la structuré&geL'algorithme efficace qui en découle nous servira plud,tar
dans le projeKll, dans un tout autre contexte.

Exercice/M 2.1. Montrer queZ; contient une racine carrée del si et seulement sifp — 1.

Désormais soip = 4k + 1 un nombre premier. On cherche une ragimeZ; du polyndmex?+ 1 : il
en existe exactement deux, notonsyex —y. Pensons & un nombgegigantesque, comme 1%+ 949.
Comment trouver deux aiguilles dans une telle botte de foin ?

Exercice/P 2.2.Ecrire une fonction qui prend comme parametre un nombreierg = 4k+ 1 et cherche
le plus petit entiey = 2,3,... tel quey- = —1 (mod p).

Remarque. —II sera instructif de faire afficher chaque essai pant << ’.’. Comme la deuxieme
racine esp —y, il suffit d’en trouver la premiére. Si I'on n’en trouve paardy € [2,2K], la fonction peut
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renvoyer O pour signaler I'erreur : dans ce pase peut étre premier. (La conclusion réciproque est fauss
25 n’est pas premier, mais il existe bien des racines cadée 1 modulo 25. Les expliciter.)

Exemple 2.3. Tester votre fonction sur 5, 13, 17, 29, 37, ... puis sur deshmes plus grands :
1009 10P + 33, 10° 49, 10'%4 37, 10°°4 57, 10°°4- 577, 1010+ 949

Jusqu’ou peut-on aller ? Convainquez-vous que la valeyedegonction dep semble aléatoire. De maniéere
heuristique, quel est le nombre moyen d'itérations né&siess pour trouver?

Peut-on trouver une méthode plus efficace ? Bien sir! RappeueZ;; est cyclique d’ordrek Pour
toutx € Zy la puissancy = X< vérifie alorsy* = 1. En particulierz = y? vérifie 22 = 1, et dans un corps
ceci implique soiz= 1 soitz= —1. Dans le cas favorabfe= —1 on a trouvé aveg une des deux racines
carrées de-1 modulop. Ceci motive I'algorithme suivant :

Algorithme X.2  Trouver une racine carrée del modulop

Entr ée: un nombre premiep de la formep = 4k + 1
Sortie: un entiery tel quey< = —1 modulop.
réepéter

choisir un entiex € [2, p— 2] de maniére aléatoire
calculery — xKmodp, puisz — y2modp
jusqu'a z#1
si z=p—1 alors retournery sinon retourner « erreur :p n’est pas premies

Exercice/M 2.4. Justifier I'algorithme précédent; en particulier expkg pourquoi on peut espérer de
trouver rapidement un élémexiqui convient.Indication. — Soient+y les deux racines carrées de
modulo p = 4k + 1. Vérifier que I'applicatiorh: x — xX définie un homomorphisme surjectif Zy —
{+1,+y}, le noyau étant le sous-groupe des éléments dont I'atidise k. Montrer ainsi que pour la
moitié des éléementse Z; on tombe sur une des racingy cherchée.

Remarque. —Quand on appelle I'algorithme pour un nombre prempiesomme exigé par la spécification,
alors on a toujourg= p— 1 au test final. Bien que redondante, quel pourrait étréél'gt pratique d’'une
telle mesure de précaution ? Est-elle coliteuse ? Vaueiixda supprimer ou la garder en place ?

Exercice/P 2.5. Ecrire une fonction efficace qui prend comme parameétre umbme premiep = 4k + 1 et

qui renvoie un entiey € [2, p— 2] vérifianty = —1 modulop.
Remarque. —\eiller a implémenter une puissance efficace. Comme aveeia instructif de faire afficher
chaque essai patout << .. Justifier que votre fonction travaille correctement etiwestson intérét.

Vérifier empiriquement votre prévision sur les exemplegassus.

Remarque. —Dans la pratique on remplace souvent le choix aléatoire gar des essais successifs
x=2,3,.... Quels avantages (pragmatiques) et inconvénientsr{théss) voyez vous dans cette variante ?

Exercice/M 2.6. Essayons de déterminer la complexité asymptotique desmdéthodes :

(1) Supposons que la premiere méthode nécdssiéeations en moyenne. (Ce nombre correspond-
il & vos expériences ? Vous pouvez le justifier sous I'nlgpsé quey parcourt l'intervalle de
maniére aléatoire.) Chaque test calcyles y? en effectuant une multiplication modufm La
complexité moyenne est donc d’ord®¢pin(p)?).

(2) Supposons que la deuxieme méthode nécessite faté&s@n moyenne. (Vous pouvez le justifier
rigoureusement si vous voulez. Ce nombre correspondebsaxpériences ?) Chaque test effec-
tue une puissance dichotomigye- y¥, ce qui nécessite entre lpiget 2logk multiplications
modulop. La complexité moyenne est donc d’or@én(p)3).

Vérifier ces affirmations et comparer les prévisions alpéexnces.

2.2. Recherche d'urélement d’ordre g modulo p. Le paragraphe précédenta présenté une méthode

efficace pour trouver un élément d’ordre 4 dafjs On étendra aisement cette approche aux élements
d’ordreqg® avecq premier.
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Algorithme X.3  Trouver un élement € Z; d’ordreg®

Entree: deux nombres premiersetq et un exposant > 1 tel quep—1 = ¢°r
Sortie: un entiery € [1, p— 1] représentant un élément d’ordl%dansZ,é
répéter

choisirx € [1, p— 1] de maniére aléatoire
A e—1
calculery < x" modp, puisz+ y¥ ~ modp
jusqu'a z#1
si =1 (mod p) alors retourner y sinon retourner « erreur :p n'est pas premies

Exercice/M 2.7. La preuve de cet algorithme suit exactement la démonstraiécédente : Sojp un
nombre premier. Vérifier que I'applicatidn x+— x" définit un homomorphismie: Z; — Z;. Le noyau
ker(h) est le sous-groupe des éléments dont I'ordre divise

Supposons qug est un générateur dé,; et quep—1= g°r. Alors ker(h) est cyclique d’ordre,
engendré pag®. L'image im(h) est le sous-groupe des élements dont l'ordre digfseil est cyclique
d’ordreq?, engendré pag'. En particulier inth) contient exactemertt) — 1)g®* éléements d’ordre.

Montrer qu’'avec probabilité + %1 le choix dex méne & un élement d’ordre g. En déduire que
I'algorithme précédent est correct, et justifier I'iréde cette approche.

Exercice/P 2.8.Ecrire une fonction efficace qui implémente I'algorithnielessus. Comme toujours, il
faut veiller a utiliser une puissance efficace.

Remarque. —Quand on appelle I'algorithme pour un nombre prempiesomme exigé par la spécification,
alors on a toujourg® = 1 au test final. Bien que redondante, quel pourrait étrel'ét pratique d’'une telle
mesure de précaution ? Est-elle coliteuse ? Vaut-il mesxpprimer ou la garder en place ?

Remarque. —Dans la pratique on remplace souvent le choix aléatoire gar des essais successifs
x=2,3,.... Quels avantages (pragmatiques) et inconvénientsr{théss) voyez vous dans cette variante ?

Exemple 2.9. Trouver un élément d’ordre 41 modufp= 41!+ 1. Vous pouvez vérifier aisément la
factorisation 41 238.318.52.75.113.133.172. 19?. 23.29-31- 37- 41. Si vous voulez, essayez de
trouver un élément d’ordre 1024, puis un élement d'erglt. Comment en fabriquer un élément d’ordre
3400704= 2'°.3%.41? On discutera plus bas la généralisation évidentedupre un élemend € Z;,,, ,
d’ordre 41! c’est-a-dire une racine primitive.

2.3. Recherche d’'une racine primitive modulop. Reprenons le théorenie5qui assure I'existence
d’'une racine primitive modul@ sans en expliciter aucune. Heureusement nous sommes emnenaesu
remédier a ce défaut, non par une formule close, maismpatgorithme efficace.

D'apres le theoremeZ; est un groupe cyclique d'ordre= p— 1. On pourrait donc parcourg =
2,3,... en calculantchaque fois I'ordre delansZ ;. Soulignons que ceci est trop colteux avec la méthode
naive, mais tout a fait faisable avec I'algorithme effieXcl, qui découle du théoreme de Lagrange. Voici
une version peaufinée pour la question restreinte :

Algorithme X.4  Déterminer sg est un générateur d&;

Entr ée: Un entierg, un nombre premiep, et la factorisatiorpp—1 = q‘le1 - qﬁ‘
Sortie: le message g est un générateuwrsi et seulement g est un générateur @S

pour i de 1 a k faire

calculery — g(P~1/% modp.

si y=1 alors retourner « g n’est pas un génératenr

si (Y% modp) # 1 alors retourner « erreur :p n’est pas premier
fin pour
retourner « g est un génératewr

Exercice/M 2.10. Montrer que I'algorithme ci-dessus est correct.
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Remargue. —Selon la spécificatiop est premier ; en déduire que I'on a toujogy$ modp) = 1. Ce test
est donc redondant quand on assure d’avanceast premier. Quel pourrait &tre I'intérét pratique cdun
telle mesure de précaution ? Est-elle coliteuse ? Vaueiixia supprimer ou la garder en place ?

Exercice/M 2.11. Si I'on choisitg € Z; de maniere aleatoire, quelle est la probabilité de tarsbeune
racine primitive ? En déduire une méthode efficace powvigoune racine primitive. Comment en trouver

la plus petite ? Heuristiguement pourquoi peut-on esplrda trouver rapidement ?

Exercice/M 2.12. On peut faire legerement mieux si I'on veut trouueeracine primitive, n'importe la-
quelle.Etant donné la factorisatiop— 1 = qil - qﬁ‘ on sait déja trouver des éléments...,gx d'ordre

qil, . ,qf‘ respectivement (voir I'algorithmx.3 plus haut). Montrer qug = g; - - - gk est d’ordrep— 1,

c’est donc une racine primitive comme souhaité. Voyezs\@avantage par rapport a I'approche précédente ?
Déterminer la probabilité de succes et le nombre moy#érdtions.

O Remarque. —Cette méthode est la version algorithmique de notre prdusteéoremd..5 ci-dessus.
Ainsi se ferme le cercle d’'idees autour de la structur&gle

Exercice/P 2.13.Montrer que2 est une racine primitive modulp= 232.3%2.532 1 1 Puis trouver une
racine primitiveg modulop = 41!+ 1. Est-ce que ces questions sont abordables par une reemarivie ?
Par quelle méthode pensez-vous y parvenir le plus facitefhéprés avoir trouvé un éléemegte Z,
d’ordre p— 1 peut-on conclure qup est premier ? Félicitations, vous venez de découvrir usee de
primalité ! Contemplez ce bel exploit. Nous y reviendronghapitre suivant.
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résolu par une énumeération exhaustive. Mais il existegteblemes
d’énumération qui peuvent actuellement &tre résofuguelques minutes,
alors que sans méthode toute une vie humaine n'y suffirait pa
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PROJET X

Résidus quadratiques et symbole de Jacobi
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1. Le symbole de Jacobi

Etant donné un entier impair> 3, on dit quea € Z est unrésidu quadratiqueu carré modulo rs'il
exister € Z tel quer? = a (modn). Dans ce cas on appelaineracine cariéedea modulon. Ce projet
étudie les résidus quadratiques modul®oici la premiere méthode qui vient a I'esprit :

Exercice/P 1.1.Ecrire une fonctionbool est_carre( Integer a, Integer n ) quiteste par des
essais successifs pouge [0, n%1]] sia=r? (modn). Elle renvoie true sia est un résidu quadratique
modulon et false sinon. Cette méthode est-elle praticable paur2 etn = 1009 ? poun= 10°+77?
pourn = 108+ 3? poum = 10°%+ 3 ? (On développera des méthodes plus efficaces dansda) suit

1.1. Le symbole de LegendreSoit p > 3 un nombre premier. Poarc Z on notea € Z, sa classe
modulop. On définit alors lesymbole de Legenddea modulop par

a +1 sia€Zg estuncarré,
(E) =4 -1 sia€Zg; n'estpasuncarre,
0 sia=0.
Exercice/M 1.2. Afin d’avoir des exemples concrets, determif@ret (£), puis () et (£F).

Exercice/M 1.3. Rappelons qué&, est un corps et quéj est un groupe cyclique d’orde— 1. Il existe
alors une racine primitivg d'ordre p— 1, c'est-a-direZ; = {g,¢%,¢%,....g° 1 = 1}.

. L i , i . -1
(1) En fonction dey caractériser les carrés et les non-carrés ﬁf@nﬂ)etermmergﬂz_ € Zp.
(2) En déduire le critere d’Euler, dont I'énoncé ne fdiis intervenir la racine primitive :
—1
Pour touta€ Z on a(3) = a'z (mod p).

(3) En déduire la multiplicativitéal—;z) = (a—pl) (a_;) ainsi que(%) =1.

Exercice/P 1.4.Ecrire une fonction efficaceint legendre( Integer a, Integer p ) quicalcule

. —1 . . . .
la puissance = a’z mod p puis renvoiet1 sie= +1, et renvoie 0 dans tout autre cas. (Pour effectuer ce
calcul on suppose que> 3 est impair. Si jamais # +1 la fonction signale I'erreur en renvoyant 0.)

Exercice 1.5. Combien d'itérations faut-il pour évalugegendre (a,p) ? Cette méthode est-elle prati-
cable pour les exemples de I'exercitd? (Attention aux hypothéses differentelstgs-vous contents de
la performance ? Justifier I'intérét de cette méthodewigs la méthode naive utilisée en exercick
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1.2. Laloi de réciprocité quadratique. Dans la suite on aura besoin d’une formule importante, dont
on admettra la preuve. Il s’agit de la célebyede réciprocié quadratiquele Gauss :

Théoreme 1.6.Soient pg deux nombres premiers impairs distincts. Alors on a la fdende €Eciprociée
+1 sip=1oug=1 (mod 4,
(g) = (E) -€(p,q) avec g(p,q):= P - (mod 4
p q -1 sip=3etg=3 (mod4.

Pour le cas exceptionnel-g 2 on a la formule com@mentaire :

2\ +1 sip=+1 (mod 8),
(5)_5(p) avec 0(p):= { 1 sip=+3 (mod 8.

Exercice/M 1.7. Déterminer(3) et (£) comme en exercick.2 Que vaut(5,7) ?
Veérifier la réciprocité dans ce cas particulier. Mémereice avec(ll) et (11) ete(7,11).

Exercice/M 1.8. Veérifier la formule complémentaire po(#) et (2) puis (2) et ().

1.3. Le symbole de Jacobile symbole de Legendr(% n’est défini que pour les nombres premiers
p > 3. On I'étend aux nombres composés par multiplicativigeurb > 1 impair on définit lesymbole de
Jacobipar () := [; (p.) olib = [7; pi est la decomposition deen facteurs premierns. A noter que

a\ _, of a) [a\/a
1) biby)  \by/) \bp/)
Exercice/M 1.9. Dans I'objectif d’un calcul efficace, justifier les regles calcul suivantes :

0 <a> =0 si et seulement si pgal b) > 1

| <§ - ()00
|

0 < a=a (modb)
: (
O —) =
(5) o)
Ici on sous-entend queet d sont définis par les formules ci-dessus pour des nombresisgpuelconques.

Pour prouver ces regles il faut passer par la decompo®ficfacteurs premiers : pour montrer d’abord
qued est multiplicatif, et pouf] quee est multiplicatif en chaque argument.

ol Olo

O~
\/\_/

si a est impair

Exercice/M 1.10. Calculer a la main la valeur ((%—%) en utilisant les regles ci-dessus. Vous pouvez ensuite
comparer votre résultat avec celui degendre (71,83), car 83 est premier.

Exercice/M 1.11. Soita = 13353839 et admettons qpe= 64a-+ 3 est premier. Existe-t-il une solution
X,y € Z a 'équationx? +yp = 4a? Méme question pour I'équatiod +yp = 8a. Remarque. —Tout le
calcul est faisable a la main! Vous pouvez ensuite com@aes legendre .

1.4. Une impémentation efficace.Apres ces préparations, on se propose d’implémentaildeiodu
symbole de JacobA noter que sa définition utilise la décomposition en facéeremiers, opération tres
colteuse pour les grands entiers. Fort heureusementda l&ciprocité permet un calcul efficace :

Exercice/P 1.12.Ecrire une fonctiorint jacobi( Integer a, Integer b ) quicalcule le symbole
de Jacobi(§) par une méthode similaire a I'algorithme d’Euclide, eftisant les régles1,0,00,0,0 ci-
dessus. (Une version récursive sera plus facile a écmeversion itérative sera legerement plus efficace.)
Une fois la fonction est construite, essayer de prouverhaite&ison, puis la correction du calcul. La tester
sur les exemples précédents (exercib&s1.8 1.1Q 1.17) afin de trouver d’éventuelles erreurs. Dans ces
tests il sera instructif d’afficher les étapes interméd&a
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82 — Deux applications aux tests de primalité 183

2. Deux applications aux tests de primalié

Comme applications nous établissons le critére de pitiedd Pépin, fait sur mesure pour les nombres
de Fermat, puis le test probabiliste de Solovay-Strasses,applique a un entier quelconque.

2.1. Nombres de Fermat et le criére de Fepin. Fermat conjectura qué, = 22" 11 est premier
pour toutn. Effectivementy = 3, F; =5, F, = 17, F3 = 257,F4 = 65537 sont tous premiers. Mais déja
Euler trouva la décompositioRs = 4294967297 641- 6700417. On constate que 6415-27 + 1 et
6700417=52347-27 + 1. Ceci n’est pas un hasard :

Exercice/M 2.1. Si un nombre premiep diviseF, avecn > 2, alorsp = k- 2"2+ 1 avedk € N. Indication.
— En supposanp | F, calculer 2" mod p, et en déduire l'ordre de 2 daig;. Pourn>2onap=1

(mod 8), ce qui permet de d’etermin(a%). En déduire qu'il existe € Z d’ordre 242,

Exercice/P 2.2.Implémenter cette observation pour trouver un facte®@™2 + 1 deF,, au moins dans
les can = 5,6,9,10,11,12,15,16,18, 19,23, 30, puis tester d’autres indicaesIndication. — A noter que

p est petit tandis qUE, est trés grand. Pour testensilivise F, il n'est donc pas une bonne idée de calculer
F, dansZ. Il est plus efficace de fixer d’aboglpuis de calculeF, = 22" + 1 modulop via une puissance
dichotomique modulaire. Ceci garantit que tous les calictésmédiaires restent bornés gar

Dans les cas restants= 7,8,13,14,17,20,21,22,24,... on ne trouve pas de petits facteurs, et il est
certainement trop coliteux de tesimusles candidats possibles. On développera dans la suite éthede
efficace pour déterminer neanmoinggest premier ou composeé. (On a déja utilisé ce critételedPépin,
dans le projeViIil .)

Exercice/M 2.3. Commencons par un critere suffisant. 9¢it= 2+ 1 et supposons queec Zy Vveérifie
a®' = —1. Montrer quea € Zy, et déterminer son ordre. Conclure duest premier.

Exercice/M 2.4. Calculer (%2) puis (%) par réciprocite. En déduire le critere de Pépin : Pour 1 le
. . =1
nombreF, est premier si et seulement 5%8 = -1 (modF,).

Exercice/P 2.5.En déduire une fonctiomool pepin(int n) qui renvoie true si F, est premier et
false sinon. (Mous pouvez réutiliser la fonctidrgendre de I'exercicel.4) Jusqu'a quelle valeur de
pouvez-vous déterminer la naturefg?

—_ —

Remarque historique. -Mis a part les cing premiers cas, on ignore s'il existe d@sinombres premiers parmi
les nombres de Fermat. Bien que trés particuliere, cetstipn a attiré beaucoup d’attention ; elle apparaitleias
dans le probleme classique de la construction des polygg@uriliers a la regle et au compas.

Pour tout 5< n < 30 on sait qué, est composé : pour certaiftg on connait un ou plusieurs petits facteurs, pour
d’autres on sait quUE, est composé grace au critere de Pépin, sans pour aatamiitre de facteurs. Les cas les plus
durs et les plus récents sdf en 1964 F,0 en 1988, en 1995, efF,4 en 2003, tous résolus par le critere de Pépin.
Vous pouvez vous convaincre que le nomBgga 24 bits, c’est-a-dire environ 5 million de décimales. En 20®test
de Pépin pouF,4 nécessitait environ 200 jours de calcul.

Actuellement, en 2006, le plus petit nombre de Fermat damatiare reste inconnue d3js. Malgré ces difficultés,
on peut dire qu'il est raisonnablement facile de détermsilig, est premier ou composé, au moins pouf 32. Pourtant
il est extremement dur de trouver la decompositiorFglen facteurs premiers, méme pauaussi petit que 9 ou 10
ou 11 : leurs factorisations ont été trouvées entre 198885, nécessitant chaque fois quelques mois de calcul. On
ignore actuellement la factorisation completeFdgourn > 12.

Ces exemples laissent déja imaginer que la factorisdisrgrands entiers présente des difficultés considarabl
ce qui en fait davantage un domaine intéressant. Pourrgalusisur I'approche algorithmique aux nombres premiers,
vous pouvez consulter le livre recent de R. Crandall et @étance 15] ou I'incontournable P. Ribenboinif].
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184 Projet X — Résidus quadratiques et symbole de Jacobi

2.2. Testde primalite d’aprés Solovay et StrassenL’étude précédente est tres spécifique aux nombres
de Fermak, = 224 1. Pour un entier impain quelconque on ne sait pas prédire la forme de ses facteurs,
et il n’existe pas de critere simple de primalité non pEs particulier on ne sait pas prédire quels nombres
a € [1,n[ vont ttmoigner que est composé ou certifier queest premier. Voici I'observation clé :

Théoreme 2.6(R. Solovay et V. Strassen, 197Bour tout entier impair n 'ensemble

0+# (%) =a'? (mod n)}

est un sous-groupe d&;. On a G, = Z; si et seulement si n est premier. Si n est corapakrs G, est
d'indice > 2 dansZ, et on a donc la majoratiofGy| < L.

Gn: {a_e Zn

DEMONSTRATION. L'observation ques, est un sous-groupe se vérifie aisement. (Le détailler.) E

plus on a déja établi le critere d’Euler dans I'exerdicg: sin est premier, alor&, = Z; . Il reste a montrer
queGy, # Z; pourn composé. Supposons gnee décompose en= pq avecp premier,e> 1, etp1q.
Le théoréme chinois nous donne Iisomorphisme d’annebuf, = Zgpe x Zq. |l existeg € Z tel que
g € Zpe soit une racine primitive, c’est-a-dire un génératewgdoupe cycliqueZ . d'ordre (p— 1) ps1
Soita € Z tel qued(a) = (g, 1). Par construction onac Z> et nous affirmons quaéGn

Supposons d’abord que=1; dans ce cas onre= pq avecp premler et un cofacteuq> 3.Ontrouve

BA=G8=00=-1 mais®(a'7") = (§°7 1) # (— 1 —1), donca"z" # —1.

Supposons enfin que= p°g avece > 2. Sil'on avaita z = ( ) +1, alorsa™ 1 =1 etd(a 1) =
(g"%,1) = (1,1). Ceci voudrait dire que ofg) = (p— 1)p®* divisen— 1, on aurait donc qup | n— 1
ce qui est impossible. Dor'z # +1, et on conclut qua ¢ Gp. O

On ne sait pas grand chose &y outre la majoration de son cardinal D’autre part, pour t08tZ,
donng, il est facile de tester aic Gy : il suffit de comparer(a) eta'z . Heureusement nous disposons
de deux méthodes efficaces : la réciprocité quadratique palculer(n), et la puissance dichotomique

. n-1 . . < . . ..
modulaire pour calculem 2 modulon. Ceci donne lieu & un test de primalité : on chaodsit [1,n[ de

‘s . . n-1 . n-1 . .
maniéere aléatoire. $ﬁ) #a 2z ,alorsnest composé. S(E) =a 2 , alorsn est possiblement premier, donc
on répete le test.

Exercice/M 2.7. Argument probabiliste— Si n est premier, alors il passe le test pour tausSi n est
compose, alors un éléemeathoisit au hasard le temoignera avec probabiité; la probabilité d’échec
est< l . Aprest tests indépendants la probabilité d’échec tombke2xt. Ainsi l'itération det tests trouve

avec probablllte> 1-2"tun temomavenﬂant( ) E3 a"z'. Verifier ces affirmations.

Conclusion éciproque ?— Si apres quelques tests de Solovay-Strassen la répshse@mposé
alorsn est composé : on a effectivement trouvé une preuve, sooeefd’un témoira. Sila reponse apres
100 tests est toujourspossiblement premier alors on voudrait conclure queest premier, mais il reste
une probabilité d’erreur majorée par®° < 10-3°. Quelle conclusion vous semble justifiee ?

Exercice/P 2.8.Ecrire une fonctionInteger cherche temoin( Integer n, int t=100 ) qui ef-
fectue au plust tests de Solovay-Strassen. Elle renvoie le premier téimouvé, ou 0 si aucun témoin
n'a été trouvé. Comme application, trouver le plus patinbre premier de la forme 1%+ k aveck > 0.
Est-il raisonnable de tester la primalité par la méthoaie® (c’est-a-dire via des divisions successives) ?
Justifier ainsi I'intérét du test probabiliste de Solovgtyassen.

—_— —

Remarque historique. -Publié en 1977, le test de Solovay-Strassen fut le premstprobabiliste de primalité,
et il est vite devenu un exemple phare de I'approche praokghilOn peut méme dire qu'il a déeclenché I'etude appro-
fondie des algorithmes probalistes, auparavant coresdémme heuristiques, non rigoureux et mathématiquemen
inintéressants. Dans le chapit¥® nous discuterons son successeur, le test de Miller-Rahinesj plus facile a
implémenter et plus performant. Si le caractere proisbilous géne, on discutera aussi une alternative digtiste
bien que moins rapide.
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3. Une preuve de la Eciprocité

Nul n’est ceng ignorer la loi
(de la reciprocié quadratique).

3.1. Un theoreme peu plausible ?La réciprocité quadratique établit un lien remarquadil@lutdt
inattendu : pourquoi la propriété ded’étre un carré modul@ serait-elle liee a la propriété ded’étre
un carré modul@ ? A priori le « monde modul@ » et le « monde modul@ » n’ont rien en commun —
n'est-ce pas I'affirmation du theoréme chinois ?

Pourtant, apres avoir calculé suffisamment d’exemplegomstate une certaine régularité. Avouons
toutefois que la réciprocité est loin d’etre évidentméme en rétrospective, en contemplant la formule
ci-dessus, qui aurait deviné le factep,q) = (—1)(P-D@-1/42

Historiguement la réciprocité fut conjecturée par Eufriis formulée explicitement par Legendre,
mais sa preuve restait incomplete. La premiere preuvedutvée par Gauss en 1796, a I'age de 19 ans,
qui publierait six preuves differentes dans les annéwastes. On en compte plus de deux cents variantes
publiées aujourd’hui, soit a peu prés une par an. On gawne liste chronologique assez compléte sur le
site de Franz Lemmermeyefyw.rzuser .uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html

Les exercices suivants présentent une des preuves leélpfuentaires, découverte par G. Zolotarev
en 1872, qui ne repose que sur fesmutationset leursignature

3.2. Quelques péparatifs. Commencons par une révision de quelques jolis résultats
Exercice/M 3.1. Tout d’abord, rappelons les propriétés essentielles deghature :

(1) Rappeler la définition, construction, et unicité dsignature sigp: Sym(X) — {£1}.
Quelle est la signature d’une transpositierj) ? D’un cycle(iy, iz, ...,i;) de longueu¥ ?

(2) SupposonX ordonné. Quel est le rapport entre la signature d’'une petono: X — X et les
inversions, c'est-a-dire les pair@sj) € X x X telles qud < j maiso(i) > o(j) ?

(3) SiX CY, expliguer comment on peut construire naturellement undroarphisme de groupes
injectif 1 : Sym(X) — Sym(Y). A-t-on sigry = sign, ot ?

(4) Supposon¥X décomposé eX = AUB avecANB = 0. Si une permutatioor: X — X vérifie
o(A) =Aeto(B) =B, a-t-on sigr (o) = sigm(0|a) - Sigrs(o|s) ?

(5) Soit®: X =Y une bijection. Expliquer comment construire de maniéereinesle un isomor-
phisme de groupe®,.: Sym(X) = Sym(Y). A-t-on sign, = sign, o®,. ?
CD*
SymX) ————— Sym(Y)

sigry\A k/sign(

{1}

(6) Sio: X = Xett: Y =Y sont deux permutations, déterminer le signe de la perioatptoduit
O xT: XxY S XxY définie panx,y) — (0(x), T(y)).

Exercice/M 3.2. Considérons ensuite 'ensemt{e= Z,, pour un nombre premier impajp > 3. On se
propose de calculer la signature de I'application aftmeZp — Zp, X +— qx+r avecq € Z etr € Zp.

(1) Décomposeo: x — x+ 1 en cycles et en déduire sign).

(2) Rappeler la structure du groupe multiplicati.

(3) Pour une racine primitivg deZ3, déecomposep : X — gxen cycles et en déduire sigm).
(4) Dans le cas général orga= g¥, donca = o' pX. En déduire sigfx — gqx+r).

(5) En conclusion, exprimer sigx— gx+r) par le symbole de Legendre.
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3.3. La preuve de Zolotarev.Considérons deux nombres premiers impairs distipois> 3. Pour
l'intervalle [0, pg[ deux systemes de numération mixtte: [0, p[ x [0,q] = [O, pq[ viennent & I'esprit :
d’'une partf(x,y) = x+ py, d’autre partg(x,y) = gqx+ Y. Tous les deux sont des bijections, leur inverse
étant donnée par la division euclidienne pat parq respectivement. La composititn= go f 1 envoie
X+ pysurgx+y. C'est la premiere ligne du diagramme suivant :

[0. pef rer [0. pef
\ /
[0, p[ > [O,q[
0] lPJ 0]
Zp X Lq
/ X

_of-1
Zpx Zq il Zpx L

Par constructiorh est une permutation. L'astuce de Zolotarev consiste ailealta signature da de
deux maniéres difféerentes, pour en déduire la loi dgrécité quadratique.

Exercice 3.3.0n va d’abord exprimer sigh) a I'aide des symboles de Legendre calculés ci-dessus.
Pour cela on identifig0, p[ x [0,q[ avecZy x Zq via I'applicationW(x,y) = (15(x), 4(y)). L'application

®: [0, pq] = Zp x Zq donnée pamd(z) = (1,(2), T4(2)) est une bijection par le théoréme chinois. Ainsi
nos fonctionsf et g se traduisent en deux applicatiohs (X,y) — (X, py+X) etg: (X,y) — (GX+V,Y)
définies par les conditions qdeo f = f o W et dog= go W. Ceci se resume en disant que le diagramme
précédent commute.

(1) Exprimer les signatures sigi'_1) et sigr(g) par des symboles de Legendre.
(2) Expliquer pourquoi on a I'égalité siggo f 1) = sign(go f1).
Exercice 3.4. Ensuite on calcule sigh) en comptant le nombre des inversions.
(1) Veérifier que
X+ py< X + py = y<you(y=y etx<x),
gx+y>agxX +y = x> X ou(x=x ety>Y).
(2) Endéduire que=x+ pyetZ =x + py vérifientz< Z eth(z) > h(Z) si et seulement si > X
ety <y. Compter le nombres des telles inversions, puis en détiugignature dé.
3) Etablir la loi de réciprocité en mettant toutes les infatimns ensemble.
Exercice/M 3.5(Question bonus)Si vous voulez, vous pouvez réflechir aux questions stign
(1) Ou utilise-t-on la primalité de etq dans la preuve précédente ?
(2) A-t-on sign(fj&@) = (%) pour toutp > 3 impair ? (Symbole de Jacobi)
(3) Peut-on généraliser les arguments en supposanhseniejue pgc,q) =172
(4) Comment caIcuIe(*—pl) ? Puis(%) ? Indication. — On peut tenter la récurrence suivante :

(Fr2) - (7)) (=) = (5)

(5) Comment généraliseé%) et ce développement@pair ? (Symbole de Kronecker)
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Distinguer nombres premiers et nombres composeés,
et decomposer ces derniers en facteurs premiers,
est un des problemes les plus importants
et les plus utiles en arithmétique.
C.F. Gausshisquisitiones Arithmeticagel 801

CHAPITRE XI

Primalit é et factorisation d’entiers

Objectifs

Le théoréme fondamental de I'arithmétique garantit ique: entier positiin s’écrit de maniére unique
comme produin = pil pgz e p‘;‘ d’'un certain nombré& > 0 de facteurs premieng, < p2 < --- < pg de
multiplicitésey, ey,...,e > 1. Etant donné un entien, trois problemes pratiques se posent :

(1) Déterminer rapidement siest premier ou composé.
(2) Sinestpremier, en trouver une preuve concise et facilemeiftalie.
(3) Sinestcomposg, trouver rapidement sa décomposition esuiacpremiers.

Pour les petits entiers ces problemes sont faciles aidksoPar contre pour les grands entiers, déja a partir
de 30 décimales, les méthodes naives échouent de maaigastrophique. Ce chapitre discutera quelques
méthodes plus efficaces. Contrairement a ce que I'on pipenser, les trois problemes sont bien distincts.
Il se trouve que le premier admet de solutions efficaces,Ugidme aussi pourvu que I'on sache factoriser
n—1, tandis que le troisieme est en général trés difficile.
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\oici trois questions préliminaires qui nous servironfileonducteur :

Question 0.1. Comment prouver qu’un entier donnést premier ? On pourrait tester tous les diviseurs
possibles, ... mais c’est hors de question ast grand, comme 1299808706 099639584492 326223873.
Existe-t-il une preuve de primalité qui soit concise etléa& vérifier ? Vous trouverez une réponseail Q

Le §4 esquisse une méthode récente et assez spectaculairesouti le problemgheoriquement

Question 0.2. Comment prouver qu’un entier donné est composé ? C’ese falites-vous, il suffit d’en
exhiber un facteur. Certes, de petits facteurs sont fagil#suver par des essais successifs ... mais ce
n'est plus praticable pour des facteurs grands. Ainsi pesrahs comma = 24! — 1 on constate que la
recherche exhaustive est trop coliteuse. Nous regardeesrtgiteres plus efficaces g2l

Question 0.3. Aprés s'étre convaincu qu’un entier donné, disons 24! — 1, est composé de grands
facteurs, on revient a la question de factorisation : contrteuver efficacement la décomposition en
facteurs premiers ? Ceci peut &tre une tache trés durg3Aaus présentons une idée simple et amusante,
qui permet de trouver des facteurs de taille moyenne, disotte 16 et 102,
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188 Chapitre XI — Primalité et factorisation d’entiers

1. Méthodes exhaustives

1.1. Primalite. Commencons par la méthode évidente pour tester la gtéwalin entier :

Algorithme X1.1  Test de primalité par essais exhaustifs (non optimisé)

Entr ée: un nombre naturet > 2
Sortie: le plus petit facteur premier de
r— [v/n]

pour d de 2 & r faire sid|nalors retourner d
retourner n

Exercice/M 1.1. Justifier cet algorithme : bien queparcoure nombres premiers et composés, pourquoi
peut-on assurer que le facteur trouvé soit premier ? Quasseg-il poun premier ?

Exercice/P1.2 Vous pouvez déja écrire une fonctiawol estPremier( const Integer& n ) quiteste Sin est

un nombre premier par des essais successifs. Veillez toitydéerement aux cas = 0,+1, +2.

Optimisation. —On peut économiser 50% du temps, en procédant, a panir=¢8, par pas de-2. On peut encore
économiser 33% du temps en procédant, a partid ée5, par pas der2,+4,+2,+4,.... D'autres optimisations
analogues sont possibles mais de plus en plus complexesratids en moins efficaces (le détailler). On développera
une optimisation plus systématique avec le cribierdtosthéne plus ba§1(.4).

Exercice/M1.3. Quel est le nombre d'itérations dans le meilleur des ca®? l@gpire des cas ? Jusqu’'a qo&nviron
ce test est-il raisonnable ? Peut-on ainsi déterminertlamde 1219326 331002895961 ou de 1219326331002895901 ?
(On les analysera dans I'exercize32et 3.17plus bas.)

1.2. Factorisation. Regardons ensuite la méthode évidente de factorisation :

Algorithme XI.2  Factorisation par essais exhaustifs (non optimisé)
Entr ée: un nombre naturet > 2
Sortie: I'unique décompositiom = p§! p? - - pix en facteurs premiers
p1 < P2 < --- < px avec multiplicitésey, ey, ...,e¢ > 1
r—[vn, p—2,e—0
tantque p<r faire
tantque p|n faire n—n/p, e—e+1
si e> 0 alors rajouterp® a la factorisation, puis recalculer— |\/n|, e<— 0
p—p+1
fin tant que
si n> 1 alors rajouter le facteur premiera la factorisation

Exercice/M 1.4. Justifier cet algorithme : pourquoi ne produit-il que desdacs premiers ? Pourquoi un
éventuel facteur restant> 1 est-il premier ?

Exercice/P1.5. Vous pouvez déja écrire une fonctiarector<Integer> factorisation( Integer n ) qui cal-
cule la factorisatiom = pﬁl p§2~-~ p‘;‘ et renvoie le vecteufps,e;; p2,€;...; Pk. ). Pour faire joli, vous pouvez
ajouter une fonctiorwvoid affiche( vector<Integer>& dec ) qui permet d'afficher une décomposition comme
273-372:5-17.

Optimisation. — Vous pouvez implémenter les optimisations indiquéesxamcice 1.2 Y a-t-il une possibilite de
n’effectuer qu’une seule division euclidienne pour tegtén et déduire le quotiem/p le cas échéant ? (Est-ce une
optimisation importante ?) Plus bas on optimisera par tde:d’Eratosthéne§(l.4), et plus tard on ajoutera le test de
primalité de Miller-Rabin §2.5).

Exercice/M1.6. Quelle est la complexité en nombre d'itérations de ladasation par divisions successives : dans
le meilleur des cas? dans le pire des cas ? Jusqu'ancemliron cette méthode est-elle raisonnable ? Peut-om ains
factoriser 2411 par exemple ? (On factorisera cet exemple dans I'exe8cii®)

Exercice/P1.7. On appellenombre de Mersenne M= 2k _1 aveck > 2. Décomposer les nombréy, ..., Mgo €n
facteurs premiers. Que se passe-t-il pblgg ? Expliquer le ralentissement observé. (On reprendraxaghple dans
I'exercice2.34plus bas).
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§1 — Méthodes exhaustives 189

1.3. Complexi€. Essayons de préciser la complexité asymptotique des métixodes exhaustives
ci-dessus. Soulignons d’abord qu'il est facilepeserun probleme de primalité ou de factorisation : pour
cela il suffit de présenter le nombrea analyser, disons en systeme binaire. Son écritureirsit de
longueur? = len(n) avec 2-! < n < 2. Cette longueur est une mesure adéquate pour la conghiixit’
nombren : c’est la mémoire nécessaire pour le stocker et aussimpsaécessaire pour le transmettre.

Proposition 1.8. Soit ¢¢) la complexié en nombre d’&rations dans le pire cas quand on applique les
méthodes exhaustivegdrites ci-dessus aux entiers de longuéuklors ((¢) est exponentielle efi

Exercice/M 1.9. Détailler cette proposition. Apres réflexion, il restait de méme une question sur la
répartition des nombres premiers : est-ce que le pire desegroduit réeellement pour une longueur
¢ donnée? C'est effectivement le cas :«@ostulat de Bertrand, démontré par Tchebycheff en 1850,
affirme qu'il existe au moins un nombre premier dans I'inédiev]a, 2a] quel que soit > 1. (Il en existe
méme beaucoup plus, comme vous pouvez déduire du thedrd 7ci-dessous.)

1.4. Le crible d’Eratosthéne. Rappelons un des plus anciens théorémes des mathéesatiqu
Théoréme 1.10.11 existe une infini de nombres premiers.

Vous étes cordialementinvités a redémontrer cegsluitat. Apres ce constat fondamental, considérons
la question pratique : comment construire la listetoles les nombres premiers m? Eratosthéne de
Kyréne (environ 275-194 avant notre ere) développa uathode qui est connue sous le nomadible
d’Eratostene Dans la version originale on écrit2 4,5, ..., n puis on raye les multiples de25, .... Sur
ordinateur ceci occupe trop d’espace. L'algorith¥ie3 ci-dessous en est une variante plus économe :

Algorithme XI1.3  Une variante du crible &ratosthéne
Entrée: laliste(pp=2,p1=3,...,pk_1) desk plus petits nombres premiers, avet 2

Sortie: laliste(pp=2,p1=3,..., Px_1, Px) desk+ 1 plus petits nombres premiers
p—pPr-1+2, i1
tant que p? < p faire
si pitp alors i—i+1 sinon p—p+2, i1
fin tant que
retourner la liste prolongéépg =2,p1 =3,..., Pk_1,P)

Exercice/P 1.11.Prouver la correction de I'algorithm¥l.3 puis I'implémenter en une fonctioroid
ajoutePremier ( vector<int>& liste ). Peut-on ainsi construire, dans un temps raisonnablestéa li
des nombres premiers jusqu’a®jusqu’a 16 ? jusqu’'a 18 ? jusqu’a 18?2

Exercice 1.12.Pourn € N on notert(n) le nombre des entiers premiers dans l'interville]. Ecrire un
programme qui lin au clavier et qui affiche(n). Dans la mesure du possible vérifier les valeurs du tableau
suivant (dans lequel au moins une erreur s’est glissée).

k| mm(10¢) K (109 k m(10¢) k (109

1 4 6 78498 11 4118054813 | 16 279238341033925
2 25 7 664579 12 37607912018 | 17 2623557157654 238
3 168 8 5761455| | 13 346065536839 | 18 24739954287 740860
41 1129 9| 50847534 | 14| 3204941750802 | 19| 234057667276 34460
5| 9592 10| 455052511 | 15| 29844570422669 | 20| 2220819602560918 840

1.5. Factorisation limitée. Dans un programme on procéde typiquement comme suit : orufige
bornem et construit, une fois pour toute, la liste des petits nomm@mierspy, ..., pk < m. Selon le
tableau ci-dessus, un choix entre/ 2 16 semble raisonnable, donc le typat suffira.

Exercice/M 1.13. En reprenant les algorithmed.1 et X1.2, expliquer pourquoi il est avantageux de par-
courir seulement la listpo, . . ., px. Vérifier que le test de primalité reste correct pour togtn?. De méme,

la factorisation est compléte si le facteur restant saitisf< m?. Sin > n? on peut au moins garantir que
nn'a pas de petits facteurs, mais on ne peut pas conclure goi¢ premier.
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190 Chapitre XI — Primalité et factorisation d’entiers

Exercice/P 1.14.0n se contente, dans un premier temps, d’une factorisatioteén = pi-pi2--- p;’ - f

de sorte que le facteur restant’ait pas de diviseurs m. L'implémenter en une fonction
vector<Integer> factorisation( Integer& n, const vector<int>& premiers )

qui extrait les petits premiers stockés dans la listemiers. Ici la fonction remplacen par le facteur

restani” celui-ci vaut 1 si la factorisation est complete€et si la factorisation laisse un facteur de nature

indéterminée. (Justifier le mode de passage des deux paesT)

Optimisation. —Plus bas, dans I'exercic33 on ajoutera le test de primalité selon Miller-Rabin. Ceci
sert & compléter la factorisation dans les cas ou le factstanin’est premier.

Exercice/P1.15 Donner les factorisations limitées det 1, pourn € [1,100] disons, en indiquant les cas qui laissent
un facteur de nature indéterminée. Si vous voulez vousgmoregarder d’autres familles d’exemples contwa! +c
oub" +cavecb > 2 etc € Z fixés. La deuxieme famille inclut en particulier les noetbide Mersenne™2- 1 et les
nombres de Fermaf2+ 1.

1.6. Le théoreme des nombres premiersPour trouver la valeur exacte @gn) il n’y a que le comp-
tage fastidieux, plus ou moins optimisé. Deux questiondentes se posent : peut-on approchigr) par
une fonction simple ? Quel est son comportement asymp®#qu

En regardant les tableaux des nombres premiers jusqfi;ajiDvenaient d’etre publiés entre 1770 et
1811, Gauss conjectura qmén) ~ p-. Alaméme époque Legendre proposa I'approximagigiay , ce qui
correspond mieux aux valeurgn) pour 1¢ < n < 10°° (les comparer). Bien entendu, le comportement
asymptotique de ces deux approximations est le méme. 8askes idées fondamentales de Riemann
(1859), la conjecture de Gauss et Legendre fut finalemeanbdé&ée, independamment, par Hadamard et
de la Vallée Poussin (1896) :

Théoreme 1.16(théoreme des nombres premiers, version qualitati@®) a I'equivalence asymptotique
n(n) ~ &=, c'esta-dire le quotientn’;ﬁ?n converge verd pour n— oo, Autrement dit, la proportion des

. . n N N l
nombres premiers parmi les nombres dans l'intervillen] esta peu pes-. O

La version suivante donne un encadrement étonnammetispdél a J. Rosser et L. Schoenfeigh-
proximate formulas for some functions of prime numpiiisois Journal of Mathematics 6 (1962) 64—94.

Théoreme 1.17théoréme des nombres premiers, version quantitatRejr n> 59 on a I'encadrement

n 1 n 3

Pour mieux apprécier ce résultat, on comparera avec peafitmptage exact avgé- et 'encadrement.
Tandis que tout comptage s’arréte forcément assezabtddrement est valable éternellement!

Afin d'illustrer la fascination que provoque le théorenaschombres premiers, citons le résumé donné
par Don Zagier dans son article “The first 50 million priméggthematical Intelligencer (1977) 1-19:

There are two facts about the distribution of prime numbévgich | hope to convince

you so overwhelmingly that they will be permanently engdaveyour hearts. The first

is that, despite their simple definition and role as the lngdlocks of the natural

numbers, the prime numbers (.. .) grow like weeds among thealaumbers, seeming
to obey no other law than that of chance, and nobody can pretiiere the next one

will sprout. The second fact is even more astonishing, fetdtes just the opposite :
that the prime numbers exhibit stunning regularity, that¢hare laws governing their
behaviour, and that they obey these laws with almost mylipaecision.

Exercice/M 1.18. Expliquer pourquoi 'intervalldn,n+ k[ contient & peu préls/ Inn nombres premiers.
Quand on choisit un grand entier de maniere aléatoirejegast la probabilité que I'on tombe sur un
premier ? La formulation est volontairement provocatricégdonner un sens mathématique précis.

Exercice/M 1.19. L'encadrementl) du theoremd..17est-il suffisamment précis pour détecter la faute de
frappe dans le tableau de I'exercitd.2?

Exercice/M 1.20. L'encadrementl) permet de déduire le postulat de Bertrand. Voyez-vousncent?

Peut-on obtenir ce résultat & partir de la version qualéar(n) ~ - seulement ?
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2. Le critere probabiliste selon Miller-Rabin

La situation. —Etant donné un nombre natunel la factorisation limitee q1.5 permet d’extraire
efficacement les petits facteurs premiers (s'il y en a). Dzam&ains cas favorables, on arrive ainsi a une
factorisation compléte. Sinon, il faut tot ou tard abamuler la recherche exhaustive. Au moins on assure
ainsi que le facteur restant n'a plus de petits facteurs.

Le probeme. —I nous reste a déterminer si un entiedonné, sans petits facteurs, est premier ou
composéA premiére vue la situation semble désespérée. Foreisement le critere de Miller-Rabin,
développé dans la suite, permet un test efficace, couratumiésé dans la pratique. Il s'agit d’ailleurs
d’une belle application de la structure du grode(chapitrelX, §1).

Comment s’y prendre ? -En principe on pourrait tout de suite énoncer le criterd/dier-Rabin (le
lemme2.16¢et le theoreme.20plus bas) et passer directement a I'implémentati@ngj. Mais une telle
démarche ne serait ni motivée ni motivante, et I'origied’@nonceé resterait obscur. Il est plus naturel de
développer ce critere en cing petites étapes, ampleithgsttées d’exemples. Cette démarche retrace le
développement historique et logique de ce critere fale.ut

2.1. Elements non inversibles dang:. Rappelons qu’un entier> 2 est premier si et seulement si
7} = Zn~ {0} est un groupe (d’ordre— 1) pour la multiplication. Par contraposé : étant donniésuffit
d’exhiber un élément nun nele Z; mais non inversible pour prouver queest composé. Est-il possible
d’en trouver un assez rapidement ? Malheureusement cétesalrévele peu praticable : il y a simplement
trop peu de tels élements!

Exercice/M 2.1. Supposons que est composg, avec factorisatior= p'il - pﬁ‘. Vérifier que la proba-

bilité qu’'un élémenix € Z choisi au hasard soit inversible vaﬂ?@ =M=k - ﬁ). Sin n’a pas de

petits facteurs, alors la probabilité de tomber sur @méht non inversible est proche de 0. Expliquer, en
choisissanh, pourquoi elle peut méme &étre arbitrairement petite.

Remarque 2.2. Trouver un élément € Z, non inversible revient a trouver un facteurgen représentant
x parX € Z, on peut rapidement calculdr= pgcdn, X), qui est un facteur de vérifiant 1< d < n. Ainsi
tomber sur un élément non inversibleZgest aussi probable que deviner un facteunde

2.2. Le test de Fermat.Le petit théoreme de Fermat (voir le chapiXe §1) affirme que poun
premier tout élement € Z verifie x"~1 = 1. Ceci peut servir & tester la primalité d’'un nombrmonné :

Proposition 2.3. Si xe Z vérifie X1 = 1, alors n est comp@s Dans ce cas on dit que x est i&moin
de décomposabilitée n, ou aussi quetemoigne contre la primalit@e n.A noter qu’un tel €moin prouve
gue n est compéssans pour autant donner une quelconque information sualdsurs de n. O

Remarque2.4. Le critére qued™ 1 = 1 est nécessaire pour la primalitemimais non suffisante. Soulignons donc que
x"~1 = 1 ne prouve en rien quesoit premier. Par exemple, ponr= 15 on trouve que? = 4 (mod 15, donc 2 est
un témoin. Par contre!4d= 1 (mod 13, donc 4 n’est pas un témoin. Il s’agit d’'une asymeétrie famentale : ce genre
de test peut prouver gueest composé, mais il ne peut pas prouver gast premier.

La question cruciale pour toute application pratique estilgante : étant donné un nombre composé
n, peut-on rapidement trouver un témaig Z;, ?

Remarque 2.5(le principe probabiliste) On ne sait pas prédire quels €léments vont temoignechOisit
doncxy,Xo, ..., Xk € Z;, au hasard et les teste un par un. Si I'on trouve un témoin,preave quen est
composé. Sinom est possiblement premier mais on ne peut étre sdr.

Pour que cette approche soit intéressante, il faut assntaux de réussite assez grand. Notre question
devient donc : si I'on choisi au hasard, quelle est la probabilité qu&moigne contre la primalité de?
Déja les élements non inversibles ne satisfontfdas = 1, mais ce cas est trop peu probabla sia pas
de petit facteur (voir plus haut). Heureusement, le testadtenBt augmente considérablement nos chances!
Expérimentez avec le programmemoins.cc pour vous convaincre que ce test peut étre assez efficace
dans certains cas.
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2.3. Nombres de Carmichael.Apres la premiére euphorie, voici la mauvaise nouvelle :

Remarque 2.6(Carmichael) Il existe des nombres composé®l quea” =a (mod n) pour touta € Z. En
particulier, tout élement inversiblec 7% vérifiex"~! = 1. On appelle un tet unnombre de Carmichael
Les plus petits exemples sont 561, 1105, 1729, 2465, 2821, @911, 10585, 15841, 29341, 41041, ...
On sait depuis 1994 gu'il en existe une infinité.

Exercice/M2.7. Etablissons que les nombres de Carmichael sont la seuleictist pour le test de Fermat. Siest
composé mais non un nombre de Carmichael, alors I'ensefwtteZ | X1 = 1} forme un sous-groupe d’indice
> 2 dansZ;. Par conséquent, le test de Fermat trouve un témoin avbelbpilité d’échec< % En itérant ce tes fois,
la probabilite d’echec deviert 27X, donc arbitrairement petite.

Exercice/M2.8. Verifier quen=561= 3-11-17 est effectivement un nombre de Carmichael : montrer qgeolepe
Lis = 7 x I5] x Zi, est d'ordre 320, et que tonte Z; vérifie X80 = 1. Par conséquen®®® = 1 et x°6! = x
pour toutx € ZZ, et cette derniere égalité tient méme pour toetZsg;. Méme calcul pour les nombres suivants :
1105=5-13-17, puis 1729=7-13- 19, puis 2821=7-13-31, ...

Exercice/M2.9. Soitn= pgr avecp = 6k+1 etq= 12k+1 etr = 18+ 1 premiers. (Pouk = 1 par exemple on
obtientn = 1729.) Montrer que est un nombre de Carmichael : tout Z; vérifie x38 = 1 et 36 divisen— 1. En
supposant qu'il existe une infinité de tels nombres, dedgie la probabilité pour trouver un téemoin avec le test de
Fermat peut &tre arbitrairement petite.

Exercice/M2.1Q Supposons que= p1 - - - Pk avec des facteurs premigus < - - - < pg de sorte que; — 1 divisen—1
pour touti. Vérifier quen est un nombre de Carmichael. Réciproquement, tout nongf@admichael est forcement
de cette forme-ci, impair, et composé d’au moins troisefact premiersindication. — On appliquera le théoreme
chinois et le fait que le grou;ﬁ;e est cyclique d’ordrép—1)p®L.

2.4. Lastuce de la racine carge. Le test de Fermat a ses défauts, mais il est trop beau paur &t
abandonné. Essayons donc de I'optimiser. Le lemme sudxgalicite I'observation clé :

Lemme 2.11. Soit p un nombre premier impair. Alors1 est le seuélement d’ordre2 dansZg .

DEMONSTRATION. Effectivement—1 est d’ordre 2. Réciproquementyxsést d’ordre 2, alors? = 1.
Ceci implique 0= x> — 1 = (x— 1)(x+ 1), ce qui n’est possible que poxr-1 =0 oux+ 1= 0, donc
x=+1. Comme+1 est d’ordre 1, on conclut quel est le seul élément d’ordre 2. O

Exercice/M2.12 Sin est composé le grougg; peut contenir plusieurs éléments d’ordre 2. Ddgspar exemple,
les élements 3, 7 sont tous d’ordre 2.

Regardons = pgavec deux premiers > g > 2. Par le theoreme chinois nous avons un isomorphismee&irx
W: Zpx Zq = Zn. DansZy x Zq les élements d'ordre 2 sofit-1, —1), (+1,—1) et (—1,+1). DansZy nous avons
donc également trois éléements d'ordre 2 : outre la smiustandardy(—1,—1) = —1 nous trouvons deux autres
élementsy(+1,—-1) ety(—1,+1). Les expliciter poun = 15.
Exercice/M2.13 D’apres le theoremg.13énoncé au chapitiX, le group%;e est cyclique d'ordrép— 1) p®1 pour
tout premierp > 3 et exposané > 1. En déduire que-1 est le seul élement d’ordre 2 daﬁﬁe. Pourn = pﬁl - pﬁ‘
montrer qu'il existe exactement 2 1 éléments d’ordre 2 dar% . Comment les expliciter ?

Le lemme précédent mene directement a un test de ptématli peu plus raffiné. Afin de l'illustrer
vous pouvez analyser des exemples avec le progranemeins. cc.

. . . . . Y —1
Proposition 2.14. Si n est un nombre premier impair, alors toutXZ;, vérifie Xz =+1. O
Exemple2.15 (Carmichael, suite)Comme remarqué plus haut,= 561 est un nombre de Carmichael : les 320
élements inversibleg € Z; satisfont tous au test de Fermdt ! = 1. Par contre, seuls 160 satisfont au critere
Xz = +1. Le tesix'z" = +1 est donc plus fin que le tegt 1 = 1. (Voir le programmetemoins . cc .)

Hélas, ce test raffiné n'est pas infaillible : dans le mas 1729 tous les éléments inversibles Z;
satisfont non seulement au te8t* = 1, mais aussi au tegfz" = +1. Comment sauver la situation ? En
I'occurrence, remarquons que I’exposég% = 864 est un nombre pair. 8% = 41, on peut donc tester
de plus six*3? = +1 : ce n’est rien d’autre que notre lemme, appliqué une @eneifois. Si I'on trouve
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x*32= 11, on peut tester s**= 41, et ainsi de suite. On vient de découvrir un test encorefjiiu c’est
la méthode de Miller-Rabin!

2.5. Le test de Miller-Rabin. Vers la fin des années 1970, G. Miller puis M. Rabin ont prépas
test de primalité trés puissant. Il découle directendemotre développement précédent :

Lemme 2.16.Soit n> 3 un entier impair. On dcompose A 1 = 2%q avec €> 1 et g impair. Si n est
premier, alors tout xc Z;, satisfait ou # = 1 ou bien il existe le [0, €] tel que 9= _1.

Définition 2.17. On dit quex € Z;, passe le test de Miller-Rabinxsi = 1 oux2d =1 pour unk € [0, e[.
Dans ce cas on dit aussi questpseudo-premiea basex. (A noter que ceci ne veut pas dire qusoit
premier.) Réciproquement, sie Z;, ne passe pas le test de Miller-Rabin, alors on ditxjast untéemoin
de cecomposabil&den au sens de Miller-Rabin, ou aussi gu&moigne contre la primaktden.

Exercice/M 2.18. Montrer le lemme et expliquer en quoi il est un raffinementeki te Fermat. Veérifier
gue l'algorithme suivant est une traduction fidele duecatde Miller-Rabin :

Algorithme X1.4  Test de pseudo-primalité selon Miller-Rabin

Entr ée: un entier impaiin > 5 et un entiex € [2,n—2].
Sortie: le message pseudo-premies ou « COMpPOse
décomposen — 1 = 28q avece > 1 etqimpair /I divisions iterées
calculery «— x4modn /Il puissance dichotomique
si y=1 alors retourner « pseudo-premier /I x passe tous les tests odr= 1.
pour k de 1 a e faire
si y=n—1 alors retourner « pseudo-premies [/ premier cas o= —1, ¢ca passe
y — y?modn /I aprés ce calcul ony= x*Amodn
si y=1 alors retourner « composé / second casx? 9 Z+1 maisx2d = 1
fin pour
retourner « COmposé /I x ne passe méme pas le test de Fermat.

Exercice/M 2.19. Rassurons-nous que la complexité algorithmique durerie Miller-Rabin est tout a
fait raisonnable. Soib un entier de longueut = len(n) en base 2. Rappelons d’abord qu’une multipli-
cation modulon est de complexit®(¢?) avec la méthode scolaire, voi@' (¢) avec une méthode plus
sophistiquée. Veérifier que le test de Miller-Rabin n&itesmoins de 2multiplications pour calculex? et
ses carrés successifs. Au total, testersi[2,n — 2] satisfait au critere de Miller-Rabin est de complexité
O(¢3) voire O* (£?).

2.6. Probabilité d’erreur. A priori le critere de Miller-Rabin est plus fin mais aussi pau plus
complexe que les critéres précédents. Son intésdtieédans le beau résultat suivant, montré en 1980
indépendamment par M. Rabin et L. Monier. Il garantit urengie probabilité de réussite :

Théoreme 2.20.Soit n> 3 impair. Si n est premier, alors tout Z;, satisfait au criere de Miller-Rabin.
Sin estcompds alorsily aau moing(n — 1) temoins x Z;, au sens de Miller-Rabin. O

Exemple2.21 (Carmichael, suite et finPourn = 1729=7-13- 19 le group€eZ;; est d’'ordre 612-18 = 1296. Tous

les élements € Z satisfont aux tests™ 1 =1 etx'z" = +1. Par contre, seuls 162 passent le test de Miller-Rabin.
Autrement dit, il existe 1566 temoins, soit plus de 90% ,foomément au theoreme. (Voiremoins.cc .)

Corollaire 2.22. Pour tester si un nombre n est compa choisit x, X, ..., Xk € Z;, au hasard et effectue
le test de Miller-Rabin pour chacune de ces bases. Si n estiprd’algorithme ©pondra toujours que n
est pseudo-premier base x, X, ..., X Si par contre n est compesalors I'algorithme Epondra pseudo-
premiera base x, xo, ..., X avec une probabilé < 4~¥; autrement dit, avec une probabgit- 1 —4 X on
trouve un €moin x qui prouve que n est compms O

Remarque 2.23.Supposons que nous soumettons un nomlg@nné & tests aléatoires de Miller-Rabin,
qui répondenk fois « pseudo-premier. Que peut-on en déduire ? On lit souvent la formulationamts :
« Le nombren est premier avec probabilite 1 — 4. » Strictement parlant, cette phrase n’a aucun sens :
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le nombren est ou premier ou composé, c’est une propriétérdet non une question de probabilité.
L'affirmation prend un sens quand on la reformule plus m&tient, comme dans le corollaire précédent :
c’est I'algorithme qui est probabiliste, et il reste unetaire probabilité d’erreur.

Exercice/M2.24 Dans le test de Miller-Rabin la seule erreur possible estaamelusion erronée probablement
premier» alors quen est composé. Cette erreur se produit avec une probabiiééeure a 4¥. Feriez-vous confiance
en un résultat qui est correct avec une probabilite diered X pourk = 10 ? pourk = 30 ? pourk = 100 ? Comparer
la probabilite 4190 avec la probabilité de gagner plusieurs fois consécsitiueloto. Contempler la conclusiorfahile
Borel (Les probabilites et la viel943) :« Un phenoméne dont la probabilité est 8 ne se produira donc jamais, ou
de moins ne sera jamais observé&Qu’en pensez-vous ?

Exercice/M2.25 Tous nos calculs sont effectués sur des machines rédbes, imparfaites : la probabilite que

les circuits électriques produisent une erreur est tetgepmais elle est certainement non nulle (ne mentionnons
que mouvement thermique, radiation extérieure, effeémtigues). Par conséquent, méme le résultat d’'un afgoe
parfaitement déterministe peut étre erroné avec unbkaibité d’erreure > 0 quand on I'exécute sur une machine
imparfaite. Qu'estimez-vous, pour queh-t-on 4™ ~ £ ? Sous cet angle rediscuter la sirreté du test de MilleirRab

2.7. Un test optimi€. Le test de Miller-Rabin remédie a tous les défauts dudedstermat, en par-
ticulier il reconnait aisement les nombres de Carmichasime composés. On verra dans ce paragraphe
qu’il arrive méme a les factoriser!

Comme remarqué agl.1, tout élément non inversibbe € Z;, nous fait cadeau d’un facteur de
simplement en calculant pg@dx). Dans ce sens 'observation suivante peut &tre utile :

Lemme 2.26. Siy< Zy, vérifie y = 1 mais y# +1, alors lesélements y- 1 € Z;, sont non inversibles.

DEMONSTRATION. Comme on a vu dans le lemrel], trouver un tely prouve quen est compose.
Supposons = pq pour simplifier. D’apres le théoréeme chinois nous digpssd’'un isomorphisme d’an-
neauxe: Zn — Zp x Zq. Notre éléemeny s’envoie donc sup(y) = (+1,—1) ou ¢(y) = (—1,+1). C'est
une information précieuse/:#+ 1 correspond &,0) ou (0,2), ety — 1 correspond &0, —2) ou (—2,0). Ce
sont donc des éléments non nuls mais non inversibles. O

Exercice/M 2.27. Compléter la démonstration précédente et en dédaigorithmeXI.5 ci-dessous. Le
principe est le méme que le test de Miller-Rabin (algoriéhxh.4). L'aspect nouveau est qu’'on essaie
d’exploiter d’éventuels éléments non inversibles ceupent apparaitre au cours des calculs.

Algorithme XI1.5  Test de primalité selon Miller-Rabin, version étendue

Entrée: un entier impaimn = 2°q+ 1 et un entiex € [2,n—2].
Sortie: le message pseudo-premies ou « composé ou un facteur non trivial da
d — pgcdn,x) / rapide avec 'algorithme d’Euclide.
si d>1 alors retourner d /I x non inversible donne un facteur de
y « xdmodn / rapide avec la puissance dichotomique.
si y=1 alors retourner « pseudo-premies /I x passe tous les tests odr= 1.
pour k de 1 a e faire
si y=n—1 alors retourner « pseudo-premies /I Premier cas x passe le test de Miller-Rabin.
z—y, Yy« y?’modn / On remplacey pary? mais on stocke la racine.
si y=1 alors retourner pgcdn,z+ 1) I/ Second cas : ici # +1 maisZ = 1.
fin pour
retourner « COmposé /I x ne passe méme pas le test de Fermat.

L'algorithme ci-dessus trouve un facteurmlehaque fois qu& passe le test de Fermat modualmais
non le test de Miller-Rabin. Ainsi les nombres de Carmicheahsidérés plus haut comme le pire cas pour
le test de Fermat, sont particulierement faciles a fasgar(Expliquer pourquoi.)

Deux autres cas sont possibles x8e passe pas le test de Fermat, afoest composé, mais le ttmoin
x ne nous indiqgue malheureusement aucun factear (l@'est le cas le plus frequent.) Spasse le test de
Miller-Rabin (y compris Fermat) on soupgonne quest premier. On peut itérer le test pour étre plus sdr.

2.8. Implémentation du test. La « longue marche précédente avait pour but de motiver et d’élucider
le critere de Miller-Rabin. Nous pouvons enfin passer aisgémentation.
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Exercice/P 2.28.Ecrire une fonctiorbool estPseudoPremier( Integer n, Integer x ) quiteste
sin est pseudo-premier a basau sens de Miller-Rabin. Adapter le mode de passageatie aux besoins
de votre fonction.

Exercice/P 2.29.Implémenter la version étendue du test de Miller-Rabinea fonction
bool estPseudoPremier( Integer n, Integer x, Integer& facteur )
qui garde un éventuel facteur dérouvé lors des calculs. Adapter le mode de passagestieaux besoins
de votre fonction. Comme premier test et application, fasto les nombres de Carmichael donnés dans la
remarque2.6. Ces nombres se révelent plutdt sympathiques, apoés to

Exercice/P 2.30.Implémenter une fonctiobool estProbPremier( Integer n, int k=50 ) quichoi-
sit successivemend, Xo,..., Xk € [2,n— 2] de maniére aléatoire et effectue le test de Miller-Ralworp
chacune de ces basésdication. — Quant a la primalité attraper d’abord le ¢as 0, puisn=0,1,2, 3,
puis les nombres pairs. Adapter le passage du parametle cas échéant, et expliquez l'utilisation du
parametrek , initialisé par défaut.

Remarque 2.31.0n ne peut pas implémenter littéralement un algorithnedabiliste, car on ne dispose
pas de source de nombres vraiment aléatoires. Dans lgypgdtius les générateurs produisent de nombres
« pseudo-aléatoires c’est-a-dire une suite déterministe qui a I'aire deétsuffisamment aléatoire Pour

les sceptiques, 'usage des nombres aléatoires est urdélift, voir Knuth 8], tome 3. Dans la pratique
vous pouvez utiliser la fonction suivante, qui fait appealragénérateur de nombres pseudo-aléatoires,
fourni par la bibliothequesMP , auquel on fera confiance :

Integer random( const Integer& min, const Integer& max )

{ // construire un nombre aléatoire entre min et max inclus
static gmp_randclass generateur(gmp_randinit_default);
return generateur.get_z_range(max-min+1) + min; }

Exercice/P 2.32.Reprenez les deux entiers de I'exercic8et déterminez leur nature. Expliquer I'intérét
de la méthode de Miller-Rabin vis-a-vis la méthode eaie I'exercicel.3.

Exercice/P 2.33.Dans votre fonction qui réalise la factorisation limit@ercicel.14), ajoutez le test
de primalité dans le cas d’'un facteur restant 1. Ceci permet de compléter la factorisatiomsest
(probablement) premier. Sinon, le facteur restant estéasemme tel.

Exercice2.34 Montrer que le nombre de Mersenkig; = 251 — 1 est premier, au moins trés probablement. Factorisez
quelgues nombrdgl, plus grands en indiquant lesquels laissent un facteur ceenpans petits facteurs.

Remargue. —Pour les nombres de Mersenkty = 2" — 1 il existe des tests plus spécifiques, analogues au test de
Pépin pour les nombres de Fermat. Par exempl€e! si2est premier, alora est premier. La réciproque est fausse :
déja 21 — 1 n'est pas premier. S est premier, alors tout facteur premigf Mp est de la formeg = kp+ 1. Vous
pouvez le vérifier empiriguement ou essayez de le montrer.

2.9. Comment trouver un nombre premier ? On se propose ici de produire de tres grands nombres
premiers, on dirait de maniere industrielle. Voici unetho@le possible :

Exercice/P 2.35.Ecrire une fonctioninteger prochainPremier( Integer n ) quitrouve le plus pe-
tit premierp > n. Trouver ainsi le prochain nombre premier apré§ddurk = 2, ..., 200.

Exercice/M 2.36. On pourrait €galement choisir un nombre premier de marakratoire dans l'intervalle
[a,b]. Evidemment il faut éviter que I'intervalle soit trop peti'il ne contient pas de nombre premier,
inutile d’insister. Pour cela vous pouvez déduire une mation deri(b) — m(a— 1) du théoremd..17. En
particulier le postulat de Bertrand affirme que I'interedl, 2a] contient toujours de nombres premiers.

Exercice/M 2.37. Expliquer pourquoi l'algorithmeXI.6 finira par trouver un nombre pseudo-premier
comme promis. En s’inspirant de I'exercitel8 donner une estimation du nombre d’essais nécessaire.

Exercice/M2.38 Supposons que pour chagpen effectue des tests iterés de Miller-Rabin, de sortdapeobabilité
d’erreur Prol p pseudo-premielr p composé) soit €. Supposons que I'algorithmél.6 renvoie un pseudo-premiex
Quelle est la probabilité d’erreur de cet algorithmadication. — La réponse n’est pasmaiseIn p environ! Sivous
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Algorithme X1.6  Engendrer un nombre pseudo-premier aléatoire erdid

Entr ée: deux nombres naturets< b tels quert(a— 1) < mi(b)
Sortie: un nombre aléatoire € [a,b] qui soit pseudo-premier
o — [351], o — | b5t
boucle

choisirp’ € [&,1/] de maniére aléatoire et poger— 2p’ +1
tester la pseudo-primalité gepar des tests iterés de Miller-Rabin
si p est pseudo-premiealors retourner p

fin boucle

vous y connaissez en théorie des probabilités, on pectilealProl§ p composé p pseudo-premie) par les proba-
bilités conditionnelles et la formule de Bayes. C'est unléejapplication de la théorie élémentaire des proli&isil
Comme toujours l'interprétation soigneuse des proliékiliait partie de I’honnéteté scientifique.

2.10. Comment prouver un nombre premier ? Rappelons que les deux observations clé de la méthode
de Miller-Rabin sont les suivantes :

(1) Il est facile de déterminer gi€ Z;; est un ttmoin de décomposabilité.
(2) Sinestcompose il est trés probable de trouver un témairZ;,.

Ceci correspond a deux types de problemes bien distinétsfier une preuve etrouverune preuve.
(Vous savez de votre propre expérience mathématiqueoueetr est en général plus difficile que vérifier.)
Dans I'approche de Miller-Rabin le premier probleme esbtl de maniére déterministe, le deuxieme de
maniere probabiliste.

Soulignons a nouveau que cette méthode permptaiezerqu’un nombren est composé, mais en cas
d’échec seulement d®upconnequen est premier. L'asymétrie provient du fait qu’un seul témsuffit
pour montrer qu@ est composé, mais sans aucun témoin on ne peut pas coavhareertitude.

Pour étre sOr que est premier nous voudrions également disposer d’'une pretiest tout a fait
possible et I'idée est méme tres simple : il suffit de picelun élément d’ordrey— 1 dansZ;;. Cette
question a été résolue §8.3du chapitrdX. En voici le critere efficace :

Lemme 2.39.0n consi@re un entier n pour lequel on suppose connuedeamposition en facteurs pre-
miers n— 1= p*py - p. Si unélement gc Z; vérifie g~ = 1 alors son ordre divise - 1. Si de plus
g("V/Pi £ 1 pour touti=1,2,... k alors I'ordre de g est exactementril. Dans ce cag = Zn ~ {0},
doncZ, est un corps et n est un nombre premier. O

La connaissance de la decomposition 1 = pil pgz e pE‘ est une hypothese délicate, car la factori-
sation peut étre difficile en général. Heureusementesitdaisable dans beaucoup d’exemples.

Exercice/P 2.40.Comme avant on stocke la décomposition1 = p'il pgz - pﬁ‘ sous forme d’un vecteur
(P1,€1;P2,€2;---; P> )- Ecrire une fonctionbool estRacinePrimitive(g,n,decomp) quiteste si
est d’'ordren — 1 dansz;; . Ecrire une fonctionInteger racinePrimitive(n,decomp) quitrouve la
plus petite racine primitive modulo, supposé premier, par des essais successifs. Choisirddesmie
passage adéquats. Expliquer pourquoi on passe la déstiopalen — 1 comme un paramétre. Comme
alternative, serait-il une bonne idée de factoriserl dans la fonctiorestRacinePrimitive ?

Exercice/P 2.41.Montrer quen = 27!+ 1 est premier en exhibant une racine primitive. Mé@me egerci
avec 374 1 et 734+ 1 puis 774 1. Plus généralement vous pouvez analyser1 a condition d’effectuer
au préalable un test de primalité.

Deéfinition 2.42. En guise de résumé, précisons ce qu'il faut pour prowve@rimalité d’'un entien. On
appelleC = (n,g; p1,e1; .. .; Pk, &) € N2 uncertificat de primalié si

—onan—1= pil--- p‘;‘ avecp; < --- < px premiers egy, ..., e > 1,

— le nombrey vérifieg" ! = 1 ainsi queg™ /P £ 1 modulon pouri =1,... k.
Dans ce cas on dit aussi qGecertifiela primalité den.

Exemple 2.43.Le plus petit certificat eq®2,1) : la factorisation de 2 1 =1 est le produit vide, g = 1
est un élément d’ordre 1, comme exigé. Voici quelquesfiats plus intéressants :
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3,2;2,1) certifie la primalité de 3. (Le vérifier. Y a-t-il d’autreextificats ?)
17,3;2,4) certifie la primalité de 17. (Le vérifier. Y a-t-il d’autresrtificats ?)
103 5;2,1;3,1;17,1) certifie la primalité de 103 (le vérifier).
n,5;221;314;179;103 3) certifie la primalité de
n=1299808706099639584492326223873 (le vérifier).

= (
- (
- (
- (

Le dernier exemple souléve la question pratique : commerifier efficacement un certificat donné
(n,X; p1,€1;...; P, &) ? D’abord il est facile & vérifier qugp3? - - - pE‘ =n-— 1. Avec la puissance dicho-
tomique on peut ensuite vérifier qg& ! = 1 etg™ /P % 1 modulon. Pour terminer la preuve de la
primalité den il ne reste qu’a prouver la primalité g, ..., px. C'est simple : on exige des certificats!

Définition 2.44. Une preuve de primalé& pourn € N est une liste de certificats;,Cy,...,C pour des
nombres premiens; < np < --- < Ny = nde sorte que tout nombre premier utilisé dans un certi@i¢abit
lui-m@&me certifié par un certificat antérieQir(i < j).

Exemple 2.45.Les certificats de I'exemple précédent fournissent uenge de primalité pour I'entier
n=1299808706099639584492326223873. Veérifier puis conemp bel exploit.

Exercice2.46 Expliquer comment implémenter une fonction gérifieune preuve de primalité, puis une fonction qui
construitune preuve de primalité. Expliquer pourquoi la vérifioatest facile, alors que la construction d’'une preuve
peut étre difficile A noter en particulier que la construction d’'une preuve dmalité den nécessite la factorisation de
n—1, tache qui peut étre trés coliteuse. Dans la pratiqune temcera une telle recherche qu’apres s’étre convaiacu

un test de Miller-Rabin. Si vous ne craignez pas de longef®ale programmation, vous pouvez implémenter toutes
ces fonctions en C++.

3. Factorisation par la méthodep de Pollard

Dans ce qui précede nous avons discuté deux méthodeamtgsgmportance pratique : la factorisation
limitee (§1.5) et le critére de primalité selon Miller-Rabif2.5). Leur combinaison permet de factoriser
tout nombre entier qui soit composé de petits facteurs j@msnet au plus un grand facteur premier. (Rap-
peler pourquoi.) Reste a traiter le casmob’'a pas de petits facteurs mais le test de Miller-Rabin peouv
guen est composé. Avouons qu’en général cette tache peugktréemement difficile !

La méthodep de Pollard décrite dans la suite est un algorithme proisébipour trouver des fac-
teurs de taille moyenne, disons entré® 1 10" Il existe des méthodes plus performantes, mais la
méthodep a le mérite d'étre trés facile a implémenter. Si votess&@mpatients, vous pouvez commen-
cer par I'implémentation et tester sa performance prat{§8). Pour comprendre son succes, par contre, il
nous faut quelques préparatif3(1-3.3).

3.1. Detection de cycles selon FloydL'idée de base est d'analyser des suites récurrentelSESmi
ensemble fini ef : E — E une application quelconquA. partir d’'une valeur initialexy € E on définit la
suite (X )ken parxk:1 = f(Xc) pour toutk € N.

Exercice/M 3.1. Montrer qu'’il existeu < v tels quex, = x,. On poseA = v — u. En déduire que la suite
(x¢) devient ultimement périodique, c’est-a-dife= x, ., pour toutk > L.

Sil'on choisity etv minimaux on dit queu estl’indice d’entrée
dans la période et est lalongueurde la période. Cette situation est
représentée par le dessin a droite. Il explique pouriguniéthode de
Pollard est aussi nommée la méthgde

Comment déterminen et v algorithmiquement? La maniere
évidente est de stocker toute la sukg...,x,_1 puis de cher- X,
cher x, dans cette liste. Sx, n'y appartient pas encore, on le
rajoute et continue avee «— v + 1. Linconvénient de cette ap- *1
proche est, evidemment, qu'il faut stocker puis parcoumie liste  x,
éventuellement tres longue. Afin de faciliter la recherdfindices
k < K" avecx = X, on se contentera d’une solution non minimale :

Exercice/M 3.2. Il existe £ > 0 tel quex, = Xy. Si I'on choisit £ minimal alorsy < ¢ <v < 2¢. En
particulier etv sont de méme ordre de grandeur, a un facteur 2 pres.
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Il est facile de déterminer la valeur minimale en commencgant pafy = yp on parcourt la suite
xkr1 = f(x¢) et en méme temps la la suitéx double vitesse yx.1 = f(f(yk)), et on teste successivement
pourl/ =123, ... six, =Y,. Ainsi on n'a plus besoin de stocker toute la liste, les dealgwrs courantes
Xy ety suffisent!

3.2. Le paradoxe des anniversairesEn général il est difficile de prédire la longuguen fonction
de f et de la valeur initialesg, mais elle est assez facile a mesurer sur des exemplegsloQuand la
suite passera-t-elleen boucley ? Il est clair que plug est grand, plug et/ ont tendance a étre grands.
Essayons de donner un sens quantitatif a cette heuristique

Exercice/M 3.3. Combien y a-t-il de fonction$: E — E ? Quelle est la proportion des fonctiohswvec

v(f) > 1?avew(f) >27?avew/(f)>37?Engénéral, determiner la proportipgy = %.

Exercice/P 3.4(le paradoxe des anniversaire®n supposant que les anniversaires sont équidistribués
sur les 365 jours de I'année, combien de personnes faotil avoir deux de méme jour d’anniversaire
avec une probabilité %? Ecrire un programme qui calcule ce nombre, étonnammeiit (f&ans effort
supplémentaire vous pouvez généraliser les paragmet€365 etq = 1 dans ce calcul.)

Voici la version asymptotique de ce phénomene :

Proposition 3.5. Soit E un ensemble fini de cardinal n. Quand on choisiEf— E au hasard, la valeur
moyenne de(f) est done parv, = 331 Pnk. Pourn— coonavy ~ /4n. O

Autrement dit, pour un choix aléatoire den s’attend & ce que la suite récurrexte, = f () boucle
a unindicev d'ordre+/n environ. Il en est de méme pour I'indiéede méme ordre quemais plus facile a
déterminer dans la pratique. Pour une preuve simplevgaeO(,/n) voir Gathen&Gerhardl[1], théoreme
19.5. Pour un développement détaillé, voir Kni8h Jol. 2, §3.1, exercices 11 et 12 avec leur solution a la
fin du tome, qui renvoient au vol. §1.2.11.3 pour le calcul asymptotique.

3.3. Polyrbmes et fonctions polynomialesPour I'ensemblé on prendra dans la suite 'annedy
et pour applications : Z, — Z, nous regardons des fonctions polynomiales, confitmg = x>+ 1.

Afin d’éviter toute confusion, il sera utile de distingyelyndmes Re Z[X] etfonctions polynomiales
f: Zn — Zn. Rappelons que tout élément dg[X] s'écrit commezkakxk avec coefficientsy € Z, et
gu'on a l'égalitéy aXk = 5, XX si et seulement sa, = by pour toutk. Tout polyndmeP = 3 aX*
définit une fonctior®p : Zn — Zn par®p(x) = P(X) = S axxX¥, appelée ldonction polynomial@ssociée
aP. EvidemmenP = Q entrainedp = ®q, mais la réciproque est fausse : on peut ayqiakxk =Sk bixk
pour toutx € Z, sans quey = by pour toutk.

Proposition 3.6. Si p est premier, alors toute fonctiont Z, — Zp est polynomiale : il existe un po-
lyndbme Pe Zp[X] et un seul de de@r< p tel que f= ®p, & savoir l'interpolant de Lagrange P-
Yaczp F (&) Mbezp(a} );%ﬁ’. L'application®: Zp[X] — FondZy,Zn), P— ®p est donc surjective. |l s'agit
d’un homomorphisme d'anneaux qui a pour noyaudadi( XP — X).

Exercice/M 3.7. Prouver cette proposition.

Supposons désormais qoe- p1pz--- Pm avec des nombres premigus, Pz, . . ., pm- Pour simplifier
Nous supposons que < p2 < --- < pm. (Nous négligeons ici le cas de facteurs multiples.) Dagde
théoréme des restes chinois, 'annéause décompose efip, x --- x Zp,. Etant donné des fonctions
fi: Zp — Zp on peut les assembler en une fonctianZ, — Z, d'apres le schéma suivant :

Zn ! ” Zn

gl lg

fyxooxfm
Zplx---Xme ZF’lx"'XZPm

Proposition 3.8. On dit qu’une fonction f Z — Z, estdécomposabléen f,..., f) si elle peutétre
construite comme dans le diagrammeégadent. Toute fonction polynomiale=f ®p est cecomposable.
Réciproguement toute fonctio@domposable :fZ, — Z, est polynomiale.
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Exercice/M 3.9. Prouver cette propositiofttant donné une fonctioh = ®p comment la decomposer ?
Réciproquement, étant doniéddécomposable, comment construire un polyn&eZ[X] tel quef =
@p ? Expliquer pourquoi les fonctions décomposables ne fotrae général qu'une petite fraction des
applicationsf : Zn — Zp.

3.4. L'heuristique de Pollard. Aprés ces préparations, nous allons les appliquer aclariaation.
Les arguments précédents se résument dans l'intatfméprobabiliste suivante :

Corollaire 3.10. Pour p premier fixons un degrd> p et choisissons un pol§me Pe Z,[X] de degé < d

de manére équiprobable, chacun avec probat#lip9. Alors la fonction polynomiale ass@e®p tombe
sur n’importe quelle fonctioZ, — Z, avec la néme probabilié p~P. On s’attend donc au paradoxe des
anniversaires : une suiteecurrente x,1 = P(xc) va boucler apes,/p itérations environ. O

Corollaire 3.11. Supposons que-a p1p2--- Pm €St compas de premiers p< p2 < --- < pm €t que I'on
choisit akatoirement un polydme P< Z[X] de degé < n. Ensuite on 8compose la fonction polynomiale
assocke f=®pen §: Zp — Zp. Alors f estéquidistribee sur les B fonctions possibles. On s’attend
donca nouveau au paradoxe des anniversaires : une séiemrente x,1 = P(xx) va boucler modulo p
apres,/pz itérations environ, modulogpapres, /p; itérations environ, ... et finalement modulg apres
/Pm itérations environ. O

Exemple 3.12.Voici un exemple qui est trop petit pour étre réaliste, siwaiffisamment grand pour illustrer
le principe. Regardons l'itération de Zy»1 — Zy21 avect (x) = XX+letxg=1:

k | Of 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8| 9| 10| 11| 12| 13
X 1 2| 5] 26| 14| 197| 135/ 104| 209| 145 31| 78| 118 2

Ici u=1etA =12. On constate qué= 12 est le plus petit indice positif tel que = Xp,. Comme
221=13-17, regardons les suites dans les quotients. Modulo 17t coiirespond a I'itération d&;7 —
Z17, X — X2+ 1 avec valeur initialeg = 1

k 0 1| 2| 3| 4| 5| 6 7| 8| 9] 10| 11| 12 13
Xk 1 2| 5| 9| 14| 10| 16 2| 5| 9| 14| 10| 16 2

Ici p =1etA =6 ainsi que/ = 6. Modulo 13 nous obtenons :

k o 1| 2| 3 4| 5| 6| 7 8| 9|10 11| 12| 13
Xk 11 2| 5| O 11 2| 5| O 11 2| 5| O 1] 2

Ici u =0 etA =4 ainsi que = 4. (Est-ce un hasard que ¥2ppcm(4,6) ?)

Remarque 3.13. Avec beaucoup de bienveillance, on peut considérer I'gtecpmme une illustration de
la propositior3.5. Bien sr 'applicationk — x? + 1 n’a rien d’aléatoire, et les coincidences2/221 et
6~ /17 et 4~ /13 peuvent sembler peu convaincantes. Soulignons quaiifegt statistique ne décrit
gue le comportemern moyennget c’est ce comportement qui est souvent observé dansdegxes. (Des
exceptions serontinévitables.) Pour vous en convaimots pouvez tester d’autres fonctions polynomiales
et d’autres entiers composé@svec votre implémentation plus bas.

3.5. Lalgorithme de Pollard. AprésI'heuristique, formulons I'algorithme probabiégjui en découle :

Algorithme XI.7  Factorisation selon la méthogede Pollard

Entr ée: un entiem > 1, une valeur initialex € Zn, et un polyndmeP € Zn[X]
Sortie: un diviseurd > 1 den (possiblement] = n)
Y+ X Il x ety représententy etxy, de la suite récurrente
répéter
X «— P(x) modn /1 On passe dg axy.1
y — P(P(y)) modn /I On passe d&y aXok2
d — pgcdx—y,n) /I On espére que =y modulo p; mais non modulm
jusqu'ad > 1

retourner d
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Exercice/M 3.14. Montrer que I'algorithmeX1.7 s’arréte puis qu'il est correct. Expliquer son comporte-
ment en moyenne : quel résultat obtient-on et avec combi@mations ? En quoi cette méthode est-elle
intéressante vis-a-vis la factorisation par essaiseagifs ?

3.6. Implémentation et tests empiriques.Jusqu’ici notre développement repose sur un solide argu-
ment statistique qui suppose que nous choisissons la fonict: dp aléatoirement. Or, il est trés colteux,
voire impossible, de stocker puis d’évaluer des polyrdohe trés grand degré (d’ordre®1@isons). On
choisira donc des polyndmes de petit degré, typiquemesdi@tique, en espérant que cet échantillon sera
suffisamment représentatif pour reproduire le paradoseadeiversaires et son asymptotique décrit dans
la propositior3.5. (D’ailleurs, les fonctions linéaires ne conviennent.fRsurquoi ?)

Exercice/P 3.15.Implémenter I'algorithme de Pollard pofifx) = x? 4+ a en une fonction
Integer pollard( const Integer& n, Integer x, int a, int max=500000 )
Justifier 'usage d’'un parameétiex pour majorer le nombre d'itérations dans le pire cas.
— Tester votre fonction sur = 221,x = 1, a= 1 pour vérifier qu’elle produit bien les résultats de
I'exemple3.12plus haut : on trouve le facteur pged — xg,221) = 13.
— Tester votre fonction sur I'exempte= 143 etx = 1. Vérifier quea = 1 donne le diviseur trivial
d = 143. Que donnent les parametees 2 eta=37?
Ces expériences indiquent que I'on ne peut pas prédirerechoix du polyndmd. Si un premier essai
échoue, alors on recommence avec d’autres parametres.

Exercice/P 3.16.Pour résumer le développement de ce chapitre, écrireagrgamme qui permet d’entrer
un nombre entier puis de le factoriser (au moins partieltgine

(1) Mettez au point une factorisation limitée pour troulesr petits facteurst.5).
(2) Déterminer la nature d’'un éventuel facteur restant@test de Miller-Rabin§2.8).

(3) Le cas échéant, appliquer la méthpde Pollard. En cas d’échec il faut éventuellement rgessa
En cas de succes assurer que votre factorisation est etanet réitérer si nécessaire.

Essayez ainsi de déecomposer12!+1, 4.-19!—1, 6-19!4+1, 20'+1, 24!—1 enfacteurs premiers.
Indiquez les méthodes utilisées et les facteurs ainsvés. Sila méthode en question dépend de parametres
a choisir, comme la factorisation limitée ou la méthodePdllard, explicitez-les.

Exercice 3.17.Décomposer les deux exemples de I'exerdic3 donnés au début du chapitre.
Exercice 3.18.Pourk = 20,...,40 essayer de decompogér- 1 en facteurs premiers.

3.7. Conclusion. Le principal argument en faveur de I'approche heuristigei®dllard est, bien sir,
le succes pratique amplement illustré. Notre heuristigyplique aussi pourquoi la méthode de Pollard
échouera probablement dans le casi@st composé de grands facteurs premiers : le nombreatités
nécessaire devient trop grand. C’est le cas par exemple pou

38!4+1=1402930806031754615418B7280713718589679646221

Pour savoir d’avantage sur des méthodes plus performaniesont capables d’exhiber, par exemple, la
factorisation précédente, on consultera avec proficBdent livre de R. Crandall et C. Pomerandé][ Il
existe plusieurs sites web consacrés a la chasse auxiations. La page de R. Brent est un bon endroit
pour commenceryeb.comlab.ox.ac.uk/oucl/work/richard.brent/factors.html

4. Le critere deterministe selon Agrawal-Kayal-Saxena

Le probEme de primalé. —On veut analyser un entier, donné sous forme d’'un développement
binaire de longueuf = len(n). Il s’agit de déterminer s est premier ou composé. On a déja vu que le
test exhaustif est d’'une complexité exponentielle (cpriapositionl1.8). Il est prohibitif pour des grands
entiers, disons a partir d'une longueue 60, soit 20 décimales environ.

Approche probabiliste. —Le test de Miller-Rabin est d’'une complexite polynomi&@¢/3) voire
O (¢?), comme esquissé en exerc249 De nombreux exemples témoignent de son efficacité, et d'u
point de vue pratique on pourrait considérer le probléoraroe résolu. Cependant, sa nature probabiliste
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laisse une certaine probabilité d’erreur (arbitrairehpaite, mais non nulle). Il en est de méme d’ailleurs
pour le test de Solovay-Strassen, que nous avons discusdelprojetx.

Approche éterministe. —Existe-t-il une méthode qui résolve le probleme de plitdale maniere
universelle c’est-a-dire pour n'importe quel € N, et qui soit a la foisdéterministeet de complexité
polynomiale? Cette question est restée longtemps ouverte et hargéitdericiens. Assez recemment, en
juillet 2002, la réponse spectaculaire fut établie paAlgtawal, N. Kayal et N. Saxena :

Théoreme 4.1.11 existe un algorithme qui, pour tout entier n danreetermine si n est premier ou com-
pos, et dont le temps d'éxution est polynomial en la longuelen(n) du nombre n.

Comme l'algorithme AKS est assez élémentaire, nous nmysgsons ici de 'implémenter. Si ce sujet
vous donne envie d’expérimenter, les considérationsgues qui suivent vous permettront d’écrire votre
propre programme AKS et d’entreprendre une explorationiegue. Quant aux mathématiques sous-
jacentes, pour la plupart également élémentaires, nous contentons de présenter les idées essentielles.
L'algorithme n’a sans doute pas encore trouvé sa formenadi, et de nombreuses améliorations sont
actuellement développées. Vous trouverez de plus ampgfdiations dans la littérature :

(1) Larticle de Agrawal-Kayal-Saxena est paru dé&mnals of Mathematicg,60 (2004) 781-793,
www.math.princeton.edu/~annals/issues/2004/Sept2004/Agrawal . pdf

(2) Un développement élémentaire a été rédigé pahidl Smid, détaillant toutes les preuves que
nous admettonsyww.scs.carleton.ca/~michiel/primes.ps.gz.

4.1. Une belle caractrisation des nombres premiers.Nous reprenons a nouveau le petit théoreme
de Fermat : sh est premier, alora” = a modulo(n) pour touta € Z. Cette observation se généralise a un
anneau quelconque, pourvu que I'on adapte convenablel@eonkté :

Lemme 4.2. Soient xy deuxélements d’'un anneau commutatif A. Alors pour togt N on a la formule
binomiale(x+y)" = $R_, () x*y"~X. Si de plus n est premier, alors n divise le coefficient bimbij pour
toutk=1,...,n—1, et ainsi(x+y)" = x" +y" modulo(n).

Exercice/M4.3. Montrer ce lemme et en déduire le petit theoreme de Feafhata (mod p) par récurrence Sia

On peut appliquer ce lemme comme un critere de primaligéest AKS est basé sur la jolie observa-
tion qu’en prenant 'annedf[X] le critére nécessaire est aussi suffisant :

Proposition 4.4. Soit n> 2 eta€ Z. Sin est premier aloréX +a)" = X" +a dansZ,[X]. Reciproquement,
sipgcda,n) = 1et(X+a)" = X"+a dansZn[X], alors n est premier. O

Exercice/M4.5. Essayez de montrer cette propositioication. —La premiére partie est claire. Quant a la deuxieme,
supposons qua = p°q avecp premier etp{ q. Déduire de(X +a)" = X" +a modulo (p) queq = 1. Déduire de
(X +a)P" = XP° + amodulo(p®) quee = 1. (Pour une solution voir Smid.)

C’est une trés belle caractérisation de la primalitend€uant au calcul pratique, ce critere reste
malheureusement impraticable pougrand, a cause de I'immense longueur du polynd¥e a)". Déja
pourn ~ 1079, ce polyndme dépasse la capacité de tout ordinateur.

4.2. Polyrbmes cycliques.Afin de rendre le critere précédent calculable, on réaaidulo(X" — 1),
ce qui veut dire que nous posoxs= 1 dans tous nos calculs. Grace a cette relation on peug¢diatement
réduire tout mondmS au mondmexs™Modr On calcule ainsi avec des exposants modyliiod le nom
polyndmes cycliques». L'avantage de cette approche est que les calculs deviefaigables, méme assez
efficaces (ce qui sera a discuter aprés implémentatidndonvénient est que la caractérisation précédente
se transforme en un critere nécessaire qui n’est plugéfioent suffisant :

Corollaire 4.6. Sin est premier alor§X +a)" = X"+amodulo(n, X" —1). Par contrapog : si (X +a)" #
X"+ a modulo(n, X" — 1) alors n est compd&s

Exemple 4.7. Comme remarqué plus haat= 1729 est un nombre de Carmichael, c'est-a-direaatiZ,,
verifiea” = a. Ici le test AKS se révele plus fin : on(X +2)" = 819X? 4 X 4912 modulo(n,X* — 1),
ce qui ne coincide pas av& + 2 = X + 2. A noter aussi que pout — 1 on obtient exactement le test

MAE 22 juin 2009


http://www.math.princeton.edu/~annals/issues/2004/Sept2004/Agrawal.pdf
http://www.scs.carleton.ca/~michiel/primes.ps.gz

202 Chapitre XI — Primalité et factorisation d’entiers

de Fermat; ici(1+2)" =819+ 1+ 912= 3, comme il faut. (Cet exemple sera facile & calculer avec
'implémentation développée dans la suite.)

Convention. —On supposera dans la suite que pged) = 1. Ceci est tout a fait Iégitime : on envisage
de tester la primalité de, et un pgcdn,r) > 1 donneraitimmédiatement un facteurrde

4.3. Une impEmentation basique.Commencons par fixer les types des données. Pour les salcul
dansZ nous auront besoin, comme d’habitude, d'un typgeger modélisant les grands entiers. Pour les
exposants des mondmes, les indices et les longueurs desirggar contre, les petits entiers suffiront.
(Pourquoi?) De toute fagon, notre compilateur exige gaevéeteurs soient indexés par un type primitif,
commeint ouunsigned int.Pour fixer notre choix, nous appelons ce tygadnt poursmall integer.

#include <vector> // définir la classe générique vector
#include <gmpxx.h> // déclarer les grands entiers de GMP
typedef mpz_class Integer; // grands entiers (coefficients)
typedef unsigned int SmInt; // petits entiers (exposants)

typedef vector<Integer> Poly; // polyndme stocké comme vecteur

Convention. —Tout polyndmeP modulo (n, X" — 1) peut &tre représenté, de maniere unique, par
ap+ayX +---+a_1 X"t avec coefficients; € [0,n]. Sous cette forme-la il est stocké comme un vecteur
(ap,aq,...,a-1) de tailler exactement.

Exercice/P 4.8.Ecrire une fonction qui effectue la multiplicatiarcyclique» :

Poly mult_cyclique( const Poly& p, const Poly& q, const Integer& n )
Indication. — La multiplication peut se réaliser, comme d’habitude,geux boucles imbriquées. Veillez
toutefois a ne calculer gu'avec des polyndmes modXfo— 1) et de ne jamais dépasser la longueur
Pensez aussi a réduire les coefficients modudda fin.

Exercice/P 4.9.Comme toujours, la puissance dichotomique s'impose pdecteker le calcul déX +a)"
modulo(n, X" — 1). Ecrire une telle fonction

Poly puissance_cyclique( Poly base, Integer exp, const Integer& n )
qui emploie la multiplication cyclique implémentée déiegercice précédent.

Exercice/M 4.10. Soulignons a quel point les choix faits pour cette implatagon sont judicieux. Que
se passerait-il si I'on ne réduisait pas systematiquémedulon? Que se passerait-il si I'on ne réduisait
pas systématiquement mod{6 — 1 ? Expliquer heuristiquement pourquoi les réductionsulmd dans
chaque coefficienet modulo X" — 1 pour tout monéme garantissent des données de tailleebof@n
analysera la complexité du calcul plus bas.)

Exercice/P 4.11.Ecrire finalement une fonction qui testeRiX )" = P(X") modulo(n, X" — 1) :

bool testFermat( const Poly& p, const Integer& n )
Indication. — Pour calculeQ(X) := P(X)" modulo(n, X" — 1) on se servira de la puissance dichotomique
ci-dessus. PouP(X") il y a une astuce : comme et n sont premiers entre eu®(X") mod (X" — 1)
n'est qu’'une permutation des coefficients (I'explicitédn compare(X) et P(X") via cette permutation
d’indices. Déterminer ett = nmodr peut se réaliser ainsi :

SmInt r= p.size(); // la taille du polyndme en question
SmInt t= Integer(nlr).get_ui(); // transformer Integer en unsigned int

Exercice/P 4.12.Implémenter une fonction qui teste plus spécifiquemeifXsi a)" = X" — a modulo
(n,X"—1). C'est le test d’AKS proprement dit, avec parametresN etac Z :

bool temoinAKS( const Integer& n, SmInt r, Integer a )
Tester vos fonctions sur beaucoup d’exemples &t premier, votre fonction répond-elle correctement ?
Si n est composé, trouve-t-on rapidement un témoin ? Que sefidakpour les nombres de Carmichael ?
Donner plus d’exemplesiillustrant que le test AKS est plugtia le test de Fermat. Statistiquement, est-ce
un critére intéressant dans la pratique ?

Remarquet.13 Pourr grand, le facteur limitant est la multiplication cycliquesdpolyndmes modulén, X" — 1).
Notre implémentation nécessité opérations danZ. Afjn de profiter de la multiplication rapide d'entiers, orupe
transformer les polyndme®(X) et Q(X) en deux entier® = P(B) et Q = Q(B) avecB = 2X suffisamment grand. On
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calculeR = PQ avec une multiplication rapide, et en retrouve le polyndr(¢) tel queR(B) = R. Ce procédé permet
de calculer le produiR = PQ avec une complexité presque linéaireren

4.4. Analyse de complexi. Essayons de déterminer la complexité du test AKS, @edire du test
de Fermat étendu a I'anne@y[X] /(X" — 1), implémenté comme ci-dessus :

Proposition 4.14. Soit n un entier de longueuwr= len(n) en base2. Le cdit pour effectuer un test de
Fermat dansZ,[X]/(X" — 1) avec I'impEmentation ci-dessus est d’ordré/}. Avec une multiplication
optimisee on peut descendre jusguine complexé presque d’ordref2.

EsQuISSE DE PREUVE La multiplication de deux &lements dafs est de complexit®(¢?) avec la
méthode scolaire. Optimal ser@t" (¢) avec des méthodes plus sophistiquées.

La multiplication de deux polyndmes cycliques d@h$X] /(X" — 1) nécessite? multiplications dans
7Zn avec la méthode scolaire, utilisée ci-dessus. Optintaits®™ (r). On arrive donc a une complexité de
O(r?)0(¢?), voire O* (r)O* (¢) avec une implémentation optimisée.

La puissance dichotomique nécessite au plusltiplications pour calculeP(X)™ modulo(n, X" —

1). Au total on arrive donc & une complexite @¢r2)O(¢3), voire O (r)Ot (¢2). O

4.5. Ladécouverte d’Agrawal-Kayal-Saxena.Avec notre implémentation on obtientun colt d’ordre
sr?(3 pour effectuers tests d’AKS dansZ,[X]/(X" — 1). A premiere vue cela semble raisonnable; le
probleme est de majorerets. La découverte surprenante d’Agrawal-Kayal-Saxenaea#dultat suivant :

Théoreme 4.15Agrawal-Kayal-Saxena, 2002)| existe une constante & 0 telle que pour tout nombre

naturel n on puisse trouver un nombre premiet Clen(n)® tel que le crigre suivant soit vrai :
Sipgcdn,a) = 1et(X+a)" = X"+amodulo(n,X" — 1) pour touta=1,...,s avec s= 2| /r | lenn,

alors n est premier ou une puissance d’un nombre premier. O

On admettra ce theéoréme. Il peut étre déemontré par @gsades élémentaires (voir Smid). Ce résultat
implique, comme promis, la conclusion énoncée dangdahiction :

Corollaire 4.16. Etant don@ un nombre naturel n on peuéterminer s'il est premier ou comp®gar un
algorithme de complextQ(len(n)1%). En utilisant une multiplication optiméz on peut descendre jusu’
une complexé O* (len(n)*?). En particulier, le probéme de primalé admet une solution algorithmique
de complex#& polynomiale dans la longueten(n).

Exercice/M4.17. Déduire le corollaire du theoréme, en (ré)analysantgléementation ci-dessus : traduire d’abord la
phrase« un nombre premier d'ordre O(len(n)®) » en une formulation précise, puis appliquer la proposidaté
Expliquer ensuite pourquoi il est peu coliteux de déteemsin est une puissance parfaite : rappeler que I'on peut
rapidement calculea = |\/n| puis comparegX avecn. Il suffit de ce faire pouk = 2,3,...,len(n). (Pourquoi ?)
Quelle en est la complexité totale ?

4.6. Vers un test pratique ? Pour rendre le test AKS praticable, il faut explicimmmenthoisirr
ets. En voici une version simplifiee, qui se préte bien a I'lerpentation :

Théoréme 4.18Agrawal-Kayal-Saxena, 200250it n un nombre naturel. Soitg 32lenn)2 un premier
tel que r:= 2q+ 1 soit également premier et 0,41 modulo r. Sipgcdn,a) =1et(X+a)"=X"+a
modulo(n, X" — 1) pour touta=1,...,s avec s= 2|/r | len(n), alors n est premier ou une puissance d’'un
nombre premier. O

On en déduit I'algorithm1.8 pour déterminer si un entier donné est premier ou composé

Remarque 4.19.La correction puis I'efficacité de I'algorithme précédespose sur I'existence de certains

nombres premiers : on appelieun nombre premier de Sophie Germaing etr = 2q+ 1 sont tous les

deux premiers. Ces nombres ne sont pas si rares que celalegaxemples jusqu’a 1000 :
2,3,5,11,23,29,41, 53 83,89,113 131,173 179191 233 239,251,281, 293
359419431443 491,509,593 641,653 659,683 719 743 761,809,911 953

Le théoreme des nombres premiers nous dit que la protéagiiiun nombrey soit premier est en-
viron ﬁ. Si I'on est prét a croire que la primalité deet la primalité de g+ 1 sont en quelque sorte
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Algorithme X1.8  Une variante du test de primalité selon Agrawal-Kayal €3
Entr ée: un nombre naturet

Sortie: le message premier» ou « COMpoSsé

pour k de 2 & len(n) faire a«— |¥n|: siak=nalors retourner « composé

initialiserq « 32len(n)?, r «—2q+1
tant que qour est composé on= 0,+1 modulor faire q«q+1, r«r-+2
s« 2|/r]len(n)
pour a de 1 a s faire
si pgcdn,a) > 1 alors retourner « composé
si (X—a)"# X"—amodulo(n, X" —1) alors retourner « composé
fin pour
retourner « premiers

indépendantes, alors il semble plausible que la probaluii tomber sur un nombre premier de Sophie
Germain soit envirow.

Conjecture 4.20. La quantié des nombres premiers de Sophie Germain suit I'asympotiqu
X
#q< t2q+ 1 sont iers ~ _
{q< x| g et2g+ 1 sont premierg ~ cons 97

Contrairement au théoreme des nombres premiers, cetjeatore reste toujours ouverte. Elle cor-
respond assez bien aux données empiriques : quand on eheraiombre premier de Sophie Germain
q> 32ler(n)?, il semble toujours en exister un de cet ordre de grandeur-I°

Proposition 4.21. Supposons qu'il existe une constante C de sorte qu'il sojbtos possible de trouver
un nombre premier de Sophie Germaircd32lenn)?,Clen(n)?]. Dans ce cas r et s sont de I'ordre
de grandeur Qlen(n)?), et I'algorithme ci-dessous est de complex@(len(n)?), voire O (len(n)®) en
utilisant des multiplications sophistiges.

Méme sous cette hypothese optimiste, I'efficacité duA®S laisse encore a désirer :

Exemple 4.22.Si I'on prendq = 809 etr = 1619, on peut tester la primalité des nomhngasqu'a 5
bits, car 32 52 = 800. Ceci toujours sous réserve, bien entendu,roed, =1 modulor ; si jamais cette
condition pose probleme, il faut passeq & 911,r = 1823 ouq = 953,r = 1907 etc ... En tout état de
cause, pour les petits nombmesette démarche n’est pas efficace.

Exemple 4.23.Prenons un exemple plus réaliste : disons que I'on veldrtdsts entiers & 100 bits, soit 30
décimales environ. Ici le test AKS est moins ridicule. Pleafn) = 100 les nombres premiegs= 320009,

r = 640019 conviennent, ainsi que= 320063, = 640127, puigy = 320081,r = 640163 etc. On voit,
d’une part, qu'il existe beaucoup de nombres premiers d@iSdpermain, et d’autre part que les valeurs
der dans I'algorithme sont déja assez élevées.

Exemple 4.24.Regardons finalement les entiers & 1000 bits, soit 300rd#es environ. Pour lé€n) =
1000 les nombres premiecs= 32000651y = 64001303 conviennent, ainsi que= 32000669 =
64001339, puig| = 320007531 = 64001507, etc. Bien que théoriquement intéressantsteAi€S com-
mence a occuper trop de mémoire et de consommer trop destpouyp étre praticable dans cet ordre de
grandeur.

Ces exemples indiquent que le beau résultat d’AKS ne s jp&Es encore a une implémentation
efficace. En particulier la version actuelle ne peut pas woracer avec le test probabiliste selon Miller-
Rabin, qui traite des entiers a 1000 bits assez rapidenemegter). Pour I'instant c’est donc I'aspect
théorique qui fait le succes du résultat AKS. Toutefajmes cette innovation inattendue, on peut espérer
gue d’autres bonnes surprises nous attendent ensagvre . ..

Exercice/P 4.25.Expérimenter avec votre implémentation du test AKS petudier son comportement
dans des exemples concrets. Par mesure de prudenceyvémberection des réponses fournies par votre
programme, disons en recoupant avec un test de Miller-R&uaiar un hombre composé donn@eut-

on trouverr et a petits de sorte quéX + a)" = X"+ a modulo (n,X" — 1) ? Est-ce que la performance
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empirique est meilleure que la prévision théorique ? Cier dans la littérature une variante optimisée
qui utilise des parameétreset s plus petits, puis I'implémenter. Déterminer empiriquerhle temps et la
meémoire nécessaires; jusqu’ou ce test vous semblgridiicable ?

5. Résune et perspectives
En guise de résumé, voici I'approche aux problemes éésqu début de ce chapitre.

(1) Tout d’abord on établit une fois pour toute un tableasi pletits nombres premiers (jusqu'a’10
disons) en utilisant le crible Eratosthéne.

(2) Pour tester si un nombreest premier on teste d’abord la divisibilité par des petiisnbres
premiers. Si I'on trouve un facteur, alargest composeé.

(3) Sipour un grand entiar on n'a pas trouvé de petits facteurs, on passe au test derNRitlbin.
Si I'on trouve un témoin, alons est composé, sinamest probablement premier.

(4) Sinest probablement premier et on exige une preuve, alors aeessle factorisem— 1 pour
trouver un élément d’ordne— 1 dan<Z;; . Celui-ci prouve que est premier.

(5) Sinn’est pas premier, alors on essaiera de le factoriser. Qaiegtabord les petits facteurs
premiers. Si le facteur restant est trivial ou premier, oereniné.

(6) Dans le pire des cas,est composé de grands facteurs. Pour le factoriser orgajedi méthode
de Pollard ou une méthode plus puissante.

Le principal probleme réside dans I'étape 6 : la facttian d’un nombre composé de grands facteurs.
Plusieurs méthodes de factorisation ont été dévaeppdont chacune a poussé la limite du possible un
peu plus loin. Pour en savoir plus on consultera avec prefitBllent livre de R. Crandall et C. Pomerance
[15]. Malgré tout progrés dans ce domaine, la factorisatiergiands entiers reste un probléme difficile,
dont on ne connait pas a ce jour de solution efficace.
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Suppose moreover that the numbers p and g are thrown awaysbgkaj
but that their product pq is saved. How to recover p and q ?
It must be felt as a defeat for mathematics that, in theseicistances, the most promising
approaches are searching the waste paper basket and appiyiemo-hypnotic techniques.
H.W. LenstraElliptic curves and humber-theoretic algorithn986

PROJET XI

Application a la cryptographie

Objectifs

» Comprendre les idées essentielles de la cryptographéd publique.
» Implémenter une méthode répandue, la cryptographism $eEA.

Sommaire

1. Qu’est-ce que la cryptographie ?1.1. Le probléme de base. 1.2. Cryptage selon César. &.3. A
taques statistiques. 1.4. Cryptage et décryptage. lypi@raphie a clef.

2. Cryptographie a clef publique. 2.1. Le protocole RSA. 2.2. Implémentation du protocol&RS
2.3. Production de clefs. 2.4. Signature et authentifinatio

1. Qu’est-ce que la cryptographie ?

Des codes secrets ont été utilisés depuis fort longtetaps le monde militaire et diplomatique pour
assurer la confidentialité des messa@eﬂos jours l'usage civil s’est répandu avec I'avenemezs drdi-
nateurs et surtout de I'internet. Pour une introductioetdecfascinante histoire, je recommande vivement
le livre de Simon SinghHistoire des codes secretsGF, 2001.

1.1. Le probleme de baseLe probleme de base peut se resumer comme suit : Alice es@afaitent
établir une communication sécurisée afin d'échangeifermations confidentielles. Malheureusement le
support (lettre, teléphone, internet) n’est pas sleet ptre intercepté par la méchaktee.

Alice Eve ‘ Bob
m Y
essage message . _ message message
en clair crypté ’ voie de communication non sﬂre“ crypte en clair

L'idée est de crypter des messages avant de les envoyentdejse seule la personne autorisée puisse
les décrypter. Alors que I'idée est évidente, la mise enresl’est beaucoup moins'!

1.2. Cryptage selon @sar. D’apres la Ilegende, Jules César utilisa un cryptagphabétique sui-
vant le schéma suivant. Les messages sont écrits danstam@phabet7, disons I'alphabet latin usuel.
Pour le cryptage on fixe une permutatmne — o/ que I'on I'applique lettre par lettre. Le décryptage est
ainsi I'application de la permutation inverde= c~1. Par exemple, avec

__ | ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ ot d= ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ
"~ |XYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW "~ |DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC

le messagen = CECI EST UN MESSAGE est crypté enm = m® = ZBZF BPQ RK JBPPXDB, puis décrypté en
m= " = CECI EST UN MESSAGE. Le programmecesar . cc vous fournira d’autres exemples.

Remarque 1.1. Le cryptage alphabétique n’est pas du tout slir! Le messiggeé dévoile beaucoup trop
d’information, et celle-ci peut étre utilisée pour cadsecode. Dans notre exemple on retrouve la longueur
des mots, ce qui laisse deviner au moins les mots tres c@etla méme veine, [kéquencales lettres
(des paires, des triplets, . ..) donne des indications qw'ee'vsesA noter que dans un texte francais typique
la lettre 'E’ est la plus fréquente. Ainsi une simple analggatistique du texte crypté dévoilera I'image de
'E’, au moins tres probablement. (Contempler aussi GeoiRggrecl.a disparition)
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208 Projet XI — Application a la cryptographie

1.3. Attaques statistiques.Pour juger de la sOreté d’'un systeme cryptographiquigut surtout
connaitre ses faiblesses : Quelles sont les attaquedjessziPeut-on décrypter paforce brutes ? Ou
par des analyses statistiques? Ou par d'autres astucqs;igisnapercues ? La principale faiblesse du
cryptage selon César est qu'il succombe a des analysesigtees :

Exercice 1.2. Décryptez le messageVX VHWX XLM MKHI YTVBEX T VTLLXK ».Explicitez votre démarche,
notamment vos hypotheses tacites, puis le systeme déagefpécryptage dévoile. Un logiciel adapté
pourrait-il faire le méme travail ? Peut-on étre sir quaavez retrouvé le message initial ?

Exercicel.3 Sice genre de casse-téte vous amuse et que vous chercheft, moas pouvez essayer de décrypter le
message suivant« ERL BLCNEOGOJQR GFLGOQJCL LTO ER BLE BFET TECL NGJT OQEHQECT BGT OCLT IECL

G ILACXBOLC. PQET PLRLV IL DQECRJC FG BCLEPL. GPLA ER BLE IL TOGOJTOJUEL LO ER IJAOJQRRGJCL
DCGRAGJT ER BCQSCGNNL BLEQ FL DGJCL JRTOGROGRLNLRO. »

Remarquéd..4 (Bruit aléatoire) Afin de rendre I'analyse statistique plus difficile, on pgotger un« bruit aléatoires.
Plus explicitement, on peut identifier I'alphabet= {4,...,Z} avec le group&.,. A chaque lettrea € Zyg On peut
ainsi ajouter un nombre aléatoibes Z,g afin d’obtenir la lettre bruitée = a+ b. Ala place de la lettre initiale on
note ensuite les deux lettre®t b, afin de retrouver la lettre initiale = c — b. Par exemple, la lettre est maintenant
codé par une des pairBs ouFB ouGC etc... Le programmeesar.cc implémente cette idee comme option. Qu’en
pensez-vous ? Cette astuce rend-elle le code plus sir ?

Remarquel.5 (Camouflage)Alice et Bob ont tout intérét a dévoiler le moins d'infoation possible :

Eviter des repétitions:Envoyer deux fois le méme messagest potentiellement dangereux, e voit passer
deux fois le méme message crypteSi par exemple le messag8RYSD-QZMC YSBUVR déclenche toujours
la méme action, observable n?we, ceci permet une interprétation sans explicitemeatygpter le message.

Eviter des provocations:RéciproquementEve pourrait tenter de provoquer un certain message, pangee
EVE VIENT DE ME TELEPHONER. Bien sQrEve s'attend & ce que le mOELEPHONE apparaisse quelque
part dans le message, ce qui facilitera le décryptage.

Eviter le silence: Le fait d’envoyer un message ou d'en envoyer aucun contierttimformation, facilement
observable pouEve. Il vaut mieux crypter puis envoyer des messages COREO2 EST UN MESSAGE
VIDE POUR RAISON DE CAMOUFLAGE, sans pour autant livrer des informations statistiquesiies 3Eve.

Dans tous ces cas, un bruit aléatoire judicieux permetce&t Bob de diminuer des corrélations trop évidentesreen

les parties d’'un message, entre messages successifgja@mie messages et informations extérieures. Réapigment,

Eve a intérét a collectionner toute information accdssigur une longue durée, afin d'effectuer des analyses-stat
tiques les plus fines possibles.

1.4. Cryptage et cecryptage. Le cryptage selon César n’est pas sir, certes, mais ilindigue une
démarche plus générale qui mérite d’etre analysetomMsM I'ensemble des messages, disons des textes
utilisant l'alphabet usuel# = {_ A,B,C,...,X,Y,Z}. Par commodité nous supposerons, comme avant, que
les messages cryptés sont exprimés dans le méme alphabet

Choix du cryptage et du &cryptage:Alice et Bob conviennent au préalable d'utiliser un crygma
crypt: M — M et un décryptage décrypM — M qu'ils estiment sir.

Quel niveau de &curitée ? Ici « sQr» veut dire gu'il est difficile pouEve de retrouver le message en
clairma partir du message cryptédont elle dispose seulement. Par exemple, sil'on crypielet
par lettre on retombe sur le cryptage a la César. Pouresr@ivin bon niveau de sécurité il faut
donc un systeme plus élaboré. .. Heureusement pour éliBeb, il y a beaucoup d’applications
crypt: M — M intéressantes, et possiblement plusgiress.

Quels que soient les détails, I'approche naive souffréed problemes fondamentaux :

Il faut absolument que la néthode reste seéte ! Dés que les fonctions crypt et décrypt sont dévoilées,
elles n'offrent plus aucune sécurité. Pour ne pas se figreasécurité illusoire, il est donc tres
important de changer régulierement le systeme crypfaggue pour assurer un bon niveau de
confidentialité. (Il faut prévoir un stock assez largg. ..

Comment se mettre d’accord sur uneathode de cryptageétryptage ?Evidemment Alice ne peut
pas la détailler a Bob en utilisant le support non sééutisaccord préalable nécessite donc une
deuxieme voie de communication plus sUre (rendez-vetisglrecommandée, ligne téléphonique
sécurisée, etc.) Ainsi le vrai probleme n’est que trarését reste ouvert.
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1.5. Cryptographie a clef. A cause du premier probléme ci-dessus il s'avére beauptusgputile
d’effectuer le cryptage/décryptage en fonction d'uné, dest-a-dire d'un parametre supplémentaire.

Définition 1.6. Unsyseme cryptographigu& clef consiste en une méthode de cryptage crgptM — M

et une méthode de décryptage décnptx M — M, ainsi qu’'une méthode pour produire des paires de clefs
(c,d) € C x D mutuellement inverses. Ceci veut dire que la clefC permet de crypter le messagevec
pour résultat le message crypté=crypt.(m), tandis que la clef correspondandte D permet de décrypter

le messagenavec pour résultat le message initial= décrypf;(m).

La cryptographie a clef offre au moins deux grands avamstage

(1) On peutdésormais publier le systeme cryptograpHigsdonctions crypt et décrypt), par exemple
pour I'analyser et le discuter publiqguement, ou bien pouréveter. Pour les utilisateurs Alice
et Bob il suffira de garder secréte leur clef respectiwt,d.

(2) Comme bénéfice supplémentaire, les utilisateurygreturégulierement changer de clefs, sans
pour autant changer entierement de systéme cryptogra@hi

Exemple 1.7. Dans le cryptage alphabétique la clef pour le cryptagesggétmutatiort: &7 — o7, et la
clef pour le décryptage est la permutation invetsec™!: o7 — . Ici C = D = Sym(.</) est le groupe
symeétrique, et le cryptage/décryptage est I'opérdgtine par lettre, comme discuté ci-dessus.

A noter qu’a priori les ensemblé3 et D n'ont rien & voir : le cryptage et le décryptage sont assez
indépendants, on exige seulement qu’une paire de @edg fournisse deux fonctions cryptM — M et
décrypf: M — M mutuellement inverses. Plus précisément, pour le gi¢age il suffit d’exiger décrypbo
crypt, = idy. Si 'ensembleM des messages est fini, ceci entraine la bijectivité, dotenaatiguement
crypt. o décrypp = idw. Ce n’est en général plus vrai pddrinfini.

Exemple 1.8(Camouflage) Pour camoufler les messages on peut ajouter un bruit al@atoimme ex-
pliqué dans la remarquk4, puis crypter le texte ainsi obtenu. Inversement, apr&etayptage on sup-
prime la partie aléatoire afin d’obtenir le texte initiak @rocédé garantit toujours que décgyptrypt, =
idv, mais on n'a plus crypb décryp}; = idw. (Le détailler.) Pourquoi est-ce important ddesoit infini ?

2. Cryptographie a clef publique

Un systeme cryptographique a clef permet d'utiliser ugthnde publique et de changer frequemment
les clefs. Ceci résout le premier des deux problemes foedéaux, mais non le deuxieme : comment
échanger les clefs via une ligne non siire ?

Vers 1975 Diffie et Hellman introduisirent le concept de ¢ogwaphie a clef publique, qui est I'objet
de ce paragraphe. Ce principe permet de résoudre le pneldéechange de clefs d’'une maniere aussi
élégante que radicale : on publie la clef du cryptage !dtai a implémenter ce concept. ..

Soulignons d’abord que le cryptage a la César est incahipatvec le concept de clef publique : la
clef pour le cryptage est la permutation.s’ — <. Quand on la publie, il est tres facile d’en déduire la
clef pour le décryptagel = ¢ 1: &7 — 7. Cette symétrie rend impossible une publicatiamtielle de
clefs : sil'on en connait une, on en connait l'autre.

Pour la cryptographiex clef publique il est primordial que
la clef ¢ pour le cryptage ne&boile pas la clef d pour le&tryptage.

Une telle asymeétrie est-elle possible ? En avril 1977 Re&ivA. Shamir et L. Adleman proposerent
une implémentation basée sur la difficulté de factoriler grands nombres entiers. Ce systeme cryptogra-
phique a clef publique est maintenant connu sous le nom dedR8es largement répandu.

2.1. Le protocole RSA. Rappelons qu'il est relativement facile de trouver deuxigsanombres pre-
miers « aléatoiress p etq, puis de calculer leur produit= pg. Par contre, sans aucune connaissance de
sa genese il est en général tres difficile de factoris@ette difficulté peut sembler étonnante, elle pourrait
méme &tre considérée comme un grave défaut de naoei¢hdans I'état actuel. Ironiguemebapsence
d’une solution efficace peut aussi avoir des applicatiotés@ssantes !
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Une telle application fut proposée par Rivest, Shamir deAwn. Il s’agit d’établir une communica-
tion sécurisée entre Bob et Alice par une voie de commtinicpublique. C'est un probleme tres classique,
qui a nos jours s’appliqgue notamment a I'internet.

Choix des clefs:Alice choisit deux grands nombres premiers distinzet g et calculen = pg ainsi
que¢(n) = (p—1)(g—1). Elle choisit également un nombcgremier avea (n) et calcule un
inversed tel quecd = 1 modulog (n). Tous ces calculs sont faciles a effectuer (le rappeler).

Clef crete: Alice connait le tripletn, c,d) vérifiantcd = 1 modulog (n). La clef sécréte est la valeur
ded, qu’elle garde précieusement pour elle-méme.

Clef publique: La clef publique d’Alice est la pairgn, c), qu’elle affiche publiquement. Pour recevoir
des messages secrets elle a intérét que tout le mondeisse(mac).

Cryptage: Pour envoyer un texte a Alice, Bob représente son messagme un nombren € [0,n[,

disons en codant les lettres par.1,26, 'espace par 0, et un texte par un développement en base

27.A l'aide de la clef publique d’Alice, il calcule alors le mesgge cryptén = m® modn.

Décryptage: Alice recoit le message crypta € [O,n[. A l'aide de sa clef secrete elle en déduit le
message en clain= m modn. Ceci est possible parce qué = 1 modulog (n), ce qui assure
m! = m®d = mdansZy.

Exercice/M 2.1 (Inversibilité). Vérifier que crypt: Zn — Zn, m— n et décryp§: Zn — Zn, M M0
définissent deux applications mutuellement inverses.

Remarque 2.2. La sécurité du systeme RSA se base sur les hypothesents :

— Sans connalitrp etq, il est difficile de trouverp (n) & partir den.

— Sans connaitr¢(n), il est difficile de trouved & partir dec.

— Sans connaitré, il est difficile de trouvem a partir dem.’

D’un point de vue pratique ces hypotheses sont vérifi@es te sens qu’a I'heure actuelle il n’existe
pas d'algorithme efficace publiguement connu pour factories grands entiers ni pour calculenp (n)
a partir den, ni pour calculerd a partir dec, ni pour calculem a partir dem. Toutefois il est important a
souligner que la sécurité du systeme RSA se base sugéleqre et non sur une preuve mathématique.

Remarque 2.3. Soitn composé de deux nombres premiers distincts. Alors trogiyey équivaut a facto-
risern. Effectivement, la factorisation= pg permet de calculep (n) = (p— 1)(q— 1). Réciproquement
les racines du polyndm¥? + (¢ (n) — n— 1)X + nsont les facteurp etq cherchés.

2.2. Implémentation du protocole RSA.

Exercice 2.4(Puissance modulaire)mplémenter une fonction
Integer puissance( Integer base, Integer exp, const Integer& mod )
qui calcule efficacememf modn pour des entierb € Z, e > 0,n > 1.

Exercice 2.5(Inverse modulaire)Implémenter une fonction

Integer inverse( Integer a, const Integer& mod )
qui calcule efficacement I'inverse demodulon, si a est inversible, et qui renvoie 0 sinon. S'il existe,
l'inverse dea est représenté par l'unique entiee {1,...,n—1} tel queau=1 (modn).

Exercice 2.6(Développement d'un entier en une base donnBeappeler la méthode de Horner et I'utiliser
pour écrire deux fonctions

Integer convert( const vector<Integer>& chiffres, const Integer& b )

vector<Integer> convert( Integer n, const Integer& b )
qui effectuent le développement en basel’'un entier de typelnteger . Pour une spécification détaillée
voir le fichier rsa. cc. Vous y trouvez également la fonctiarnverser (vec) qui pourravous étre utile.

On se propose de coder wexte selon la méthode RSA. Pour cela il faut d’abord transforfeer
texte en entier, puis retransformer un entier en texte. Vous/erez dansrsa.cc une petite fonction
majuscules( string& texte ) quitransforme un texte en lettres majuscules et underscore

Exercice 2.7(Transformations entre textes et entier®n interprete les lettres, . . . ,Z comme nombres
1,...,26 et *_" comme 0. Ce sont donc leschiffres» en basdé = 27. On peut ainsi interpréter un texte

MAIE 22 juin 2009



82 — Cryptographie a clef publique 211

t =(ck,Ck_1,---,C1,Co) cOMmMe I'entiem= okbX 4 1K1+ - - 4 c1bl + ¢, et réciproquement tout entier
mcomme un texté. Ecrire ainsi deux fonctions

Integer convert( const string& texte )
string convert( Integer nombre )

qui effectuent la transformation entre texte et entiertéesgos fonctions sur quelques exemples (& joindre
en commentaire au fichier source). Les transformationsagiavirétre inverses I'une a l'autre.

Indication. — Apres avoir calculé Integer c= n%27 la conversionint(c) n’est malheureusement
pas acceptée; il faut appeler la fonctienget_ui () , notation un peu lourde poget unsigned integer

Exercice 2.8(Cryptage RSA) Ecrire une fonction qui crypte un texte selon la méthode RSA
cryptageRSA( const Integer& mod, const Integer& exp, string& texte )
On se servira des fonctions précédentes, avec les nudatio mod, c = exp,t = texte. Le textet est
transformé en un entien, puismest développé emy, my_j,...,my, Mg € {0,...,n— 1} en basen. Ensuite
on peut calculem! — mfmodn et en déduire I'entier cryptél, puis le texte crypté.
Test de correction. —ka fonction cryptage ( istream& in, ostream& out ) litles données,
c, t du flot d’entrée et &crit, ¢, t’ dans le flot de sortie. Si votre programme compilé s’appetigptage,
alors la commande /cryptage < testl.rsa produira le résultatt5 3 FELICITATIONS. Vérifier
aussi le (dé)cryptage danest2.rsa. Quel message se cache darst3.rsa ?

Exercice 2.9(Question bonus)Si cela vous inspire, essayez de décrypter le messaget@dand . rsa.
Pour la décomposition en facteurs premiers vous pouveiogepout logiciel a votre disposition. Quels
consignes formuleriez-vous pour le choix des nombres @expiet g afin d’assurer la slireté du systeme
RSA ? Sur quelles informations ou hypothéses vos consgmbasent-elles ?

Exercice 2.10(Question bonus)En quoi se ressemblent les cryptages selon César et selvfd R8elle
est la principale difféerence ? Pourquoi pour César laipatbn de la clet serait catastrophique tandis que
pour RSA elle n’est pas considérée comme inquiétante ?

2.3. Production de clefs.Jusqu’ici on sait appliquer le cryptage/décryptage a aag(n,c) et un
texte donnés. Ce dernier paragraphe implémente finaldemproduction de clefén, c) convenables.

Exercice 2.11(Test de primalité) Implémenter une fonction
bool estPseudoPremier( const Integer& n, const Integer& x )
qui teste sn est pseudo-premier par rapport a la bagauis
bool estProbablementPremier( Integer n, int essais=100 )
qui effectue le test de Miller-Rabin (jusqu’a 100 fois). @&&duire une fonction
Integer produirePremierAleatoire( Integer pmin, Integer pmax )
qui produit un nombre premier aléatoire entygn et Pmax-

Exercice 2.12(Production de clefs)Ecrire une fonction

produireClefRSA( int bits, Integer& n, Integer& c, Integer& d )
qui produit une clef aléatoire, de la taille souhaitée i) pour le cryptage RSA. Avec ces clefs aléatoires,
tester le cryptage/décryptage sur quelques exemple@@¢ en commentaire au fichier source).

2.4. Signature et authentification.

Exercice 2.13.Expliquer comment Alice pewsignerun document électronique, de sorte que toutle monde
puissevérifier la signature, mais personne ne puisdalsifier. Indication. —La signature d’un document

D en clair peut étre un messageyui répete le documeit et ajoutex lu et approuve, Alice. Evidemment

ce message est trivial a falsifier. Pour cette raison Alimeng comme signatura=m® modn. Discuter la
guestion a savoir si cette méthode résout le problensiphature.

Exercice 2.14.Produire une clef publiqu@, c) avec clef secreté (que vous ne publiez pas, évidemment).
Ecrire un petit message en guise de conclusion de ce projistsignez-le avec votre clef secr&tele
vérifierai votre signature avec votre clef publique (aflrie avec le message signg).
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Anneaux effectifs






The mathematician is entirely free,
within the limits of his imagination,
to construct what worlds he pleases.

John W. N. Sullivan

CHAPITRE Xl

Exemples d’anneaux effectifs

Objectifs

» Expliciter ce gu’il faut pour rendre un anneau effectif.
» Implémenter les nombres rationnels comme un exemple de bas
» Plus généralement, implémenter le corps des fractiongxaanneau quotient.

Un anneau estffectif s'il existe une maniére deprésenterchacun de ses éléments sur ordinateur et
des algorithmes powffectuerchacune des opérations de I'anneau dans la représenthinisie. L'ap-
proche effective est une vraie restriction quant aux aresauquestion et un important défi quant a
l'ingéniosité algorithmique. Ce chapitre précise ce dion exige d’'un anneau effectif, discute quelques
exemples typiques, et présente des implémentationgpess

Notre exemple phare est, bien sOr, 'ann&alla représentation des entiers et les algorithmes de base
ont été discutés aux chapitres1X, et Xl. On discute dans le présent chapitre son corps des frad@ion
et on reconsidere les quotieris, constructions que I'on généralise a d’autres anneagiprojet a la fin
traite de I'anneal[i] des entiers de Gauss.

\oici trois exemples importants et assez représentatifis flustrer I'eétendue du concept :

Exemple 0.1.LanneauQ[v/2] est effectif : c’est unQ-espace vectoriel a bagé, v/2). On peut donc
travailler avec des coupléa, b) € Q? pour représenter tout &lement- by/2 de maniére uniqu&xercice.
— Exprimer les opérations de I'anne@li/2] sous cette forme.

Exemple 0.2. Si A est effectif, alors 'anneaA[X] des polyndmes suk est effectif.Exercice. —L'idée
évidente marchera : on représente tout polyn&eA[X] par la suitefinie de ses coefficients dams
Détailler cette représentation et les opérations debauA[X].

Exemple 0.3.Le corpsR des nombres réels, par contre, n'est pas effectif. Cegirend beaucoup les
débutants, mais la vie est ainsi faifevidemment le corp® est de grande importance ; toute I'analyse
s'appuie sur lui, et dans des applications il est souvensjshsable d’effectuer des calculséels» sur
ordinateur. Les difficultéd’approcherdes calculs danR sur ordinateur font I'objet du calcul numérique.

Attention. —Les typesfloat et double ne moeélisent pade corps des nombresréels! Loin de cela, ils
ne représentent qu'wsous-ensemble fidie nombres rationnels, ce qui n’a rien a voir alkec

Remarqued.4. Voici un argument intuitif maigaux queR n’est pas effectif « il est impossible de stocker une suite
infinie de décimales pour représenter un nombre irragbde maniére exacte. Certes, mais nul ne nous oblige
de représenter nos nombres par un développement dédiesalsous-anneau®[/2] et Q[ de R, par exemple,
contiennent des nombres irrationnels, mais on peut te¥slbs représenter sur ordinateur ! (Comment ?)

Si 'argument intuitif est faux, il nous met tout de méme kubonne piste. Apres réflexion, on en extrait une
reéponse plus solide : la représentation d’'un nonxtmer ordinateur doit se faire par un objet fini (arbitrairetgrnand,
mais toujours fini pour chaque individuellement). On peut ainsi représenter seulemenhembredénombrable
d’éléements, mais le cor@® estnon dénombrable

Sommaire

1. De l'anneauZ au corps@Q. 1.1. Qu’est-ce qu’un corps de fractions? 1.2. Implémériatu
corpsQ. 1.3. Le principe de base : encapsuler données et méthodes

2. Anneaux effectifs. 2.1. Que faut-il pour implémenter un anneau? 2.2. Vers onatdlation
mathématique. 2.3. Anneaux euclidiens. 2.4. Anneauxcipdux. 2.5. Anneaux factoriels.
2.6. Corps des fractions. 2.7. Anneaux quotients.
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Chapitre XIl — Exemples d’anneaux effectifs

1. De I'anneauZ au corpsQ

On commence par un exemple concret et pratique, que 'oérgbsera dans la suite : le passage de
'anneauZ des nombres entiers au cof@sles nombres rationnels. On révisera d’abord la constmucti
corps des fractions, puis on passera a I'implémentatiot-et.

1.1. Qu’'est-ce qu'un corps de fractions ?Certaines équations du tyj@e= bx aveca,b € Z n'ont
pas de solutiox dansZ. C’est le cas, par exemple, pour I'equatior3x. Il serait pourtant tres utile de
disposer d’'une solution ! Pour I'anned@wous connaissez bien siir la solution de ce probléme : ostiaon
le corps des fraction§). On établit ainsi une théorie plus large mais toujoursétehte, dans laquelle le
probléme initial se retrouve et se résolve. Essayons dégrager une réponse générale, qui englobe tous
les anneaux commutatif unitaires.

Exercice/M1.1 SoitAun anneau commutatif unitaire. Optimiste que nous sommepEsons dans un premier temps
qu'’il existe un homomorphisme injectif A— L dans un corpk. Afin de simplifier la notation nous pouvons identifier
Aavec son image(A), et ainsi supposer queC L. (Pourquoi ?) Dans ce cas on peut regarder I'ensembléA&racL
formé des élementd = ab ™! tels quea € Aetb € A*. Verifier d’abord que? = § si et seulement sid = bc. Etablir
ensuite les regles suivante§ :+ § = 24 et 8. & = & En deduire que Frh) est un sous-corps de contenant
A. Plus précisément c’est le plus petit sous-corpg dei contienneA. On I'appellecorps des fractions de A dans L
Forts de cette vérification rassurante, formulons-erefanifion générale :

Deéfinition 1.2. SoitAun anneau commutatif unitaire. Wdorps de fractionsieA est la donnée d’un couple
(K,1) ouK estun corps et: A— K est un homomorphisme d’anneaux injectif, de sorte queei@mént
x € K s’écrive commex = 1(a)1 (b) "L aveca c Aetb € A*.

Exemplel.3. Q est un corps de fractions @via l'inclusion:: Z C Q. Par contreR n’est pas un corps de fractions
de Z : certains élements € R ne s’écrivent pas comm% avecac A etbc A". Soit p premier etp: Z — Zp
I’'homomorphisme canonique. Tout élement Z, s'écrit commeg(a)(1)~! aveca € Z. Le couple(Zp, @) nest
cependant pas un corps de fractions, car 'hnomomorphigmiest pas injectif.

Exercice/M1.4. Un corps de fractionéK, 1) de A se réjouit de la propriété universelle suivante ¢siA — L est un
homomorphisme injectif dans un corpsalors il existe un et un seul homomorphisde K — L tel que® o = ¢.
Il en découle que le corps des fractidits 1) de A est unique & isomorphisme prées. Formulez préciséngeqtie cela
veut dire, puis prouvez votre énonceé.

Exercice/M1.5. Contrairement a I'unicité, I'existence n’est pas toupdonnée : montrer qu'un anneau non integre
n'admet pas de corps de fractions. Heureusement pour ness|/eseul obstacle :

Théoreme 1.6. Tout anneau irkgre admet un corps de fractions.

Exercice/M 1.7. Ou chercher ce corps ? Comment prouver son existence ?dlqusune seule possibilité :
il faut le construire! Démontrer le theoreme en dégaitlla construction suivante.

ESQUISSE DE PREUVE Supposons qué est un anneau integre. Notre but est de donner un sens
aux quotientss dans un corps encore a construire. En s'inspirant des igtéprsouhaitées, on considere
I'ensembleF = A x A" avec les opérationg&,b) + (c,d) := (ad+ bc,bd) et (a,b) - (c,d) := (ac,bd).

On constate quér,+,-) n'est pasun anneau, encore moins un corps. (Pourquoi? Il y a une éanept
laquelle ?) Afin de sortir de cette impasse, on définit lati@tga, b) ~ (c,d) siad = bc. On vérifie d’abord
gu’il s'agit d’une relation d’équivalence, ensuite qus @pérations- et- sont bien définies sur le quotient
K =F/., etfinalement qué¢K,+,-) est un corps. (Le détailler! Ou utilise-t-on l'intégritle 'anneal
dans ce raisonnement ?) La classe d’équivalende.d® est noteel. L'application: : A — K donnée par
a— £ estun homomorphisme d’anneaux injectif. On peut ainsitiien’anneauA avec son image(A).
Ceci fait, on constate que tout élemeare K s’écrit commex = ab ! aveca € Aetb e A*. O

Exercice/M1.8. Vérifier que cette construction appliqué& a@onne le corp§) comme vous le connaissez. Tout corps
de caractéristique 0 contient do@ccomme un sous-corps.

Exercice/M1.9. Qu'obtient-on si I'on I'applique &[X] ? Plus généralement&X] sur un corpK ? Que se passe-t-il
lorsqu’on I'applique & un anneau non intégre, conifggar exemple ?
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1.2. Implémentation du corpsQ. Uneclasseen C++ est un type défini par I'utilisateur. La construc-
tion de classes pour modéliser une situation donnée pat#ligme caractéristique de tout langage orienté
objet. Ne citons que I'exemple qui nous a occupé dans lesieterchapitres : le typeént de C++ ne
modélise pag mais un anneau fitfi,, typiquement aven = 232 oun = 254, On a donc employé la classe
Integer, issue de la bibliotheque GMP, qui modélise I'anngau

Jusqu’'a présent nous ne disposons pas d’outils pourlealavec des nombres rationnels. Ayant ac-
quis suffisamment d’expérience, nous allons maintenamstoaire une telle classe nous-mémaditre
d’exemple, nous souhaitons une utilisation comme danslgramme suivant :

Programme XIl.1  Exemple d'utilisation de la classeationnel

int main()
cout << "Bienvenue au corps des nombres rationnels !" << endl
<< "Entrez deux éléments a,b sous la forme num/den svp : ";
Rationnel a,b;
cin >> a >> b;

cout << "a =" << a << endl << "b = "< b << endl
<< "atb = " << atb << endl << "a-b = " << a-b << endl
<< "axb = " << a*b << endl << "a/b = " << a/b << endl;

Nombres rationnels, version 0.1.Apres s'étre assuré de la construction du corps desdraatous
allons« simplement la traduire en C++ et ainsi construire notre claBseionnel . |l faut d’abord choisir
une représentation convenable, c’est-a-dire une streidies données adéquate. Dans notre cas c’est facile :
tout élement € Q est caractérisé par deux entiers, un numérateu?. et un denominatews € Z*. En
C++ ceci peut étre modélisé comme suit :

Programme XII.2  Implémentation de la classeationnel — version 0.1

class Rationnel
public:
Integer numer;
Integer denom;

+s

Ici le mot réservéclass est suivi du nom de la classe, en I'occurremegionnel . Le corps de la
classe est délimité par des accolades suivies d'un paigtde. Il contient la définition deglementsou
membregle la classe : ici les deux variablagmer et denom de typeInteger.

Exemple 1.10.Avec cette définition de la classationnel on pourrait écrire le code suivant :

Rationnel a; a.numer= 4; a.denom= 6;
Rationnel b; b.numer= 1; b.denom= 5;

La premiere ligne définit la variable du type Rationnel ; on dit aussi quea est unobjetde la classe
Rationnel. Cet objet posséde deux €lements : les variablesimer et a.denom, auxquelles on affecte
les valeurs4 et 6 respectivement. Notre objet regroupe ces deux éléemanie@seule entité. Il en est de
méme pour I'objetb . Lors de sa définition (ligne 2) sont créés ses deux éféigb . numer et b.denom,
differents des éléments de puisqu’il s’agit d’unautreobjet. On dit quea et b sont deuxnstancesdeux
objets distincts de la clasSstionnel.

Remarque 1.11.Chaque objet, b, ... méne savie individuelle : en particullegtatd’'un objet (la valeur
prise par chacune des variables) est prapriéte individuelle Par contre, la classe décrit Ipppriétes
communes elle spécifie en I'occurrence que les deux élémeniser et denom sont toujours de type
Integer, quelque soit I'objet en question. Comme ces deux élésnsomt déclarépublics on peut les
utiliser comme des variables usuelles (voir I'exempleessus).
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218 Chapitre XIl — Exemples d’anneaux effectifs

Nombres rationnels, version 0.2.Nous allons maintenant affiner notre implémentation entajut
desméthodesa la classeRationnel . Commencons par laormalisation qui repose sur une particularité
des nombres rationnels (bien connue mais remarquable —elaver) :

Proposition 1.12. Tout nombre rationnel &crit comme une fraction r$ avec re Z, s€ Z*, et on peut
normaliser cette fraction de sorte qpgcdr,s) = 1 et s> 0. L’écriture normali&e est unique : si rs' =
uv-! et chacune des fractions est normabsalors r= u et s= v.

La fonctionnormaliser () ci-dessous réduit toute fraction a cette forme normale.

Programme XII.3  Implémentation de la classeationnel — version 0.2

class Rationnel
public:
Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur

void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom
{ if ( denom==0 ) { cerr << "Division par zéro '\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd( numer, denom ); numer/= d; denom/= d;
if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };

s

Exemple 1.13(suite) On peut maintenant écrire
Rationnel a; a.numer= 4; a.denom= 6; a.normaliser();

Ceci réduit la représentation/@ a la forme normale /3, moyennant une fonctiopgcd pour les entiers.
La fonction normaliser () appartient a la classBationnel, ce qui est plus explicitement noté par
Rationnel: :normaliser (). Afin d'y accéder de I'extérieur de la classe, on appell®iation obliga-
toirement basée sur un objet, commeormaliser () dansl'exemple. Cet appel entraine, naturellement,
gue la fonction soit appliquée a I'objet. Il n'y a pas de sens d’appel@abrmaliser () sans aucun objet.

Remarquel.14 |l serait également possible d’écrire une fonction

void normal( Rationnel& a )

{ if ( a.denom==0 ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd( a.numer, a.denom ); a.numer/= d; a.denom/= d;
if ( a.denom<0 ) { a.numer= -a.numer; a.denom= -a.denom; }; }

En utilisant cette fonction, notre exemple prendrait larfer
Rationnel a; a.numer= 4; a.denom= 6; normal(a);

Le résultat est le méme, mais le point de vue est differdatfonction normal () ne fait pas partie de la classe
Rationnel, c’'est une fonction extérieure. Par confl@tionnel: :normaliser () est une méthode de la classe.
Ceci peut entrainer differents droits d’acces, commeesma plus bas.

Notez aussi la difference dans les noms des éléementsontdion normal() doit adresser les €léements par
a.numer et a.denom, tandis que lafonctioRationnel: :normaliser() lesappelle simplementumer et denom :
évoquée pak.normaliser() , elle modifiera les éléments. numer et a.denom.

Nombres rationnels, version 0.3.Afin d’encapsuledonnées et méthodes, une classe regroupe toutes
les méthodes essentielles ou « caractéristiques : elles font partie des propriétés communes des objets.
Apres avoir implémenté la normalisation nous voudrigr@ntenant ajouter des méthodeaftctation A
titre d’exemple, on voudrait écrire

Rationnel a; a.affecter(4,6);

ce qui devrait correspondresa numer=4; a.denom=6; suivi d’une normalisation. C'est une écriture na-
turelle, et la normalisation systématique évite qudlisgteur oublie éventuellement d’appeler la fonction
normaliser () . Voici une implémentation possible :
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Programme XlIl.4  Implémentation de la classeationnel — version 0.3

class Rationnel

public:
Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur
void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom

{ if ( denom==0 ) { cerr << "Division par zéro '\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd(numer,denom); numer/= d; denom/= d;
if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };

void affecter( const Integer& num, const Integer& den=1 )
{ numer= num; denom= den; normaliser(); };

Rationnel& operator= ( const Rationnel& a )
{ numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
s

Remarqud.15 Onvoitdans la fonctioraffecter () que I'appel de lafonctiomormaliser () n’estpas précédé du
nom de I'objet. Le compilateur comprend qu’il s’agit de ljebcourant sur lequel travaille la fonctioatfecter () .

Remarquel.16 Notre implémentation se sert d'un parametre initiapsé défaut. On peut ainsi appeler la fonction
affecter() avec un seul argumentum , dans quel cas le compilateur posen=1 pour le deuxieme argument. Ceci
correspond a la conversion d’un entier de tyliceger en Rationnel : on peut par exemple écriationnel a;
a.affecter(5); ce qui semble une écriture assez naturelle.

Quant a I'affectation par copie, on préfere évidemmerd écriture courte et naturelle comraeb a
I'écriture longue est fastidieuse. numer=b.numer; a.denom=b.denom; Dans ce but nous avons intro-
duit 'opérateur= qui réalise cette affectation par copfenoter quea=b; correspond plus explicitement
al'appela.operator=(b); (le tester).

Remarquel.17. En C++ un opérateur d'affectation renvoie une réféeresiwel’objet auquel on vient d’affecter la
valeur. L'implémentation de la clas®ationnel se conforme & cette convention : Mais comment une foncadgn s
elle sur quel objet elle opére ? Afin de résoudre cette ctisientité, le mot réserv&his fournit un pointeur sur
I'objet courant, etxthis est synonyme avec cet objet.

Nombres rationnels, version 0.4.Aprés avoir implémenté normalisation et affectatioous vou-
drions ajouter urconstructeur Celui-ci est appelé exactement une fois lors de la abate I'objet, et
sert a l'initialisation. En 'occurrence on souhaite gaelEfinition Rationnel a; crée un objeta dont
les deux élémenta.numer et a.denom soient initialisés a0 et 1 respectivement. |l sera également
commode de disposer des variantes a parametres :

Rationnel a(4,6); // création de a avec initialisation simultanée
Rationnel b= Rationnel(4,6); // création de b puis d’un objet auxiliaire anonyme
Rationnel c; c= Rationnel(4,6); // création de c puis d’un objet auxiliaire anonyme
Rationnel d; d.affecter(4,6); // création de d suivie d’une affectation séparée

Rationnel e; e.numer=4; e.denom=6; e.normaliser();

Ces définitions aboutissent toutes aux méme résultgbrémiere est pourtant la plus naturelle et la plus
efficace. L'implémentation suivante réalise un tel cangeur.

Remarquel.18 Ne pas confondre construction et affectation : le consturch’est appelé qu'une seule fois pour
I'objet a, a savoir lors de sa création. L'affectation par contieffexctue sur un objet déja construit, et peut s’effectue
plusieurs fois pendant sa vie. Il existe aussi la notion d#rdeteur, qui est appelé pour détruire un objet a la finade
vie. Ici les variablesnumer et denom sont déja munies du destructeur de la claiseeger , qui fait le nécessaire.
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Programme XII.5 Implémentation de la classeationnel — version 0.4

class Rationnel

public:
Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur
void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom

{ if ( denom==0 ) { cerr << "Division par zéro '\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd(numer,denom); numer/= d; denom/= d;
if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };

Rationnel( const Integer& num=0, const Integer& den=1 )
: numer (num), denom(den) { normaliser(); };

void affecter( const Integer& num, const Integer& den=1 )
{ numer= num; denom= den; normaliser(); };

Rationnel& operator= ( const Rationnel& a )
{ numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
s

Remarquel.19 Un constructeur porte toujours le nom de la clagsg;ionnel en I'occurrence. Comme il ne sert
qu’'a la creation d'objets, il est impossible de spécifiettype de retour ; il ne renvoie jamais de valeur. Le congguc
peut prendre une liste de paramétres, ici deux paramégrege Integer qui seront interprétés comme numérateur
et denominateur. L'implémentation initialise la val@mumer a la valeurnum et la variabledenom a la valeur
den, puis appelle la normalisation. Notre implémentationes¢ & nouveau des parametres initialisés par défaut. On
peut donc appeler le constructeur sans aucun argumentgdehsas le compilateur posaim=0 et den=1. On peut
I'appeler aussi avec un seul argumerin : le compilateur pose alorgen=1, ce qui correspond a la conversion de
Integer en Rationnel.

Nombres rationnels, version 0.5.Jusqu’a présent la clas®ationnel n'est pas tres utile : elle
regroupe deux élémenisimer et denom de type Integer mais elle ne permet pas encore de modéliser
le corpsQ. Pour cela il faut encore implémenter lggerationsnécessaires ; le programXd.6 présente
une implémentation plus complete.

Exercice/P 1.20.Tester I'implémentation de la clas®ationnel par un programme similaire 4ll.1.

Les opérations de base fonctionnent-elles comme sa/héssayer d’expliquer leur fonctionnement en
détail. Tester aussi les limites de notre implémentagiciuelle : élargir votre programme en ajoutant de
code de plus un plus exigeant vis a vis les opérations sundenbres rationnels... Trouvez-vous des
erreurs ? des incohérences ? des comportements contitést Si oui, comment remédier a ces défauts ?

Exercice 1.21. Tester les définitions/affectations suivantes puisitié@tdeur fonctionnement.

Rationnel a(20,6); // ok, écriture fortement conseillée
Rationnel b= Rationnel(20,6); // acceptable, mais non optimale
Rationnel c; c.affecter(20,6); // acceptable, mais non optimale
Rationnel d= Rationnel(20)/Rationnel(6); // acceptable, encore moins optimale
Rationnel e(20); e.denom= 6; // écriture désormais interdite
Rationnel f(20/6); // écriture trompeuse, & éviter
Rationnel g= 20/6; // écriture trompeuse, a éviter

Remarquel.22 Dans la version 0.5 on a opté pour une restriction d’adegscédemment ['utilisateur pouvait créer
des fractions non normalisées, par exemple en affectanimer=4; a.denom=6; car ces éléments étaient publics.
Nul ne I'obligeait d’appeler la normalisation.

Désormais la classe contrdle toute écriture et toutiteale ses éléments. Pour ce faire les éléments cagern
sont déclaréprivés: ils ne sont plus accessibles de I'extérieur de la classer Fe le numérateur et le déenominateur
on se sert de deux fonctionmimerateur () et denominateur () quiréalisentlalecture (etlalecture seule). L'affec-
tation via la fonctionaffecter reste en place comme avant. Comme elle appelle systéreatént la normalisation,
on garantit ainsi que toute fraction soit stockée sous éonormale.

MAE 22 juin 2009



§1 — De l'anneal. au corps)

221

Programme XI1.6  Implémentation de la classeationnel — version 0.5 rationnel0.cc
1 #include <iostream>
2  #include "integer.cc"
3 using namespace std;
4
5 class Rationnel
6 A
7 private:
8 Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur
9 void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom
10 { if ( zero(denom) ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); I};
11 Integer d= pgcd(numer,denom); numer/= d; denom/= d;
12 if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };
13
14  public:
15 // Constructeurs divers
16 Rationnel( int num=0, int den=1 )
17 : numer (num), denom(den) { normaliser(); };
18 Rationnel( const Integer& num, const Integer& den=1 )
19 : numer (num), denom(den) { normaliser(); };
20 Rationnel( const Rationnel& a )
21 : numer (a.numer), denom(a.denom) {};
22
23 // Lire le numérateur et le dénominateur
24 const Integer& numerateur() const { return numer; };
25 const Integer& denominateur() const { return denom; };
26
27 // Affectation
28 void affecter( const Integer& num=0, const Integer& den=1 )
29 { numer= num; denom= den; normaliser(); };
30 Rationnel& operator= ( const Rationnel& a )
31 { numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
32
33 // Addition
34 Rationnel operator+ ( const Rationnel& a ) const
35 { return Rationnel( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); I};
36 Rationnel& operator+= ( const Rationnel& a )
37 { affecter( numer*a.denom + denom#*a.numer, denom*a.denom ); return *this; I};
38
39 // Opposé et soustraction
40 Rationnel operator- () const
41 { return Rationnel( -numer, denom ); I};
42 Rationnel operator- ( const Rationnel& a ) const
43 { return Rationnel( numer*a.denom - denom*a.numer, denom*a.denom ); J};
44 Rationnel& operator-= ( const Rationnel& a )
45 { affecter( numer*a.denom - denom#¥a.numer, denom*a.denom ); return *this; I};
46
a7 // Multiplication (correcte mais non optimisée)
48 Rationnel operator* ( const Rationnel& a ) const
49 { return Rationnel( numer*a.numer, denom*a.denom ); };
50 Rationnel& operator*= ( const Rationnel& a )
51 { affecter( numer*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
52
53 // Division (correcte mais non optimisée)
54 Rationnel operator/ ( const Rationnel& a ) const
55 { return Rationnel( numer*a.denom, denom*a.numer ); J};
56 Rationnel& operator/= ( const Rationnel& a )
57 { affecter( numer*a.denom, denom*a.numer ); return *this; };
58
59 // Entrée et sortie
60 friend istream& operator>> ( istream& in, Rationnel& a );
61 friend ostream& operator<< ( ostream& out, const Rationnel& a );
62 };
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1.3. Le principe de base : encapsuler dorres et néthodes!A l'instar de la classeInteger
modélisant les entiers, nous disposons désormais dlaesgRationnel modélisant les nombres ration-
nels. Méme dans ce petit exemple on reconnait le germegtedgammation orientée objet : la définition
d’'une classeconsiste en une structure de données ainsi que des méthpéeant sur ces données. En
reprenant le paradigme de N. Wirth on pourrait dire :

o | « classe = donies + néthodes | O

L'avantage d'une telle démarche est de regrouper, d’'un@émalogique et naturelle, tous ce qu'il
faut pour modéliser les objets en question : en I'occuredas nombres rationnels avec leurs opérations
naturelles. Ce point de vue est tellement utile, voire sgaiee, pour organiser de projets importants, que
I'on en fait un principe de programmation :

O Tout objet g@re ses donees de magire autonome, sans interventioné&xeure directe. O

La communication avec le monde extérieur se fait uniquémiarcertaines interfaces bien choisies.
Elles constituent la face visible des objets, alors quepgegsentation interne des données reste une affaire
privée. Ce principsoulagd'utilisateur de la responsabilité de connaitre lesadéde I'implémentation, et
il protegeles objets de toute manipulation nuisible.

En suivant ce principe, une classe bien construite ser& facmaintenir, & élargir, et a réutiliser
dans d’autres contextes. Ces avantages réduisent eoaisieiment le colt du développement et évitent
la réécriture inutile. C’est la le succes de la prograation orientée objet. Nous en avons déja pleinement
profité en utilisant la classénteger .

Exercice/P 1.23.Comme vous pouvez le constater, les opérations d’eswéeée ne sont pas encore
implémentées pour la clas®ationnel, version 0.5. La sortie est plutdt évidente, par exer%piaéécrit
2/3, alors que% s’écrit 2. L'entrée est un peu plus délicate, car la syntaxe do& ahalysée afin de
tenir compte des deux variantes précédentes. Vous tzolimgplémentation compléte dans le fichier
rationnel.cc. Essayez d’en comprendre les détails.

Remarquel.24 Les opérateurs d’entrée-sortie ne sont pas des métliedesclasse, mais des fonctions extérieures.
Néanmoins la classBationnel peut leur accorder un acces direct aux élements prindesedéclarantfriend .
C’est souvent utile, mais ici on aurait facilement pu ltevi Voyez-vous comment ?

Exercice/P 1.25.Notre implémentation modélise la structure de corps maisient pas encore compte
de la structure d’ordre. Si vous voulez, vous pouvez ajalesropérateurs de comparaishmlication. —
Détailler d'abord comment comparer deux fractignat . En quoi notre conventiosi> 0, v > 0 est-elle
importante ? Vous pouvez en profiter car la classe garaatitupe gestion intelligente et des restrictions
d’acces, que cette convention soit toujours respectée.

Remarquel.26 Pour I'implémentation de la comparaison et de toute aumetfon, plusieurs variantes sont imagi-
nables : comme méthode de la classe, comme fonction edtériou bien comme fonction déclaréeiend . Laquelle
vous semble la mieux adaptée ici ?

Conversion implicite vs explicite. Il est souvent utile d’avoir une conversion implicite erdi#érents
types — nous devrions dire maintenant : entre different&sses. En I'occurrence, la conversion corres-
pond a une convention bien connue en mathématiques :@npigte tout nombre entiarc Z aussi comme
I'element dans le corps de factions.

En C++ il est donc naturel de convertint ou Integer en Rationnel quand le contexte le de-
mande. A priori ce sont des types bien difféerents, commegbmpilateur saura-t-il effectuer la conver-
sion ? Bien sdr il ne connait rien des corps de fractiongpattant. .. un seul indice lui suffit : le construc-
teur & partir d’'unint ou d’un Integer servira aussi bien pour la conversion.

Exemplel.27. Les instructions suivantes devraient avoir un sens :

Rationnel r(2); // conversion explicite de int en Rationnel
Rationnel s= r*3; // acceptable car conversion implicite

La maniere dont nous avons implémenter I'opérateuexige que le premier argument soit I'objet courant, de type
Rationnel . Sitel estle cas, le deuxieme argument peut y étre camadrie compilateur le fait tacitement. Il interprete
donc le calcul précédent comme
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Rationnel s= r * Rationnel(3); // ok, conversion explicite

Exemplel.28 A notre grande surprise, la conversiomplicite ne s’applique plus au calcul suivant :
Rationnel t= 3%r; // impossible sans conversion explicite

\Voyez-vous pourquoi ? Bien sir, la conversmxplicitefonctionne toujours :
Rationnel s= Rationnel(3) * r; // ok, conversion explicite

Le comportement serait different si I'on implémentaifdérateurx non comme une méthode de la classe, mais comme
une fonction extérieure :
Rationnel operator* ( const Rationnel& a, const Rationnel& b )
{ return Rationnel( a.numerateur() * b.numerateur(),
a.denominateur() * b.denominateur() ); };

Cette écriture est plus longue, mais maintenant la siinast entierement symetrique : 8tr et r*3 déclenchent
implicitement une conversion via le constructsitionnel (3) .

Remarqud..29 Souvent commode, la conversion implicite est parfois sirddle voire dangereuse, car le compilateur
pourrait effectuer des conversions non souhaitées paogrgmmeur. Pour I'éviter, on peut restreindre un cormstru
teur en faisant précéder le mot céplicit. Ainsi il ne sera appliqué qu'a la suite d’'un appel expécicomme
par exempleRationnel (3) . Il est en général prudent de déclarer les constructexpdicit . Afin d’améliorer le
confort, en peut ensuite écrire des opérateurs mixtes @ationnel et int ou Integer, la ou ils sont explicite-
ment souhaités.

2. Anneaux effectifs
Nous essayerons d’étendre nos considératiorsetd) a des anneaux plus généraux.

2.1. Que faut-il pour implémenter un anneau ?Soit A un anneau (commutatif unitaire). En C++
on souhaiterait disposer d’'un type qui modélise 'anneal dans le sens suivant :

Repiesentation et entre-sortie: Tout d’abord on veut que tout élément de I'annéapuisse étre
représenté comme une valeur de typeet que les opérateurs d’entrée et de sortie<< per-
mettent de lire et d’écrire ces valeurs dans une écritareenable ; ils traduisent alors entre
représentation externe et représentation interne.

Constructeurs: On doit &tre capable de construire au moins les élemegitd @e notre anneau. Ceci
peut se faire par des constructewr®) et A(1) . Plus généralement, pour un entieron veut
que A(n) construise I'element - 15 dansA. Afin d'atteindre tous les élements de d’autres
constructeurs seront parfois souhaitables.

Comparaison: On voudra utiliser les opérateurs de comparaisenet != avec la syntaxe usuelle :
ils prennent deux arguments de typeet renvoient un résultat de typsol . Bien slr on exige
gu'ils correspondent a la comparaison dans I'anrfeglies comparaisons, <=, >, >= n’ont
un sens naturel que dans un anneau ordonné.)

Affectation: On voudra utiliser I'opérateur d'affectation avec la syntaxe et la sémantique usuelle :
il prend deux arguments, une variable de typa gauche et une valeur de typea droite, puis il
affecte la valeur a la variable. (C’est une opérationassaale mais omniprésente car elle gére
la copie d’objets pendant I'exécution d’'un programme.)

Opérateurs arithnétiques: Les opérateurs arithmétiques -, * prennentdeux arguments de type
et renvoient un résultat de type. Quant a leur sémantique, on exige que le résultat qouorese
au résultat de I'opération respective dédns

Opérateurs mixtes:Les opérateurs=, -=, *= devraient s'utiliser d’'une maniere naturelle, de sorte
que a+=b équivaille aa=a+b etc. L'intérét est une meilleure lisibilité, et dansteéms cas une
Iégere optimisation de performance.

Inversibilité et divisibilie: Etant donnés deux élémerd € A on doit souvent répondre aux ques-
tions suivantes : Déterminer aiest inversible, et le cas échéant trouver son inverserbéner
siaet divisible pab, et le cas échéant trouvetel quea = bc. Déterminer sa etb sont associés,
et le cas échéant trouvere A* tel queua=b.
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Exercice/P2.1 Le code en C++ ci-dessous explicite les méthodes et farmtiequises pour un anneau effectif. Es-
sayez de vous convaincre que nous avons trouvé un modaterable sur lequel on pourra baser toutes les construc-
tions ultérieures : lesquelles pouvez-vous envisageicP&3¢ un point important : bien que I'implémentation cater
puisse changer, les interfaces, elles, devraient resten&mnes. Tout changement ultérieur d’interfaces seutead;

car il nécessitera une révision entiere des applicati#ja ecrites.

Programme XII.7  Modele minimal pour implémenter un anneau anneau0.cc
1 class Anneau
2 A
3  public
4 Anneau( int n=0 ); // constructeur/conversion
5 Anneau( const Anneau& source ); // constructeur par copie
6 Anneau& operator= ( int n ); // affectation/conversion
7 Anneau& operator= ( const Anneau& a ); // affectation par copie
8 bool operator== ( const Anneau& a ) const; // test d’égalité
9 bool operator!= ( const Anneau& a ) const; // test de différence
10 Anneau operator+ ( const Anneau& a ) comst; // addition
11 Anneau& operator+= ( const Anneau& a ); // addition en place
12 Anneau operator- () const; // opposé
13 Anneau operator- ( const Anneau& a ) const; // soustraction
14 Anneau& operator-= ( const Anneau& a ); // soustraction en place
15 Anneau operator* ( const Anneau& a ) const; // multiplication
16 Anneau& operator*= ( const Anneau& a ); // multiplication en place
17 X}

19 // Opérateurs d’entrée-sortie
20 ostream& operator<< ( ostream& out, const Anneau& a );
21 istream& operator>> ( istream& in, Anneau& a );

22

23 // Reconnaitre les éléments 0 et 1

24  bool Zero ( const Anneau& a );

25 bool one ( const Anneau& a );

26

27 // Déterminer si a est inversible, si oui calculer son inverse

28 bool inversible ( const Anneau& a );

29 Dbool inversible ( const Anneau& a, Anneau& inverse );

30

31 // Déterminer si a est divisible par b, si oui calculer le quotient q
32  bool divisible ( const Anneau& a, const Anneau& b );

33  bool divisible ( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& q );
34

35 // Déterminer si a et b sont associés, si oui calculer u tel que ua=b
36 bool associes ( const Anneau& a, const Anneau& b );

37 bool associes ( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& u );
38

39 // Choisir un représentant préféré r=ua parmi les éléments associés a a
40 Anneau assopref ( const Anneau& a );
41  Anneau assopref ( const Anneau& a, Anneau& u );

Remarque.2 Dans ce modele on ainclus certaines fonctions non streménécessaires mais pratiques, par exemple
la reconnaissance des éléements 0 et 1. On pourrait, biee@irea == A(0) ou a == A(1), mais il y a souvent
des méthodes plus efficaces qui évitent la création dtslguxiliairesA (0) et A(1) .

Aucune implémentation n’est fournie dans ce modele. Boarimplémentation concrete il faut remplacer le nom
Anneau par le nom de la classe a implementer, puis définir chadesefonctions déclarées ci-dessus. Ceci est fait
pour la classenteger dans le fichierinteger. cc, puis pour la class@ationnel dans le fichierrationnel.cc.
Veérifier que ce sont des traductions fideles des anneauxesiign.
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2.2. Vers une formulation mathematique. On dit queA est unanneau effectifs’il satisfait aux
exigences détaillees ci-dessus : on peut représerdgennlde ses €lements dans une structure de données
convenable, puis effectuer les opérations de I'anneas ldareprésentation choisie. Apres réflexion, le fait
gu’un anneau soit effectif ne dépend pas du langage degrogation, ni de la machine qui exécutera le
programme : c’est I'existence des algorithmes qui compte.

Remarque.3. Bien sir, on sous-entend ici que I'on travaille sur un catluir« usuely . La seule idéalisation que I'on
fait habituellement est de supposer que la mémoire viveotle rdinateur soit toujours suffisamment grande. Il est
clair que notre approche pragmatique laisse tous leslslétais le flou.

Afin d’etre rigoureux, on devrait a ce point expliciter l@dgle de la machine qui stocke les données et exécute les
algorithmes. Une approche éprouvée est de définir umaielir abstrait, la machine de Turing ou une de ses variantes
équivalentes. On explicite ainsi la structure esseetBlin ordinateur : tout ce que peut calculer un ordinataisuel»
peut &tre calculé par une machine de Turing.

L'avantage d'une approche rigoureuse est la possibikt@muver des énoncés négatifs : on peut montrer que
certaines fonctions ne sont pas calculables. Le dévetopped’une tellehéorie de la calculabilitéest un important
et vaste domaine, que nous n’aborderons pas ici.

Exercice/M2.4. L'anneauZ des nombres entiers est effectif. Nous en avons déduitejuerpsQ des nombres ra-
tionnels est aussi effectif. Le corfisdes nombres réels, par contre, n’est pas effectif. (Laildi&t) Pour un point de
vue plus optimiste (certes idéalis€), on consultera avefit le livre récent de L. Blum, F. Cucker, M. Shub, S. Smale
Complexity and real computatip&pringer Verlag, New York 1998.

Exercice/M2.5. En reprenant notre modele pragmatique, on veut intexplés valeurs prises par le type comme
des élements de I'annedu Ce n’est rien d’autre qu’une application {valeurs du typeA } — A. Tout d’abord on
souhaite que le typa puisse représenter n'importe quel éléemenAdautrement dit, on veut quesoit surjective.
Essayez de reformuler précisément toutes nos exigemnckEssus a I'aide de I'application Pourquoi exige-t-on la
surjectiviteé dd mais on n'insiste pas sur I'injectivité ? L'opérates induit-il une relation d’équivalence ? Dans quel
sens peut-on dire guenduit un isomorphisme entre le modéle informatiquest I'objet mathématiqué ?

Exercice/M2.6. Comme un cas simple mais déja trés intéressant regaidienZ sans facteur carré &[v/d] =
{x+yVd | x,y € Z}. Montrer queZ[+/d] est un anneau et qué,/d) en est uneZ-base. Expliquer pourqudi[/d]
est un anneau effectif et esquisser une implémentatiorinptfementera I'anneaf[i] dans le projet a la fin de ce
chapitre, ce qui correspond au cas particulier —1.

Exercice/M2.7. En généralisant 'exemple précédent on peut consideanneauZ[0] ou 6 € C est racine d'un
polyndme unitaird® = X" +¢,_1 X" 1+ ...+ ¢; X + ¢cg & coefficients entiers. On peut supposer st le polyndme
minimal def. Montrer queZ[6] = {z{‘;olzi 6'|z € Z} estun anneau et q&, 8, ..., 8" 1) en est uné-base deZ[6).
Est-ce un anneau effectif ?

2.3. Anneaux euclidiens.Rappelons qu’'un anneau integheest euclidien s'il existe un stathme
v: A— N et une divisiond: Ax A* — Ax A, (a,b) — (q,r) telle quea=bg+r etv(r) < v(b). Au
dela de I'existence nous souhaitons désormais un cdfeatié.

On dit queA est unanneau euclidien effectd'il est effectif dans le sens précédent et que la division
J est effectivement calculable. En C++ nous exigeons I'enp#htation suivante :

void eudiv( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& g, Anneau& r );

Anneau eudiv( const Anneau& a, const Anneau& b );

Anneau eumod( const Anneau& a, const Anneau& b );
Ici la fonction eudiv(a,b,q,r) implémente la division euclidienn®: (a,b) — (q,r). Les deux autres
fonctions renvoieng etr séparément, dans le but d’un usage plus commode. Rentertputefois que la
fonction eumod devrait &tre définie aussi pole= 0, dans quel cas elle renvaePar contreeudiv n’est
définie que poub # 0, sinon elle provoque une erreur.

Exemple 2.8. L'anneauZ est un anneau euclidien effectif. Il en est de méme X : comme on verra
dans le prochain chapitre,Kiest un corps effectif, alors 'anne&iX] des polyndmes su¢ est un anneau
euclidien effectif. (Esquisser pourquoi.)

Exercice 2.9. Etant donné un anneau euclidien effectif, montrer queltgzithmes d’Euclide et de Bézout
sont applicables. En particulier on sait ainsi calculededet des coefficients de Bézout pour tadi € A.

Le programme ci-dessous présente des fonctions gémiriPour 'usage des fonctions génériques, ou
« patrons de fonctions, voir le chapitreV, §4.)
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Programme XII.8  Modele générique de I'algorithme d’Euclide euclide0.hh

// L’algorithme d’Euclide pour calculer le pgcd de a et b
template <typename Anneau>
Anneau pgcd( Anneau a, Anneau b )

1

2

3

4

5 Anneau r;
6 while( !'zero(b) ) { r= eumod(a,b); a= b; b= r; };

7 return assopref(a);

8 }

9

10 // L’algorithme d’Euclide étendu pour calculer pgcd(a,b) = au + bv
11 template <typename Anneau>

12  Anneau pgcd( Anneau a, Anneau b, Anneau& u, Anneau& v )

13

14 u= Anneau(l); v= Anneau(0);

15 Anneau x(0), y(1), q, r;

16 while( !'zero(b) )

17 {

18 eudiv(a,b,q,r); a= b; b= r;
19 = u - q * X; u= x; X= r;
20 r=v -q*y; V=y; y=r;
21 };

22 a= assopref(a,q); ux= q; v*= q;
23 return a;

24 3}

2.4. Anneaux principaux. Dans un anneau princip& tout couple d’éléementa,b € A admet un
pgcd et il existau, v € A vérifiant I'identité de Bézout : pgdd, b) = au+ bv.

Au dela de I'existence nous souhaitons un calcul effe®tif dit queA est unanneau principal effectif
s'il est effectif et admet un algorithme qui calcule pourttawb € A leur pgcd avec des coefficients de
Bézout. En C++ nous exigeons donc I'implémentation suea

Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& u, Anneau& v );
Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& u );
Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b );

A nouveau on inclut deux fonctions spécialisées pour wgesommode. La premiére sert notamment &
calculer I'inverse dex modulob : si pgcda,b) = 1 = au+ bv il suffit de connaitrel. La deuxieme sert &
calculer le pgcd sans coefficients de Bézout, ce qui araggezasouvent. Notez qu’une fonction spécialisée
est en général plus efficace, car un calcul restreint geetoptimisé.

Exemple 2.10. Tout anneau euclidien effectif est un anneau principatéffé=n particulier, ceci est le cas
pour 'anneal” des nombres entiers et I'annd&[X] des polyndmes sur un corgs

Exercice/M2.11 Une application importante des anneaux principaux régaas la résolution des équations linéaires.
Expliquez comment résoudre I'equatiax; + axx, = b dans un anneau principal effectif : comment détermineliesi e
admet de solution ? comment en trouver une ? comment en tromves ? Essayez de formuler un algorithme, puis
généralisez-le a I'equation linéaisgx; + - - - +anXy = b.

Si vous étes courageux, vous pouvez ensuite regarder tenmsysl’équations linéaires, disons sous forme matri-
cielle, et formuler I'élimination de Gauss sur un anneangipal effectif. Ce n’est pas immédiat, mais tout fonotiera
comme vous I'espérez !

Remarque2.12 Il existe des anneaux qui sont principaux mais non euclgim’est pas évident d’exhiber un tel
exemple, mai&[&] avecé = %(l+i\/E) en est un. On vérifie d’abord qdea pour polyndme minimak2—X +5; le
couple(1,&) constitue donc ung-base deZ[&]. Vous pouvez ainsi vous convaincre qu'’il s’agit d’'un anne#actif;
son caractere principal mais non euclidien est moinsdaciprouver.
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2.5. Anneaux factoriels. Etant donné un anneau factorebn peut définir le pgcd et le ppcm (rap-
peler comment). Au dela de la définition abstraite nousadans un calcul effectif. On dit qu& est un
annealn pgcd effectifs’il est effectif et admet un algorithme pour calculer le ggeour I'implémentation
en C++ on exige une fonction

Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b );

Exemple 2.13.Tout anneau principal effectif est aussi un anneau a pdedtéf

Exemple 2.14.'anneauZ[X] n’est pas principal : il suffit de se convaincre que I'idéalX), par exemple,
n’est pas principal. Neanmoing[X] est factoriel et permet un calcul effectif du pgcd.

Remarque?2.15 La factorialité deZ[X] est un célebre théoreme de Gauss; le temps venu votre d@lgebre vous

le présentera. Il affirme plus généralement @(X] est factoriel si et seulement Aiest factoriel. Si vous regarder
la preuve sous l'angle algorithmique, vous prouverez emenéemps : siA est un anneau integre a pgcd effectif,
alorsA[X] est un anneau integre a pgcd effectif. On trouve ainsi te@xemples d’anneaux factoriels qui ne sont pas
euclidiens, ni principaux, mais qui permettent neanmdi@salculer effectivement le pgcd. Pour en savoir plus, on
consultera avec profit le développement d&@js{ll-8.

Remarque 2.16.L'anneauA étant factoriel, on voudrait certes disposer des fonstjgermettant de tes-
ter lirréductibilité d'un élémenta € A, et le cas échéant de décompoaeen un produit d’éléments
irréductibles. Malheureusement ces deux questions pe¢étre assez difficiles. Pour nos besoins modestes
on se contentera de calculer le pgcd, ce qui est souventgatile.f

Exemple2.17. On a déja rencontré les difficultés de la factorisatiamsdl’annealZ au chapitrexXl. Dans certains
anneaux la situation est encore plus compliquée, dandresencore, par exemplg[X] sur un corps finifg, la
question d'irreductibilité et de factorisation sont beaup plus faciles que das Nous ne poursuivons pas cette
approche ici. Pour en savoir plus, vous pouvez consult8r [

2.6. Corps des fractions.Reprenons la construction du corps des fractighgartir de la classe
Integer modélisant 'anneal nous avons déja implémenté la classetionnel modélisant le corps
Q. Nous avons aussi prouvé que cette construction se gié&sea n'importe quel anneau integre.

Précisons pourtant que, pour une implémentation effjcames avons besoin du pged : on a tout intérét
a réduire systematiquement toute fracticafin d’assurer pgdd,s) = 1. (Pourquoi ?) Le programmé|.9
en donne une implémentation générique.

Exercice/P2.18 Comme vous le constatez, le programiie9 n'impléemente pas encore d’entrée-sortie ; vous trou-
verez une implémentation plus complete dans le ficiiiction.hh . Vérifier soigneusement cette impléementation
et effectuer quelques tests sur la clags@ction<Integer> pour vous convaincre qu’elle modélise bien le corps
des fraction Fra) = Q. Le programmefraction.cc en donne un exemple d'utilisation. Expliquez I'intér&ire
classe génériquéraction . Quel pourrait &tre I'intérét d'une classe spéciedi€ommeRationnel ?

2.7. Anneaux quotients. Etant donné un anneaimplémenté par une clasge en C++, nous sou-
haitons implémenter 'anneau quotieitl oul est un idéal dé. Ce probléeme général est trop dur, mais
il devient facile quand nous exigeons gisoit un anneau principal effectif : dans ce tas (m) pour un
certainme A.

Dans un souci d’efficacité nous allons méme supposeAgst un anneau euclidien effectif. Dans ce
cas on représentera la classe (m) par le reste = amodmde la division euclidienne dars Le principal
intérét du passage au reste et de réduire la taille dastden

Exercice/M 2.19. Expliquer comment représenter les éléement& den) et comment effectuer les opérations
d’anneau. Analysez ensuite I'implémentation propos@esde fichierquotient.hh et vérifier soigneu-
sement sa correction. Compléter les fonctions manquantes

Déterminer sa est inversible, et le cas échéant trouver son inverse.

Déterminer sa et divisible pamb, et le cas échéant trouvetel quea = bc.

Déterminer sa etb sont associés, et le cas échéant trouveA* tel queua= b.

Etant donné un élémeat choisir un élement associé préferé uaavecu € A*.

(En absence de préférences on premdraaetu:=1.)

MAE 22 juin 2009



228 Chapitre XIl — Exemples d’anneaux effectifs

Programme XI1.9  Corps des fractions d'un anneau a pgcd effectif fractionO.hh
1 template <typename Anneau>
2 class Fraction
3 {
4  private:
5 Anneau numer, denom; // numérateur et dénominateur
6 void normaliser(void) // normaliser numer/denom
7 { if ( zero(denom) ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); I};
8 Anneau d= pgcd(numer,denom) ;
9 divisible(numer,d,numer); divisible(denom,d,denom) ;
10 Anneau u; denom= assopref (denom,u); numer*= u; };
11
12 public:
13 // Constructeurs divers
14 Fraction( int num=0, int den=1 )
15 : numer (num), denom(den) { normaliser(); }
16 Fraction( const Anneau& num, const Anneau& den )
17 : numer (num), denom(den) { normaliser(); };
18 Fraction( const Fraction& a )
19 : numer (a.numer), denom(a.denom) {};
20
21 // Affectation
22 void affecter( int num=0, int den=1 )
23 { numer= num; denom= den; normaliser(); I};
24 void affecter( const Anneau& num, const Anneau& den )
25 { numer= num; denom= den; normaliser(); I};
26 Fraction& operator= ( const Fraction& a )
27 { numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
28
29 // Lire le numérateur et le dénominateur
30 const Anneau& numerateur() const { return numer; };
31 const Anneau& denominateur() const { return denom; };
32
33 // Comparaison
34 bool operator== ( const Fraction& a ) const
35 { return ( numer*a.denom == denom*a.numer ); };
36 bool operator!= ( const Fraction& a ) const
37 { return ( numer*a.denom != denom*a.numer ); };
38
39 // Addition
40 Fraction operator+ ( const Fraction& a ) const
41 { return Fraction( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); I};
42 Fraction& operator+= ( const Fraction& a )
43 { affecter( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
44
45 // Opposé et soustraction
46 Fraction operator- () const
47 { return Fraction( -numer, denom ); };
48 Fraction operator- ( const Fraction& a ) const
49 { return Fraction( numer*a.denom - denom*a.numer, denom*a.denom ); I};
50 Fraction& operator-= ( const Fraction& a )
51 { affecter( numer*a.denom - denom*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
52
53 // Multiplication (correcte mais non optimisée)
54 Fraction operator* ( const Fraction& a ) const
55 { return Fraction( numer*a.numer, denom*a.denom ); };
56 Fraction& operator*= ( const Fraction& a )
57 { affecter( numer*a.numer, denom*a.denom ); return *this; I};
58
59 // Division (correcte mais non optimisée)
60 Fraction operator/ ( const Fraction& a ) const
61 { return Fraction( numer*a.denom, denom*a.numer ); };
62 Fraction& operator/= ( const Fraction& a )
63 { affecter( numer*a.denom, denom*a.numer ); return *this; };
64 };
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Programme XI1.10  Quotient d’'un anneau euclidien effectif quotient0.hh
1 template <typename Anneau>
2 class Quotient
3 {
4  private:
5 Anneau mod, rep; // le module et le représentant
6
7 public:
8 // Constructeurs
9 Quotient( const Anneau& r=Anneau(0), const Anneau& m=Anneau(0) )
10 : mod( assopref(m) ), rep( eumod( r, mod ) ) {};
11 Quotient( const Quotient& a )
12 : mod(a.mod), rep(a.rep) {3};
13
14 // Affectation
15 void affecter( const Anneau& r=0, const Anneau& m=0 )
16 { mod= assopref (m); rep= eumod( r, mod ); I};
17 Quotient& operator= ( const Quotient& a )
18 { mod= a.mod; rep= a.rep; return *this; };
19
20 // Lire le module et le représentant
21 const Anneau& module() const { return mod; };
22 const Anneau& representant() const { return rep; };
23
24 // Comparaison
25 bool operator== ( const Quotient& a ) const
26 { return associes( mod, a.mod ) && divisible( rep-a.rep, mod ); 1};
27 bool operator!= ( const Quotient& a ) const
28 { return 'associes( mod, a.mod ) || !'divisible( rep-a.rep, mod ); };
29
30 // Addition
31 Quotient operator+ ( const Quotient& a ) const
32 { return Quotient( rep + a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); };
33 Quotient& operator+= ( const Quotient& a )
34 { affecter( rep + a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); return *this; };
35
36 // Opposé et soustraction
37 Quotient operator- () const
38 { return Quotient( -rep, mod ); };
39 Quotient operator- ( const Quotient& a ) const
40 { return Quotient( rep - a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); };
41 Quotient& operator-= ( const Quotient& a )
42 { affecter( rep - a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); return *this; };
43
44 // Multiplication
45 Quotient operator* ( const Quotient& a ) const
46 { return Quotient( rep * a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); };
47 Quotient& operator*= ( const Quotient& a )
48 { affecter( rep * a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); return *this; };
49 };

Remarque.20 La classeQuotient stocke tout élemerst+ (m) du quotientA/(m) par le représentant= amodm.
Soulignons a titre d’avertissement que le passage auresgemodm n’est en général pas équivalent a la projection
m: A— A/(m), car on ne peut pas garantir I'unicité du reste de la divigioclidienne : il peut y avom=a (mod m)
avecr = amodm different der’ = & modm. Il est donc prudent de tester 'egalité entre (m) etr’ + (m) non par

r =r’, mais par la divisibilittm | r —r’. Le programmeX11.10 tient compte de cette subtilité.

Exercice/M2.21 Montrer pour I'anneawd = K[X] des polyndmes sur un corjgs que la projectiort: A — A/(m)

est équivalente au passage au reste amodm : ceci est possible parce qu'il n’existe qu’un seul repnésetr avec
degr) < degm). Détailler un contre-exemple dafisen explicitant une division euclidienne convenalses bg+-r

telle que|r| < |b|. Discuter en particulier 'opérateu, du C++, qui est souvent une source d’erreurs. (Comment
peut-on rendre le reste unique dans ce cas concret ?)
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Remarque.22 Dans I'implémentation précédente, tout objet stockemopre modulenod ainsi qu’un représentant
rep de la classe modulaod . Trés souvent on ne calcule que modulo un seul id@alde A, il est donc inutile de
stocker la méme valeum pour chacun des objets — quel gaspillage de ressources!

Le programmeXIl.11 ci-dessous montre comment implémenter un modolmunpour tous les objets de la
classeQuot<Anneau> . En C++ un tel eléement se diftatic et se comporte comme une variable globale, seul le nom
Quot<Anneau>: :mod rappelle qu'il appartient a la clasfmot<Anneau> . Alors que I'élémentrep est une variable
individuelle de chaque objet, I'élemenabd n’existe qu’en un seul exemplaire, ce qui est le comportérsenhaité.
Pour le manipuler on implémente deux fonctions, égalérdédlaréesstatic, ce qui permet un acces via la classe,
indépendemment de tout objet.

Question2.23 En quoi est-ce périlleux de changer le module en cours dwlk@lSous quelle condition les valeurs
gardent-elles un sens aprés changement de module ? (Qatecelwne opération bien définie» ?)

Programme XIl.11  Quotient d’un anneau (a compléter en exercice) quot.hh

#include <iostream>
using namespace std;

1
2
3
4 // Définition d’une classe générique modélisant un anneau quotient
5 template <typename Anneau>

6 class Quot

7

8

9

{
private:
static Anneau mod; // le module commun de tous les objets de la classe

10 Anneau rep; // le représentant particulier de 1l’objet courant
11
12 public:
13 // Lire et redéfinir le module commun
14 static const Anneau& module() { return mod; };
15 static void module( const Anneau& m ) { mod= assopref(m); I};
16
17 // Lire et réduire le représentant modulo mod
18 void reduire() { rep= eumod( rep, mod ); };
19 const Anneau& representant() const { return rep; I};
20
21 // Constructeurs
22 Quot( const Quot& a ) : rep( a.rep ) {};
23 Quot( const Anneau& r=Anneau(0) ) : rep( eumod( r, mod ) ) {};
24
25 // S’ajoutent ici d’autres méthodes encore a implémenter
26 };
27

28 // On définit ensuite la variable statique de la classe Quot<Anneau>
29 template <typename Anneau>
30 Anneau Quot<Anneau>::mod(0);

32 // Exemple d’utilisation
33 #include "integer.cc"
34 int main()

35 {

36 Quot<Integer> a(11), b(12);

37 cout << "a = " << a.representant() << " mod " << a.module() << endl;
38 cout << "b = " << b.representant() << " mod " << b.module() << endl;
39 Quot<Integer>: :module(5) ;

40 cout << "a = " << a.representant() << " mod " << a.module() << endl;
41 cout << "b = " << b.representant() << " mod " << b.module() << endl;
42 Quot<Integer> c= atb;

43 cout << "¢ = " << c.representant() << " mod " << c.module() << endl;
44 3}

Exercice/P 2.24.Compléter la classQuot<Anneau> conformément au modekl.7.
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One Ring to rule them all,
One Ring to find them.
J.R.R. Tolkien;The Lord of the Rings

PROJET XII

Entiers de Gauss et sommes de deux cas

Objectifs

» Etudier 'anneal[i] et expliciter son caractére euclidien.

» En déduire une application classique aux sommes de deréscar

Une question classique de la théorie des nombres est largaiv quels entiers peuvent étre écrits
comme somme de deux carrés ? Voici un premier constat :

0=0%+0? 1=1°+0? 2=1%+1? 3=7

4=2240? 5=2241? 6=" 7="
8=22422 9=34+0° 10=32+1> 11=?
12="2 13=3+22  14=7 15="
16=42402 17=424+12 18=324+3% 19=7
20=42+2°  21=" 22=" 23="7

Ce projet a pour but de résoudre ce probleme. On considiaberd le point de vue théorique : ici
'anneauZli] C C des entiers de Gauss nous rendra d’excellents servicesit&xgent 'aspect algorith-
mique : en sachant que 18+ 949 admet une unique décomposition en somme de deux ceorésment
la trouver de maniere efficace ? C'est le caractere eeclideZ]i] qui se révélera un merveilleux outil.

Sommaire

. Analyse mattematique du probleme. 1.1. Unicité. 1.2. Existence. 1.3. Cas général.
. Implémentation de la classesauss.

. Décomposition en somme de deux cags.

. Une preuve d’existence non constructive.

A WN P

1. Analyse mattematique du probleme

Exercice/P 1.1.Ecrire une fonction qui prend comme argument un entiet renvoie tous les couples
(x,y) € 7 tels quex? +y?> = n etx >y > 0. Pour I'instant une méthode exhaustive suffira, néanson
effectuera I'optimisation évidente moyennant la fonetieqrt . Combien d'’itérations sont nécessaires ?
Est-ce raisonnable pour 49 33 ? pour 182+ 61 2 pour 1804577 2 pour 18°+ 949 ? Quel est le plus
petitn admettant deux telles sommes ? trois ? quatre ? cinq ?

Exercice/M 1.2. L'expérience montre que beaucoup d’entiers s’écrivemime sommes de deux carrés.
On constate aussi qu& 4 3 n’est jamais une somme de deux carrés. Donner une preuve.

Pour simplifier on ne regardera dans la suite que les nombzesgrs. Le but de ce projet et de montrer
le theoreme suivant et en méme temps de développer arithige efficace.

Théoreme 1.3. Tout nombre premier g- 4k+ 1 s’écrit de manére unique comme somme de deux &syr
p=x?+y? avec x>y > 0 dansZ.

Le développement qui suit consiste en deux parties. La iprendonne une preuve du théoréeme en
étudiant 'annealZ]i] des entiers de Gauss. La deuxieme est consacrée adiinepifation d’une classe
Gauss et d’'une méthode efficace pour trouver la decomposiienx? + y2.
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1.1. Unicité. Nous commencons notre étude de la décomposjiierx? + y? par l'unicité : sip est
premier, alorg = X + y? = u? + V2 entraineg{x?,y?} = {u?,v?}.

Exercice/M 1.4. La normeN: Z[i] — N est définie paN(z) = zz, ou encoreN(x+yi) = x? +y? pour
X,y € Z. Montrer que la norme est multiplicativeN(ab) = N(a)N(b) pour touta, b € Z[i]. En déduire
quea € Z|[i] est inversible si et seulementid{a) = 1, ce qui équivaut a € {+1,+i}. Montrer quea est
irréductible dani] si N(a) est irréductible dang. Attention. —Ila réciproque est fausse.

Exercice/M 1.5. Montrer queZ[i] est euclidien par rapport a la noriledonc principal, donc factoriel.
Indication. — Regarder I'anneaf]i] et son corps des fractiorig[i] dans le plan complex€. Poura
etb # 0 dansZ|i] approcher leur quotierf} € Q[i] de maniére optimale paye Z[i]. (Faites un dessin!)
Conclure que = bg-+r avec un reste vérifiantN(r) < iN(b).

Exercice/M 1.6. Pour p € N premier montrer quep = x% + y?> = u? + V2 avecx,y,u,v € Z implique
{x2,y?} = {u?,v?}. Indication. — Regarder les decompositiops= (x+yi)(x—yi) = (U vi)(u—vi).

1.2. Existence.Apreés l'unicité montrons I'existence d’une décompiositp = x? + y2.

Exercice/M 1.7. Soit p € N premier. Montrer que-1 admet une racine carrée moduplsi et seulement si
p est de la forme = 4k+ 1 oup = 2. Dans ce cas il existe donge Z tel quep diviseq? + 1. En déduire
quep n’est pas premier dar&i. Indication. — regarder le produi® + 1= (q+i)(q— i) dansZ[i].

Exercice/M 1.8. En supposant qup est premier dang mais non dang.[i], on sait qu'il s’écrit comme
p = ab avec deux facteura,b € Z[i] non inversibles. En déduire qi¥(a) = N(b) = p, puisa= b, et
terminer la preuve du théoremes,

Exercice/M 1.9. Reste la question pratique : comment calculer la décortippg = ab dansZ|i] ? Mon-
trer que, quitte a échangeetb, on aa~ pged p,q+i) etb ~ pged p,q—1i). Expliquer I'intérét pratique.

1.3. Cas @néral. On vient de prouver qu'un nombne= 4k+ 1 qui est premier dang devient
réductible dan&]i]. On peut se poser la question de savoir ce qui se passe aeetriesnombres premiers,
ceux de la forme = 4k + 3. Plus généralement, quels sont les éléments irtédes dan<|i] ?

Exercice/M1.10 Commencez par montrer que les éléements suivants sedtittibles dang[i] :

o x+yiavecp=x%+Yy2 e N un nombre premier de la forme= 4k+1 oup = 2.

e pavecp e N un nombre premier de la forme= 4k + 3.
A noter que 2 se decompose daki§ en deux facteurs irréductibles associ@s+ i) et (1—i). Un nombre premier
p = 4k+ 1 se décompose dafi] en deux facteurs irréductibles conjuguks;yi etx — yi, qui ne sont pas associés
dansZ(i]. Un nombre premiep = 4k + 3 reste irréductible dari]i].

Exercice/M1.11 Montrer que tout élement irreductible da] est associé & un des précédehtdication. — Etant
donnéz € Z[i] décomposeN(z) = zzen éléments irréductibles, d’abord dahspuis danZ|i].

Exercice/M1.12 Aprés avoir résolu la question pour les nombres premiarsictériser les nombres naturels s’écrivant
comme somme de deux carrés. Que peut-on dire du nombrdefedétompositions ? Votre résultat correspond-il aux
observations empiriques de I'exercitd ?

2. Implémentation de la classesauss

Afin de calculer commodément da#i§] nous allons implémenter une classeuss modélisant cet
anneau. Pour faciliter cette tache, le progranXid 2 ci-dessous déclare les méthodes de base nécessaires
ainsi que quelques fonctions supplémentaires.

Exercice/P 2.1.Relire notre modele d’un anneau effecti2) puis implémenter la classgéauss comme
déclarée dans le programmxdl.12. Vous pouvez prendre les fichietsiteger.cc et rationnel.cc
comme modele, mais veillez & implémenter correctengnopérations dé[i]. Remarque. —La fonction
assopref sertarendre le pgcd unique. Pour les entiers de Gaussal pas de choix canonique. Pour un
élément non nul on pourrait choisir I'assogié yi avecx > 0 ety > 0.

Conseil. —Comme toujours, testez puis relisez soigneusement vopi&mentation. Pour les opérations
de base choisissez des méthodes simples mais efficaceseRgple, tester si+ yi est inversible dan&[i]
en calculank? + y? est inefficace poux,y grands ; essayez de faire mieux.
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Programme XII.12 Déclaration de la classeauss (a compléter en exercice) gauss.cc

#inclu

de <iostream>

#include "integer.cc"

using namespace std;

19 Gaus

s& operator-=
s operator*

const Gauss&
const Gauss&

class Gauss

{

public:

Integer re, im;
10 Gauss( const Integer& x=0, const
11 Gauss( const Gauss& a );
12 Gauss& operator= ( const Gauss&
13 bool  operator== ( const Gauss&
14 bool  operator!= ( const Gauss&
15 Gauss operator+ ( const Gauss&
16 Gauss& operator+= ( const Gauss&
17 Gauss operator- () const;
18 Gauss operator- ( const Gauss&
(

20 Gaus (
21 Gaus (
22}
23

s& operatork=

const Gauss&

24 // Opérateurs d’entrée-sortie
25 ostream& operator<< ( ostream& out, const Gauss& a );
26  istream& operator>> ( istream& in, Gauss& a );

1
2
3
4
5 // La classe Gauss modélisant 1’anneau Z[i]
6
7
8
9

Integer& y=0 );

);

) const;
) const;
) const;

)

PP

) const;
)
) const;

)

28 // Quelques fonctions supplémentaires
zero ( const Gauss& a );
one ( const Gauss& a );
conj ( const Gauss& a );

r norme( const Gauss& a );

27

29 Dbool
30 Dbool
31 Gauss
32 Intege
33

34 // Inv
35 bool
36 bool
37 Dbool
38 Dbool
39 Dbool
40 bool
41  Gauss
42  Gauss
43

ersibilité, divisibilité, éléments associés
inversible( const Gauss& a )
inversible( const Gauss& a,
divisible ( const Gauss& a,

divisible
associes

assopref
assopref

( const Gauss& a,
( const Gauss& a,
associes ( const Gauss& a,
( const Gauss& a )
( const Gauss& a,

Gauss& b );

const Gauss& b );

const Gauss& b, Gauss& q );
const Gauss& b );

const Gauss& b, Gauss& u );

Gauss& u );

44  // Une division euclidienne adaptée & la norme
eudiv( const Gauss& a, const Gauss& b, Gauss& q, Gauss& r );
46  Gauss eudiv( const Gauss& a, const Gauss& b );
47 Gauss eumod( const Gauss& a, const Gauss& b );

45  void

49 // L’algorithme d’Euclide-Bézout
50 Gauss pgcd( Gauss a, Gauss b, Gauss& u, Gauss& v );
51 Gauss pgcd( Gauss a, Gauss b, Gauss& u );

52 Gauss pgcd( Gauss a, Gauss b );

Exercice/P2.2 \otre classeGauss devrait se préter aisement a la construction du corpgreesons Fra¢Zli]) &
QIi]. Ecrire un petit programme qui teste la clagseaction<Gauss> . \otre classeGauss est-elle conforme aux
exigences ? La clas$eraction<Gauss> fonctionne-t-elle comme prévu ?

Exercice/P2.3 Ecrire un petit programme pour tester la clags@tient<Gauss> ou Quot<Gauss> qui modélise

les anneaux quotients d&i]. Le quotientQ = Z[i]/(3) est-il un corps ? Quel est son cardinal ? Trouver un éléement
d’ordre 8 dan€)*. Généraliser cette approche a un nombre premiedk + 3 quelconque, puis écrire un programme
qui trouve un élement d’ordrg? — 1 dans(Z[i]/(p))*.
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3. Décomposition en somme de deux cags

Pour mener ce projet a bonne fin, il nous faut encore uneadéthour trouveq € Z tel quep divise
o?+ 1. Ce probléme a été résolu au chapXr&2.1

Exercice 3.1. Ecrire un programme qui lit un premipe=1 (mod 4) au clavier, puis trouvg € Z vérifiant
p| g?+1 et calculea = pgcd p,q-+i) dansZli]. En déduire la decomposition cherchie x? +y2. Ajouter
une vérification du résultat et le tester sur suffisammengetits exemples.

Exemple. —Trouver la décomposition en somme de deux carrép €€1009, puis 16+ 33 et 1§ +9
et 102+ 61. Comparez les résultats et la vitesse de ce programmeaite de I'exercicel.1 Ajuster le
programme pour que I'on puisse entpesous la formep = 10°+ k. Le tester sur les nombres?0-577 et
10'004 949 et 16°°+ 357 et 16%°+ 961. Que peut-on dire de la performance ? Ces résultateatHts
été accessibles avec une recherche exhaustive ?

Exercice3.2 On sait maintenant traiter efficacement les nombres premierZ. Esquisser comment implémenter le
cas général afin de decomposer un entier quelcongué en sommes de deux carrés.

4. Une preuve d’existence non constructive

Nous redémontrons ici le théorere3 de manierelementaire en développant une preuve élégante
due & Don Zagier. Sa nofeone-sentence proof that every primesd (mod 4) is a sum of two squares
peut étre admirée dans American Mathematical MonthlyIBR0Q), page 144. Dans un premier temps le
but sera de comprendre la preuve ; ensuite on comprendré&freunieux la difference entre une preuve
d’existence et une preuve constructive.

L'id ée. On considére 'ensembB= {(x,y,2) € N3 | x? + 4yz= p} avec l'involutiont : S— Sdonnée
par7(x,y,z) = (X,zy). L'idée est simple et géniale : tout point fixe deest de la forméx,y,y) et nous
fournit une solution + (2y)? = p comme souhaité. Pour montrer qu’un tel point existe il sd&imontrer
gue le cardinal d&est impair. (Pourquoi ?)

La preuve. On vérifie d’abord qué& est un ensemble fini. On le partitionne en trois pade$, S
sur lesquelles on définit des applications affioesS — N2 comme suit

Sl = {(vavz) € S| X< y—Z}, Gl(X,y,Z) = (X—i-ZZ,Z,y—X—Z)
S={(xy.2 €S|ly—z<x<2y}, 020XY.2) =(2y—XY,X—y+2)
S ={(xy,2) € S| 2y < x}, 03(%,Y,2) = (X—=2y,Xx—y+2Y)

Ensuite on vérifie quen (S1) C Ss et 03(S3) C S, ainsi queoy(S) C S. Les applicationgr: § — S5
etgs: S3 — S sont inverses l'une a l'autre, et I'applicatian: S, — S vérifie 022 =id. Finalement, on
vérifie queS= S US,U S est une réunion disjointe, comme souhaité. En mettaheteaemble, on obtient
ainsi une involutioro: S— Sdéfinie par morceauxa(x,y,z) = gi(X,Y,z) pour(X,y,z) € S.

La conclusion. Forcément tout point fixé,y, z) = o(x,y,z) est danss,. Dans ce ca&x,y,z) = (2y —
X, ¥, X—y+2z) impliqguex = y. Par définition des, un tel point(x, x, z) vérifie x(x+ 4z) = p, ce qui implique
x=1letz= p%l. Autrement dit(1, 1, p%l) est I'unique point fixe deg. Commeo est une involution, le
cardinal|S doit étre impair. On conclut que l'involution, elle aussi, admet un point fixe. Il existe donc

x,y € N tels quex? + (2y)? = p.

Question 4.1. Nous avons vu deux demonstrations differentes du #réep = x> + y. En quoi la preuve

de Zagier est-elle plus élémentaire ou plus éléeganedapreuve développée dans le projet ci-dessus ? La
preuve de Zagier nous indique-t-elle comment trouxey) effectivement? Résumer les avantages et les
inconvénients des deux approches.

Remarque4.2 La technique de prouver I'existence d'une solution par wgu@rent de point fixe est frequemment
utilisee en mathématique, voir par exemple le théordmeoint fixe de Banch et ses nombreuses applications. (Voir
par exemple le chapit?éVIl pour le calcul numérique.) Souvent on se contente de temxé®, et ainsi la construction
ou la recherche effective ne font pas toujours partie daréhv@e. Par exemple le theoreme de point fixe de Brouwer dit
que toute application continui: [0,1]" — [0,1]" admet au moins un point fixe, sans indiquer sa localisatio®l€
sont les avantages et les inconvénients de ces dewethésr?
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Give a digital computer a problem in arithmetic, and it witiigd away methodically,
tirelessly, at gigahertz speed, until ultimately it prodadhe wrong answer. (...)
The problem is simply that computers are discrete and fingehimes, and they
cannot cope with some of the continuous and infinite aspéctathematics.
Brian HayesA Lucid Interval

CHAPITRE XV

Calcul arrondi

Objectif. Dans ce chapitre notre but est de nous familiariser aveddelarondi. Notamment nous
voulons comprendre et illustrer ses avantages et sesspiege

— Le calcul exact n’est pas toujours possible ; méme quaesd possible, il n’est pas toujours efficace.
Ainsi I'arrondi permet de rendre certains calculs faisaptei bien plus efficaces sur ordinateur.

— En général le résultat d'un calcul arrondi sera errdirést donc indispensable de connaitre I'erreur
commise, au moins de la majorer convenablement. La prudginggose !

— Sans aucun contrdle de la marge d’erreur la valeur nguégdalculée n’apporgaicunanformation
sur la valeur exacte cherchée. (J'insiséeicune)

D’ou vient le probleme ? Dans toute I'analyse mathématique le cofpgles nombres réels joue
un rdle primordial. Malheureusement I'implémentatioa ls calculs sur ordinateur pose de sérieux
problemes. Tandis que les calculs avec les nombres eftietsrationnelsQ peuvent étre effectués de
maniere exacte sur ordinateur, ceci est impossible paundenbres réels. C'est cette difficulté qui dis-
tingue le calcul algébrique (exact) du calcul numéricampfoché). La raison est simple :

Limitation dans I'espace:Comme tout objet doit &tre représenté par une dirite de bits 0 et 1, il
est impossible de représenter tout nombre réel de neei&cte sur ordinateur.

Limitation dans le temps:Les constructions en analyse utilisent la notion de limitg, — u pour
n — oo », alors que sur ordinateur on ne peut effectuer qu’un notfirird’opérations.

Si ces restrictions sont assez évidentes, les soluticssiges le sont beaucoup moins.

Que peut-on faire ? Dans les applications scientifiques ou technologiques bscesent obligé de
modeéliser des calculs dafssur ordinateur, malgré tout. Pour cela on utilise typigaatdesnombresa
virgule flottante qui ne forment qu’un certain sous-ensemble Rri R des réels. Ces nombres sont bien
adaptés a l'ordinateur, mais se comportent assez eifférent de ce que vous connaissez des mathématiques.
Pour cette raison on les appelle aussinbres machinéd_e choix deR n’est pas du tout naturel, il n'a au-
cune signification mathématique, et il ne suit que des dénations pragmatiques.

Peut-on néanmoins en déduire des informations surlgtaéseel cherché ? On verra qu’au moins dans
des circonstances favorables la réponse esti », heureusement. Cet espoir explique l'usage fréequent du
calcul numérigue, mais il existe aussi de mauvais usages'#fapt éviter a tout prix.

Pourquoi de petites erreurs sont-elles emtantes ? Parce qu’elles ne restent pas toujours petites !
Approcher les nombres réels par des nombres machine uitaeserreurs d’arrondi C’est un probleme
inhérent et omniprésent du calcul numérique. Ces esrpauvent se propager dans les calculs, elles
peuvent s’accumuler, voire exploser, ce qui peut rendrédaltat calculé inutilisable. C’est d’autant plus
dangereux que l'utilisateur n’aura souvent aucune ingtinagur I'erreur commise et se fiera aveuglement
a un résultat grossierement faux ! Ceci arrive plusdggment que I'on ne pense. L'expérience montre
qu’un utilisateur typique surestime systématiquemeptégision des calculs numériques.

Comment s’y prendre ? Le bon sens et une certaine méfiance éclairée sont indiapées pour tout
utilisateur, et ne serait-ce que pour interpréter avedgmae les résultats crachés par une application toute
faite. Afin d’expliquer les quelques régles de bon senssmmnsacrons ce chapitre entier aux nombres
a virgule flottante et leur calcul arrondi. Pour les raisémsquées, le calcul arrondi est peu intuitif et
'usage des nombres flottants est assez délicat. Utilmpsudemment, mémes les calculs numériques
les plus simples peuvent &étre grossiérement erron&s.\Rws en convaincre, ce chapitre vous présente
de nombreux exemples, certes simplifies mais assezteglié ne faut pas en conclure que le calcul
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numeérique soit inutile et se détourner avec mépris. Antredre, il faut comprendre les fondements afin de
calculer intelligemment avec ces nombres, puis integpi@rrectement des résultats numeériques.

Que serait donc un usage &aliste ? On rencontre souvent deux positions extréemes :
— Le débutant imagine, a tort, que tout calcul numéridfeceué sur ordinateur est correct, et qu'il
peut s’y fier aveuglement. On va voir que ce point de vue rsdif@p optimiste
— Apres avoir vécu un certain nombre de mauvaises sugprnsgére débutant résigne. Il pense mainte-
nant, également a tort, que tout calcul numérique esisigcement erroné, et qu’on ne peut jamais
rien en conclure avec certitude. Ce point de vueregtpessimiste
Soyez assurés : le calcul numérique peut mener a desusioes transparentes et prouvables. Mais
comme tout outil informatique il nécessite un certain @ptissage. Notre objectif sera donc de développer
un usageéaliste Au prochain chapitre nous discuterons les éléments dalcul fiable theme qui fait
actuellement I'objet d’intenses recherches et qui sgét ldien dans la pratique.

Peut-on augmenter la pécision ? En C++ on dispose des typ&doat, double et long double
pour les nombres a virgule flottante. Leur précision egefia 24, 53 et 64 bits, respectivement, ce qui
correspond & 8, 16 et 20 décimales environ. C’est sufffsaunt beaucoup d’applications. Si jamais il vous
faut plus de précision vous pouvez faire appel a une hlimigue spécialisée, comme GINU multiple
precision librar GMP), qui implémente des nombres flottants en précisibitraire (mais toujours finie).

Augmenter la précision n’est pourtant pas le remede a esi maux numeériques : d’'une part cela
alourdit les calculs, d’autre part il ne vous protége papassibles explosions d’erreurs. Le principe du
calcul arrondi restera le méme : bien que les erreurs didireoient plus petites, elles sont toujours non
nulles, elles se propagent et parfois explosent, et toegadifficultés mentionnées persisteront. On ne peut
donc pas échapper aux problemes fondamentaux de I'afigoe arrondie.

Pour en savoir plus. On n’expliquera dans ce chapitre que l'idée essentielierdenbres flottants.
Pour ne laisser rien a l'interprétation, le comportentestnombres machine a été standardisé en 1985, sous
la norme« IEEE-754 : Standard for Binary Floating-Point ArithmeticCet effort fut fondamental pour
abolir 'anarchie qui régnait dans les divers impléméate et pour que le calcul numérique se comporte
toujours de maniere identique sur deux machines diffeeenittérature :

(1) Pour la petite histoire, on lira avec profit les mémodedV. Kahan, un des initiateurs du standard
IEEE-754 :www.cs.berkeley.edu/~wkahan/ieee754status/754story.html.

(2) Pour avoir une idée du standard actuel et futur (en abeideveloppement) vous pouvez consul-
ter le sitegrouper.ieee.org/groups/754/ etles liensy indiqués.

(3) Vous trouvez une excellente introduction a 'arithigée flottante dans le cours de V. Lefévre et
P. Zimmermannuww.vincl7.org/research/papers/arithflottante.pdf.

(4) Vous pouvez également consulter les ouvrages de vdiletheque, par exemple le livre de
J.-C. Bajard et J.-M. MulleiCalcul et arithngétique des ordinateur&avoisier, Paris, 2004.
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1. Motivation — quelques applications exemplaires du caldinumeérique

Nous commengons par esquisser quelques applications esgm@&sentatives du calcul numérique.
Vous pouvez ainsi directement vous lancez dans la programmai cela vous intéresse et que vous
en avez le loisir. Les chapitres suivants vous expliquegoeiques techniques de base pour analyser et
améliorer de telles implémentations. Par conséquedimensi vous ne les programmez pas maintenant,
gardez ces problemes exemplaires en téte afin d'y revkrstard.

1.1. Fonctions usuellesEn mathématiques et dans de nombreuses applicationstisezifrequemment
des fonctionsc usuelles;. Si vous avez eu de la chance, quelques unes ont été desttdéveloppées
pour vous dans un cours d’analyse. Ensuite, pour les utdises des calculs numériques, il faut encore les
implémenter sur ordinateur. Comme toujours dans la progration, le principal probleme sera de le faire
correctementt efficacementOn pourrait, bien sir, se servir d'une bibliothéque diesefonctions toute
faite, mais essayons de voir si nous y arrivons nous-mémes.

Exemple 1.1(repris aw§3). Ecrire une fonctionsqrt (x) qui calcule,/x & partir d’'un nombre réed> 0,

en n'utilisant que les quatre opératiohs—, x, /. Documentez, vérifiez, puis testez soigneusement votre
implémentation. Si vous voulez vous pouvez ensuite géiser a une fonctiomracine (x,n) qui calcule

v/x pourx > 0 etn € N. Pouvez-vous majorer la marge d’erreur de vos résultateniques ?

Exemple 1.2(repris au§5.5). Ecrire une fonctionexp (x) qui calculee* & partir d'un nombre réel € R,

en n'utilisant que les quatre opératiohs—, x, /. Documentez, vérifiez, puis testez soigneusement votre
implémentation. Si vous voulez vous pouvez ensuitecBitésur log(x) , sin(x), cos(x), ... OU VOS
fonctions préférées. Pouvez-vous majorer la margeeliede vos résultats numériques ?

Ces notes ne peuvegtre qu'une modeste invitatianla programmation nugrique, en
privilégiant des exgriences pratiques. Elles partent du principe que vousatisp des
bases requises en analyse et que vousdesez en paradlle. On fera des rappeftape pal
étape, certes, mais en aucun cas ceux-ci ne peuvent remplaselide cours d’analyse.

1.2. Resolution d’équations. Les problemes suivants sont classiques et seront disdatés la suite.

Exemple 1.3(repris au§5.8). Ecrire un programme pour résoudre une équation quadiid + bx+ c =
0. Le résultat calculé est-il raisonnablement procheadsolution exacte ? Comment le vérifier ? Votre
programme sait-il traiter tous les cas ? Dans quels caglerdevient-elle inacceptable ?

Exemple 1.4(repris au chapitrXVIl ). Ecrire un programme pour résoudre une équation polyrierda
la formeanx” + a,_1x""1 + - .-+ a;x+ag = 0. Alors qu’en degré < 4 il existe des« formules closes,
cecin’est plus le cas en degré> 5. Y-a-t il toujours des solutions ? Combien ? Comment lesvieo? Une
fois trouvées, comment vérifier la qualité des solutiapprochées ?

Exemple 1.5(repris au chapitr&XVIIl' ). Comment résoudre une équation linéalse= b ou A est une
matrice b est un vecteur donnég, et le vecteuast inconnu ? Y a-t-il toujours une solution ? Est-elle urigu
Si oui, comment la trouver ? Une fois trouvée, commentfiria qualité d’'une solution approchée ?

1.3. Intégration numérique. Assez souvent, quand le calcul exact estimpossible ou trgpd veut
numeériquement calculer une intégrale de la fotmef;’ f(x)dx, par exempl%l e*/2dx Dans ce cas, au
lieu de I'intégrale exacte, on pourra regarder I'appraadion par lanieme somme de Riemann

n —
In:=In(f,ab) = Z f(xx)Ax  avec Ax= Ta et X =a+kAx
k=1

Théoreme 1.6.Si f: [a,b] — R est continue, alors,l— | = _f;’ f(x)dx pour n— co.

Exercice/M 1.7. Faire un dessin pour motiver I'approximation de I'intdgriapar la sommé,. En passant
vous étes invités a réviser le résultat précédensdatre cours d’'analyse. Dans notre exempl&st
monotone ; donner un encadrement explicité éa fonction dd, qui prouve qué, — .
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Exemple 1.8. Ecrire une fonctionriemann(a,b,n) qui calculel, pour une fonctiorf : [a,b] — R fixée.
Documentez, vérifiez, puis testez soigneusement votréenmgntation. Pouvez-vous majorer la marge
d’erreur de vos résultats numeériques ? Qu'obtenez vousiatre exempl_éo1 e ¥ /2dx? Quand vous faites
augmenten=2,4,8,16,32, ... est-ce que les approximations successives se comportanieprévues ?
Quels problemes constatez-vous ? Mettent-ils en quekitimeoreme ? Ou plutdt nos méthodes de cal-
culs ? Essayez de décrire les problemes aussi préais@mue possible, puis esquisser quelques solutions
ou pistes qui vous semblent prometteuses.

1.4. Sysémes dynamiques.Comme vous savez peut-étre, le mouvement de deux corpsesiouse
gravitationelle peut &tre décrit par une jolie formulesg. Pour un nombne > 3 de corps, par contre,
un tel traitement est en général impossible et il fauefaippel a des méthodes numeériques. Si cela vous
intéresse, nous esquissons ici les ingrédients d'utesitepléementation assez simple.

Beaucoup de systemes en physique, chimie, biologie, tiogie, etc. sont modélisés d’'une maniere
treés similaire. Historiguement, le mouvement plangtdirt un des premiers exemples a étre étudié, et
reste a ce jour un sujet classique que tout étudiant encesedevrait connaitre. Bien sl vous pouvez le
remplacer par un autre qui vous est plus proche.

Un mocktle de la nécanique éleste. —On considéren corps, numérotés= 1,...,n, chacun d’'une
certaine masse constamte > 0. On s'intéresse a la position= x;(t) € R3 et la vitessey, = vi(t) € R3
au cours du temps> 0. Au tempst = 0 les positions initiales; (0) = x° et les vitesses; (0) = ¥ sont
donneées, puis elles évoluent suivant la mécanique meeriae : on aq(t) = vi(t), puis la vitesse(t)
change sous l'influence gravitationelle des autres corps. [récisément, la force gravitationelle sur le

corpsi est donnée pdf = y ;.. ymm; f;" :;(“) , avec une certaine constante universgllet on anv, = F.
=

Le systmea résoudre. —Calculer les trajectoires de planetes, c'est donc résoudre le systeme
d'équations differentielles{ = vi et v/ = F/m avec les conditions initiales (0) = x° et v;(0) = \°.
Evidemment on va supposer=- Xj pouri # j ettoutt > 0, sinon notre modele va tout droit dans la catas-
trophe. Si jamais un tel probléme se produira lors des tsalon abandonnera en expliquant brievement ce
qui s’est passe.

Discrétisation du temps. -te modéle continu ne peut pas s'implémenter directemandislinateur.
Nous allons donc discrétiser le tentpsn intervalles d’'une longueur fix@¢. Autrement dit, au lieu d’'un
temps continué € R, nous regardons un temps disdiet kAt pourk=0,1,2,3,....

Approximation nur@riqgue. —Une fois discrétisé, le systeme ci-dessus se transfemmane simple
formule de récurrence : nous avaxiss w ce qui nous mene A (tky1) ~ Xi(tk) + vi(t)At. De
mémev, ~ AT‘Q nous mene & (k1) ~ Vi(tk) + AtF(t«) /m. Nous obtenons ainsi & nouveau I'approximation
d’une intégrale :

Xj — Xi
Xi(tkr1) = X (t) + Vit At et Vi(trr) = Vite) + gym,- Wm.
I# A

L'espoir tacite de stabil&. —Bien entendu notre reformulation numeérique s’est élegdu systeme
exact, mais nous pouvons espérer que les trajectoiresleafcet les trajectoires exactes se ressemblent.

Pour le moment nul ne nous garantit que cet espoir soit bietéfd_es résultats numériques seront donc a
vérifier et a interpréter avec la plus grande prudence!

Exemple 1.9.Si cela vous intéresse vous pouvez implémenter I'appraion numérique esquissée ci-
dessus. (Pour faire joli il serait souhaitable d’ajouteanifithage graphique...) Documentez, vérifiez, puis
testez soigneusement votre implémentation. Expérieneaec le choix du parametfd. Est-ce que la
trajectoire calculée en dépend? Quels sont les avantdes inconvénients de choidit plus petit ou
plus grand ? Voyez-vous des situations ou le modele nigon€ise comporte raisonnablement? Pouvez-
vous concevoir des situations ou le calcul numérique@éel? Quelles en sont les causes possibles ?

O Invariants :Pour vérification automatique par votre logiciel, vous yefaire calculer I'énergie et la
qguantité du mouvement totales. Dans le modéle exacteuzstitgs restent constantes au cours du temps,
et une bonne approximation doit faire pareil. Il peut y agbautres invariantsi noter aussi que ce n’est
gu’une exigence minimale, et non une garantie de correction
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2. Le probleme de la stabilie numérique

2.1. Un exemple simple : les suites de FibonacaComme premier exemple, simple et concret, nous
allons regarder des suites de Fibonacci : on se donne deexrsahitiales<, x; € R puis on procéde par
la récurrencet,. » = Xn1 1 + Xn. Pour un systeme dynamique on ne peut plus simple !

Exemple 2.1. Pourxg = 1 etx; = 1 on obtient la célebre suite de Fibonaxci= 2, x3 = 3,X4 =5,X5 = 8,
etc. Regardons ce qui se passe si I'on varie legeremeotfeditions initiales, disons; = 1.01, ce qui est
une déviation de 1%. Suivant la récurrence on trouve :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xn | 1.00 100 200 300 500 800 1300 2100 3400 5500 8900
x| .00 101 201 302 503 805 1308 2113 3421 5534 8955

On constate qu'ici I'erreur initiale se propage d’'une neaeibien controlée : dans toute la suite les
valeursx, etx, ne different que de 1%. Vous pouvez tester cette obsenvatiod’autres exemples a I'aide
du programmefibonacci.cc.

Deéfinition 2.2 (stabilité, formulation heuristique)On dit qu’un calcul numeérique establelors qu’un
petit changement des données initiales n’entraine qoétihchangement des résultats.

Exemple 2.3. Malheureusement pas tous les calculs se réjouissent tke lmmtne propriété de stabi-
lite. Méme la récurrence de Fibonacci peut étre nuguenment méchante. Par exemple, on constate un
phénomene étrange paxy= 1 etx; ~ —0.618:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xn | 1.000 —-0.618 0382 -0.236 Q146 -—-0.090 Q056 —0.034 0022 -0.012 Q010
x| 1.000 —0.619 0381 -0.238 Q143 -0.095 Q048 -—0.047 Q001 -0.046 -0.045

Dans la suite on voit que I'erreur croit de plus en plus rapidnt : on trouveye = 0.230 etx,, = —6.535,
puis xzp = 28.280 etx;, = —803760. Ceci veut dire qu’une petite erreur initiale (moins &&) peut se
propager et s’amplifier, et finalement entrainer une erensidérable au cours de quelques itérations.

Remarque 2.4. Souvent les valeurs avec lesquelles on calcule ne sont patesx

— Si les valeurs initiales sont issues d’un calcul arroritisesont en général déja contaminées d’er-
reurs d’arrondi. Le mieux que I'on puisse espérer est qualieul précédent permet explicitement
de garantir une certaine précision.

— Si les données initiales sont des quantités réellesirdes (par une expérience physique ou autre),
elles ne peuvent non plus étre exactes. Dans ce cas il@s$s@re de spécifier la précision, disons
sous forme d’urx intervalle de confiance.

— Méme dans les rares cas ou les données initiales soctesxées calculs suivants introduiront des
erreurs d’arrondi. On n’échappera donc pas a des petionsales données, qui font que les calculs
peuvent s’éloigner des résultats exacts.

Dans une telle situationuneriquement instablan calcul ne sert a rien : la moindre erreur peut exploser
au cours du calcul, de sorte que le résultat calculé n@pgbus aucune information.

Des calculs nurriques sans conbite d’erreur sont toujours grilleux. Dans une situatiorn
O instable ils tournend la catastrophe car la moindre perturbation peut s’amplifie cours O
du calcul. Des esultats ainsi calc@s sont aussi fiables qu’un tirage au sort.

2.2. Analyse matlematique du phénomene. Atitre d'illustration, analysons une question naturelle :

Exemple 2.5. Que peut-on dire de la convergence ou divergence d’unedeliit@bonacci en fonction des
valeurs initiales etx; ? En fixantxg = 1, est-il possible de choisi de sorte que I'on obtienne une suite
convergente ? Si oui, quelle sera la limite ?

— Pourxg =1 etx; = 1 on trouvex, — +o. (Pourquoi?)

— Pourxg =1 etx; = —1 on trouvex, — —oo. (Le vérifier.)

Vue les valeurs numériques ci-dessus, on peut soupcapueepourx; > —0.618 la suite s'échappe
vers+oo, alors que poux; < —0.619 elle s’échappe verswo. Peut-étre trouve-t-on une valeur intermédiaire
qui donne lieu & une suite convergente ?
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Certes, I'approche par tatonnement devient vite fasigBeHeureusement il est possible de répondre
a cette question dés que nous disposons d’une formule ptog le terme généra) :

Proposition 2.6. Toute suite &rifiant X, = Xn.1 + X, pour tout n> 0 est de la forme x= aa" + bB"
avec des coefficientstac R et des constantes = 1*—2‘/5 et = %*F’ En voici deux coregjuences :

(1) Pour les deux premiers termes on obtiefitxa+ b et x = aa + b3, ce qui permet de trouver
a,b en fonction de x;. Concietement, en fixangx= 1, on obtient a= % etb=1-a.

(2) Pour a# 0 la suite (Xn)nen diverge, plus pecigment on voit quepx— +oo pour a> 0, et
Xn — —oo pour a< 0. Le cas critique a= 0 se produit si et seulement si % 3xp : dans ce cas

on a convergence vergm, , = bB" — 0 pour n— oo,
Exercice/M 2.7. Montrer la proposition précédente.

Exercice 2.8.Le programmefibonacci.cc permet de calculer une suite de Fibonacci a partixodet
x1. Essayez de comprendre son fonctionnement, puis expéemavec ce programme.

(1) Quand vous vérifiez les calculs pour les tableaux csags/ous allez constater de petites differences
étranges : alors que les valeurs initiales sont connuesatéene exacte, le calcul des termes sui-
vants est contaminé d’erreurs d’arrondi. A priori on neatend pas dans un calcul aussi simple,
avec des chiffres ronds). Ceci s’expliquera plus loin : le programme repose sur leshres a
virgule flottante, qui ont un comportement particulier eitfgut I'objet de ce chapitre.

(2) Qu'observez-vous autour du cas critigxes= 1 etx; ~ 3 ~ —0.61803398874989497? Les premieres
valeurs calculées, x3, X4, ... sSemblent-elles plausibles, autant que I'on puisse direl@eisnales
affichées ? Les valeurs absolirg décroissent-elles, comme prévA Partir dexsg (Voire x100)
le calcul numérique déraille ; comment expliquer cettglesion d’erreurs ?

(3) Est-il possible de construire sur ordinateur une swgteidonacci convergente ? Quelle est la dif-
ficulté ? Dans quel sens le calcul numérique (utilisanbtasbres machine) peut-il correspondre
au raisonnement mathématique (concernantles nomlale} PéDans quelle mesure peut-on faire
confiance a notre calcul numérique ?

2.3. Conclusion. Ce joli exemple est trop simpliste dans le sens qu'il esdirg et vous disposez
d’une formuler close. Ainsi vous pouvez analysez la siaratians le moindre détail, et en particulier la
propagation des erreurs se comprend parfaitement. Dansemnmpée réaliste la situation sera plus com-
pliquée, mais qualitativement les mémes phénomenagepe se produire, quoique de fagcon moins trans-
parente. Ainsi pour tout calcul numérique qui se respddera question de stabilité et de propagation
d’erreurs.

3. Le probleme de I'efficacié : calcul exact vs calcul arrondi

En analyse en construit certaines fonctiédn®R D U — R, commey/x, sin(x), cogx), expx), log(x),
etc. Pour le calcul numérique sur ordinateur, nous aimsrgalculer explicitement la valedifx) pour un
x donné. Typiquement cela ne sera pas possible de manigecteerais on peut espérer d'implémenter un
calcul approché, si possible efficace.

3.1. La méthode de Newton-Heron. Pour entrer dans le vif du sujet, nous allons illustrer nptce
pos par une méthode importante et peu triviale : le calgui@ghé d’'une racin€/ad’un nombre réea > 0.
La méthode de Newton nous donne un formidable outil poueliiestapproximations, car elle fournit une
suite (uk)kery facilement calculable qui converge rapidement vers laneacherchée.

Proposition 3.1 (Newton-Héron, version qualitativesoient n> 2 un entier et a R, un nombre eel
positif. Pour toute valeur initiale ¢/> O la suite ©currente y.; = % ((n —Dug+ a/uﬂfl) converge vers
la racine r= y/a, c’esta-dire vers I'unique nombregel r € R, vérifiant " = a.

Vous connaissez ce résultat sans doute de votre courslyﬁan& noter qu'il s’agit d’une affirmation
topologique, a caractere purement qualitatif. Pour leldaumeérique il est indispensable de I'affiner par
une majoration d’erreur (résultat métrique, a canactgiantitatif). Un peu mieux encore, I'énoncé suivant
donne un encadrement (ce qui repose sur une structure galasffine : la relation d’ordre suR).
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Théoreme 3.2(Newton-Héron, version quantitativepoient n> 2 un entier et ac R, un nombre éeel
positif. Pour toute valeur initiale ¢1> O la suite ®©currente y, 1 = % (n—Duc+ a/uﬂfl) converge vers
la racine r= yya. Pour k> 1 on a convergence monotong 'y, r. Synétriquement poury= a/uE*1 ona
Vi /" r. On obtient ainsi des encadrements explicitesiy < uy de plus en plus fins :

VISVaSVa<--<Ir<---<Ug<W<U
Quanta la vitesse de convergenceedart relatif g = ”“T’r verifie

o n=1 -1
8 < min ( f51e¢, B5te)

Pour une valeur uloin de la racine r, la convergence est donc au moin&dine, avec un rapport de

contractionr‘%l < 1. Finalement, pour gproche de la racine r& savoir pour r< ug < hnzr) la conver-

gence est quadratiquex chaque iération le nombre de&timales valables doub&epeu pes.

Remarque 3.3.Pas tous les problemes numériques admettent de solwtimss €légantes et efficaces.
Pour la mettre en relief, soulignons donc trois points fdeda méthode de Newton-Héron :

— C’est la convergence quadratique qui fait de ce theordmuautil trés puissant : si vous avez calculé
un encadrementy, uy] a ~ 102 pres, disons, l'itération suivante ne laissera qu’uarée 104,
celle d’aprése 1078, puis~ 10 etc.

— Non seulement le théoréme précédent vous garantitaneergence rapide, mais vous pouvez a
tout moment, par un simple calcul, contrdler I'ecart aestuy — vi|. Ceci vous permet de terminer
I'itération lorsque la précision est suffisante pour vesdins.

— De plus la méthode est numériquement stable : si la valgnochéey est perturbée par une erreur
d’arrondi, les itérations suivantes convergeront toutn@ene.

Exercice/M 3.4. La dynamique de l'itération de Newton est une jolie appi@ade I'étude de fonctions.
Comme exercice, vous pouvez prouver le theoréme enlldétdiesquisse suivante.

EsQuIsSSE DE PREUVE La fonctionp: R, — R, x+— X" est strictement croissante, donc injective.
Elle est continue avep(0) = 0 et p(x) — o pour x — oo, donc surjective par le theoreme des valeurs
intermédiaires. Autrement dit, il s’agit d’une bijectide R, surR : pour touta € R il existe un et un
seul réel positif € R, veérifiantr" = a. Pour approcher la valearcherchée, nous itérons la fonction

f: R, — R, donnéepar f(x)= %((nf 1)x+a/x"1).

L'unique point fixe def estr. Elle est dérivable de clas€@®, avecf’(x) = *-1(1—a/x"). Sur]0,r[ on
a f’ < 0 et la fonctionf est strictement décroissante et vérifie ddiig) > f(r) =r. Sur]r,+o[ on a
0< f'(x) < ”;nl et la fonctionf est strictement croissante. Par le theoréme des acenuésgs finis on a

fX)—r=Ffx)—f(r)=1(&)(x—r) < ”;nl(xf r) doncr < f(x) < x. On conclut que le point fixe est
attractif, avec touR ;. pour bassin d’attraction. Les suitgset ux donnent ainsi des encadrements

VISVo<Vg<-- <r<---<ug<Up<uj.

Par conséquent, les limitgs= lim vy etu = lim uy existent et vérifient < r < u. D'autre part, la continuité
de f etI'equation de récurrenag, 1 = f(ux) donnent, par passage a la limite,
u=Ilimug1 =lim f(u) = f(limu) = f(u).

On conclut quel =r par unicité du point fixe. De maniére analogue r.
Etudions finalement la vitesse de convergence. Pourkiguil nous avonsi, = r(1+ &) avec une
erreur relativeeg > 0. Apres un petit calcul on trouve quag. 1 = g(&) est obtenue en itérant la fonction

o(e)=le+ I (1+¢)t"—1].

Evidemmen'g est majorée pa?%e, ce qui donne la convergence linéaire. Mgisst aussi majorée par
h(e) = %5te2, ce qui assure la convergence quadratique. Effectivernardg(0) = h(0) = 0 etg/(0) =
h(0) = 0 ainsi queg”(g) < h”’(&) pour toute > 0, ce qui impliquey’ < K puisg < h. O
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3.2. Exemples nunériques.

Exemple 3.5.Calculons par exemple des valeurs approchées-de/2 & 10710 prés. Avec la valeur
initiale ug = 1 l'itération de Newton donne les encadrements suivants :

t<r<? 1.3333333333: r < 1.5000000000
Aor<l 1.4117647058 r < 14166666667
816 < < 577 1.4142114384 r < 14142156863
941664 665857
941664 ¢ < Soo8e7 1.4142135623 r < 14142135624

Dans la derniere ligne on\g — ug < 1019, A noter que les valeurs darig a gauche sont exactes, alors
gue les développements décimaux a droite sont arr@ntilsdécimales : vers le bas payret vers le haut
pouruy, afin de garantir la correction de I'encadrement affiché.

Exemple 3.6. Dans I'exemple précédent, le calcul ddpsemble satisfaisant. En général il n’en est rien!
Regardons le calcul de= v/10 & 1010 prés. Avec la valeur initialey = 1 l'itération de Newton donne :
5 4
g=r=1
640 23
s29SM=7%

44774560 4909
22008281~ | = 2116

65004506234796576480 r < 55223315303
30496145530545539818 — 25495981298

151137897149456207062734071576976875584120695788363605296810 < 83759169926117983945469262167029
701559854671230732015021361552743850496833886 76862094686841— = — 38876457805393768546966848104041

Aprés cing itérations la précision — us ~ 0,0001837 est encore loin d’étre satisfaisante, mais les fra
tions produites dans le calcul commencent déja a explbsaut encore deux itérations pour atteindre la
précision souhaitée, et les numeérateurs et denomirsatat quelques centaines de chiffres. (Inutile de les
reproduire ici, mais vous étes invités a le vérifier sutimateur.)

Exemple 3.7.0n peut calculer directement avec des développemenitmdéx sous forme de nombres a
virgule flottante, en utilisant I'arithmétique arrondigpliquée plus bas. Nous obtenons ainsi les encadre-
ments suivants de la racine cherchée v/10 :

0.625000000000000€ r < 4.0000000000000000
1.2098298676748582 r < 2.8750000000000000
1.8579980870834728 r < 2.3199432892249528
2.1315646651045386 r < 2.1659615551777928
2.1543122250101298 r < 2.1544959251533748
2.1544346865510652 r < 2.1544346917722930
2.154434690031883% r < 2.1544346900318838

Apres sept itérations nous arrivons ainsi a une prégisi 1016, comme souhaité.

3.3. Conclusion. Soulignons a nouveau que les nombres ration@eigrment un corps, ce qui veut
dire que vous pouvez effectuer les quatre opérations defas, -, / comme vous les connaissez. Ajoutons
que I'on peut représenter tout nombre rationnel de marégacte sur ordinateur, typiqguement sous forme
de numérateur et denominateur, et ainsi les calculs @asisffectuent de maniére exacte.

En analyse on s'intéresse surtout au cdRpges nombres réels. Ici une représentation exacte sur
ordinateur est en général impossible, mais on peut appracimporte quel nombre réel par des rationnels.
Cette propriété est fondamentale pour la théorie et @ass des calculs numériques.

Jusqu’ici tout marche bien, mais malheureusement les neswhtionnels entrainent assez souvent des
calculs inutilement lourds. La catastrophe de I'exeniillustre que le calcul exact darfg, bien que
théoriquement préférable, peut étre mal adapté &idaee pour certaines taches. Ce phénomeéne est assez
frequent dans les calculs itératifs : lors d'un calcul sl@nles fractions peuvent exploser avant que I'on
n'arrive & un résultat satisfaisant (suffisamment pragné limite cherchée). Dans ce cas la manipulation
des nombres rationnels devient trop coliteuse en temperabire.
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4. Qu’est-ce que les nombrea virgule flottante ?

Par souci d'efficacité il semble avantageux de calculec avedéveloppement décimal convenable-
ment arrondi a chaque étape. De toute maniere, c’esesbwe format qui est souhaité pour le résultat
final. Dans ces circonstances on abandonne le calcul exgecbfitdesnombresa virgule flottante C'est
une astucieuse invention de I'informatique qui permet désuts efficaces. Hélas, le prix & payer sont les
erreurs d’arrondi. Par conséquent il faut comprendre fenictionnement et quelques régles de bon sens
afin d'utiliser intelligemment cet outil informatique etidferpréter correctement ses résultats.

4.1. Développement binaire. Regardons le développement binaire d’'un nombrexéell, 2] :
(1) x= (lagapazay...)pin:= 1+ z akZ’k avec des chiffres binairex € {0,1}.
k=1

Toute telle série converge vers un nombre r&e|1, 2], et réciproquementtoute [1,2] peut étre représenté
par un tel développement. (Certains nombres en admeemnt-g- lesquels ?) Pour recouvrir tdit. on
multiplie par un facteur 2avec exposard € Z, puis on ajoute un signe pour atteindte :

(2) x=+(l.agarazaa. . .)pin- 2°.

La représentationl] esta virgule fixe alors que la représentatio) (esta virgule flottante parce que le
facteur Z permet de décaler la virgule, c'est-a-dire de la rendilettante». En base 10 par exemple on
a 1234567= 123 4567- 10! = 12,34567- 10? = 1,234567 10%. On peut ainsi supposer que la virgule se
trouve immédiatement apres le premier chiffre non nufj@ierend cette représentation unique.

4.2. Nombresa virgule flottante. Sur ordinateur on ne peut pas stocker une saofteie de chiffres.
On fixe donc une longuedret on ne considere que les nombres réels qui s’écrivent

3) + (Laaas. .. ar)bin- 2%

La suite des chiffresn= (1,a;,ap,as,...,a) est appelée lanantisseet/ + 1 est donc ldongueurde la
mantisse. Tres souvent on restreint aussi I'exposanin intervalldemin, emax] fixé d’avance. La définition
des nombres a virgule flottante dépend donc du choix desgesametres, emin, Emax-

Définition 4.1. L'ensembleR formé de 0 et des nombres de la forn® éstI'ensemble des nombres
exactement ref@sentableavec une mantisse de longudur 1 et un exposarg € [emin, €max]-

R= {O}U{i (1+2—n2) -2°|me [0,2], e [[emin,emax]]}

On les appelle ausaiombresa virgule flottanteou un peu plus courtombres flottantou encor@iombres
machinell s’agit d'un sous-ensemble fini d& A noter queR ne forme pas un sous-corpsiiet queRn’a
aucune propriété mathématique intéressante — misetdgpsimplicité de ses éléements en développement
binaire.

Exemple 4.2. Avec une mantisse de longudusr 1 = 3 et un exposarge [—3,0], les nombres exactement
représentables so = {0} U {+1}-{4,2,8,11.{273272 271 201  Graphiquement, ceci donne la
discrétisation suivante de l'intervalle- 2, 2], qui ressemble vaguement a weehelle logarithmique

9/8 w2
2 ST = T T I T 2

On voit par exemple que= 9/8 ne peut étre représenté par un tel nombre machine til égprocher
par un de ses voising|g = 1,0 ou [X|g = 1,25. Il en est de méme pour le nombmg2 qui peut étre
approché par son voisin le plus proche/2]; = 1,5, par exemple. Ainsi le choix des nombres machine

introduit des erreurs d’arrondi inévitables. Typiquemrikfaut s’attendre a une erreur relati\‘i%‘i‘ ~27L
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4.3. Les types primitifs du C++. Augmenter la longueuf de la mantisse rend la discrétisation plus
fine. Elargir l'intervalle de I'exposaremin, emax] €tend l'intervalle de la discrétisation. (Le détaiker des
exemples.) En C++ on dispose des tygf@sat, double et long double pour les nombres a virgule
flottante, correspondant aux parametres suivants :

type mantisse  erreur relative| exposant minimum maximum
float 24 bits  224~6-108 | 8bits 21281038 2127~ 10%8
double 53bits 2%%x~1.10716 | 11bits 210245107308 21023410308
long double | 64bits 2%4~5.10720 | 15hits 2163844104932 16383 (#1932

Exercice 4.3.On peut empiriquement tester ces valeurs & 'aide du pnogr@precision.cc. Il pro-
voque délibérément une erreur d’arrondi pour déteemia longueur de la mantisse, ou un dépassement
de capacité pour déterminer la plage des exposanted '@t de trouver par tatonnement le plus petit
exposank > 0 tel que pou =2 Xonait 1.0 + eps == 1.0. Essayer d’expliquer le fonctionnement
de ce test, puis l'utiliser pour vérifier le tableau ci-dessVous constaterez de petites differences entre
les valeurs du tableau et vos résultats empiriques. (8i vwalis intéresse vous pouvez vous renseigner
sur Internet sur la norme IEEE 754 qui définit les nombregafids dans le moindre détail. Voir aussi
www.vincl7.org/research/papers/arithflottante.pdf.)

4.4. Comment calculer avec les flottants A l'instar des opérations réelles, —,*, /: Rx R —
R on veut définir les opérations élémentaires -, *, / pour les nombres flottants. On peut bien-sir
regarder la restriction, —,*, /: Rx R— R, mais dans la majorité des cas les résultats ne retomtjgaen
dans le sous-ensembire_ R des nombres machine. Il faut doacondir pour représenter le résultat.

Duea la précision limie, les oprationsélementaires ne peuvent rendre qu’une valeur
O approctlee lorsque le &sultat exact n'est pas regsentable dans la nugmation choisie. O
On parle ainsi de larithmétique arrondieu aussi de karithmétique flottante

Exercice/M 4.4. Essayez de définir une additiernt Rx R — R pour notre exemple minusculé{ 1= 3,

e [-3,0]). Quelles additions sont exactes, lesquelles faut-ilratir® Dans votre définition vous pouvez
vous servir des valeurs exceptionneles si vous voulez. (Elles sont tellement utiles qu’elles saétpes
dans toutes les implémentations standards des nombnegites flottantes.)

0 On explicitera une implémentation completesaV/I, quand on parlera ducalcul arrondi fiable .

Tous les calculs ultérieurs se baseront sur ces opésaéitmentaires : évaluation des polyndmes
ou des fractions rationnels, approximation des foncticngelies comme/, exp, log,sin,cos.... Comme
les opérations élementaires sont déja des approxington doit s’attendre a une propagation d’erreurs
(parfois non négligeable). On en verra quelques exemples la suite.

4.5. Quand vaut-il mieux calculer de manére exacte ?Le principal probléme du calcul approché
est la propagation des erreurs d’arrondi. Ainsi le réstiital calculé peut étre assez éloigné du résultat
exact cherché. Un exemple flagrant de ce genre esptdyndme de Rump (voir rump.cc):

1335 11 X
fooy) = =¥+ 3 o+ (1082 -y - 121 - 2)

On trouve par un calcul exact qué77617 33096 = —54767/66192~ —0.8274. Or, I'évaluation en
x= 77617y = 33096 provoque de graves problemes quand on utilise debnesra virgule flottante :

— Calcul def (77617 33096 utilisant le type float : -1.1056291e+30

— Calcul def (77617 33096 utilisant le type ~ double : 1.787028332140613e+20

— Calcul def (7761733096 utilisant le type long double : 0
On observe ici une perte totale de chiffres significatifsemtent dit une explosion de I'erreur relative. On
n'arrive méme pas a déterminer le bon signe ! Si vous wuieifier ces résultats, tout a fait imprévisibles,
VOUS pouvez vous servir du programmenp . cc . Par exemple, vous pouvez tester des parametres voisins
afin de comprendre un peu mieux ce qui se passe. f8ofrpour un phénomene similaire d’annulation.)
Ici le calcul exact est clairement préférable : la questidmet une formulation qui ne fait intervenir que
de nombres rationnels, et les calculs exacts a effectu@rdinateur ne sont pas trop colteux.
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5. Des pegesa eviter

Le but principal des exercices suivants est de vous cormeiue les nombres machine modélisent as-
sez mal le corp® des nombres réels! Ainsi 'usage du calcul numérique finierprétation des résultats
présentent des difficultés particulieres. Une certaxgerience et un esprit critique sont donc importants
pour tout utilisateur, et d’autant plus pour tout programntgii se respecte.

Méme sans ambitions approfondies, il faut au moins cdrede bons et de mauvais exemples
Nous allons donc faire quelques expériences numériquesrdinateur. Vous trouverez dans la suite des
exemples suffisamment drastiques, j'espére, pour vousnearcdurablement contre le calcul naif. Notre
but sera ensuite de comprendre sous quelles conditionsleud earondi peut tout de méme aboutir a un
résultat significatif.

5.1. Nombres non repésentables.Les erreurs d’arrondi peuvent se produire dans les calesls |
plus simples, méme avec des nombres rationnels. Voici emple typique. Le calcul suivant ne donne pas
0, comme il serait mathématiquement correct. Le testex gupliquer son résultat :

float a= 10.0 / 3.0; // calcul exact : a vaut 10/3

float b= a - 3.0; // b vaut 1/3

float c= b * 3.0; // c vaut 1

float d= c-1.0; // d vaut 0

cout << d << endl; // Que vaut le résultat approximatif ?

Effectuer aussile calcul similaire=10.0/4.0; b=a-2.0; c=b*2.0; d=c-1.0; Cette fois-cile résultat
est-il exact ? Comment expliquer ce phénoméne chanceux ?

O ‘ Méme les calculs les plus innocents peuvent produire dearsrcéarrondi. O

5.2. Quand deux nombres flottants sont-ils égaux» ? Les erreurs d’arrondi sont aussi inévitables
gu’imprévisibles. Pour en comprendre les effets catpkigues possibles, souvent inattendus, regardons
un logiciel de gestion comme le suivant (legérement sfiépl

Programme XV.1 L'agent comptable est innocent! compte.cc

1 #include <iostream>

2 using namespace std;

3

4 int main()

5 {

6 float somme= 0.0;

7 for ( int i=1; i<=10; ++i ) somme+= 0.1;

8 cout << "La somme vaut " << somme << "." << endl;

9 if ( somme == 1.0 ) cout << "Le compte est bon." << endl;

10 else cout << "Vous &tes accusé de détournement de fonds." << endl;
11}

Exercice/P 5.1.Quel résultat ce programme donne-t-il? Le tester puispligyer. Indication. — On
pourra faire affichersomme-1 pour tester si les deux flottants sont €égaux ou seulemesnptoches. Par
curiosité on pourrait augmenter la précision : est-celgiygpe float ou double OU long double joue
un rble ? A priori on ne s’attend pas aux erreurs quand onutévec des nombresronds» comme O1.
Pour comprendre I'occurrence des erreurs d’arrondiydéiter le développement binaire delQ..

Afin de tester Bgalitt de deux nombres flottants, il faut remplacer
a==b par abs(a-b)<eps et a /=>b par abs(a-b)>=eps.

MAE 22 juin 2009



286 Chapitre XV — Calcul arrondi

5.3. Combien de chiffres sont significatifs ?Le fichier en-téte<cmath> fournit quelques fonctions
usuelles, commexp, log, pow, sqrt, etc. Quelle précision peut-on attendre de ces fonctions ?

Exercice/P 5.2.Pour plus de précision on pourrait &étre tenté d’affiches e chiffres, par exemple :
float a= sqrt(2.0); cout.precision(50); cout << a << endl;

Expliquer I'erreur logique dans cette approche. Combientdfres sont significatifs ? Pour résoudre ce

mystére et pour bien rigoler, remplacegirt (2.0) par 10.0/3.0, puis float par double, ...

O Il faut se néfier de I'affichage inutile de chiffres non significatifs. O

Psychologiquement, un nombre affiché avec beaucoup dendles suggére une grande précision, le
probleme étant que les chiffres terminaux n’ont souveicuae signification! Vous pouvez vérifier cette
observation au quotidien. Penser par exemple a un sondagmde de« 57,14% des personnes inter-

rogées au lieu de dire« quatre des sept personnes interrogées

L’affichage des chiffres non significatifs est soit malatrebit malhonéate.

D Afficher n &cimales seulement si I'erreur relative est plus petite suE0".

5.4. Perte de chiffres significatifs.D’aprés ce qui précede, il faut préserver précieusgme maxi-
mum de chiffres significatifs, ce qui est souvent difficiler Bontre, les expériences suivantes montrent
gu'il est tres facile de détruire la signification d’urstétat.

Exercice/P 5.3.Incroyable mais vrai : I'addition des flottants n’est ménas pssociative ! Pour=-1e30,
b=1e30, c=1.0 comparer(a+b)+c et a+(b+c) . Expliquer la difference.

L'addition de deux nombres, 'ungrand » I'autre « petit »,

H entraine la perte de chiffres significatifs contrigsipar le petit.

Exercice/P 5.4.La définition f'(x) = Iimsﬂow pourrait inspirer la tentative d’une dérivation

numeérique comme suit. Essayez d’en prédire le résipltés, vérifiez-le.

Programme XV.2  Dérivation numérique naive derivation.cc
1 #include <iostream>
2  using namespace std;
3
4 double f( double x )
5 { return 3.14159265358979323846 * x * x; }
6
7 int main()
8 A
9 cout.precision(20); // demander 20 décimales a 1’affichage
10 double a= 1.0, eps= 1.0; // on calcule avec 16 décimales
11 for ( int i=0; i<60; ++i, eps/=2 )
12 cout << ( f(ateps)-f(a) ) / eps << endl;
13 3}

La soustraction de deux nombres proches, ou I'addition dexa@mbres presque oppss
produit une perte (parfois congdable voire totale) de chiffres significatiis.eviter!

En voici un exemple :

x=1,23456789047321 avec quinze décimales significatives
y=1,23456789021588 avec quinze décimales significatives
x—Yy=0,00000000025733 seulement cing décimales significatives
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5.5. Commentéviter une perte de chiffres significatifs ? Regardons un exemple important : com-
ment implémenter une approximation pas trop mauvaiseedpdnentielle expR — R ? Le programme
exp.cc le fait via la série exfx) = 372 o 5 x~. Evidemment on ne peut pas sommer une infinité de termes,
on doit donc se contenter d’aller jusqu’a un certain rangelui-ci doit &tre choisi

— suffisamment grand pour garantir une bonne majorationsta rgligé,

— mais pas inutilement grand afin d’obtenir un calcul efficace
Dans notre exemple naif on laisse le choixdet n a I'utilisateur. Ensuite le programme évalue la série

tronquée apres leieme termesy(x) = 3o ’li—f par la méthode de Horner :

x):ki’li—l!(: (<...<(()—;+1)—1+1)—2+1) >g+1))—1(+1

Soulignons qu'il est toujours une bonne idée de consid&oener quand il s’agit d’évaluer un polyndme :
c’est simple et efficace. Pourtant, dans le calcul numeérdpux problémes se posent :

— Si|x| est tres grand, les premiers terrr%-% croissent avant que la factoriekeéne I'emporte. Ceci
veut dire qu'il faut aller assez loin dans la série afin déstit un reste suffisamment petit. Le tester
empiriguement poux = 10,20, 30,40,50,.

— Pourx< 0O les termes’é— sont de signes aIternes Quamplest grand, ceci entraine une perte dra-
matique de chiffres significatifs. Le tester empiriquenyeoirx = —10, —20, —30, —40, —50, .
Pourquoi ne sert-il plus a rien d’augmenter le rardans ce cas ?

O Souvent la perte de pcision peuttreévitte en reformulant le calcul. ‘ O

Dans ce cas concret la solution est trés simple : on évalserie seulement quand est petit, disons
pourx dans l'intervallel—1,1] ou le comportement numérique est excellent. Rejus 1 on se raméne au
cas précédent via exp = exp(x/2)2, en profitant de notre précieuse connaissance de la foretio.

Exercice/M 5.5. Montrer I'egalite dey/1+x—1 et —— JF Prédire puis comparer les résultats d’un calcul

numeérique poux proche de zéro. Quelle formule est préférable et poufjuo

Exercice/M 5.6. Discuter la formule sinfx) = % (e — e *) sous I'aspect d'une éventuelle perte de précision.
Esquisser une implémentation sérieuse de la fonctiam(sirpour x proche de 0. Est-ce que le méme
probléme se pose pour cdgh= 3 (& +e7¥) ?

5.6. Prenomenes de bruit. Rappelons que la méthode dichotomique pour résoudresguoation
réelle f(x) = 0 se base sur le théoréme des valeurs intermédiaires :

Théoreme 5.7.Soit f: [a,b] — R une fonction continue ety une valeur comprise ente ét f(b). Alors
il existe xe [a,b] de sorte que (x) =y. En particulier, si {a) et f(b) n'ont pas le n@me signe, alors il
existe un nombreéel xe [a,b] avec f(x) =0

Exercice/M 5.8. La méthode dichotomique pour résoudf&) = 0 procéde comme suit : supposons que
ax < by et f(ak) <0< f(by). On prendk = %(ak+ bx) puis on compare : sfi(xx) > 0 alors on continue
avec l'intervalle[ay, x], si f(x) < 0 alors on continue avec l'intervalle,by]. Montrer que cette algo-
rithme produit une suitéxy) qui converge vers une limite< [a, b] vérifiant f (x) = 0. Montrer de plus la
majoration|x — x| < 3|bx — a| = 27%|b— aJ, ce qui prouve une convergence linéaire.

Selon vos expériences numeériques, quels problemes# gz vous pour une implémentation de cette
méthode sur ordinateur ? Quelle précision peut-on esgéréaliser ? Quels sont les facteurs limitant ?

Le programme suivant illustre un phénomene dbeuit » tres embétant dans I'évaluation de fonctions,
aussi gentilles qu’elles soient. On évalue le polyndifre = x8 — 9x° 4+ 30x* — 40x3 + 48x — 32 par la
méthode de Horner, ce qui en soi est une bonne idée. Pufidredes valeurd (x) pourx proche de 2.

Exercice 5.9. Veérifier que le polyndmé s’annule erx = 2 (exactement). Numériquement, en utilisant le
type double, il se trouve que poux € [1,9997;20003 la valeurf (x) oscillealéatoirement autour de 0.
Vérifiez-le et essayez d’expliquer ce phénomeéne. Estreepropriété de la fonctioh ou bien un artefact

de notre implémentation ? Bien slir, ce phénoméne dédstidésespérant quand on cherche a trouver une
solution def (x) = 0 par la méthode dichotomique!
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Programme XV.3  Bruit « aléatoire» dans I'évaluation d’une fonction bruit.cc

#include <iostream>
using namespace std;

1
2
3
4  double f( const double& x )

5 { return ((((x-9)*x+30)*x-40)*x*x+48)*x-32; }
6

7

8

9

int main()

{
cout.precision(10); // Demande d’afficher 10 décimales
10 cout.setf( ios::scientific | ios::showpos ); // pour bien aligner les chiffres.
11 for( double x=1.9997; x<=2.0003; x+=0.00001 ) // Cette boucle produit un tableau.
12 cout << "f(" << x << ") = " << f(x) << endl; // Il y aura des surprises...!
13 3}

5.7. Conditions d’arrét. Un probleme particulier se pose pour la condition d’adle&is une itération
X+1 = f(X«). Supposons que la suite converge vers une limitelimx,, dont on cherche une valeur
approchée a une certaine précisor 0 pres. Mathématiquement il faut itérer jusqu’a ce gue x| <
€. (Dans la pratique on ne connait en général pas la valedonc on remplace cette condition d’arrét
par |xx — Xx_1| < &, et on majore la vraie distan¢e— x| par une autre méthode.) Numériquement cette
condition peut parfois étre impossible a atteindre. Bepns la méthode de Newton :

Programme XV.4  Premiére tentative d’'implémenter Newton-Héron

float inf= 1, sup= a, ecart;
do {
sup= ( (n-1)*sup + inf ) / n;
inf= a / puissance( sup, n-1 );
ecart= abs( sup-inf );
} while( ecart >= eps ); // Cette condition d’arrét est-elle raisonnable ?

Exercice/P 5.10.A cause de la précision limitée, la condition d’arrégtis de causer de sérieux problemes.
Tout marche, par chance, paue 2,n= 2, € = 1le— 20, mais tourne a la catastrophe paus 3. Le tester
empiriquement; il faut donc diminuer la précision exig@ee se passe-t-il quand on rempladat par
double puis parlong double ? Quelle précision est raisonnable ? Comment le savoiades?

Méme avec le calcul le plus sophist&an ne peut pas surpasser

D la précision (souvent &s limige) des nombres flottants utéis

O

Malgré ces difficultés, il faut modifier la condition d’@trde sorte que le calcul se termine toujours :
soit 'écart souhaité est atteint, soit I'écart ne dioérplus. Tester ainsi le programngecine . cc, conve-
nablement modifié. Peut-on ainsi calcuféd a& = 1010 prés ? & = 1020 prés ? Peut-on &tre sr de la
précision atteinte ? (On développera une réponse aatisite avec le calcul fiable plus bas.)

Programme XV.5 Seconde tentative d'implémenter Newton-Héron

float inf= 1, sup= a, ecart= abs( sup-inf ), ecart_precedent;
do {

sup= ( (n-1)#*sup + inf ) / n;

inf= a / puissance( sup, n-1 );

ecart_precedent= ecart;

ecart= abs( sup-inf );
} while( ecart >= eps && ecart < ecart_precedent );
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5.8. Equations quadratiques. L'équationax? + bx+c = 0 admet deux solutions, données par la
formule bien connuey = Z—la(fbi b2 — 4ac). Outre les opérations arithmétiques elle n'utilise qaie |
fonction x — /X, dont on vient de discuter une méthode d’approximation &rigpe. Le programme
quadratique.cc en déduit une implémentation hative et insoucieuse fEsIequations quadratiques.

Il résout correctement — x — 2 = 0, mais il traite beaucoup d’autres cas de maniére maladroi

(1) Notre programme ne fait aucun effort pour éviter unegpde chiffres significatifs : Pou —
1234%+ 1 =0 il trouvex, = 12345 etx_ =0 au lieu dex, ~ 1234499992 etx_ ~ 0,00008.
L'erreur relative dex; est petite, mais pow_ elle est de 100%. Dans un tel cas il sera avantageux
de calculer d’abora puisx_ = aiy (Le cas inverse est également possible.)

(2) Dans le cas= 0 il s’agit d’'une équation linéaire, ce qui est plus facilais nécessite un traite-
ment a part. Lancer notre programme pour résondf@ = 0, il y aura des surprises. ..

(3) Dans le cad < 0 les solutions sont complexes ; tester le comportent duranogne sur 'exemple
x? 4 2x+ 3. Pour un programme qui se respecte il sera certes une bdeeeale prévoir des
solutions complexes, ou mieux encore d’autoriser mémeadeficients complexes.

0 Un nombre complexe peut &tre modélisé par une paire dédremflottants, ce qui entraine les avan-
tages et inconvénients discutés plus haut : calcul effiozais erreurs d’arrondi inévitables. Aprés inclusion
du fichier en-téte<complex> vous pouvez utiliser les typesomplex<float>, complex<double>, etc.

Si vous voulez, modifier ainsi le programmeadratique.cc et optimisez-le.

6. Sommation de gries

Dans les exercices suivants vous pouvez expérimenterl@setifféerents types de nombres flottants
commefloat, double, long double, ou bienmpf_class de la bibliotheque GMP (tapeznfo gmp
C++ dans une ligne de commande).

Exercice/P 6.1.La sériey 1 diverge, c'est-a-dire les sommes partieigs= S, + croissent sans borne.
Pourtant elles deviennent stationnaires quand on leslealaiivement sur ordinateur! Essayez de prédire
la valeur stationnaire pour le typEloat . Le vérifier avec le programmeéivergence. cc. Quelle valeur
trouvez-vous? Que se passe-t-il avec le tgpable ?

O ‘ Se nifier d’'une apparente convergence nuamique» sans contble d’erreur. ‘ O

Exercice/P 6.2.La sériez{;":lk—l2 converge. Pour approcher la limite, en utilisant le tyffd®at , calculer

31 k—12 dans le sens des indices croissants, gﬁié dans le sens des indices décroissants. Vu la nature des
erreurs d’arrondi, quelle approche vous semble plus eRaC@mparer avec les résultats obtenus avec le
type double et long double.

O ‘ Lors d'une sommation nugnique I'ordre des termes peut influencer ésultat. O

Exercice/M 6.3. Afin d’encadrer la valeur dé(2) = Z°k°:1k—12 il ne suffit évidemment pas de calculer la
somme partielle,, il faut aussi majorer le restg = 3, 1 7. Montrer que;i; <fn < & :

(1) vial'encadrement — (37 < 5 < 27 — ¥ PUis une somme télescopique,
(2) via I'encadremenf,*! Sdx< % < ¥, %dxpuis la somme des intégrales.

En déduire un programme qui calcule un encadremet(@g en fonction den. (On sait d'ailleurs que
{(2) = /6, mais ce beau résultat ne joue pas de role ici.)

C’est la majoration du reste qui fait d'unése 3, ax

O . . -
une néthode praticable pour calculer une valeur appréefde la somme.

Exercice/M 6.4. En généralisant I'exercice précédent, écrire un pgogne qui calcule un encadrement
del(3) =S¢, k—13 en fonction den. Si vous voulez, vous pouvez étendre cette approche afircaltzer
{(s) pours=2,3,4,5,.... Est-ce envisageable pour taut 1?
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O ‘ Essayez toujours de justifier vassultats nurariques en pecisant leur marge d’erreur. O

Exercice/P 6.5.Afin de calculer I'exponentielle eXg) on pourrait theoriquement se servir de la limite
exp(x) = limp_e (1+ ﬁ)n Quels problemes prédiriez-vous ? Pour le tester emy@rigent, implémentez
efficacement ce calcul et essayez d’'ainsi calcule({£gpou exg+100) & 10 décimales pres.
Indication. — Il est inutile de parcourirtous les cas= 1,2, 3,..., vous pouvez en choisir une suite extraite
judicieuseA noter que poun = 2¥ |la puissancea” est particulierement facile a calculer : évitez une beuc
al,a?,a,...,a" de longueun, une boucle?, a*, a8, ... ,a" de longueuk suffit!

Comparer avec I'approche ¢6.5. Si vous voulez, vous pouvez complétez le progranexe. cc en
une implémentation plus robuste qui calcule I'expondieti& au moins 10 décimales pres. Le tester sur
beaucoup de valeurs atgpetites et grandes, positives et négatives.

Exercice/P 6.6.Afin de calculer In2 on pourrait theoriquement se serviradgdrie In2= 3, (—1)* 11,

Ecrire un programme qui calcug = zﬂzl(—l)k%. Majorer le reste, puis donner un encadrement de
In2. Peut-on ainsi calculer In2 & 1®prés ? a 1012 pres ?

O ‘ On a tout inéréta choisir, si possible, uneéesie qui converge rapidement. ‘ O

Exercice/P 6.7.Dans I'exemple précédent, rien ne nous empéche de ealbu® par une série mieux
adaptée. Poyx| < 1 on a les développements en série

n(14x) = +x- X4 XX

o 2 3 4
X2 3 x4

In(1—x)=— 2 3 4

= In 1rx =2 x+§+x—5+
1-x) 3 5 7

Pourx = % on obtient ainsi In2= S ; ﬁ?*z‘(. Ecrire un programme qui calcule la somme patrtielle
S = Sh 1 52732 Majorer le reste, puis donner des encadrements de In2. Peut-on ainsi calo@ler
210 %pres? 4 10'Ppres?
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Numerical data piles up and numerical programs grow everaranbitious and complicated while their users
become, on average, far less knowlegeable about numericatanalysis, though no less clever than their
predecessors about subjects they care to learn. Consdgummherical anomalies go mostly unobserved or, if
observed, routinely misdiagnosed. Fortunately most ahtden’t matter. Most computations don’t matter.

W. Kahan,How futile are mindless assessments of roundoff in flogtiigt computation?

PROJET XV

Dérivation numérique et extrapolation de Richardson

Avant de traiter I'intégration numeérique, le présertjpt discute la dérivation numérique, souvent plus
facile. Le développement qui suit introduit une technifpredamentale : I'extrapolation de Richardson.
Elle nous servira plus tard pour I'intégration dans lamogie de Romberg.

Les expériences numériques du chapkké (exercice5.4) ont déja montré que le calcul numérique
d'une dérivée lim_ w est loin d’étre trivial : si les valeur§(a) et f (a+ h) sont calculées avec
n chiffres significatifs, il est assez difficile d’en déduinee valeur approchée dé(a) avecn chiffres
significatifs. Dans de telles situations, I'extrapolatiRichardson peut remédier a la perte de précision.

Sommaire

1. Convergence lirgaire vs quadratique.
2. Convergence d’ordred4.
3. Extrapolation de Richardson.

1. Convergence ligaire vs quadratique

Nous supposons que Ja— €,a+ [ — R est de class€™*?, avecn aussi grand que nécessaire. Nous
avons en particulier la formule de Taylor (avec reste de dage) :

n K (a) f+1) (&)
flath) =S k!( ¢+ (n+l()!

K=0
Du coté numeérique, nous disposons d’'une implémentation £ ( Flo x ) qui calculef avec une
précision satisfaisante, disons de 15 décimales, d@sarttlun type flottant que I'on nommeFa.o . A noter
toutefois qu’un tel calcul peut &étre coliteux ; on essailera’en servir avec modération.
Par contre, nous n’avons aucune connaissance des defivé®é, ..., on suppose seulement leur exis-
tence. Notre but est de développer une méthode efficacegadzuler une valeur approchée éida) a
partir de trés peu de valeurs dalans un voisinage de

h"t! avec &=a+6hetdc]0,1].

—f(a)

comme valeur ap-

Exercice/M 1.1. Dans un premier temps, on pourrait prengi¢h) := f('”h%
prochée de la dérivée exacté(a). Verifier l'estimation d’erreurp (h) = '(a) + 5 f”(&)h. Pourh — 0

= f'(a) + O(h).
h

la convergencen (h) — f’(a) est donc au moiniinéaire, souvent abrégé, (h)
Un peu plus raffinée, considérons la valeur approahél) := % Vérifier I'estimation
d’erreurgy(h) = f'(a) + 3 f(&)h2. Pourh — 0 la convergencgy(h) — f/(a) est donc au moinguadra-

tique, souvent abrég@ (h) = f’(a) + O(h?). Ceci explique I'intérét de cette deuxieme approche.

Exercice/P 1.2.Comparer les deux approches sur un exemple numériquaesdisdk — R donnée par
f(x) = sin(x). Calculer des valeurs approchéestlena= 1 par les deux méthodes ci-dessus gosr2
aveck=1,2 3,...,50. On pourra commencer I'implémentation par

typedef double Flo;
const Flo a= 1.0;

Bien sr on connait la valeuf (a) = cog1) ~ 0.54030230586; pour information faites affichess (a)
de la bibliothequecmath. Quelle est la précision maximale que I'on puisse att@iralrec la méthode
linéaire ? avec la méthode quadratique ? Quelles sontdiesins optimales pouk, environ? Expliquer
pourquoi il faut choisik ni trop petit ni trop grand.
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2. Convergence d’ordre4
Exercice/M 2.1. Nous nous proposons d’obtenir une convergence encoreggiger Reprenons la dérivée
approchee(h) = 1@N_1@N Fn syupposant de class€2™+3, montrer que

f(2n+3) (E)
2n 2n+2

Veérifier que pour toutr € R la fonction gu(h) := ¢ (h) + a [@(h) — @ (2h)] converge vers’(a) pour
h — 0. Détermineir de sorte que la convergence soit d’ordre 4.

@ (h) = f'(a) + agh? + ash* +

Exercice/P 2.2.Implémenter la méthode ci-dessus pour notre exerhidp= sin(x) et calculer ainsi des
valeurs approchées déena = 1 en calculantp(h) puis g(h) pour pouth = 2~% aveck=1,2,3,...,50.
Veillez a ne pas évaluer la fonctidninutilement, en réutilisant les valeurs ggdéja calculées. Quelle est
la précision maximale que I'on puisse atteindre ? Queliéaegleur optimale pouk, environ ? En quoi la
méthode est-elle intéressante ?

3. Extrapolation de Richardson

En généralisant ce qui précede, supposons@ue®, ] — R est une fonction que I'on sait calculer
poure2—X aveck = 0,1,2,.... Afin d’en déduire une valeur approchée deylirg@(h), on supposera que
@ admet un développement limité

@(h) = ag + axh? +agh* + - .-+ agh® + O(h*"+2)

avec des constanteg,ap, ay, . ..,ax € R que nous ignorons. Pokr=0,1,2,... on posedf() = (p(£2*k) ;
c’est la premiere ligne du schéma suivant. La convergdﬁ% ¢(0) est quadratique. Afin d’obtenir une
convergence plus rapide, on calcule la ligrel,2,....n pard} = di; ] + 725 [di ] — di 1.

k+1 " 4 -1
dg d‘f dg . dg — @0
d% d% . dr1]7 1 —  @(0)
do - (0)

Exercice/M 3.1. Vérifier quedl‘( — @(0) pourk — o et déterminer l'ordre de la convergence.

Exercice/P 3.2.Nous supposons de disposer d’'une implémentafien phi( Flo h ). Ecrire une
fonction Flo richardson( Flo eps, int n ) qui met en ceuvre l'algorithme développé ci-dessus
pour calculer lim_o @(h).

Indication. — Une méthode éprouvée est de ne stocker que la diagdfiale,dZ ,,di ;,dC. Explicite-
ment : poutk = 0 on calculedg et le stocke dans un vecteur; pdue= 1 on ajoutedgJ et remplaceﬂéJ par

d3; pourk=2on ajouted?, remplaceclgJ pardi, puisd] pardg. Ainsi le vecteur s’agrandit chaque fois
d’un éléement, les améliorations se propagent de la fis leedébut, et lac meilleur approximation df

est toujours stockée en position 0. C'est la val#fliqui est finalement renvoyée par la fonction. (Pour des
tests vous pouvez faire affich% dans chaque itération.)

Exercice/P 3.3.Appliquer votre fonctionrichardson a I'exemplef(x) = sin(x) et calculer ainsi des

valeurs approchées dé ena= 1 poure =1 etn=1,...,20. Peut-on choisin trop petit ? trop grand ?
Quelles sont les valeurs acceptables pg@nviron ? Cette méthode vous semble-t-elle assez robuste

Exercice 3.4. Verifier quert = limy_.., 2Ksin(2-%7). Interpréter geométriquement ces valeurs en compa-
rant avec la circonférence d’urf-gone régulier inscrit dans un cercle de rayon 1. Pour tai@y =
sin(2-%71) numériquement on n'utilisera pas de valeur approchée, aeé la fonction sin, mais la formule

de récurrence + 2a2., = |/1— a2 en commencant pay = 1. (La vérifier.) Calculer ainsi des valeurs

approchées de<8in(2-¥m) pourk = 1,2,3,... et juger si la convergence est satisfaisante. Pourquei cett
formule de récurrence est-elle mal adaptée au calculenigioné ?A quelle précision pouvez-vous ainsi
approchert? Appliquer la méthode de Richardson pour calculer uneleweiapproximation det.
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If you think it's simple, then
you have misunderstood the problem.
Bjarne Stroustrup

CHAPITRE XVI

Calcul arrondi fiable et arithm étique d’intervalles

Objectif. Dans ce chapitre notre but est de comprendre les élemectcll arrondi fiable.

» L'arrondi permet de rendre certains calculs faisables {en plus efficaces) sur ordinateur.

» En général le résultat ainsi calculé sera erroné titleac nécessaire de majorer I'erreur commise.

Cette erreur provient de la méthode (approximation) etatgiimeétique utilisée (erreurs d’arrondis).
Dans cette problématique les arrondis dirigés peuvemieiodes informations précieuses :

» Larrondi vers—co donne un résultat approch&ui fournit une minoration fiable.

» L'arrondivers+o donne un résultat approcbhé&ui fournit une majoration fiable.

Les deux bornes ensemble fournissent un encadrefadndu résultat exaat € R. L'objectif d’'une
bonne implémentation est d’abord de garantir I'encadrgmel r < b, puis de minimiser I'ecarb — a|,
et finalement d’économiser les ressources (temps et méjmoi

Le probléme fondamental du calcul arrondi. Lors d’un calcul arrondi les valeurs approchées cal-
culées peuvent s’éloigner de la valeur exacte cheré@@ame a la fin nous ne disposons que de la valeur
calculée (erronée) et non de la valeur cherchée (exalot@us faut un moyen de contrdler la marge d’er-
reur. Dans le pire des cas unexplosion d’erreus peut rendre le calcul inutilisable, car la valeur calculée
n'a plus aucun rapport avec la valeur cherchée. Commeuirssivun résultat est acceptable ou non?
Plusieurs stratégies sont imaginables pour assurer (owins tester) la fiabilité des résultats calculés :

(1) Dans certains cas on peut éviter les arrondis en faigacalculexactdans un anneau effectif
commeZ ouQ ou@Q[+/2] etc. On se ramene ainsi & une situation entieremenbatgée, ol tout
élément peut étre représenté de maniere exactetetap@ération peut étre exécutée sans arrondi.
Si le probleme en question s’y préte et que le calcul n'asttpop colteux, c’est la solution la
plus élégante et la plus siire.

(2) En implémentant un calcul numérique, on est tentéaleuter avec le typelouble, disons,
comme si c’était un calcul exact. Cette stratégie nastdeeplus répandue, mais aussi la plus
périlleuse. Un calcul maladroit peut provoquer la pertaleode chiffres significatifs. Méme un
calcul habile ne fournit aucune indication quant a la maf'gereur.

(3) Par mesure de sécurité on peut calculer avec beaudosple chiffres que nécessaire, disons
40 décimales pour ne retenir que 20 chiffres significatifa fin du calcul. C'est un peu moins
naif, mais ne protége pas contre les catastrophes. Beefeguchances soient meilleures, on n'a
toujours aucune garantie de correction

(4) On peutcalculer aveichiffres, puis refaire le calcul aveé 2hiffres de précision. On n'acceptera
que les chiffres qui coincident, en espérant que ce sogtielgue sorte des chiffresstables»,
donc« correctsy. ( Un programmeur craintif recalculera ave€ Giffres. ;-) Cette recette
marche souvent, mais on peut bien str tomber sur de mécbamire-exemples.

(5) Pour avoir des encadrements prouvables, il ne resteeqeantréle minutieux des arrondis. Ty-
piquement on fait deux calculs séparés afin d'établir mireoration puis une majoration. Ceci
demande une implémentation plus soigneuse, mais en pantieele résultat calculé est toujours
honnéte. Quand le calcul tourne mal, au moins on le verramement.

Suivant la structure du probleme et I'importance du riasuln choisira une de ces stratégies, ou une
des nombreuses variantes. |l est clair que I'on programitrgiferemment les exercices de ce chapitre
s'ils servaient a piloter une fusée. (Espérons, au mpis sont la méthode choisie et le soin apporté a
l'implémentation qui détermineront la fiabilité du tét.
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Chapitre XVI — Calcul arrondi fiable et arithmétique d'intalles

Quels son les avantages d’un calcul fiable Boulignons que méme dans un calcul arrondi fiable il y
aura toujours des erreurs d’arrondi. C’est un phénomareetéristique et inévitable : ce calcul futinventé
pour rendre les calculs plus efficaces, au prix des arrobdisut n’est donc pas de supprimer les arrondis,
mais de contrdler la marge d’erreur dans le résultat final.

Un calcul fiable fournit un encadremeatb] du résultat exact : cet encadrement est prouvable et met
en évidence la marge d’erreur. Quoi qu’il arrive, nous efdirons toujours un résultat avec garantie de
correction! Dans le pire des cas l'intervalle de I'encadeatpeut étre trop grossier, mais méme ce résultat
décevant contient une information importante : il sigrgle le calcul a mal tourné, et qu'il faut traiter le
résultat avec prudence. Si la précision atteinte estgugsuffisante, il faudra refaire un calcul plus raffiné.
En tout cas il sera malhonnéte de prétendre une prédgsip@rieure a I'intervalle établi par le calcul.

Si la précision est suffisante, on extrait une valeur ag@e@vec une précision garantie. Pour cette
raison le calcul fiable est aussi appe#écul auto-certifian{terme publicitaire).

Comment s’y prendre ? On peut bien sir faire appel a une bibliotheque toute fétle que la GMP
(GNU muiltiple precision libraryet ses extensions MPFRi(ltiple-precision floating-point computations
with correct roundinyet MPFI (multiple-precision floating-point interval drihetic). Vous &tes vivement
invités & vous renseigner sur les sites respeciifs. swox . com/gmp et www.mpfr.org pour avoir une
idée de ce gu’'elles offrent. Ces informations sont égalardisponible en local, en tapanhfo mpfr et
info gmp C++ dans une ligne de commande.

De maniére plus pédestre, nous nous proposons ici diluge principe par une implémentation
« faite maisony. Comme bénéfice collatéral ceci nous donne I'occasierpliquer les nombres flottants et
I'arithmétique arrondie en tout détail. On completesaimotre introduction aux nombres flottants esquissée
au chapitre précédent.

Ayant implémentéé&arithmeétique arrondie fiableon peut pousser ce concept un peu plus loin. Afin
de rendre les objets plus intuitifs et plus agréables aipoder, nous implémentor&rithmeétique d’in-
tervallesqui calcule majoration et minoration parallelement. Nausvons ainsi & un calcul numeérique,
sous une forme naturelle et une écriture commode, qui fomom seulement une valeur approchée mais
en méme temps la marge d’erreur sous forme d’encadrement.

Pour en savoir plus. Le calcul arrondi fiable et I'arithmétique d'intervalles datent pas d’hier, mais
ils attirent de plus en plus d’'attention ces dernieéresasnsurtout dans les domaines sensibles qui exigent
un treés haut niveau de sécurité et une garantie de pyaclsarithmétique d’intervalles n’est pas le remede
a tous les maux numériques, mais elle offre souvent ummeadéhe sire et simple.

Pour en savoir d’avantage, consultez le siter. cs.utep.edu/interval-comp, qui rassemble de
nombreux liens utiles concernant I'arithmétique d'intgles :

(1) Pour le coté vulgarisation scientifique, lire I'exesit survol de B.HayesA lucid interval
Wwww.cs.utep.edu/interval-comp/hayes.pdf.

(2) Sicelavous chante, vous pouvez aussi regarder — puigsana— un film destiné aux étudiants,
www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Movie/movie_undergraduate.mpg.

(3) Pour une discussion provocatrice lire W. Kahidoyv futile are mindless assessments of roundoff
in floating-point computation %ww.cs.berkeley.edu/~wkahan/Mindless.pdf.

Sommaire
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1. Deux types d’erreurs irévitables

1.1. Erreurs de discietisation. Afin de modéliser le calcul numérique dadRsious sommes obligés
de nous restreindre & un sous-enserfbteR de nombres exactement représentables sur machiitee
d’exemple,R peut étre constitué des nombres flottants de longlieRour simplifier nous autorisons des
exposantg € Z. (Nous sous-entendons que I'exposane sera pas trop grand, mais nous n'imposons pas
de limites a priori.) Ainsi I'ensemble des nombres machistedenné par

(1) R:{O}U{m-ze]m,eeZavec—2£<m<2€}.

Rappelons que dans I'écritune- 2° on appellem la mantisseet e I'exposantEn fixant la longueur de la
mantisse & bits on restreint la précision des valeurs ainsi repriedges, mais en contrepartie on diminue
aussi le colit des calculs (en temps et en mémoire).

Contrairement aux nombres ré@gui modélisent des phénomenes continus, le modelenrgbque
des nombres flottan®R est forcément discrétisé. Néanmoins on est obligggtacher tout nombre réel
x € R par un nombre flottart € R. Pour presque tout nombre réehous avonx # X, et I'application
X — X introduit donc unerreur d’arrondi|X — X|, aussi appelérreur de discetisation

La differencelX — x| estl'erreur absolue Il est souvent plus informatif de considéferreur relative
€= |*;X|. En arrondissant au plus proche on obtient 2/, autrement dit la difference entre la valeur
réellex € R et son approximation discréxes'R s’exprime comme = x(1+ ) avec un facteur de pertur-
bationd vérifiant| 5| < 2~¢. (Voir le chap XV, §4.)

O ‘ La longueur? de la mantisse &ermine la granulari de la discéetisation. ‘ O

1.2. Erreurs de calcul. Nous résumons la difféerence entre un calcul exact daes$ un calcul ap-
proché dan® C R par le diagramme suivant. L'approximati@i — R" envoie(xy,...,Xn) SUr(Xy,...,%n)
ol chaque coefficieng € R est représenté par une valeur approohéeR. De mémef: R" — Rest une
fonction calculable sur machine qui ne fournit qu'une appmation de la fonction réellé : R" — R.

; f i .
nombres réels XeER" —— R > f(x) résultat exact mais inconnu

arrondil Tinclusion

. R f o . P .
nombres machine xéR' —— R> f(X) résultat calculé mais erroné

En gereéral ce diagramme ne commute pas, castire f(x) # f(X).

U . e £
Seule la connaissance de la marge d’erreur donne a@aerit iesultat calcug f (X).

Plus explicitement, I'écart entre le résultat exact efdeur approchée calculée vaut
00— F(®) = [0~ F(R)] + [f(®) — FR)].
On voit apparaitre la somme de deux erreurs :

(1) La premiére erreur est due a la discrétisatiorx @& dépend des nombres machine utilisés : un
nombre réel n'est stocké qu’avec un nombre limité defidsfsignificatifs (disons$ bits).

(2) La seconde erreur est due a la méthode utilisée pquoeperf. On a tout intérét a utiliser une
approximationf qui soit aussi proche deque possible, mais il restera souvent un écart.

Soulignons a nouveau qu'il est indispensable de majogerdur totale. Sinon il est inutile, voire nui-
sible, de se lancer dans le calcul. Pour certains calcedsgimples il est relativement facile de majorer
I'erreur. Pour des calculs réalistes ceci devient de physles dur : une majoration fine est souvent inextri-
cable, et des majorations grossiéres ne donnent souvediep@sultat satisfaisant. Pour cette raison nous
développons dans la suite les éléments d’'un calcul drif@ble, aussi appelélcul auto-certifiant

0 On ne peut esgrer f () = f(x), mais on peut garantif (%) < f(x) ou f(x) < f(%),
respectivement, et ainsi encadrer la valeur exacte par deleurs approckes.
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2. Calcul arrondi fiable

Ce qui gache les calculs avec le typeuble n’est souvent pas la précision insuffisante : la longueur
de la mantisse est de 53 bits, soit 16 décimales environyicest suffisant pour beaucoup d'applications.
Le probleme est surtout la difficulté de contrdler lesears d’arrondi. Ce paragraphe essaie d’apporter
guelques réponses a ce probleme et de développeélaeibts d'un calcul arrondi fiable.

2.1. Arrondis dirig &s. Supposons que durant un long calcul numérique chaquiatistiermédiaire
est arrondivers le nombre machine le plus proche. A priestaine bonne idée car on minimise localement
I'erreur de chaque opération élémentaire. Mais ce nestquelocalementL'écart accumulé peut étre
assez grand, sans que l'utilisateur soit averti. (Revaipieéges discutés au chapi®/.) Ce qu'il faut
assurer est une relation fiable entre le résultat calcot@q erroné) et le résultat exact (mais inconnu).

0 A premere vue I'arrondi vers le plus proche semble toujours la taaik option. 0
C’est le mode le plus courant, mais il offre le moins de cdletsur le €sultat.

Pour les nombres réels la relation fiable a garantir sera I'ordre : tout nombre kpeut étre encadré
par deux nombres machingx € Rde sorte qua < x < X. Si jamaisx € R, on pourra tomber si= X =X,
mais cela restera une exception rare. En général on a égalité strictex < x < X et il faut décider avec
lagquelle des deux approximations on continuera le calcul.

En choisissant judicieusement les modes d’arrondi

D on peut garantir un encadrement fiable dasultat final.

Définition 2.1 (modes d’arrondi) Nous supposons que les nombres mackine R forment un sous-
ensemble fermé dans la topologie BeNous exigeons aussi qirecontienne au moins,@-1,+2, qu'il
soit symétriqueR = —R) et qu'il « recouvres toutR dans le sens que sRz= 4 et infR= —c. Toutes
ces exigences sont satisfaites pour notre ensertple (

Etant donné un nombre réelc R, on ne peut en général pas le représenter de maniéréegxac
un nombre machine. On prendra donc une valeur approchée le meilleur choix étant un de ses deux
« voisinsy dansR. Au moins cing modes d’arrondi — R s’offrent a nous :

|X|g:=sup{xe R|x<x} arrondi vers—oo, versle bas  (RNDD xound dowr)

[X|g:=Inf{Xe R|x< X} arrondi verstoo, vers le haut (RNDU Found up
X|]g sSix>0 . ,

Xg:= X . arrondi vers zéro (RNDZ round to zerp
X]g six<O0

[
x>
[jR z: i ; 8 arrondi verstoo (RNDI = round to infinity)
R —
X|]g six<m
[

) arrondi vers le plus proche (RNDNraund to neareyt
X|g SiXx>m

Pour I'arrondi vers le plus proche on pase= (| x|g+ [X]g). En cas d'égalité& = mil faut fixer une regle
d’'arbitrage. Pour les nombres flottanid ¢n convient de choisir celui dont la mantisse est pairefing
par un zéro dans son développement binair@r(ondi pair).

Exercice/M 2.2. Vérifier que poulR = Z on obtient les définitions usuelles ¢, [x], [X], |X].

(1) Plus généralement, B C R est un sous-ensemblermé dans la topologie d&, montrer que
|X| g et[X] g sont toujours des éléments BRequelque soik € R. Les valeurs arrondies sont donc
exactement représentables, ce qui est la propriétatese

(2) Discuter 'ensembl® = Q qui n’est pas fermé daris. Que valent x| et [X]y ? Les valeurs
ainsi « arrondies», sont-elles représentables sur machine ? Expliquer pourgtte approche,
tellement utile en analyse et algeébre, ne convient paslpaaicul numérique.
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2.2. Arithmétique arrondie. Pour les nombres réels nous disposons des opératienweitaires
-+, —,%,/ dont nous pouvons restreindre le domaine d’applicatioarssembleR :

+:RxR—R x: RxR—=R
—RxR—=R /:RxR =R

Remarque. —Nous ne pouvons pas espérer que les images soient inclaisseR.dSi jamais on avait un
modele de nombres machiRdel que+, —, *, / prenaient toutes leurs valeurs d&slorsR contiendrait
le corpsQ des nombres rationnels. Ce serait donc un sous-ensemisle deR, aussi inconvénient qug
pour le calcul arrondi. (Voir I'exercice précédent.) Cemntre que le probleme des opérations-, *, /
est inhérent au calcul arrondi, et non seulement un attdfage implémentation maladroite.
On fait donc appel aux arrondis introduits dans la définifioecédente. On implémente I'addition,

par exemple, comme I'addition exacte R x R— R suivie de I'arrondi spécifi® — R. Ainsi I'addition
+: R xR — R est modélisee non panemais parcing opérations pour le calcul approché :

[+], [+, [+], [+ [+]: RxR—=R

Regardons plus généralement le calcul d’une fonctipR — R, comme expR — R. A nouveau on
ne peut pas espérer qiiER) C R, il faut donc arrondir. La fagon la plus honnéte sera dlienpenter deux
approximationg f | , [ f| : R— R qui garantissent pour tomtc Run encadrement

1) <t < [f(),

Etant donnéd, il nous reste évidemment le probléme d'implémenterextement f | et [f] de maniére
efficace et avec un écdrf | — | f | aussi petit que possible. C’est souvent faisable et perargtgarantir
gue I'encadrement final sera correct et satisfaisant.

2.3. Une impEmentation « faite maison». Apres la discussion des modes d’arrondi, passons a une
implémentation concréte! Le programmd¥1.1 donne une esquisse de la clasdeal modélisant des
nombres flottants fiablesu reliably rounded real numben anglais. Vous trouvez le code source complet
dans le fichierrreal. cc, ainsi qu'un exemple d’utilisation dansreal-test.cc.

L'idée est d'implémenter des nombres flottants en pi@cié arbitraire. La présentatiorl) a I'avan-
tage de se baser uniquement sur les nombres entiers : lemffoont stockés sous la forme 2°
avec deux entierm (la mantisse) ee (I'exposant). Afin de pouvoir choisir la longueur de la masé
(eventuellement tres grande) il nous faut une impléat@r de grands entiers. Nous nous servirons ici de
la classempz_class de la bibliotheque GMP, qui fournit toutes les opératin@sessaires.

2.4. Comment arrondir? On aura besoin d’'une division arrondie : pour deux entieet b # 0
la fonction eudiv(a,b,mode) effectue une division euclidienree= gb+r avec|r| < |b|. On a donc
q=[2], ouq=[Z],, etle quotient renvoyé est choisi suivant le mode d'arispécifié.

Comme les entiers sont stockés par leur développemeairejria division euclidienne par®2st
particulierement efficace. (Rappeler pourquoi.) La f@rtteudiv2(a, e, mode) effectue cette division
dea par Z telle que le quotient soit arrondi comme spécifié. Cecmerde réduire une mantisgea une
longueur?, simplement en posami= eudiv2(m,exces,mode) . C'est justement I'objectif de la fonction
arrondir (mode,len).

Le constructeuRReal (man,exp) et la fonctionset (man,exp) permettent de définir aisément un
nombre de la formen- 2°. Si en plus les paramétremde et 1en sont spécifiés, on réduit la longueur de
la mantisse den bits en appliquant le mode d’arrondi spécifié. Si ces pategs ne sont pas spécifiés, on
prend les valeurs par défambde= stdMode et len= stdLen.

Finalement, la fonctiorrallonger (1en) rajoute des bits zéro a la mantisse, alors que la fonction
remplir(len) assure que la mantisse soit de longueuten.

2.5. Comment multiplier ? L'arithmétique arrondie implémente un principe net ensie : on ef-
fectue toute opération élémentaire d’abord de maregeete, puis on arrondit la mantisse a la longueur
prescrite. La multiplication de deux nombres a virguletflote est particulierement simple, voir le pro-
grammeXVI.1. C'est presque trivial & un détail important pres : ladtion set employée ici effectue
automatiguement I'arrondi nécessaire. (Pourquoi estapertant ?)
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Programme XVI.1

La classeRReal — nombres flottants avec arrondi dirigé

// Quelques types
enum Mode { RNDD,
typedef mpz_class
typedef mpz_class
typedef int Len;

Len length( const

et fonctions auxiliaires

RNDU, RNDZ, RNDI, RNDN }; // modes d’arrondi

Man; // type pour la mantisse (grand entier)

Exp; // type pour 1l’exposant (grand entier)
// type pour la longueur (petit entier)

Man& a ); // longueur d’un entier = nombre de bits

// Division euclidienne de a par b, puis de a par 27e, suivant le mode d’arrondi
Man eudiv( const Man& a, const Man& b, Mode mode= stdMode );

Man eudiv2( const

Man& a, Exp exp, Mode mode= stdMode )

// La classe RReal implémente des nombres flottants fiables

class RReal

{

public:

Man mantisse; // la mantisse
Exp exposant; // 1’exposant

// Précision par défaut (variable statique, cad globale pour RReal)

static Len stdLen;

static Len len() { return stdlLen; };

static Len len( Len 1 ) { Len old= stdLen; stdLen= max(1,21); return old; }

// Mode d’arrondi par défaut (variable statique, cad globale pour RReal)
static Mode stdMode;

static Mode mode() { return stdMode; }

static Mode mode( Mode m ) { Mode old= stdMode; stdMode= m; return old; }

// La fonction suivante effectue 1’arrondi comme spécifié par mode et len
void arrondir( Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )

{

if ( mantisse == 0 ) { exposant= 0; return; }; // cas particulier

Len exces= length() - max( len, 21 ); // bits de trop

if ( exces <= 0 ) return; // rien & raccourcir
mantisse= eudiv2( mantisse, exces, mode ); // supprimer 1’excés
exposant+= exces; // compenser 1’exposant

}

// Constructeur & partir d’une pair (mantisse, exposant) suivi d’arrondi
RReal( Man man=0, Exp exp=0, Mode mode= stdMode, Len len= stdlLen )
: mantisse(man), exposant(exp) { arrondir( mode, lemn ); }

// Affectation d’une pair (mantisse, exposant) suivi d’arrondi
RReal& set( Man man=0, Exp exp=0, Mode mode= stdMode, Len len= stdlLen )
{ mantisse= man; exposant= exp; arrondir( mode, len ); return *this; }

// La fonction

rallonger rajoute des bits zéro & la mantisse

void rallonger( Len len )
{ if ( len > 0 ) { mantisse <<= len; exposant -= len; }; }

// La fonction

remplir assure que la mantisse soit de longueur >= len.

void remplir( Len len= stdLen )
{ rallonger( len - length() ); }

// Multiplication : multiplier les mantisses et additionner les exposants
RReal& mul( const RReal& a, const RReal& b, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
{ return set( a.mantisse * b.mantisse, a.exposant + b.exposant, mode, len ); }

+s

// Multiplication sous forme d’opérateur, créant un objet temporaire
RReal operator* ( const RReal& a, const RReal& b )
{ RReal c; c.mul(a,b); return c; }
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2.6. Comment diviser ? Attention. —La tentative suivante est vouée a I'échec :

RReal operator/ ( const RReal& a, const RReal& b )
{ return RReal( a.mantisse / b.mantisse, a.exposant - b.exposant ); }

Il faut d’abord rallonger la mantisse de pour obtenir un quotient de précision suffisante ; ensuite
eudiv(a,b,mode) calcule le quotient entier suivant le mode d’arrondi sfiéci

RReal& RReal::div( RReal a, const RReal& b, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
{ a.remplir( len + b.length() );
return set( eudiv(a.mantisse,b.mantisse,mode), a.exposant-b.exposant, mode, len ); }

RReal operator/ ( const RReal& a, const RReal& b )
{ RReal c; c.div(a,b); return c; }

2.7. Comment additionner ? L'addition est un peu moins évidente : elle nécessiteafdlol’égaliser
les exposants. Plus explicitement, pour additiorremy, - 2% etb = my - 2%2 on détermine= min{e;, e}
pour écrirea =, - 2€ etb = m, - 2° avec deux entiensl, = my - 2817 € etm, = mp - 2227, Sous cette forme
on calcule ensuita+b = (m| + n,) - 25, puis on arrondit le résultat le cas échéant.

RReal& RReal::add( RReal a, RReal b, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
{ Exp minexp= min( a.exposant, b.exposant );

a.rallonger( a.exposant - minexp );

b.rallonger( b.exposant - minexp );

return set( a.mantisse + b.mantisse, minexp, mode, len ); }

RReal operator+ ( const RReal& a, const RReal& b )
{ RReal c; c.add(a,b); return c; }

Exercice/P 2.3.Bien évidemment nos algorithmes pour le calcul arrondt sosceptibles d’optimisation.
Surtout I'égalisation des exposants est inutilementaade si les deux exposants different de plud ete :

de toute facon I'arrondi final ne gardera que les premiers bits. Si vous voulez, vous pouvez optimiser
I'addition de sorte que le décalage nécessaire n’exje@dais la longueuilen souhaitée.

[0 Soustraction et comparaison sont similaires & I'addit\dir le fichier rreal.cc, qui implémente
aussi des opérateurs d’entrée-sortie en base 10. Murdesdepérations de base, notre claBReal est
déja opérationnelle, et les exemples suivants montyegigues applications.

0 Soulignons que I'implémentation de la class®eal proposée ici a pour seul but d’illustrer le prin-
cipe. Pour une application professionnelle il faudra eadampeaufiner ; typiquement on privilégiera une
implémentation plus complete et plus soigneusemenirogitie, comme MPFR et MPFI qui sont actuelle-
ment en cours de développement (veiw.mpfr.org ou info mpfr en local).

2.8. Newton-Heron revisité. Le programmerreal-test.cc calcule la racine d’'un nombre réel
par la méthode de Newton-Héron en profitant des arrondigédi (voir le programm&VI1.2 ci-dessous).
En I'occurrence on utilise le mode d’arrondi vers le haubglement. On choisit une valeur initiale plus
grande que la racine cherchée puis on applique l'itémadi® Newton tant que le résultat s’améliore. On
peut ainsi garantir une majoration de la racine exacte tiéerc

Exercice/P 2.4.Implémenter la méthode de Newton-Héron pour calc{farmvecn quelconque :

RReal power( RReal a, int n, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen );
RReal root( const RReal& a, int n, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen );

Indication. — Dans la fonctionpower on devrait attraper le cas< 0. Ensuite vous pouvez écrire une
simple boucle ou bien une puissance dichotomique si vouisagez appeler la puissance pouassez
grand. Les arrondis individuels sont tous donnés par leenspécifie sa > 0; le casa < 0 par contre est
particulier et devrait &tre traité a part. Dans la fooctroot on devrait attraper le cas< 0, puisn < 0
oun=0oun= 1. Ensuite on peut itérer Newton-Héron comme dans lencag ci-dessus. Pour chaque
calcul intermédiaire veillez particulierement a cticis bon mode d’arrondi.
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Programme XVI.2  Calcul fiable de la racine d’aprés Newton-Héron

RReal racine( const RReal& a, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )

{

RReal u0, ul= (1+a)/2; // Choix d’une valeur initiale.

do { // L’itération de u -> (u+a/u)/2 :
ul.swap( u0 ); // échanger u0 et ul (opération exacte),
ul.div( a, u0O, RNDU, len ); // ul = a / u0 , arrondi vers le haut,
ul.add( u0, RNDU, len ); // ul = ul + u0 , arrondi vers le haut,
ul.div( 2, RNDU, len ); // ul =ul / 2 , arrondi vers le haut.

} while ( ul < u0 ); // On continue tant que le résultat s’améliore.

// On adapte la valeur finale selon le mode d’arrondi spécifié
if ( mode==RNDD || mode==RNDZ || mode==RNDN ) ul.div( a, ul, mode, len );
return ul;

2.9. Instabilité numérique revisitée. Litération de Newton-Héron pour calcul€Ya est, fort heu-
reusement, numeériquement stable : une petite perturbdéay (par une erreur d’arrondi, disons) restera
petite, elle diminue méme au cours des itérations sudgI’autres systemes se comportent de maniere
contraire : des petites perturbations s’amplifient explosend au cours des itérations suivantes. Ceci pose
évidemment d’énormes problémes pour le calcul nunoeri@n a déja vu de tels exemples au chapivre
et nous allons regarder ici un exemple sur I'intervé0ld].

Regardons une des fonctions les plus simples exhibant un com
portement instablef : [0,1] — [0,1], f(X) = 4x(1—Xx). On peut in- 17
terpréter I'itératiorx — f(x) comme urmockle de populationquoique
tres simplifie. Penser a une population de bactériegraioe a un en-
vironnement fixé. Toutes les heures on mesyre [0, 1], la quantité de
bactéries par rapport a la population maximale. Bopetit (x ~ 0) on
a f(x) ~ 4x, donc la population quadruple a peu prés. Quand elle de-|
vient trop grande, la nourriture commence a manquer etdessance
ralentit. Pourx > % on a une situation de surpopulation (famine) et IaC
population décroit. C'est un cas particulier dédaction logistiquecf. 0
fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_logistique.

Exemple nur@rique. —Commencons [l'itération par la valeur initialg = 0.1 disons. Avec notre petit
programmeinstable-naif . cc, utilisant le typedouble, on trouvexys ~ 0.44165 (un jour) puisyg ~
0.03768 (deux jours). Cette valeur serait donc notre prénidiici deux jours.

Phenonene d'instabilie. —Evidemment il faut s’attendre a certaines erreurs, géj@enant de la valeur
initiale xo (le « comptager des bactéries), puis des arrondis lors du calcul itérigde= f(x). Est-ce
gue ces petites erreurs jouent un rdle ici? Pour le testenjreencons l'itération par une valeur initiale
legérement perturbée, disoxjs= 0,1000000001. Le résultat est assez désillusionnant :

=

Xo = 0,1000000000 Xp = 0,2000000001
X1 = 0,3600000000 x; = 0,3600000003
X2 = 0,9216000000 X5 = 0,9216000004
Xo4 = 0,4416454191 X5, = 0,4388692524
Xo5 = 0,9863789715 Xo5 = 0,9850521268
X6 = 0,0537419842 Xbg = 0,0588977372
X48 = 0,0376796921 Xyg = 0,7981824730
Xa9 = 0,1450397316 Xy = 0,6443488512

Xs0 = 0,4960128314 X5 = 0,9166536366
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Exercice/M 2.5. Expliquer pourquojf’(x)| > 1 implique qu'une petite perturbation cteest amplifiée.
Expliquer qualitativement le comportement observé daxemple précédent. La fonctidna deux points
fixes : sont-ils stables ou instables ? Peut-on espérerame&ence vers un de ces points fixes ?

Exercice/P 2.6.Peut-on faire confiance en les valeuss et x4g calculées par notre programme ? Comme
chaque itération de la fonctioh est susceptible d’introduire une petite erreur d’arrontlist au moins
douteux. Le typedouble a une mantisse de 53 bits; refaire le calcul avec le typeg double qui a
une mantisse de 64 bits. Qu'observez-vous ? Peut-on raibtement trouver la valeur exacte xig ?

On peut obtenir des encadrements fiables avec la ckissel en contrdlant judicieusement le mode
d’arrondi. Le programmeinstable-rreal.cc met en ceuvre cette idée. (Le lire puis tester.) Certes, le
calcul fiable ne peut pas enlever I'instabilité qui est uaeactéristique de la fonctioh En I'occurrence
les encadrements successifs deviennent de moins en mé&ais,pmais on peut toujours garantir leur
correction. Ainsi tout s’affiche honnétement sur les eneaxnts calculés : quand le calcul tourne mal, au
moins on en est averti.

Remarque 2.7. Le phénomene d’instabilité est souvent apmaltportement chaotiquterme largement

popularisé. Tous les systemes ne sont pas chaotiquagusement, mais certains modeles (biologiques,
physigues, météorologiques, etc.) le sont. Dans un geboaetrouve toutes les difficultés numériques de
notre exemple minimaliste, et d’autres encore. Pensezagdjuous consultez la météo pour le week-end.

3. Arithm étique d'intervalles

Les arrondis dirigés permettent d’encadrer tout noméeta € R par une minoratioma et une majo-
rationa dans I'ensembl® C R des nombres machine. Ceci revient a remplacer la valewteagar un
intervallea = [a,a] contenant. C’est nécessaire quardh’est pas exactement représentalalé (R) ou
notre calcul n'aboutit pas a détermirgeplus précisément.

Le calcul séparé d’'une minoration puis d’une majoratisnsauvent assez répétitif et la notation en
C++ devient vite assez lourde. Il est plus commode d’endapks deux bornes en un seul objet. L'idée
est simple : au lieu des valeurs réelges R on stocke et travaille les intervallas= [a,a] aveca,ac R.

3.1. Arithmétique d'intervalles idéaliste. Dans la suite nous allons regarder des intervalles com-
pacts[a,b] = {x € R | a < x < b} aveca < b dansR. Nous n’autorisons pas l'intervalle vide ici, ni des
intervalles infinis comméa, +oo[ 0u| — o0, b] voire| — o0, 4-c0[. Ces intervalles peuvent &tre bien utiles, mais
pour simplifier nous ne regardons que des intervalles cotepan vides. Par un léger abus de langage on
confondera l'intervallga, a] = {a} avec le poina € R.

Notation. Dans la suite une lettre en gras commedénote un intervallea = [a,a], alors que la lettre
soulignéea = mina et la lettre surligné@ = maxa dénotent les extrémités de l'intervalle. Cette écdtu
est assez intuitive et évite tout conflit avec d’éventiradéces. Nous écrivonsc R sia=a.

Proposition 3.1. Sia = [a,3] est un intervalle compact et que R — R est une fonction continue, alors
I'image f(a) = {f(a) | a € a} esta nouveau un intervalle compact. O

Exercice/M 3.2. Montrer la proposition, puis vérifier les formules suivest

— Sif est croissante, alof[a,a]) = [f(a), f(3)].

— Sif est décroissante, alofg[a,al) = [f(a), f(a)].
Plus généralement, $iest monotone par morceaux, on peut calculer 'imége,a]) en mettant bout &
bout les intervalles sur lesqueisest monotone. Considérons par exemigl® — R, f(x) = || :

— Si0<a<aalorsf([a,a)) =[f(a),f(a).

~ sia<a<Oalorsf([aa)) = [f(a), f(a)).

— Sia<0<aalorsf([a,a]) =[0,c] avecc = maxf(a), f(a)).
Les mémes formules sont valables pour toute fonctiopi est décroissante sitr_ et croissante suR
comme par exemplg(x) = X" pourn= 2,46, ....

Définition 3.3. Pour deux intervallea etb on définit les opérations éléementaires—, x,/ comme sulit :
si o dénote une de ces opérations, alors on pege:= {acb|ac a,b € b}.
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Proposition 3.4. L'arithmétique d’intervalles obit aux ©gles suivantes :

a+b=[a+ba+bh axb = [min{ab,ab,ab,ab} , max{ab,ab,ab,ab} ]
—b=[-b,—b] bl=pb1bl si 0¢b
a-b=a+(-b)=[a-ba-p a/b=axb!

Exercice/M 3.5. Vérifier ces régles de calculs, dont seule la multiplmatest délicate. Justifier d’abord
guec = axb est un intervalle compact, et que ngiat maxc sont toujours atteints dans un des quatre coins
du rectangle x b ¢ R?, doncc = min{ab, ab,ab,ab} ett = max{ab, ab,ab,ab}.

Optimisation. —Pour une implémentation efficace on peut prédire quet(gjyat(s) réalisent le minimum

ou maximum : I'intervallea peut &tre ou strictement positif €Da < g, noté 0< a), ou strictement négatif
(a<a< 0, notéa< 0), ou bienil contient zéro (8 a équivaut & < 0 < a). De méme pour l'intervallb ; il

y adonc au total 9 cas a distinguer. Dans 8 cas, le calcuktie respectivement, ne nécessite qu’une seule
multiplication. Le dernier caa < 0 < aetb < 0 < b est plus délicat et nécessite quatre multiplications.

Proposition 3.6. L'arithmétique d’intervalles se§jouit des prop@ts suivantes :

Associativié : (a+b)+c=a+(b+c) (axb)xc=ax (bx*c)
Commutativié : at+tb=b+a axb=Dbxa
Element neutre : O+a=a+0=a lxa=axl=a
Sous-distributivi : ax(b+c)C (axb)+ (axc)

En géréral la dernire inclusion peuétre stricte, mais on agalittax (b+c) = (axb)+ (axc) siac Rou
b,c > 0oub,c < 0. Pour un intervallea qui n’est pas eduita un point il n’existe pas d’intervalle inverse,
ni pour I'addition ni pour la multiplication : on @&+ (—a) 2 0 et de némea al 21 O

Exercice/M3.7. Les propositions précédentes montrent que I'arithguietid’intervalles possede de bonnes propriétés,
mais aussi qu'il faut s’habituer aux exceptions. Essayemdstruire un exemple ak (b +c) # (axb) + (axc).

Exercice/M3.8. A-t-on toujoursa+a = 2a? Poum € N on définita” = {a" | a € a}. Montrer queaxa = a2, ou plus
généralemena™ s a” = a™™", sia> 0 oua < 0. A-t-on toujoursaxa D a2, ou plus généralemet” «a" D a™ " ?
Construire un exemple @ka= a2. Ceci montre que deux expressions algébriques peuvénirdéméme application
R — R, mais differentes applications sur I'ensemble des imiés.

3.2. Arithmeétique d'intervalles arrondie. Jusqu’a présent I'arithmétique dea été utilisee pour
décrire I'arithmétique d’intervalles. Une implémetitva doit prendre en compte I'arithmétique arrondie
disponible sur ordinateur : quand on implémente l'arigtiopie d’intervalles sur ordinateur, il est naturel
de stocker tout intervalla = [a,3] par ses extrémitéseta. Il s'agit de deux nombres a virgule flottante,
et il faut passer des intervalles idéalisés aux inteegadirrondis :

— Pour un intervalle idéalisé = [a,3a] les extrémités,a € R ne sont en général pas exactement
représentables par des nombres machines, c’est-a-@iRroua ¢ R. On passe donc a un intervalle
(legerement) plus grarid = [b,b] dont les extrémitéb = |a| etb = [a] sont des nombres ma-
chines A noter que les arrondis dirigés assurent I'inclusiof b : pour cela il faut arrondia vers
—oo etavers+o. On parle dd’arrondi vers I'extérieur.

— Méme sia = [a,3] est exactement représentable par des nombres maghmesR, I'application
d’une fonctionf produit en général un intervaliga) que ne I'est plus. Considérons une fonction
croissante, commé(x) = exp(x) : au lieu de l'intervallef ([a,a]) = [f(a), f (a)] nous allons nous
contenter d’un intervalle (Ilegérement) plus gréne- [b,b] dont les extréemited < f(a) etb >
f(a) sont des valeurs approchées, convenablement arrordiesuveau les arrondis dirigés vers
I'extérieur assurent qug(a) C b.

L'arithmétique d'intervalles arrondie repose sur le principe que

tout calcul retourne un encadrement garanti dasultat exact. D

L'implémentation nécessite donc I'arrondi dirigé : encadissant vers I'extérieur on garantit toujours
gue I'intervalle calculé contient tous les résultatsgiloles a partir des données d’entrée.
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3.3. Une impEmentation « faite maison». Afin d’avoir une écriture commode nous souhaitons
implémenter une classenterval qui permette d'écrire le code suivant :

Interval rayon, pi( 3.14, 3.15 ); // encadrement grossier mais correct de pi

cin >> rayon; // donnée initiale provenant d’une mesure
Interval aire= pi * r * r; // calcul selon 1’arithmétique d’intervalles
cout << "aire = " << aire << endl; // affichage du résultat sous forme d’intervalle

Le programmexXVI.3 ci-dessous montre le début d’une telle classe, encorenerdaire, qui met au
point I'arithmétique d’intervalles selon les reglesvdbppées ci-dessus. Pour les arrondis dirigés nous
utilisons notre class@Real expliquée plus haut.

Remarque 3.9.Un objet de la classédnterval est donné par une pairen{ni,maxi) ol mini et
maxi sont des nombres réels représentables par le type dedraseccurrence notre classkReal .
\Vous constaterez une particularité dans le design de &s&lEnterval : nous exigeons toujours que
mini < maxi. Afin de maintenir cet invariant nous sommes obligés ddadécles élémentaini et
maxi comme étant privés a la classe. Ceci empéche d’acckdmtement a ces élements — prudence
oblige. Ensuite toutes nos opérations s’engagent a peodes résultats avetini < maxi.

Exercice/P 3.10.Le fichier interval.cc contient une implémentation plus compléte ; essayez de co
prendre sa structure et de vous familiariser avec les digdmmnctions qu’elle offre. (Lire aussi puis tester
interval-test.cc.) En particulier vous y trouverez une implémentation deidtiplication, qui mini-
mise le nombre de multiplications a effectuer sur le tgBeal . Essayez de comprendre puis de vérifier
son fonctionnement (cf. I'exerci@5).

Remarque 3.11.Afin d'utiliser I'écriture usuelle des opérations éléntairesa+b, a-b, a*b, a/b il
faut encore définir ces opérateurs en C++. Ceci n'est qusimple reformulation des fonctions déja
implémentées :

Interval add( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdLen )

{ Interval c; c.add( a, b, len ); return c; }

Interval operator+ ( const Interval& a, const Interval& b )

{ Interval c; c.add( a, b ); return c; }
A noter que sous cette forme on crée un objet temporaireydsimé c, puis on lui affecte la valeur
calculée. Sous la premiere formeid(a,b,len) on peut optionnellement spécifier la longueur de la
mantisse, c’est-a-dire la précision souhaitée. Soasdande forme+b cette information n'apparait plus
explicitement : il est sous-entendu que I'on utilise la valgpécifiee dans la variable globaleédLen .

Exercice/P 3.12.Apres les opérations élémentaires, les fonctionslaqeuvent &tre implémentées pour
les intervalles. Le programminterval . cc contient deux exemples faciles :
Interval sqr( const Interval& a );
Interval sqrt( const Interval& a );
La fonction sqr applique la fonctionx— x? & un intervalle, alors queqrt appliquex — /X pourx > 0.
A noter quex — X2 n’est que monotone par morceaux, donc il faut distinguesiplurs cas. Rappelons
aussi qu'en généraf +# axa, il est donc fort utile de disposer des implémentatiortegasur mesure pour
les intervalles. Plus généralement, vous y trouvereZmp&mentation des fonctions— x" etx — /X :
Interval power( const Interval& a, long n );
Interval root( const Interval& a, long n );

3.4. Exemples d'utilisation.

Exercice/P 3.13.Les fichiers somme-rreal.cc et somme-interval.cc implémentent le calcul de
S = Zﬂzlk—lz en utilisant les typefReal et Interval, respectivement. Lisez attentivement ces petits
exemples pour vous familiariser avec I'usage de ces typa#idz que c’est strictement la méme démarche
et le méme résultat. La seule difference est que lI'ézisous forme d’intervalle est plus commode.

Exercice/P 3.14.Vérifier, tester, puis compareémstable-rreal.cc et instable-interval.cc.
Attention. —Appliquer la fonctionf : R — R, f(x) = 4x(1—x) aun intervalle n’est pas du tout équivalent
a calculed x ax (1— a). Discuter cette difference et l'illustrer par des exersple
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Programme XVI.3 LaclasseInterval — arithmétique d’intervalles

class Interval

{

private:

// Données privées: le minimum et le maximum de 1’intervalle en question
RReal mini, maxi;

// Affectation sans contrdle (& usage privé uniquement)
Interval& assign( const RReal& a, const RReal& b )
{ mini= a; maxi= b; return *this; }

public:

// Constructeur & partir d’un intervalle (contrdle inutile)
Interval( const Interval& interval )
: mini( interval.mini ), maxi( interval.maxi ) {}

// Constructeur & partir de deux bornes (avec contrdle)
Interval( const RReal& a, const RReal& b )
: mini(a), maxi(b) { if( mini > maxi ) mini.swap( maxi ); }
// Constructeur & partir de deux bornes (avec contrdle)
Interval( double a, double b )
{ if(a>b) std::swap(a,b); mini= RReal(a,RNDD); maxi= RReal(b,RNDU); }

// Accés contrdlé aux informations -- en lecture seulement !
const RReal& min() const { return mini; } // lire le minimum
const RReal& max() const { return maxi; } // lire le maximum

// Addition de deux intervalles
Interval& add( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )
{ return assign( Numeric::add( a.mini, b.mini, RNDD, len ),
Numeric::add( a.maxi, b.maxi, RNDU, len ) ); }

// Soustraction de deux intervalles
Interval& sub( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )
{ return assign( Numeric::sub( a.mini, b.maxi, RNDD, len ),
Numeric::sub( a.maxi, b.mini, RNDU, len ) ); }

// La multiplication de deux intervalles
Interval& mul( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen );

// Inversion d’un intervalle ne contenant pas zéro
Interval& inv( const Interval& a, Len len= stdLen )

if( sign(a.mini) <= 0 && sign(a.maxi) >= 0 )
{ cerr << "Interval division by zero!" << endl; exit(1); }
return assign( Numeric::div( 1, a.maxi, RNDD, len ),
Numeric::div( 1, a.mini, RNDU, len ) );
}

// La division a/b est ramenée & une multiplication a * (1/b).
Interval& div( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )
{ return mul( a, inv( b, len ), len ); }

// L’entrée-sortie
void write( ostream& out ) const;
void read( istream& in );
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4. Applications

Ce chapitre met a votre disposition les claskesal et Interval pour le calcul arrondi en précision
arbitraire avec des arrondis dirigés. Ceci permet digtdbs résultats numériques rigoureux, c'est-a-dire
mathématiquement prouvables. Ces outils sont parti@rient bien adaptés pour évaluer des séries, dont
ce paragraphe vous propose quelques exemples classiquresld3 exercices suivants vous pouvez donc
expérimenter avec nos classg®eal et Interval faites maison.

4.1. Retour sur les probEmes du chapitreXV. Avec nos nouveaux outils, vous pouvez reprendre
quelques calculs du chapiti&/ et les réécrire plus savamment comme calculs fiablesstélilité de
Fibonacci §2), I'évaluation du polyndme de Rump4.5), puis les pieges a évite§g).

Question 4.1. Analysez en particulier le comportement de I'arithmégiglintervalles lors d’une perte de
chiffres significatifs (phénoméne d’annulation, voiagitre XV ,55.4). Le probleme persiste-t-il ? Quel est
alors 'avantage de l'arithmétique d’intervalles dansase ?

Exercice/P 4.2.Les équations quadratiques sont reprises dang14/quadratique.cc. Testez puis
discutez quels problémes sont ainsi résolus, et lesgeetsstent ou s'ajoutent. .. Optimisez ce programme
pour qu’il devienne robuste et produise des résultatsfagants.

4.2. La fonction 2ta de Riemann.

Exercice/P 4.3.La sériey ; diverge, c'est-a-dire les sommes partieligs= 3;_; & croissent sans borne.
Pourtant elles deviennent stationnaires quand on leslealaiivement sur ordinateur! Essayez de prédire
la valeur stationnaire pour le typloat . Le vérifier avec le programmehap13/divergence.cc.

Ce phénomene bizarre persistera-t-il quand on encadrec la class@Real , ou plus commodément
avec Interval ? Essayez de prédire le résultat, puis testez-le empinigumt si cela vous intéresse. Pour
imiter le type float on prendra des mantisses de 24 bits, mais vous pouvez vam&ox.

O ‘ Se néfier d'une apparente convergence nuémique» sans contdle d’erreur. ‘ O

Exercice/P 4.4.La sériezﬁzlk—l2 converge. Pour approcher la limite, en utilisant le tyfimat, cal-

culer ZTk—lz dans le sens des indices croissants, gﬁ% dans le sens des indices décroissants (voir

somme-naive.cc). VU la nature des erreurs d'arrondi, quelle approche vensbe plus exacte ?
Comparer avec les encadrements fiables : lire puis testetel@s programmesomme-rreal . cc

et somme-interval.cc. Les deux encadrements ainsi obtenus sont corrects, maigst plus fin que

l'autre ! Le tester puis expliquer le résultat.

O Lors d'une sommation nugnique I'ordre des termes peut influencer ésultat. O

Exercice/M 4.5. Afin d’encadrer la valeur dé(2) = z°k°:lk—12 il ne suffit évidemment pas de calculer la
i o 1 i i _ ¢ 1 1 1.
somme partielles, = 3}’ ; 7, il faut aussi majorer le restg = 3’ .1 7. Montrer que; <rn < i :

(1) vial'encadrement — 37 < & < 2 —  Puis une somme télescopique,

—+

(2) viaI'encadrement,* 1Xi2dx< & < jifﬁlx%dx puis la somme des intégrales.

En déduire un programme qui calcule un encadrement fiabfg 2)een fonction den. (On sait d'ailleurs
quel(2) = 1?/6, mais ce beau résultat ne joue pas de role ici.)

C’est la majoration du reste qui fait d'unésge y°_; ax
une néthode praticable pour calculer une valeur appréetde la somme.

Exercice/M 4.6. En généralisant I'exercice précédent, écrire un pgogne qui calcule un encadrement
del(3) =31 k—13 en fonction den. Si vous voulez, vous pouvez étendre cette approche afircatzer

{(s) pours=2,3,4,5,.... Est-ce praticable pour togt> 1 et{(s) = 5, % ?
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4.3. Series alterrées :sin, cos arctan etc. Pour une suitéuy)kery de nombres réelsg € R on écrit
Uk \, U si la suite est décroissani& > u; > U, > ..., avec pour limite limy = infux = u. De maniéere
analogue on écrit, " u si la suite est croissantey < u; < u < ..., avec limug = supug = U.

Théoréme 4.7.Si y \, 0 alors la srie alterréey i, (—1) uy converge, c’esé-dire les sommes partielles

Sh= zﬂzo(fl)kuk convergent vers un nombréeel s R. Plus piecigmenton as \,Setsp, 1 " S. Ainsi
on obtient des encadrementg s, < s< S de plus en plus fins de la valeumzfzo(—l)kuk.

Exercice/M 4.8. Montrer ce théoreme.

k-1 1

Exercice/P 4.9.Pour appliquer ce théoreme, par exemple & la $§fig(—1) o

terme général par la fonction

on pourra calculer le

Interval terme_general( long n ) { return 1/sqrt(Interval(n)); }
Comme les séries alternées sont assez frequentes iiglerde disposer d’une fonction générique
Interval somme_alternee( long debut, long fin );

qui donne un encadrement prouvablesdezf:ko(—l)k*kouk. Le choix dekg est commode si vous voulez
sommer a partir d’'un indice quelconque, en 'occurrelece: 1 et nonky = 0. Pour simplifier on pourra
sommer un hombre pair de terme, puis ajouter la marge d’eokganue par le terme suivant.

Plus souvent il est préférable de prescrire une barpe0 et de sommer jusqu’a ce qug, i < €.
Implémenter une telle fonction

Interval somme_alternee( long debut, const RReal& eps );

Si possible, veillez a ne pas évaluer inutilement la fmmcterme_general .

Exercice/P 4.10.Implémenter les fonctions
[ ¥2K 00 " w2K+1

cog(x) = Z(—l)km et sinx) =Y (-1 D

k=0 k=0
pourx € [0,1] a une précisiog = 2-1°* prés. En supposant que nous disposons d’une bonne apjaitidim
de i, comment implémenter gir) et cogx) efficacement pour towte R ?

Exercice/P 4.11.0n se propose de calculgfx) = fa‘e*tzdt. Développerf (t) = ~t en une série entiére,
integrer terme par terme pour obtenir la série entiere pofonction primitiveg avecg = f etg(0) = 0.
Justifier ce résultat. Implémenter ainsi le calcubgbe) pourx € [0,1] a une précisiom = 21 pres.

Exercice/P 4.12.Pourx € [-1,1] montrer que la sérigﬁ’zl(fl)k*l;ikj converge vers arctéx) : développer

(f—xarctar@x) = lez en une série entiére, puis intégrer terme par terme potend la série entiere de la
fonction primitive arctafx). Justifier ce résultat pourl < X < 1, puis aux extrémites= +1.

Est-ce une méthode praticable pour calculer afgjaavecx € [0, %] ? Implémenter ce calcul & une
précisione = 271<2 preés. Combien de termes sont nécessaires ? Y a-t-il uhgonetd’annulation de termes
consécutifs et de perte de chiffres significatifs ? Estioeose praticable proche de I'extrémité= 17
Comment implémenter arctér) efficacement pour tote R ?

O La sommation nuérique est efficace seulement si &ie converge rapidement. O

4.4. Calcul der.

Exercice/P 4.13.Dans le projetV on a développé un calcul de= 2% , % a 10000 décimales
exactes — avec preuve de correction! Vous pouvez refairgus voulez, un tel calcul avec un type de
nombres & virgule flottante convenalladication. — La série peut étre sommée dans les deux sens. Elle

peut aussi étre évaluée par la méthode de Horner. Clumiside ces méthodes, ou bien tester les toutes.

Exercice/P 4.14.Vérifier quex := e™V163 ~, 262537412640768 74899999999999.. est invraisem-
blablement proche de I'entigr:.= 262537412 640768 744. On soupgonne néanmoing gug : peut-on
implémenter un calcul qui permet de prouver qugé y ? Si I'on avaitx =y, serait-il possible de prouver
cette égalité par un calcul numérique sur ordinateur ?
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PROJET XVI

Calcul fiable deexpetlog

Objectif

» Implémenter correctement et efficacement les fonctiopstiog.

» Majorer I'erreur de I'approximation afin de garantir un etgicment.

» Garantir un calcul numeérique fiable grace aux arrondigér.

On appelleusuelleses fonctions exp et log, les fonctions trigonométriquies sos, tan avec leurs
inverses arcsin, arccos, arctan, ainsi que les fonctiopsrbyliques sinh, cosh, tanh avec leurs inverses
asinh, acosh, atanh (et d’autres encore selon le cont@xtefe bibliotheque numérique qui se respecte
offre ces fonctions, comme par exemplemath> pour le typedouble. Dans ce projet on implementera
les deux premiéres fonctions, exp et log, certes les phaples mais suffisamment représentatives pour
toute la famille. En choisissant judicieusement les motisahdi on peut garantir la correction du résultat
sous forme d’un encadrement fiable, a n'importe quelleipi@n souhaitée.

1. Calcul de I'exponentielle

On implémente d’'abord la fonction exfk — R, définie par ex(x) =S¢ g ﬁ—'f Comme on ne peut

calculer que des sommes finies, on évaluera le polyr&xe = ZQ:O’Q—T pour un certain rang, encore

a déterminer. Pour le calcul numérique deux probléneegasent. Six| est grand, les premiers termes
croissent avant que la factoriekene I'emporte. Pire encore, poxk 0 les termes sont de signes alternés,
ce qui entraine de sérieuses difficultés d’annulati@ntépde chiffres significatifs, voir chapitké/, §5.5).

Exercice/M 1.1(réduction de I'argument)Pour les raisons évoquées on évaluera la série seulgroen

x € [0,1] ot le comportement numérique est excellent. Notre peegriiche sera de majorer le resfe) =
n+1 .

o0 = X ; ; 20+l
Skent1 11 - Evidemment on @, (x) > Tneyr > montrer la majorationy(x) < (ot = &n-

Exercice/P 1.2(choix du rangn). Pourx € [0,1] on sait que ex{x) € [1,3]. Afin de calculer exfx) avec
une mantisse de longueten, I'écart toléré sera dong = 271°*, (Astuce. —Comment construireans
calcul ce nombree en utilisant le typeRReal ?) Le choixn = max{5,1len} suffira largement mais sera
inutilement grandEcrire une boucle qui calcule successivermgrdt qui détermine le plus petittel que
& < €. (Astuce. —Le passage dg, 1 a &, ne nécessite que deux opérations arithmétiques.)

Exercice/P 1.3(implémentation, cas restreintEn utilisant les exercices précédents, écrire une fonct
RReal expl( const RReal& x, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )

qui calcule une approximation de éxppourx € [0, 1] en choisissant judicieusement les arrondis.

Indication. — Afin d’évaluers,(x) on utilisera la méthode de Horner :

S"(X):ki)li_l!(: (<...<(()—;+1)nil+1)nizﬂ)...)gﬂ))—l(ﬂ

Tous les facteurg sont positifs, donc pour obtenir un certain arroRtiDD, RNDU, RNDZ, ou RNDI dans
le résultat final, il suffit d’appliquer ce méme mode d’ardoa chaque opération éléementaire intermédiaire.
Attention. —Pour RNDU et RNDI n’oubliez pas d’ajouter la marge d’erreggrou € a la fin de la fonction.

Exercice/P 1.4implémentation, cas généraljfin de calculer exfx) pourx € R quelconque on se ramene
au cas restreint oxiest dans l'intervall¢0, 1] :

(1) Pourx < 0 on utilise exfx) = 1/ exp(—x). Astuce. —Pour un mode d’arrondhode l'inverse
est donné parmode : ceci Echang&NDD et RNDU, ainsi QUeRNDZ et RNDI .
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(2) Pourx> 1 on applique exx) = exp(x/2k)<2k>. Astuce. —La fonction x.magnitude () aidera
a déterminek. Elle est définie et documentée dans le fichieeal . cc . La division par & n’est

gu’une simple soustraction des exposants. La puiss,é?lkéme nécessite queopérations.
En tenant compte du mode d’arrondi choisi, écrire ainskdenctions

RReal exp( RReal x, Mode mode= stdMode, Len len= stdlen ); // entre 15 et 20 lignes
Interval exp( const Interval& a, Len len= stdlen ); // une seule ligne suffit

Verification. — Encadrere = exp(1) & 100 décimales, soit 330 bits environ. Pour vérificatomparer
avec les résultats du chapitM, §2, ou une autre source suffisamment sérieuse. De méme, perdm
tester votre implémentation, encadrer aussi d’autremva) comme'? ete1%° par exemple.

Exercice/P 1.5.Calculer un encadrement fiable §é163, dem, puis dex := exp(11yv/163). Adapter la
précision afin de prouver quen’est pas un nombre entier. (Moir I'exercidel4du chapitreXVl , )

2. Calcul du logarithme

Comme inverse de I'exponentielle on se propose d'impléerda fonction log:R, — R. Pour tout

€]-1,+1[onalogl+t)=73, °°1(71)k+“k, mais cette série converge trop lentement proche des bords
il (voir le chapitreXV, exercice$.6et6.7). Afin d’accélérer la convergence on passe donc a la séri

1+t 3 t2
log( — | =2(t+=+=+... | =24 ——
g(lt) (‘L3+5‘L ) kZOZkJrl
Exercice/M 2.1(transformation entreett). Pourx € R, expliciter I'unique valeut € | — 1, +1[ telle que
X= l“ Implémenter ce calcd— t en tenant compte du mode d’arrondi choisi.

Dans la suite on considérera seulemest[1,2], ce qui se traduit ehe [0, ] (le vérifier). Sur cette
intervalle notre série converge trés rapidement : un peuxrgue la série géométrique a bade 1.

Exercice/M 2.2 (majoration de I'erreur) Pourt > 0 notre série donne la valeur I()%) > 2t. Pour une
mantisse de longueuten on tolére donc une erreur absolue de 2 1e*, D’autre part la somme par-
tielle sy(t ) 230 o 2L2+k1 laisse une erreun(t) =2t 3%, 2k+1 Donner une majoration commogdede
P 2k+1 Bien que le choixi= 1en /3— 1 suffise toujours, on peut faire mieux sst petit. Comment
déterminer efficacement le plus petit inditeel queg, < 2712 ?

Exercice/P 2.3(implémentation, cas restreintEn utilisant les exercices précédents, écrire une fonct
RReal logl( const RReal& x, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
qui calcule une approximation de lpg pourx € [1,2] en tenant compte du mode d’arrondi choisi.

Indication. — Comme toujours il vaut mieux évalugy(t) =2t S, % par la méthode de Horner. Pour
RNDU et RNDI il faut ajouter la majoration du reste a la fin.

Veérification. —Encadrer ainsi lo@®) & 100 décimales. Comparer avec la valeur fournie par lootiigque
cmath ; combien de décimales sont exactes ? Si possible compe®uae source plus sérieuse.

Exercice/P 2.4(implémentation, cas généralifin de calculer logx) pourx € R, quelconque on se
ramene au cas restreint gest dans l'intervall¢l, 2] :

(1) Pourx < 1 on utilise logx) = —log(1/x).

(2) Pourx > 2 on applique logx) = log(x/2X) + klog(2).
En déduire des fonctions

RReal log( RReal x, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen ); // entre 15 et 20 lignes
Interval log( const Interval& a, Len len= stdlen ); // une seule ligne suffit
Vérification. — Tester si les implémentations de exp et log donnent dedegrieents cohérents : pour
x € R calculer un encadrements exp(x) Sy, puis calculez 5 log(y) arrondi vers le bas &z, log(y)

arrondi vers le haut. Trouve-t-a@r x < zcomme il faut ? Lécarz— zest-il acceptable ?

Exercice/P 2.5. Encadrer/2 & 100 décimales en calcularit 2 exp(log(2)/2). Comparer avec la méthode
de Newton-Héron ; quelle méthode vous semble préférgihnt a la précision et I'efficacité ?

MAIE 22 juin 2009



§2 — Calcul du logarithme 309

Exercice/P 2.6.A partir des fonctionsxp et 1og &crire une fonction

RReal power( const RReal& x, const RReal& y, Mode mode= stdMode, Len len= stdlLen );
Interval power( const Interval& x, const Interval& y, Len len= stdlLen );

qui calculex! en tenant compte du mode d’arrondi choisi. (Attraper d’dibes exceptions.)
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To explain all nature is too difficult a task for any one man
or even for any one age. ‘Tis much better to do a little withtaieity,
and leave the rest for others that come after you, than toeéxlll things.
Isaac Newton (1642-1727)

CHAPITRE XVII

M éthodes ieratives pour la résolution d’équations

Objectif. Les méthodes itératives figurent parmi les méthodesanigués les plus courantes et le plus
puissantes. L'idée est de partir d’'une valeur approcb@avent grossiere) de la solution, puis d’augmenter
la précision par I'application itérée d’un algorithmieib choisi.

Dans ce chapitre nous discutons deux méthodes itératiassiques : la méthode du point fixe pour
résoudre une équation du typex) = x ou f est une fonction contractante, puis son raffinement, | oukt
de Newton pour résoudrigx) = 0 ou f est une fonction dérivable. Pour des compléments voivie te
J.-P. DemaillyAnalyse nurarique etequations difrentielles EDP Sciences, 1996.

Sommaire

1. La méthode du point fixe. 1.1. Dynamique autour d’'un point fixe. 1.2. Espaces mégsqu
1.3. Fonctions contractantes. 1.4. Le théoreme du paiat fl.5. Quelques applications.

2. La méthode de Newton.2.1. Vitesse de convergence. 2.2. Itération de Newton.EX8mples.
2.4. Bassin d'attraction. 2.5. Version quantitative. Zteres pratiques.

3. Application aux polyndmes complexes3.1. Le theoreme de Gauss-d'Alembert. 3.2. Relation
entre racines et coefficients. 3.3. Instabilité des racmal conditionnées.

Retour sur la méthode dichotomique

Commencons par la méthodear tatonnement que I'on appelle plus savammenta méthode di-
chotomiquey. Cette méthode a le mérite d'étre élémentaire, mégseetieux inconvénients : d’abord elle
ne converge que lentement, puis implémentée naiveraeet (les arrondis aléatoires) elle peut étre inuti-
lisable a cause des phénomeénes de bruit, déja dssautéhapitrexV, §5.6.

Exemple 0.1.Le programmedichotomie.cc résout le probléme de bruit par un calcul fiable basé sur
l'arithmétique d’intervalles. (Le lire puis le tester.nldifficulté principale est d'implémenter soigneuse-
ment la fonction donnéé: R — R selon I'arithmétique d’intervalles arrondie en une fooit

Interval f( const Interval& x )
D’une part il faut garantir 'encadrement de I'image exaeted’autre part cet encadrement doit &tre assez
précis, c'est-a-dire on veut éviter des sur-encadrésngrossiers. Discuter 'importance de ces prérequis
pour la correction et I'efficacité de la méthode dichotqua. Puis analyser brievement comment satisfaire
ces exigences pour un polyndme comfiig) = x® — 9x> 4 30x* — 40x3 + 48x — 32,

Exemple 0.2.La méthode dichotomique se généralise du cas unidimens!f: R — R aux fonctions
f: R™— R", disons aveen = n = 2 pour fixer les idées. Si cela vous intéresse, vous powegarder le
film www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Movie/movie_undergraduate.mpg puis ana-
lyser la méthode proposée. Essayez d'abord de déaigofithme plus en détail : comme avant la prin-
cipale difficulté est de bien implementérselon I'arithmétique d’intervalles arrondiEtant donnée une
telle implémentation dé, formulez I'algorithme dichotomique puis prouver sa coti@n. (Si vous étes
courageux, vous pouvez I'implémenter en partant du progradichotomie.cc.)

Dans ce chapitre nous chercherons a obtenir des méth@datvies qui convergent plus rapidement
et qui seront plus faciles a implémenter que la méthodealomique. Nous développons I'essentiel de la
théorie, le theoreme du point fixe et la méthode de Neygous une forme préte a programmer. Par contre,
la problématique des calculs fiables sera (temporairgmeégligé afin de ne pas encombrer la premiére
présentation. Ceci est partiellement justifié par le dgitune fonction contractante soit numériquement
stable, et lors des itérations les erreurs accumuléetdsornées (et on espére méme négligeables).
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Chapitre XVII — Méthodes itératives pour la résolutioggliations

1. La méthode du point fixe

1.1. Dynamique autour d'un point fixe. Nous allons nous intéresser aux itérations d’une fonctio
f: E — E, ou(E,d) est un espace métrique. TypiquemErgst une partie dB™ etd: E x E — R est la
distance euclidienng(x,y) = v/ 3;(x — Yi)?. La fonctionf peut étre compliquée, d’autant plus ses itérées
f2=fof, fS=fofof, f*=fofofof,... Nous ne calculonsjamais ces iterées toutes eatii@us
supposons seulement qu’il est facile a évaluenun pointdonng, et nous allons suivre sa trajectoire :

Définition 1.1. Etant donnéé : E — E et une valeur initialeg nous construisons kuite ierative (Xn)nen
partant dey par I'application itérée de la fonctiofy de sorte quen, 1 = f(X,) pour toutn € N.

Le cas trivial est celui d’'uipoint fixede f, c’est-a-dire d’'un poiné € E tel quef(a) = a. Par contre,
le comportement dé dans un voisinage d’un point fixepeut nous donner des renseignements utiles :

Exemple 1.2. LU'exemple le plus simple est une fonction linéafreR — R, f(x) = kxavec une constante
k € R. Elle admeta = 0 pour point fixe. Pouxg # 0 deux phénomeénes peuvent se produire :

(1) Silkl < 1, par exempld& = % alors les images successivgs= f"(xg) s’approchent de, car
[f"(x0) —a| = |K|" - |[xo — @] — 0. On dit quea est un point fixeattractif (ou stable.

(2) Sik| > 1, par exemplé = 2, alors les images successivgs= f"(Xg) s'éloignent dea, car
[f"(x0) —a| = |K|" - |[%o — @ — 0. On dit quea est un point fixaépulsif (ouinstablg.

Exemple 1.3. Plus généralement, étudions une fonctioR — R que I'on suppose continllment dérivable.
Comme avant nous supposons qu’elle admet un poingfixef (a).

(1) Supposons que’(a)| < 1. Dans ce cas on peut choisir n'importe quelle consthrigdle que
|f'(a)] < k< 1, etla continuité dé’ nous assure I'existence d’un voisinage- [a— &,a+ €] tel
que|f’(&)| < kpour touté € V. Pour toutx € V nous pouvons ainsi majorer les accroissements :
il existe & entrea etx tel quef (x) — f(a) = f/(§)(x—a), et par conséquent

[f(x) —a] = |f(x) - f(a)| =|f"(§)(x—a)| < klx—a].
Ainsi les images itérées dec V sont de plus en plus prochesaelus précisément :
[f"(x) —al <K"|x—a| pour toutn € N.
Autrement dita est un point fixettractif.
(2) Réciproguementl'inégalité’(a)| > 1 implique que f'| > k> 1 dans un voisinagé dea: toute
valeur initialex € V ~ {a} s’éloigne dea, dans le sens qué (x) —a| > k|x— a|. Autrement dit,
a est un point fixeépulsit

O Astuce. —Dans ce cas on peut inversigrau moins localement : la restrictidiy : V — U
est une bijection d¥ surU = f(V) ; son inversg = f|,* est une fonction continment dérivable

avecg(a) = aetd'(a) = % R (Le prouver.) On peut ainsi se ramener au premier cas.

(@

(3) Dans le cas douteux’(a)| = 1, une analyse plus fine s'impose. Pour x — X le point fixe
a= 0 est attractif, pour — x+ X3 il est répulsif. (Le détailler.) Pout— x+ X2 il est attractif &
gauche mais répulsif a droite, pour x — X2 c’est I'inverse. (Le détailler.)

Remarque 1.4.En dimension> 2 la situation peut &tre plus complexe. Considérons umpdicapion
linéaire (y) — (g 2) (3)- Si|Al,|1] < 1, le point fixea = O est attractif. SiA|,|u| > 1, il est répulsif.
Si|A| <1< |u], il existe une direction stable et une direction instable.

1.2. Espaces rétriques. Etant donné un ensemkieet une SuitéXn)ney dansk, comment définir la
notion de convergence ? La fagon la plus commode seraispgestr d’'une notion de distandéx, y) entre
deux pointx,y € E, c’est-a-dire une applicatiah: E x E — R. Pour que la distance se comporte comme
on le souhaite, nous exigeons les trois propriétés stegan

Positivite: d(x,y) > 0 pour toutx,y € E, avecd(x,y) = 0 si et seulement si=y.
Synetrie: d(x,y) = d(y,x) pour toutx,y € E.
Inégalite triangulaire: d(x,z) <d(x,y) + d(y,z) pour toutx,y,z€ E.
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Sid: E x E — R satisfait & ces axiomes, on appeallenemétriquesurE, et la paire(E,d) est appelée un
espace ratrique (Souvent on appellE un espace métrique giest sous-entendue sans équivoque.)

Exemple 1.5. Tout ensembl& peut étre muni de lemétrique discete d: E x E — R définie pad(x,y) =
six=y, etd(x,y) = 1 six#y. (Exercice.) C’'est gratuit et peu intéressant.

Exemple 1.6.SurR on a bien sir la métrique usueligx,y) = |[x—y|. LensembleR™ peut étre muni
de la métrique euclidienngy(x,y) = /Y k(% — Yk)?. Plus généralement, pour topt> 1, on obtient une
métriquedp(X,Y) = (S kX — Yk|P)*/P. Pourp = « on posedk. (X,y) = Sup. % — Yk|-

(Pour ces métriques la positivité et la symétrie sont @drates, mais I'inégalité triangulaire est délicate.
C’est un bon exercice de révision si vous I'avez déja vu.)

Exemple 1.7. Si (E,d) est un espace métriquefetC E est une partie, alor$, dr ) est un espace métrique
muni de la métriquénduite &= :=d|g«r: F x F — R obtenue par restriction. Ainsi toute partie ®I® est
munie de la métriqud, héritee deR™.

Définition 1.8. Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suixg),y danskE convergeversa € E
(pour la métriquel) si la distancel(x,,a) converge vers 0. Plus explicitement : pour teut O il existe
N € N tel qued(xn,a) < € pour toutn > N.

Exercicel.9. Veérifier que sufR! toutes les métriquedy coincident. Dans le plait? dessiner la« boule» B(0,1) =
{x€ R?|d(x,0) < 1} de rayon 1 autour de O pour les métriquisdy, d.. Bien que ces métriques soient distinctes,
la notion de convergence est la méme : une syigansR?2 converge vers pour la métriquel, si et seulement sip
converge vers pour la métriquedy. Il existe des constantes, 3 > 0 telles quexdp(x,y) < dq(x,y) < Bdp(x,y). On

dit que ces métriques soatuivalentes

1.3. Fonctions contractantes.Souvent I'équation a résoudre se présenigoici une foncu
(ou peut se reformuler) comme un probléeme de point fike = x. Cette ap-
proche se préte a une vaste généralité qui s'avesadtile. Soulignons d’abord
le caractére purementéetrique:

Définition 1.10. Soit (E,d) un espace métrique, sdit E — E une applica-
tion, et soitk < 1 une constante. On dit quie estcontractantede rapportk

si d(f(x), f(y)) < kd(x,y) pour toutx,y € E. Autrement dit, I'applicationf

rapproche les points au moins de rappatoujours aved < 1 fixé).

Remarque 1.11.Soitl C R un intervalle et soif : | — R une fonction dérivable. On poge= sup |f’|.
Alors f est contractante ki< 1. Effectivement, pourtowty € | le théoreme des accroissements finis nous
assure qu'il existé€ entrex ety tel quef(x) — f(y) = f'(&)(x—y), donc|f(x) — f(y)| < k|x—y].

Exercicel.12 Prouver un critere analogue potir | — R™ sur une partie convexecC R™.
Attention. —II ne suffit pas de supposerc R™ connexe. (Esquisser un contre-exemple.)

Exercicel.13 Comme on a vu, la convergence d’'une suitevers un pointx est une propriété topologique : elle
ne change pas lorsqu’on remplace la métridysr une métrique équivalente. Par contre la proprigtéedfonction
d’étre contractante depend de la métrique. En s'inapita la figure ci-dessus, regardons la fonction affin&2 — R?
donnée parf (y) = k(S *Cg'sr]f’) () + (§). Veérifier que pour la métrique, cette application est contractante si et
seulement sk < 1. Poura = § etk proche de 1, I'applicatiori n’est pas contractante par rapport a la métridgeni

par rapport a la métrique.

1.4. Le theoreme du point fixe. Intuitivement, une fonction contractante E — E se contracte sur
un point, 'unique point fixe dd. Le but de ce paragraphe est justement d’établir ce éméeydit de point
fixe. Malheureusement l'intuition trompe facilement : leamdarucial est lexistencel’un point fixe.

Exemple 1.14.Comme on a vu au chapith/, l'itération de la fonctiorf (x) = 3(x+ 2) permet d’appro-
cher la valeur d&/2, I'unique point fixe def. Restreint a I intervalld = [1,4oo[ il s’agit d’'une fonction
contractante car la dérivéé(x) = 3 — % est a valeur dans-1, 1[.

Dans la pratique on ne calcule qu 'avec des nombres ratisneiesurE = [1,4+0[NQ la restriction
h= f|g: E — E est toujours contractante. Mais, malheureusement, el@ln’'s de point fixe daris : le
probléme est que I'espagecontienne des trousy, il n'est pas ce que I'on appel@mplet
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Définition 1.15. Une suite(xn)neny dans un espace métrique, d) est ditede Cauchysi pour toute > 0 il
existeN € N tel qued(xn,Xm) < € pour toutn,m > N.

Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproduawesse en général : regarder une suite
dansQ qui converge vers/2 € R. On arrive ainsi a la définition suivante :

Définition 1.16. Un espace métriquie, d) estcompletsi toute suite de Cauchy converge.

Remarque 1.17.L'espaceR avec la métrique usuelle est complet. L'esp&Eeavec la métriquel, est
complet, quelque soip € [1,[. Il en est de méme pour tout sous-ensenfblee. (Le montrer.) Par
exemple, tout intervalle fermfa, b] C R avec la métrique induite est un espace métrique compdet. P
contreQ) C R n’est pas complet.

Les espaces métriques complets sont trés importantsadysarparce qu’ils permettent denstruire
certains objets comme limites de suites de Cauchy, I'exigtétant assurée par I'hypothése de complétude.
En voici un exemple fondamental aussi bien pour la théareepur le calcul numérique :

Théoreme 1.1§le théoreme du point fixe)Soit(E,d) un espace &trique complet et soit :fE — E une
application contractante de rapportk 1. Alors :

(1) Nl existe un et un seul pointa E \érifiant f(a) = a.

(2) Pour tout % € E la suite ierative %1 = f(X,) converge vers a,arifiant d(x,,a) < k"d(xo, a).
La convergence est donc au moins aussi rapide que celle detéaggonetrique K — 0.

(3) Pour le calcul concret on a la majoration d’erreur(xh, a) < l—Ekd(xn,xn,l).

Remarque. —Pour le calcul concret on suppose, comme dans les exem@esdants, que I'on sache
calculerxn 1 = f(Xn) @ partir dex,. Par contre on ignore typiqguement la valeur linat®ans cette situation
l'inégalité d(xn,a) < 1—Ekd(xn,xn,1) nous est treés utile car elle permet de majorer la distanda dgaleur
approchéex, a la valeur inconnue en fonction dex, et x,_1 seulement. Contrairementd{x,a), la
quantitél—&d(xn,xn,l) est en général tres facile a calculer.

DEMONSTRATION. Unicite. —Sia, b € E sont deux points fixes d’'une fonction contractante de rap-
portk < 1, alorsd(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b) entrained(a,b) = 0 donca = b.
Existence. —tne récurrence facile monttéxn1,%n) < k"d(x1,%0) pour toutn € N, puis
d(Xntp, Xn) < d(Xnpp,Xngp-1) + - +d(Xns2,Xn+1) + d(Xnt1,X%n)

n

< (K- K K)d (X0 1,%0) < £ (e, %)

pour toutn, p € N. La suite(X))nen €st donc de Cauchy et converge puisguest complet. Notona sa
limite, et vérifions qu’il s’agit d'un point fixe : I'applidéon f, étant contractante, est continue. L'équation
de récurrencg, 1 = f(xy) donne don@ = limxp 1 = lim f(x,) = f(limxp) = f(a).

Vitesse de convergence. ©a ad(xy,a) < kd(xp,a), donc pour toute valeur initialg € E la suite
iterativexn,+1 = f(xn) converge vers le point fixa. Pour estimer la distance ag a a, on a la majoration
d(Xns-p, Xn) < ﬁd(xn,xn,l). Le passage & la limite — o donne I'inégalité cherchée. O

Exemple 1.19.Dans notre exemple préféré la fonctibn[1,2] — [1,2], f(x) = 5 (x+ )—2() est contractante
de rapportk = 1. Le theoreme affirme donc que pour toute valeur initigje [1,2] la suite iterative
a1 = f(%n) converge vers 'unique point fix@= /2, et queix, —a| < (3)"|xo —a|. (La convergence est
en fait beaucoup plus rapide que celle de la suite géoquéﬁ(%)n — 0, voir plus bas.)

Remarque 1.20.La majoratiord(xn,a) < k"d(xo,a), donne—logd(xs,a) > —logd(Xo,a) —nlog(k). Dans

le casE = R le nombre de décimales exactesxdeeomme approximation da est donc minoré par une
fonction affine den. On parle d’uneconvergence li@aire On remarquera que la constante de contraction
k < 1 influence sensiblement la vitesse de convergence.

Exemple 1.21.Soulignons que la majoratiai{xn,X,—1) < € n'implique pas forcément qua(xy,a) < €.

I faut tenir compte du facteui%k - appliquons la condition d’arrék, — x,_1| < 10~* & Iitération de

f: R—R, f(x) =0,999999 x et la valeur initialexy = 100. Cette fonction est contractante, mais seulement
tres faiblement xp = 100 etx; = 99,9999 sont proches, mais encore loin du point fixe 0.
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Exemple 1.22.Pour appliquer le théoréme il faut soigneusement vetdghypothésed titre d’avertis-
sement, voici quelques exemples voisins ou le théoramgapplique pas :

1) f:[0,]] =R, f(x) =1+ %x est contractante mais n'admet pas de point fixe. Pourquoi?
(2) 9:10,1] —]0,1], g(x) = %x est contractante mais n'admet pas de point fixe. Pourquoi ?
(3) SurE = [1,2]nQ la fonctionh(x) = (x+ 2) nadmet pas de point fixe. Pourquoi ?

(4) La fonctionf: R — R, f(x) = x+ i verifie 0< f'(x) < 1. Est-elle contractante? sur un
compacia, b] ? Admet-elle un point fixe ? Pourquoi le theoréme ne s'apglit-il pas ?

1.5. Quelques applications.Pour f(a) = a et |f/(a)| < 1 nous avons vu qu'il existe un voisinage
V = [a—¢€,a+ €] sur lequel la fonctiorf est contractante de rappdrt sup, |f'| < 1. Pour toutx € V
nous avonsf (x) —a| < k|x—a|, doncf (V) C V, et nous pouvons appliquer le théoréeme : pour xgut V
on a convergenog, — a de vitesse (au moins) linéaipe, — a| < k"|xo — a.

Remarque 1.23.Dans la pratique, on se donne souvent une fondtioR — R. Il faut d’abordexpliciter
un fermé&V C R tel quef (V) C V et une constantetelle que sup | f'| < k < 1. Ceci correspondlacaliser
le point fixea en explicitant un voisinagé qui soit suffisamment précis pour appliquer le théoreme.

O Plus la constantkest petite, plus la convergenice— 0 est rapide. Commieest minorée palf’(a)|,
on a intérét a choisir plutdt ypetit voisinageV dea, si possible, afin de minimisér

O Sisug |f’| > 1, alors on a choidf trop grand et il faut recommencer avec un fermé mieux ad&t”
I'on sait d’avance qu¥ ne contient pas de point fixe, ou si le point fexeérifie |f'(a)| > 1, il est inutile
d’insister : le théoreme ne pourra pas s’appliquer.

Exemple 1.24.0n se propose d’approcher I'unique solutioa R de I'équatiorx = cosx.

Exercice péparatoire. —Tracer sommairement le graphe de xadin de localiser la solution. (Il n’y
a gu’une seule.) Déterminer un intervaleeb] sur lequel le theoréme du point fixe s’applique. Quelle
constante de contraction obtenez-vous?

Calcul nungrique. —Le programmeiter1.cc calcule la suite itérative, , 1 = cosx, a partir dexg = 0. La
suite converge numériquement, mais cette observatioirigiug ne remplace pas I'analyse mathématique
précédenteEtant donnée la constante de contractipte programme peut déterminer la marge d’erreur
%an —Xn—1|. Ainsi on itére jusqu’a la précisionisouhaitée, et on peut conclure due— x| < €.

Exercice 1.25.Encadrer les solutions réelles de I'équation(exp= x> & 1078 pres.

Indication. — Reformuler le probléme sous forme de point fiké) = x. Tracer sommairement le graphe
de f; il y a deux solutions. Les points fixes sont ils attractifsrépulsifs ? Dans le cas attractif, appliquer
le theoréme du point fixe. Dans le cas répulsif passefanietion inversef 1.

VAT I
Exercice/M1.26 On se propose d’analyser I'applicatién RZ — R2, f (%)= ( )?:izig )
T27MTA2T g
Déterminer les points fixes die puis calculer la d'eriv'ee%) dans ces points. Quelles sont les valeurs propres ?
)
Les points fixes sont-ils attractifs ? Sgite point fixe non attractif dé. Montrer quef est localement inversible autour
dex, c’est-a-dire il existe un voisinagé dex tel quef|y: V — U soit une bijection sud := f(V), et que l'inverse
g= f|\71: U — V soit une application continment dérivable. Est-ce guedint fixex est attractif poug ?

Exercice/M1.27. Quels sont les points fixes de I'applicatibnRZ — R2, (x,y) (%’, VXY) ? Ecrire un programme
qui calcule une valeur approchée de la limiteding, f"(x,y) et admirer la vitesse.

Remarque. —La limite AGM(x,y) := lim f"(x,y) est un compromis astucieux, inventé par Gauss, entre lamney
arithmétique%’ et la moyenne géomeétriqugXy. Pour cette raison on appelle la valeAGM(x,y) la moyenne

arithmético-géomeétriquenu arithmetic-geometric meagn anglais.

Quelques pistes de réflexion.Gemment expliquer la convergence super-rapide ? La famdtist-elle contractante ?
Est-ce que la suite iterativid(x,y) converge pour toutx,y) € Ri ? Dans quel sens est-ce que la fonctioncontracte
vers la diagonale ? Pour un poingx, x) de la diagonale calculer la dérivée dans la directionogtinale(1, —1). Dans
quel sens la diagonale est-edesuper-attractive ? (Voir la suite.)
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2. La méthode de Newton

2.1. Vitesse de convergenceéRegardons a nouveau la dynamique autour d’un point fixeciifr soit
@: R — R une fonction continiment dérivable, et sait @(a) un point fixe vérifiant¢/(a)| < 1. Onavu
que dans un voisinage= [a— &,a+ €], la fonctiong est contractante de rappért sup, |¢/| < 1, et pour
toutxp € V on a convergence linéaird@"(xp) —a| < k"|xo — al. Le casg'(a) = 0 est particulier : quand
¢"(xo) approchey, la fonctiong contracte de plus en plus fortement, ce qui accélére lasrgence :

Remarque 2.1.Soit @: R — R de classeC? telle queg(a) = a et ¢/(a) = 0. SoitV = [a—€,a+ ] et
M := max, |¢"|. D'aprés le développement de Taylor, pour twiltexiste £ entrea etx tel que

o) = 0la) + ¢/(a)(x—a) + 50/ (§)(x—a)”

Pour toutxg € V ceci implique|@(Xp) —a| < %|xo —al2. On conclut que pour toute valeur initiatg € V
vérifiant|xp — a| < % on a une convergence particulierement rapide :

M M 2

210"(x0) —al < (Fx0—al)” .
Ceci veut dire que le nombre de décimales exactes, de ¢"(Xp) comme approximation da double a
chaque itération! C’est cette convergence super-rapidfad de cette observation un outil trés puissant :
si vous avez calculé une approximatignavec un écar%|xn —a| < 271 pres, disons, I'itération suivante
ne laissera qu’un écast 22, celle d’aprés< 24, puis< 28, puis< 2716, puis< 2-32 etc.

Définition 2.2. Dans un espace métriqyE,d) soit (x,)ney UNe suite convergente de limige On note
en = d(xn,a) I'écart entrex, et la limite cherchée, et on suppose, > 0 pour toutn.

(1) On dit que la convergence est asymptotiquement (au iairésire si lim sup% <1
Ceci équivaut a dire qu'il existe< 1 etng € N tels quee, .1 < ke, pour toutn > ng.
Dans le cagE = R, le nombre de décimales exactes est minoré par une foreffioe den.

(2) Ondit que la convergence est asymptotiquement (au miredratiquesi Iimsup% < 00,
Ceci équivaut a dire qu'il exist€ € R, tel quee, ;1 < K& pour toutn € N.
Dans le caE = R, le nombre de décimales exactes double a peu pres aeltacation.

Exemple 2.3. Le théoréme du point fixe promet une convergence linébliogis avons vu la convergence
qguadratique de la méthode de Newton-Héron au chaxires3.1

Proposition 2.4. Soit U ¢ R™ un ouvert etp: U — R™ une application de classe®CSi ¢(a) = a et
¢ (a) = 0 alors existe un voisinage V de a tel qgfg soit contractante de rappoé. Par cong&quent :

(1) Onag@(V) CV et pourtouty €V la suite iErative % = ¢"(Xp) converge vers a.
(2) La vitesse de convergence est au moinadire, |x, —a| < 2 "|xp—aJ.
(3) Finalement la convergence devient quadratique,1 —a < % |x, —a/2.

Exercice/M 2.5. Prouver cette proposition dans le d&3 en généralisant les arguments donnés ffur
(Cf. Demailly,§I1V.2.3.) Ce résultat motive la définition suivante :

Définition 2.6. Soitg: R™ > U — R™de class€*. Un point fixea = ¢(a) estsuper-attractifsi ¢/ (a) = 0.
Un voisinageV dea est ditnewtonierpour ¢ s'il satisfait aux conditions (1), (2), (3) ci-dessus.

2.2. Iteration de Newton. On cherche a résoudre une équation
f(x) = 0 dansR™ dont on connait une solution approchag La
méthode de Newton permet de transformer I'équafigr) = 0 en un
probléme de point fixep(x) = x. Son intérét réside dans le fait que les
zéros def deviennent des points fixesuper-attractifspour ¢, ce qui
nous permettra des calculs extrémement efficaces.

Au lieu d’une approche purement métrique a la méthodeadnt p
fixe, on veut tirer profit du calcul differentiel ! On appractionc la fonc- A Xpil Xn
tion f par la tangente er,, c’est-a-diret(x) := f(Xn) + f/(Xn) (X — Xn).
C’est I'approximation de Taylor d’ordre 1.

3

\/
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Pourx, 1 on prendra I'unique solution de I'equation affir{&) = 0, & savoiK,, 1 = Xn— f'(%n) 1 f (Xn).
Autrement dit, pour approcher les zérosfden itere I'applicationp(x) = x— f/(x) 1 f(x).

Théoreme 2.7(méthode de Newton, version qualitative§oit U C R™ un ouvert et soit f U — R™ une
fonction de classe €telle que f(x) soit inversible pour tout x U. Alors la fonctionp: U — R™ définie
par @(x) = x— f'(x)~1f(x) est de classe € les points fixes de sont exactement leémws de f, et en tout
point fixe a= ¢(a) la dérivee s'annule ¥ (a) = 0.

Les zéros de deviennent ainsi des points fixes super-attractifgpgdeomme souhaité, et dans un
voisinage convenable on a convergence quadratique :

Corollaire 2.8. Soit f: R™ 5> U — R™ une fonction de classe®Get soit ac U une racine simple de
f, c'esta-dire f(a) = 0 a derivee f(a) inversible. Alors il existe un rayod > 0 de sorte que la boule
B(a,d) = {xe R™| |x—a| < &} soit contenue dans U et soit newtonienne ppur

Exercice/M 2.9. Prouver ce théoreéme et son corollaire (pout 1 si vous voulez simplifier). Qu’obtient-
on quandon I'applique &: R, — R, f(x) =x"—a? Pour quelles valeurs initialgg I'itération de Newton
converge-t-elle? Comparer avec le résultat du chagitte$3.1: en quoi notre formulation du théoreme
de Newton-Héron est-elle plus précise ou plus génénadele résultat qualitatif précédent ?

D

Heuristique : Si fa) = 0 et I'on dispose d’une valeur initialepxs a suffisamment prochg
de a, alors l'ieration de Newtonx= ¢"(xp) converge tés rapidement vers a.

2.3. Exemples.En vue d’'une implémentation sur ordinateur nous sousaelates ici qu’il est raison-
nablement facile d’évaluef et f’ enx,, c’est-a-dire on sait implémenter des approximations @g) et
de f'(xn) avec une précision et une efficacité satisfaisantest &ess pour tous nos exemples, mais pour
un probleme réaliste cette étape peut en elle-mémesséer une analyse approfondie. Nous supposerons
ce probleme résolu par une bibliothéque convenable.

Exemple 2.10.0n reprend I'équation cds) = x qui a été résolue par le programmeer1 . cc en utilisant
la méthode du point fixe. Testez le programmiger2.cc qui résout cette équation par la méthode de
Newton, et admirez la vitesse de convergence.

Exercice/P 2.11.Si vous voulez, vous pouvez reprendre I'équation(gxp- X3, résolue plus haut par la
méthode du point fixe, et approcher ses deux solutions paétaode de Newton.

Remarque 2.12. Avant d’appliquer la méthode de Newton il faut bien vérifigie I'on est en présence
d’un zéro simple c’est-a-diref (a) = 0 maisf’(a) inversible. Dans ce cas il existe un voisinagi¢el que
f/(x) reste inversible pour towte U, et on peut appliquer le théoréme précédent.

2.4. Bassin d’attraction. La convergence de la méthode de Newton n’est assurée guampevaleur
initiale proche d’'un zéro. Nos résultats précédenttivant la définition suivante :

Définition 2.13 (Rayon de Newton)Soit f : R™ 5 U — R™ une fonction de classg? et soita € U une
racine simple dd, c’est-a-diref (a) = 0 a dériveef’(a) inversible. Dans ce cas on appelle

pa:=sup{d € Ry |labouleB(a,d) C U est newtonienne pous}

le rayon de Newtoide la racine.

Remarque 2.14.Le corollaire2.8assure que, > 0 (pourvu quef est de class€®, maisC? suffit d’apres
le théoreme2.20plus bas). Une fois on dispose d’une valeur approshé&e la racinea a une margec p,
pres, on peut approcharaussi précisément que I'on le souhaite. Il suffit d’itdeeméthode de Newton :
la convergence est assurée et on peut méme garantir une bivesse de convergence!

Remarque 2.15.Comment majorer la marge d’erreur entre I'approximatidouwéex, (mais erronée) et

la valeur exacte cherché@gmais inconnue) ? La formulation ci-dessus fait semblardataitrea, mais
dans la pratique on ignore la valeur exacte et on ne dispasdeyla valeur approchée. Une fois on est sir
d’étre dans un voisinage newtonien, le theoreme du fie@nous dit quex, — a| < [Xn — Xp_1].
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Remarque 2.16.Dans un cours d’analyse on se contente souvent de la folionudptalitativedu théoreme
2.7donnée ci-dessus. Quant a I'applicatmatiqueavouons qu’elle laisse encore a désirer :

(1) Comment déterminer (ou au moins minorer) le rayon dethiey, d'une racinea? La formula-
tion qualitative ne donne pas de réponse explicite, eBarasseulement qum > 0. Une version
quantitative sera donnée par le théoréh®0plus bas.

(2) Comment savoir pour une valeur initialg si I'on est dans le rayon de Newton d’une racaf®
Normalement on ne connait pas les racines, donc on veuttérecen fonction deg seulement.
Un tel critere sera donné par le théore2n2s

(3) Comment trouver une approximation initiatg telle que I'on puisse garantir la convergence
rapidex, = @"(xg) — a? Certes, il suffit de localiser la raciaei p, prés, mais comment faire ?
En général, partant juste de la fonctibsans aucune connaissance au préalable de ses racines,
c’est un probleme délicat qu'il faut analyser au cas par ca

L’algorithme de Newton est uneétihoddocaleet nonglobale: il faut

O S L
de bonnes valeurs initiales pour assurer sa convergencae¢ficacié.

O

Exercice 2.17.A titre d’exemple, analysef: R — R, f(x) = arctar{x) afin d'illustrer la convergence ou
divergence de la méthode de Newton. L'unique zércaestO. Tracer le graphe dé et déterminer pour
quelles valeurs initialex, I'itération de Newtonp"”(xp) converge, puis pour lesquelles elle diverge. Que se
passe-t-il pour les cas critiques intermédiaires ? (ipn arctax) = 2x/(1+ x%) peut elle-méme étre
résolue par la méthode de Newton.) Construire ainsi uite gérative de Newton qui converge, mais dont
la convergence est initialement aussi lente que 'on veéteBniner finalement le rayon de Newtogn

Exercice 2.18.Pour les fonctions unidimensionnellesR — R il est trés commode de donner des criteres
« géométriques de convergence pour de l'itération Newbtan= ¢"(xo) :
(1) Supposons qui(a) =0 ainsi quef’ >0 etf” > 0 surl =[a,a+¢€]. Alors¢(l) C | et pour toute
valeur initialexg € | on obtient une suite décroissame> x3 > X > ... qui converge vera.
(2) Supposons qui(a) = 0 ainsi quef’ > 0 etf” <0 surl =[a—¢,al. Alors (1) C | et pour toute
valeur initialexg € | on obtient une suite croissanig< x; < xo < ... qui converge vera.
Dans les deux cas on obtient la majoration d’erreur
f(Xn)
fr(a) |
En particulier, pourf’(a) > 0 et f”(a) > 0 il suffit de commencer l'itération legérement a draltea afin

de garantix, — a. Pourf’(a) > 0 etf”(a) < 0 il suffit de commencer legerement a gauchedea taille
exacte de l'intervalle peut étre determiné en étudf4nQue faire dans le calS(a) < 0 ? Dessin !

IXn—a| <

Exercice 2.19.0n considere la fonction polynomiale
f:R—-R,  f(x)=3—10¢—4x+8.

(1) Montrer quef admet trois racines réelles distinctes, que I'on notebac € R aveca< b < c.
Encadrer ces racines par trois intervalles de la fojkyle+ 1] aveck € Z. Dans la suite on veut
appliquer la méthode de Newton pour approcher les raengs avec plus de précision.

(2) Sur quels intervalles la fonctiohest-elle croissante/décroissante ? Sur quels intesvedieelle
concave/convexe ? En déduire une valeur init@le Z pour laquelle vous pouvez garantir que
la méthode de Newton donne une suite récurrepte ¢"(co) qui converge vers la racine
(Justifiez votre choix.) Méme question p@grtel quea, — a, puisbg tel queb, — b.

(3) Calculer les valeurs approchéses bs, cz des trois racines, b, ¢ par la méthode de Newton,
comme préparée ci-dessus, en effectuant 3 itératiomsgh@acune. Majorer I'écaféz —al, |bz —
b|, |cz —c|. Vérifier les approximations en développd#iix) = 3(x— ag) (x—bg) (x— c3). Obtient-
on f(x) exactement? Que se passe-t-il pour cinq puis dix itérafon

(4) Exhiber une valeur initialeg pour laquelle la méthode de Newton donne une Switg,cn qui
ne converge pas. Pourquoi ceci ne met pas en cause le th&drg?
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2.5. Version quantitative. Le théoreme2.7 reste seulement qualitatif dans le sens qu'il n’explicite
pas de voisinage sur lequel il garantit une convergenceekegcices précédents montrent des criteres
géomeétriques pour les fonctions convexes/concavesyicitintervenir f”. Le théoreme suivant donne
une version quantitative qui explicite un intervalle suguel on peut garantir la convergence :

Théoréme 2.20(méthode de Newton, version quantitativ&oit f: R — R de classe € Supposons que
f(a) = 0 ainsi que|f'| > m> 0et|f”| <M sur un intervalle I= [a— €,a+ ¢] avece > 0. Nous posons
0 :=min(e,m/M) etV:=[a— d,a+ d]. Alors pour toute valeur initialexe V la suite x = ¢"(xo) verifie

1 "1
pa-al<(3)  bo-al

En particulier V est un voisinage newtonien de a dans le seria c&finition2.6.

DEMONSTRATION. Par translation nous pouvons supposerau€0. Nous avons
Xni1= @) = X0 — (%) 2 (%) = £/ (%) 7 (F/ (%)% — T (Xn) ) -

D’autre part le développement de Taylongmous donne
1
0=f(0) = f(xn) — f'(Xn)Xn + > f//(fn)xﬁ
pour uné, € [0,xy] convenable. De ces deux équations on déduit

1
Xii1= 5 f/(xn) "L £7(&n) X2.

Avec|f’| > m> 0 et|f”| <M ceci donne
M
Xnta| < §n|xn|2

ou encorelk Xy, 1| < (24 |xa|)2. Par récurrence on obtient

M < (Mpo)”
omXnl = { oy i%o :

n_
Pourxo € V onalfxg| < 8 < {1, doncak[xo| < 3. On conclut queéxy| < (%)2 Y ixol. O

Exercice/M 2.21. Vérifier soigneusement le théoreme précédent, psayes de formuler et de prouver
une version pour les fonctions complexXesC — C, ou plus généralement poéir R" — R".

Exercice/M2.22 La méthode de Newton est assez universelle et sa converdeadroyante en fait un outil om-
niprésent. En voici un exemple plus poussé, d’apres DmgV, qui sert pour l'inversion des matrices :
Soit A une algébre unitaire normée &y par exemple les matrices carrées m.

(a) Soitue Aun élément inversible. Déterminer deux constantg € R de sorte que I'applicatiop: A— A,
@(x) = ax+ Bxux admetteu—t comme point fixe super-attractif. Montrer qug(x)| < 2u|- [x—u~|. En
déeduire que la suite, = @"(xo) converge versi—* pour toutxy € B(u~2,r) avecr < ﬁ

(b) On suppose désormais glesst complete. (C’est automatiquesiest de dimension finie.) En supposant
|v| < 1 montrer ques = 1— v est inversible et ! = zﬁ‘;ovk. En quoi la méthode (a) est-elle plus efficace ?
Déterminer un entien € N de sorte que la méthode (a) converge peue 1+v+--- + V"

Pour réesumer : quels sont les avantages et inconvénieatdadix méthodes (a) et (b) utilisees séparément ? Quel
est I'intérét de les combiner ?

2.6. Criteres pratiques. La problématique de choisir de bonnes valeurs initialeg fpométhode de
Newton reste d’actualité. On peut se poser une questionfplile : étant donng,, comment savoir si
I'itération de Newtorg, = ¢"(zp) convergera? Le theéorén2e20part de la racin@ et minore son rayon de
Newton. Ceci n’est souvent pas pratique car on ignore lesea&ncore a trouver. Le critere suivant, par
contre, part d'une valeur initial® donnée :
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Théoreme 2.23.Consicerons une fonction analytique: f{C > U — C avec son application de Newton
02 =z— ff,<(zz>). Soit 3 € U une valeur initiale telle que () # O et f'(z) # 0, et soit r:= “fff(zz‘z)))“ le pas
initial dans l'itération de Newton. Supposons que la boulg Br) soit incluse dans U, et que
(2] _ 1]f'(z0)]
(@ ~ 8 [f(2)l
Alors ¢y est contractante de rappo%t et \erifie (V) C V. Par congquent fy admet une unique racine

aeV, et la suite ierative z = ¢"(z) converge vers a. La convergence est quadratique commegje&pli
dans la propositior2.4.

pour tout ze B(zp,2r) =: V.

Remarque. —Par hypothéese on|@(zy) — zp| =r. La premiére itération reste donc
bien dans/ = B(z,2r), mais il faut encore contrbler les suivantes. L'idée est d
montrer queply est contractante de rapp(%r,tc’est-a-dird oX)—o(y)| < %|x—y|
pour toutx,y € V. Ceci entrainep(V) C V, car pour touz avec|z— zp| < 2r on
trouve|@(z) — @(zp)| < r etdonc

|0(2) — 20| < |(2) — @(20)| + |P(20) — 20| < 2r.

DEMONSTRATION. Aprés translation on peut supposer gye-= 0. Par hypothésé ne s’annule pas
dansv = B(0,2r), doncg est définie suY. Pour montrer que|y est contractante de rappéron montrera
que sa dérivee (2) = f(2)f"(2)/'(2)? verifie |¢| < 1 surV. Etudions le quotienti(z) = f(2)/f'(2) et
sa dériveal(z) = 1—u(z)f"(2)/f'(z). On aju(0)| =r et |U'(z)| < 1+ M]u(z)| avecM := sup, “ff—/,/“ Pour
toutR > r la fonction auxiliairev: R — R définie parv(t) = (R+M~1)expMt) — M~ est croissante et
vérifie v(0) > |u(0)| etV/(t) = 1+ Mv(t). Ceci entraine quii(z)| < v(|Z]) pour toutz € B(0,2r). Sinon il
existeraitz tel que|u(z)| = v(|z]) avec|zl minimal, et on arriverait a la contradiction suivante :

@)~ ) < utz) - u) = | [(vE)dE| < [“We)lde < ["Lemiuce)iae

Iz Iz
< A 1+ Mv(t)dt= A V' (t)dt =v(|Z) — v(0) = |u(z)| — v(0) < |u(z)| — |u(0)|.
On en déduit quéy (z)| < M|u(z)| < Mv(2r) pour toutz € B(0, 2r). Puisque c’est valable pour toRt> r
on obtient ¢/ (z)] < Mv(2r) dans le cas limit&R =r. Il ne reste qu'a détermind de sorte qudv(2r) =
(Mr+1)exp(2Mr) —1 < % Le choixMr = % convient, ce qui prouve le théoréme. O

Exercice 2.24.Veérifier la preuve précédente, en particulier la majoratu(z)| < v(|z). Montrer que
I'equation(x+ 1) exp(2x) = 3/2 admet une unique solutiog et vérifier quex ~ 0.1381> £ = 0.125.

Le théoreme précédent est un premier pas vers un enitique, mais il nous demande encore
d’étudier f dans une boul®(z,2r) afin de majorer la proportioff’(z)~1f"(z)|. Le théoréme suivant,
développé par S. Smale, remplace cette étude par desniations locales em seulement, a savoir les
dériveesf(z) pourk € N. Ces informations suffisent & contrdler le comportement ai f est un
polyndme, ou plus généralement une fonction analytique

Théoreme 2.25S. Smale, 1986)Soit f: C — C une fonction analytique. Pour que Bitation de la fonc-
tion ¢(z) = z— f'(2)~1f(2) converge pour une valeur initialg  C il suffit que

f (k) 1|f
sup* 3|19 @) ‘ 1 f() ‘ |
2 | K ()]~ 8] f(z)
Dans ce cas f admet une unique racine a dans la bouig, Br) ot r := |f(z9)/f'(z0)| est le pas initial
dans I'iteration de Newton, et la suitg z ¢"(z) vérifie |z, —a| < (3)?' 1|z —a. O

A noter que le théoreme de Smale s’appuie uniquement suestenations au poirzy donng, et que
ce critere s’applique trés facilement aux polyndred suffit de vérifier la condition pouk=2,...,n.

Pour une discussion détaillée voir le chapitre 8 ingittiNewton’s method” du livre de L. Blum,
F. Cucker, M. Shub, S. Smal&€omplexity and real computatipBpringer, New York 1997.
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3. Application aux polyndmes complexes

En 1685 Wallis publia son livre nomn#dgebredans lequel il décrit une méthode inventée par Newton
pour la résolution d’équations. Une version modifieegubliée par Raphson en 1690; c’est la méthode
qui est maintenant connue sous le nom de Newton ou de Newdaphg®n. Newton lui-méme avait discuté
sa méthode en 1669 et l'avait illustrée par I'exemyfe- 2X — 5 = 0. Continuons cette tradition vielle de
plus de 300 ans qui veut que tout étudiant de méthodesmyues résolve cette vénérable équation :

Exercice/P 3.1.Appliquez la méthode de Newton au polyndXe— 2X — 5. Expérimentez avec le pro-
grammenewton1669.cc pour trouver les trois racines de ce polyndme. Comme deaws fes calculs
ne coltent pas cher, vous pouvez facilement faire varigalleur initialezy. Voyez-vous une corrélation
entre le choix degg et le résultat obtenu ? et le nombre d'itérations ? Tesdtesigurs cas ol est« proche»
d’'une racine, puis des cas aglen est« loin ». Apres plusieurs expériences réussies, regarder pange
Zo = —60,—61,—-62,...,—70 afin de tester déliberément les limites de la méthode.

Etant donné un polynome € C[X] on peut appli-
quer literation de Newtorp(z) = z— P'(2)"'P(z) a une
valeur initialezy € C choisie au hasard, en espérant q
¢"(z0) convergera vers une racine BeDe maniére em-
pirique, on constate quela pluparty des choix initiaux
menent a une racine. Une fois on sait localiser une raci
la méthode de Newton permet de calculer de tres bon
approximations au bout de quelques itérations seulem
Sans connaissance préalable des racines, par contr
est difficile de deviner de bonnes valeurs initiales. Po
une valeur initiale loin des racines il semble impossibl
de prédire vers quelle racine convergera l'itératiomm-’
convénient pratique est surtout que la convergence p
étre tres lente. Dans le pire des cas, certains choix m-ab
tiront jamais : poutX? + 1 une valeur initialezg € R ne
permet pas de trouver une des deux racines. (Pourquoi?)

On peut s'amuser avec des graphiques suivantes : Le polyRdzh= Z° — 1 possede trois racines
complexes : 1j et j2. On souhaite visualiser la dynamique de I'applicatigia) = z— P'(z) 1P(z). Pour
ac {1,],j?} on veut représenter graphiquement I'ensenil®) = {z < C | ¢"(z) — a}, dit « bassin
d'attraction». On peut écrire un programme représentant les enserfa¢par trois couleurs distinctes
et utilisant une quatrieme couleur pour I'ensemble #es C tels que la suitdz,) « ne semble pas
converger. |l existe des logiciels spécialisés pour caplyques dites fractalesy, commefractint.

Exemple 3.2. A titre d’avertissement, considérons le polyndpte) = 2 — 2z+ 2. La méthode de Newton

ittre @(z) = z— 233;2232 = gﬁ:g dont la dérivee esp (z) = %. Commeg(0) = 1 etp(1) =0,
on a un cycle de longueur 2. Ce cycle est super-attractifpd@) = 0 : tous les points dans un voisinage
de{0,1} sont attirés vers le cycle® 1 —0— 1— ..., et ne convergerons pas vers une racin@.dee

phénomene montre que I'on ne peut pas espérer la comageur« presque tout point initial.

3.1. Le théoreme de Gauss-d’Alembert.SoitK un corps eP € K[X] un polyndme de degné Pour
a€ K la division euclidienne donne(X) = (X —a)Q(X) +r avecQ € K[X] etr € K. Ceci veut dire qua
est une racine de si et seulement si le facteur linéai€ — a) divise le polyndmeP.

Soit a; € K une racine déP. Par récurrence on trouve; > 1 tel queP(X) = (X —a;)™Q(X) et
Q(a1) # 0. On appellemy la multiplicité de la racinea;. Si ay,...,a sont des racines distinctes &e
dansK alorsP = (X —ag)™--- (X — a)"™Q(X) avec des multiplicitésn,...,m > 1 et le polyndme
restantQ € K[X] ne s'annule pas ea, ...,a. Puisque de@) = my + --- + my + ded Q), on conclut que
my + - --+ M < n, et ce procédé doit s’arréter qua@Qd’a plus aucune racine daKs:

Proposition 3.3. Sur un corps K tout polyime Pe K[X] de degé n admetu plusn racines. O
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Si P admet racinesay,ay, ..., a, € K (éventuellement avec répétitions) alors il se faceociemme
P=c- (X—a1)(X—ap)---(X—an).

Une telle factorisation en polyndmes de degré 1 n’est pauirs possible : le polyndmé? 41 € R[X]
par exemple n'admet aucune racine d&nsurC la situation est beaucoup meilleure :

Théoreme 3.4(de Gauss-d’Alembert)Pour tout polydme Pe C[X] unitaire de dege n il existe des
nombres complexes @y, ...,an € Ctelsque P= (X —a)(X —ap) -+ (X — a&).

On dit aussi que su€ tout polyndme esscindg, ou qu'il sefactoriseen facteurs linéaires sut.
Cette propriété est tellement importante en algebremiti donne un nom : on dit que le corfisest
algébriquement clasCe superbe théoreme est parfois appelé teéoreme fondamental de I'algebre
(bien que le corp€ appartienne plutdt a I'analyse). Remarquons toutefald gagit d'un pur résultat
d’existence. Il ne nous indique nullement commiemiverles racines. Reste le probleme pratique évident :
étant donn&, comment calculer» ses racines ? Au moins deux approches se présentent :

L’approche al@brique. —En degré 2 on peut calculer les racinesde X2+ aX+ b par la formule
%(—ai va? —4b). De formules similaires existent en degré 3 (formule ded@ay et degré 4 (formule de
Ferrari). Elles sont malheureusement assez complexes; ebpséquent rarement utilisées.

Jusqu’au XIXe siecle des généralisations aux degrégurent cherchées en vain. C’est un des succes
spectaculaires de la théorie de Galois d’en montrer I'iesalité :

Théoreme 3.5N.H. Abel, 1824) Il n’existe pas de formule construidggpartir des ojerations arithnétiques
du corpsC et des racines gimes qui&solve un@&quation polynomialeé&rérale de dege > 5. O

Sont résolubles par radicaux seulement certaines @msaparticulieres, comm¢" —a = 0 pour un
exemple évident. L'équatioX® — X + 1 = O par contre n'est pas résoluble par radicaux. La théaie d
Galois établit le critere général : une équation esbtlble par radicaux si et seulement si le groupe de
Galois associé est résoluble.

L’approche nurérique. —Etant donné un polyndme € C[X] il ne reste souvent que le recours aux
méthodes numériques pour localiser les raciBeigemment on ne peut en général pas espérer de tomber
sur les racines exactes, mais de bonnes valeurs apprabhi@esnt déja des informations précieuses. Le
projet mettra en ceuvre une telle démarche.

3.2. Relation entre racines et coefficientsintuitivement, les racines,...,a, € C d’'un polyndme
p(z) = 2"+ p12" 1+ -+ pn_1z+ pn varient continiment en fonction des coefficiepis. .., p, € C. C’est
vrai mais pas si facile a montrer. La proposition suivarderee une preuve dans le cagénérique ou
toutes les racines sont simples; la situation est plus éiskerésultat est plus fort :

Proposition 3.6. On consi@re I'application®: C" — C" qui associea n racines(ay,...,an) € C" les
coefficientgsy,...,s) € C" du polyrome
n

_ - _ d _ 1\k Zn—k'
P@) = [(z—a) k;( 1)*sc

k=1
On ag = 1etles fonctionsss...,s, sont les fonctions sy@triquesélémentaires :
S( = Z a-ila-iz e a-ik-
i1<ip< <k
L'application® est polynomiale, b’ = (g—:j) a pour ceterminandet® = [;;(a —a;). Par con&quent

la dériveed’(ay, .. .,an) estinversible si et seulement gia . ,a, sont distincts deu deux. Le teoreme
d’inversion locale implique que dans un voisinage d’un pdiye €parable p (avec discriminant non nul)
les racines @pendent de magie C° (méme analytiquement) des coefficients. O

Remarqued.7. Le carré(detd’)2 = Micj(@ — a,-)2 est appelé laliscriminantdu polyndmep. C’est un polyndme
symétrique dans leg et peut donc &tre exprimé comme un polyndme dans les ciegffs; . Il existe des méthodes
efficaces, similaires a I'algorithme d’Euclide, qui petieat de calculer le discriminant d’un polyndme donné.

Exercice/M3.8. Si vous vous intéressez au calcul differentiel et/owgBdlre, vous étes vivement invité a effectuer les
calculs énoncés ci-dessus et de profiter des outilsésitisns votre cours de calcul differentiel ou d'algebre.
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3.3. Instabilité des racines mal conditionges. Méme si les racines dependent continliment des co-
efficients, on constate malheureusement un probleme diftsapon d’erreur : des petites perturbations
dans les coefficients peuvent entrainer des grandes Ipatinms dans les racines. Dans la pratique ceci se
traduit a nouveau en un phénomene d’instabilité niopier

Exemple 3.9. Les racines dé(X) = X" — 2P sont faciles & expliciter ay = 2 Pexp(k - 27 /n) avec
k=1,...,n. Sil'on considere le polyndme voisi@(X) = X" on trouve la racine 0 de multiplicité Un
changement d’ordre®" dans les coefficients entraine ici un changement d’ordPed2ns les racines.
(Pensez par exemplea= 50 etn = 10.) Pour la pratique on retient la regle suivante :

Afin de calculer les racines d’un pol§me de ded¥ na une pécision de b bits,

H il faut en geréral connadtre les coefficients de @ une pécision de nb bits.

O

Exercice 3.10.Dans des implementations il est important\wieifier la qualité des racines approchées
4i,...,8, en comparan® = (X — &) --- (X — &n) au polyndmeP donné au départ. Nous sommes contents

de notre factorisation § et P sont proches. Est-ce un critére valable ? Discuter ceftifcation.

Précisons nos observations de maniere qualitative :FS@IC[X] un polyndme unitaire de degréa
racines distinctes, ..., an. En particulier’ (ax) # 0 en toute racineyx. On regarde le polyndme perturbé
R =P-+tQ, out € R etQ est un polyndme de degrén.

Supposons qua est une racine dB, c’est-a-direP(a) = 0, et quea; = a+ d(t) est la racine corres-
pondante du polyndme perturBg donc 0= R (&) = P(a) +tQ(a;). La dérivation par rapport&donne

d s / Q@)
0= {dtR(at)} T P(a)d'(0) +Q(a) donc  d'(0)= P
PourQ = XX on obtient ainsd(0) = —ak/P'(a) ; c’est le taux de changement de la racinguand on
perturbe lekieme coefficient du polyndmke.
— Pour une racina avec|a| > 1 le maximum est atteint polr=n— 1; ce sont donc les plus hauts
coefficients qui influencent le plus les grandes racines.
— Pour une racina avec|a] < 1 le maximum est atteint polir= 0 ; ce sont donc les plus bas coeffi-
cients qui influencent le plus les petites racines.

La sensibilie d’une racine a aux perturbations des coefficients est dieplpar

le facteur P(a)~2. Plus la cerivée P(a) est proche de&o, plus la racine a est instable, D

Le pire des cas arrive si racinesay,...,am sont trés proches, car dans ce B4gy) ~ 0. Dans la
limite on peut supposer qu’elles coincident en une sealaea de multiplicitem, et dans ce ca®(a) = 0.

,,,,,

Exercice 3.11.Vérifiez ces constats de maniere empirique sur des exsrdplgotre choix. Pour les cal-
culs vous pouvez utiliser un logiciel de votre choix, ou bietre propre implémentation issue du projet
suivant. Est-ce que des petits changements dans les ceffigieuvent entrainer des grands changement
des racines ? Qu'est-ce que cela veut dire pour notre \didficdistP, P) < £ ?

Exercice/M 3.12. Sile polyndmeP risque d’avoir de racines multiples, on calcule d’abQre pgcdP,P') :

les racines d€) sont exactement les racines multiplesRjletP/Q n’admet que de racines simples. Cette
astuce peut considérablement faciliter le calcul desesciDétailler cette approche algorithmiguement
pourP € K[X] avecK = Q ouK = Q][i]. Quels problemes apparaissent piue= R etK = C?
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Vous avez trouvé par de long ennuis
ce que Newton trouva sans sortir de chez lui.
\oltaire (1694-1778)

PROJET XVII

Factorisation de polyromes complexes

1. Approche probabiliste

Nous nous proposons de développer un programme pour ifstales polyndmes complexes. Soit
P € C[X] un polyndme unitaire de degré donné sous la forme(X) = X"+ p X" 4+ -+ pp_1X + pn
par ses coefficientsy, ..., pn € C. Nous cherchons les racinag ay, . .. ,a, € C telles que

P=X-a)(X—-a) - (X—an)

Le théoreme de Gauss-d’Alembert nous assure que ces aemxistent : SUE tout polyndme se factorise
en facteurs linéaires. Il ne nous dit pas, par contre, comafae trouver.

Aprés nos expériences on peut espérer que pbaaucoup de valeurs initialegy, la suite de Newton
¢"(z0) convergera vers une racineCeci donne un procédé probabiliste pour trouver unawapprochée
d’'une des racines d@. Comment les trouver toutes ? On pourrait essayer diffésaraleurs initialeg, et
espérer de tomberpar chance sur les autres racines. . .

L'idée suivante se révele plus efficace : on met la preeri&cine trouvée; en facteur, par une division
euclidienneP = (X —a;)Q1, puis on recommence av€l. De maniére itérée on calculera ainsi toutes les
racines deP. Vous trouverez les rudiments d’'une telle implémentatians le fichiernewton.cc. Les
exercices suivants vous demandent de compléter les émsatui manquent.

Remarque 1.1(Propagation des erreurs d’arrondffin d’approcher les racines de une par une, la
fonction factoriser met en facteur les racines déja trouvées; (X —a;) - - - (X — ax) Q. Litération de
Newton produira (au moins probablement) une raeing de Qx; sans erreurs d'arrondi, ce serait aussi
une racine d®. Malheureusement, nous ne disposons quadiees approchesay, .. ., &, qui ne sont en
général pas de racines exactes! Déja la premiérerfaatmnP = (X — 4;)Q; + f1 laissera donc un petit
rester; = P(8;) # 0. Les factorisations suivantes accumulent forcémengltsterreurs.

Par conséquent il faut s'attendre & un polyndme er@pét une raciney, 1 de Oy peut s'éloigner
considérablement de la racine correspondapte de P. Néeanmoins elle peut nous servir pdocaliser
grossierement la vraie raciag, ; deP. Pour augmenter la précision dg 1 on réapplique donc l'itération
de Newton par rapport B (au lieu deQy). Cette deuxieéme itération convergera vite vars; pourvu
quedy; soit suffisamment proche. Cette approche en deux phasegenfistiroduction des paramétres
localisation et affinage : le premier spécifie le nombre d'itérations pour localisee racine ap-
prochée d&€)y, le deuxiéme spécifie le nombre d'itérations pour I'afje par rapport B.

2. Implémentation

Exercice/P 2.1.Lisez attentivement le code déja implémenté daeston. cc et survoler le fichier auxi-
liaire polynome.cc. Ecrire une fonctiondiff quiimplémente la dérivatioR — P'.

Exercice/P 2.2.Pour mettre en facteur une racine approchéeplémenter une fonctiofact, qui ef-
fectue la division euclidienne = (X — &)Q+f, puis renvoieQ.

Exercice/P 2.3.Afin de vérifier les racines approchéag&,...,an, on comparerd® au produitP =
(X—81)(X—8&z)--- (X—&p). Ecrire une fonctionprod quiimplémente ce calcul.
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3. Tests empiriques

Exercice 3.1.Pour tester votre programme, appliquez-le a quelquespaigs de votre choix, comme
le polyndmeX® — 2X — 5 regardé ci-dessus. S'il vous manque d'idées, vous potesterX" — 1 dont
on connait toutes les racine&”™/", ou bienP, = 1+ 2X 4+ 3X? 4 --- 4 nX"1 4+ X", pourn de plus en
plus grand. Quelles difficultés rencontrez-vous ? Peuteoih de méme parvenir a une factorisation en
augmentant les parameétreéscalisation et affinage ?

Expérimenter avec ces parametres pour mieux compreagreblématique des arrondis :

(1) Sans affinage, jusqu’a quel degré les résultats ispeétisfaisants ?

(2) PourPyg, Py, Pso, disons, quels parametres donnent de résultats sasisfai?

(3) Quand le degré croit, peut-on formuler une regle palapter les parametres ?

(4) Arrive-t-on a factorisePs5q ? puisPypg? Quel est I'obstacle ?
Exercice 3.2.Les types primitifsdouble et long double du C++ sont tres efficaces quant au temps
d’exécution, mais ils imposent aussi de séveéres réistni (rappeler leur précision). Pour plus de précision

on calculera avec des nombres flottants en précision aireitipar exemple notre clasg@eal faite mai-
son. Pour ceci il suffit de remplacer la premiere ligne par

#include "rreal.cc" // nombres flottants faits maison
using namespace Numeric; // accés a 1l’espace de noms Numeric
typedef RReal Flo; // synonyme utilisé dans la suite

Pour rassurer le compilateur les constantes littéralesno® 2.0 sont a écrire commé&lo(2.0), et

de la méme maniere d’éventuelles conversions imp$icitebigués sont a rendre explicites. Avec cette
précaution, votre programme devrait compiler avec lasgl&8.eal . N'oublier pas I'option-1gmpxx : on
utilise la bibliothéque GMP. Mettez au point et testezecatiuvelle version de votre programme.

Exercice 3.3. Expliquer pourquoi on doit calculer les premiéres raciaesc une trés grande précision
si le degrén est grand. Supposons que I'on veut calculer toutes lesaacir?0 décimales, soit 60 bits
environs, ou bien une précision a demander a I'utilisat€omment adapter la précision durant les calculs
intermédiaires afin d’assurer la précision souhaité&es dies résultats finaux ? Explicitez une regle pratique,
implémentez-1a, et testez-1a sur des polyndmes degplymus grands. Arrive-t-on a la précision souhaitée ?
Comment la vérifier d’'une maniere convainquante ? Quediiremps d’exécution ?

4. La danse des racines

On peut joindre deux polyndmes unitaif@set P, de degrén par le chemir® = (1—t)Py+tP; pa-
ramétré pat € [0, 1]. Si 'on connait une racinay de, on peut la suivre : puisqu& change continiment,
il existe un chemi0, 1] — C,t — & tel queR (&) = O pour tout € [0, 1]. Nous allons tacitement supposer
gue tout polyndme intermédiaiReest séparable : dans ce cas la proposBiémous assure que la fonction
t — & est analytique eh

Dans la pratique on pourra commencer par le polynBge X" — 1 dont on connait toutes les racines
aff) = €?™/". On subdivise I'intervalld0, 1] par 0=ty <t; < --- <ty = 1. Les racines initialeaX) sont
connues. Ayant calculé les racms#é) du polyndmeR;, on peut appliquer la méthode de Newton pour le
ponnomeF}J+1 avec une subd|V|S|on suﬁlsamment fine, la valeur mné'l‘éconvergera rapidement vers

la racmeat deR,,,. ApresN étapes on arrive finalement au polynoﬁjeet toutes ses racm@k

Exercice/P 4.1.Si cette approche pathomotopie» vous intéresse, vous pouvez I'implémenter en étendant
votre programme. Expérimenter avec la subdivisjon {; et la précision avec laquelle vous calculer. On
peut combiner cette approche avec le critere du théo&&tpour assurer la convergence. Ceci permet
d’adapter la subdivision localement comme nécessaiees¢ule difficulté est d’assurer dig)? > 0.)
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CHAPITRE XVIII

Sysemes lireaires et matrices

Sysimes lirgaires. Considérons usyseme déquations liaires:

Xy +aXo+ - +amXn = Y1
A1Xgt+agXo+--+axXn = Y2
AmX1 +ampXo+ -+ am¥n = Ym

En algebre linéaire on développe la théorie de cegpyss$ 'sur un corps ou un annégaet on apprend
certaines méthodes pour leur résolution, notammentlhate de Gauss rappelée plus bas. Iciles données
ajj ety; sont des coefficients daii§ et lesx; sont les inconnues, & déterminer dans la suite. FosZ
ouK = Q ou K un corps fini, on peut effectuer ces calculs de maniére exagat ordinateur. Lorsque
K =R ouK = C, par contre, on fait recours au calcul numérique arroreli données initiales, les calculs
intermédiaires et les résultats finaux ne sont que desirsaggprochées.

Structuration du probl eme. Comme vous en avez I'habitude, la matrike- (a;j )'1111’;,‘ et les vec-

teursx = (X;j)j=1....n €ty = (¥i)i=1,..m Permettent d'écrire ce systeme plus succinctement comme
Ax=Yy.

C’est bien plus qu’une notation commode. Cette structomaties données est le point de départ de tous
les algorithmes pour la résolution de systemes lingaikgant fixé les donnéesety, il s’agit de trouver

les solutionsx vérifiantAx=y. Or, les problemes liés a la résolution des systenm&saires sont divers.
Il'y a d’abord la question de la représentations des danaédu choix des algorithmes adaptés (petites
matrices denses, grandes matrices creuses, matricasatiégoen blocs, en bandes, etc.). Il y a d’une part
des questions habituelles de la complexité algorithmijyea d’autre part, lors du calculunerique les
problémes liés au conditionnement du systéme et a lpgation d’erreurs.

Résolution d’'un syseme linéaire. Si A est une matrice inversible, de taitle< n, le systemeAx=y
est équivalent x = A~ly. C'est cette méthode qui est souvent utilisee dans léts getemples, disons
n= 3 oun=4. On développera cette démarche&;aypour les matrices de petite taille, disams. 10, par
la méthode de Faddeev. Soulignons deux avertissements :

0 Le calcul de la matrice inverge ! est équivalent a la résolution desystémes linéairedv, = g.
Ceci peut étre assez coliteux, a savoir d’o@dfe®) opérations si est dense, c’est-a-dire, ne
comporte que peu de coefficients nuls. Ce n’est pas toujaureilleure solution.

O Laformule de Cramer qui nécessite le calcuhdel déterminants, soin+ 1)! opérations, est,
quant a elle totalement inexploitable. (Calculer 10! oli\&fre 50! pour vous en convaincre.)
Aussi importante qu’elle soit pour la théorie, ne songexzgbutiliser sur ordinateur.

Ce chapitre rappelle et implemente quelques méthodeaegitaires, notamment I'élimination de
Gauss, permettant de résoudre des systemes de taillenmmydisons < 100. Nous n’indiquerons qu’en
passant des problemes possibles et des variantes qudisrhaux inconvénients les plus frequents.

Sommaire

1. Implémentation de matrices en C++1.1. Matrices densesvs creuses. 1.2. Une implémentation
faite maison. 1.3. Multiplication d’aprés Strassen. Indersion d’apres Faddeev.

2. Laméthode de Gauss.2.1. L'algorithme de Gauss.  2.2. Conditionnement. 2.3tdf&ation
LU. 2.4. Méthode de Cholesky.
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328 Chapitre XVIIl — Systéemes linéaires et matrices

1. Implémentation de matrices en C++

1.1. Matrices denses vs creuse£ommencons par les elements de base de tout traitengamitht
mique : la représentation des données et les opératiénsehtaires. Cette premiére étape est de grande
importance, car la modélisation dépend fortement du gsasftepplication envisagé :

— Veut-on modéliser des matricdensesc’est-a-dire comportant peu de coefficients nuls ? Siagit

des matrices génériques ? ou symétriques ? Ont-ellgsrdpgétés particulieres? ...

— Veut-on modéliser des matricegusesc’est-a-dire comportant beaucoup de zéros ? S’agisl d

matrices concentrées autour de la diagonale ? Ou des gwriangulaires ? Ou en blocs ? . ..

Question 1.1(a titre d’exemple) Une matrice dense de tailla x n nécessite le stockage den coeffi-
cients, ce qui peut facilement déborder la mémoire digperDiscuter si I'on peut stocker puis additionner
et multiplier des matrices denses de taille 20000, 1000« 1000, ou 16 x 10%, ou 1& x 10>, etc.

Jusqu’ou est-ce possible pour des matrices creuses Bé&zr&pel genre de matrices creuses vous
considérez puis esquissez comment les stocker et comeseadditionner et multiplier.

1.2. Une impEmentation faite maison. Dans ce chapitre on considérera des matrices denses, alors
gue le projet annexe sur Google traitera un cas de matrieeses.

Exercice/P 1.2.Le fichier matrix.cc implémente une classe générigMetrix<T> pour stocker des

matrices denses de tailiex n dont les coefficients sont d'un type et indexés pafi, j) aveci € {1,...,m}

etj € {1,...,n}. Essayez de comprendre le code déja implémenté. Ajtag@pérations usuelles :
Matrix<T> operator + ( const Matrix<T>& a, const Matrix<T>& b )

Matrix<T> operator - ( const Matrix<T>& a, const Matrix<T>& b )
Matrix<T> operator * ( const Matrix<T>& a, const Matrix<T>& b )

Conseil. — Quand vous utilisez des constantes, il vaut mieux écrite) et T(1) au lieu de0 et

1 de typeint : la conversion explicite assurera le bon résultat, quekpit le typeT utilisé. Sans cette
précaution, vous obligez le compilateur a deviner l@me la conversion, ce qui n’est pas toujours possible.
Méme si c’est possible, la conversion implicite choisiest’pas forcément celle que vous souhaitez.

Gestion d’exceptions. -Quand les dimensions de et b correspondent, I'implémentation ne pose pas
de probleme. Sinon, il faut décider comment gérer cettejgtion. On peut renvoyer la matrice vide, de
dimension Ox 0, pour signaler I'erreur ou bien afficher un message d’ereabandonner le calcul. On
pourrait aussk tronqueny convenablement les matrices, ou bien destabiliser» c’est-a-dire les élargir
convenablement en ajoutant des coefficients zéros.

Remarque 1.3(complexité) Pour estimer le colt des calculs ultérieurs il est imparde connaitre
d’abord la complexité des opérations éléementairesc@nsidere les matricgsx n et on compte le nombre
d’opérations effectuées sur les coefficients.

(1) Pour I'additionC = A+ B on parcourt toutes les pairéisj) par deux boucles imbriquées pour
i=1...,netj=1,...,n. Pour chaquéi, j) on calculec < aj + bjj. Ceci faitn® additions.

(2) Pour la multiplication scalair€ = A A on utilise deux boucles imbriquées et calcgle— A&
pour chaquéi, j). Ceci nécessita? multiplications, et on ne peut pas espérer de faire mieux.

(3) La multiplicationC = Ax B, par contre, est plus complexe. Le calcul directeigde- 33, aiby;
nécessitdrois boucles imbriquées, pouret j et k. Cet algorithme de multiplication nécessite
doncn® multiplication etn?(n — 1) additions, au total donc presquepérations.

1.3. Multiplication d’apr es Strassen.La définition du produi€ = A« B par la formulecij = Y aikby;
donne immédiatement lieu & un algorithme de multiplamatle matrices. Si cet algorithme est satisfaisant
pour les matrices de petite taille, le colt cubique se &itispour les grandes matrices. En 1969 V. Strassen
découvrit une multiplication plus rapide.

Puisque les multiplications sont plus coliteuse que legiads, on essaiera d’économiser les multi-
plications — méme au prix de quelques additions suppléames. Concrétement, pour calculee= AxB
on supposé\, B,C de taillen x navecn = 2m. On les décompose en blocs de taitiex m:

Auir Az Bi1 Bi Cu Cp2
A= . B= . C= .
(A21 Azz) (521 Bzz) (C21 C22
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81 — Implémentation de matrices en C++ 329

On veut implémenter les formules qui définissent la mldition des matrices :
Ci1=A11B11+A12B21,  Cio=A11Bio+A12B22,
Cor=Ao1B11+AB1,  Coo= AziBio+A2Boo.
Comme telles, ces formules utilisent 8 multiplications eidlitions. On peut faire avec 7 multiplica-
tions et 18 additions. D’abord on calcule les sept produissliaires suivants :
Pri= (A11+A2)(B11+B22),  Pa2i= (Ag1+A22)Buy,
Ps = A11(B12— B22), Py := Az2(B21— B11),
P := (A11+ A12)Bo2, Ps := (A21— A11)(B11+ B12),
Py := (A12— A22)(Bo1+ B22).
Le calcul dePy, ..., Py utilise 7 multiplications et 10 additions / soustractioBs. peut en déduire les
coefficients deC avec les 8 additions / soustractions suivantes :
Cu=Pi+P—F+P, Cpo=PR+h,
Co1=P+Py, Coo=P—P+P+hs.

Quel est donc l'intérét de remplacer 8 multiplicationgteddditions par 7 multiplications et 18 ad-
ditions ? N’est-ce pas une perte d'efficacité ? C'est samsederai pour les matrices:22, mais pour les

matrices plus grandes il faut regarder de plus prét :

Formules de la définition : Formules de Strassen :
multiplications additions multiplications additions
taille n n3 n2(n+1) 7(5)3 7(5)%(5 1) +18(3)2

2 8 4 7 18
4 64 48 56 100
6 216 180 189 288
8 512 448 448 624
10 1000 900 875 1150
12 1728 1584 1512 1908
14 2744 2548 2401 2940
16 4096 3840 3584 4288
18 5832 5508 5103 5994
20 8000 7600 7000 8100
22 10648 10164 9317 10648
24 13824 13248 12096 13680
26 17576 16900 15379 17238
28 21952 21168 19208 21364
30 27000 26100 23625 26100

On voit que la méthode de Strassen commence a s’amorértat g’'une certaine tailleyg entre 16
et 30. Le point exact dépend du colt respectif de la midagibn et de I'addition des coefficients. Mais
guelque soit cette pondération, au plus tard potr30 la méthode de Strassen devient plus efficace.

Application recursive. —Pour les grandes matrices on peut appliquer la méthoderdss8h de maniere
récursive. Pour les additions / soustractions on util@gadrithme évident qui ne laisse rien a désirer. Pour
les 7 multiplications, par contre, on applique a nouveamé&ihode de Strassen aux matrices de tailles
2 x 5. Ainsi si ¢(n) dénote le cout de la multiplication de deux matrices dietaix n, on obtient la
formule de récurrence(n) = 7¢([3]) + 18a(3)? ot a est le colt d’une addition de coefficients. On en

déduit quec(n) est d’ordreO(n?) avec un exposamt = log,(7) ~ 2.808.

Exercice 1.4. Le fichier strassen. cc implémente la multiplication de matrices d’apres Steassomme
expliquée ci-dessus. Aux additions et multiplicatiorg@lte le colit poucopierles sous-matrices. Pour
la complexité asymptotique c’est négligeable, mais daresimplémentation conrete ce probleme décale
le point d’amortissement. Vous pouvez empiriquementrdé@teer les champs d’applications des deux
méthodes : dans notre implémentation non-optimisé&esSén commence a s’amortir a partimde 100.

Le gain est de 10% pour= 200, de 20% poun =~ 300, et de 40% pour ~ 500.
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Remarque 1.5. Malheureusement, I'algorithme de Strassen est numérigoeinstable : a cause des ad-
ditions / soustractions supplémentaires il introduitiqgement plus d’erreurs d’arrondi que I'algorithme
classique. Pour cette raison il n’est en général pas@fdour le calcul numérique. Lors d’un calcul exact,
par contre, il est nettement plus efficace pour les grandésoesique I'algorithme cubique.

Remarque 1.6. En 1987 D. Coppersmith et S. Winograd ont publié un algoréfie complexit®(n?376),
mais jusqu’ici c’est resté un résultat purement thaegiogRien n’indique que I'exposant est optimal, et
on pourrait soupgonner que I'on puisse arriveD@?*¢) pour toute > 0. Il est claire, par contre, que
I'exposant ne peut &tre inferieur & 2 puisque I'algarithdoit au moins écrire le¥ coefficients du résultat.

1.4. Inversion d'aprés Faddeev.A partir des opérations élementaires, que nous venortiste-
ter, on peut déja calculer I'inverse d’'une matrice par mé&hode simple mais astucieuse découverte par
L. Faddeev. On la présente ici parce gu’elle s'implemé@tefacilement — et que sa preuve est amusante.
Soit A une matricen x n. Sonpolyndme caracéristiqueestP(X) := detf A— X1) € K]t]. La méthode
de Faddeev permet de calculeet, lorsqueA est inversible, I'inverse dA.

Proposition 1.7. Soit A€ Mat(n x n;K). On pose p=1et By =1, puis pour k=1,...,n on c&finit
Cki=A-B1=A—p At ... _p A p A

ainsi que p = £ trCy et B = C— pil. L'algorithme s'arréte avec B= 0, et le polyidme caracéristique
de Aest P= (—1)"(X"— s pX""). De plus, si p # 0, l'inverse de A n’est autre que B %Bn,l.

On se propose d'implémenter cette méthode afin teskerempiriguement. De maniére complémentaire
vous pouvez lgrouverafin de justifier la correction du programme.

Exercice/M 1.8. Développer une preuve de la proposition par les étapeardis :
(1) Vérifier la proposition pour une matrice diagonAle- diag(A1,A2), puisA=diag(A1,A2,A3). Si
vous voulez, vous pouvez tenter une preuve gogrdiag(As,. .., An) quelconque.

(2) Supposons que I'énoncé est vrai pour les matriceodags. Reste-t-il vrai pour toute matrice
triangulaireA ? Puis pouf AT~1, la matrice conjuguée pdr e GL,K ? Conclure.

Exercice/P 1.9.Implémenter la méthode de Faddeev en une fonction

void faddeev( const Matrix<T>& a, Matrix<T>& b, vector<T>& poly )
et I'appliquer aux matrices définies dans les fichiers digxles. Veérifier la correction de vos calculs en
multipliant A par I'inverse calculé. Quel est le nombre d’opérationisrg@tiques nécessaire pour calculer
l'inverse d’'une matrice x n par la méthode de Faddeev ?

Jusqu’ici, au moins au niveau théorique, tout va bien. Rogalcul numérique il existe pourtant une
difficulté supplémentaire : les erreurs d’arrondi! Vaici exemple classique et assez frappant :

Exercice/P 1.10(matrices de Vandermondepourn € N on définit la matricé/, de taillen x n comme
ayanti/~ pour coefficienti, j). Ecrire une fonctiorMatrix<T> vandermonde( Dim n ) quiconstruit

la matriceVy, puis calculer I'inverse d¥s, V7, Vs, ... (avec vérification bien sir). Qu’observer vous avec le
type double ? Pour quels rangsle résultat est-il acceptable ? Pour queést-il grossierement faux ? En
guoi est-ce surprenant? Comparer avec des calculs exdis@nities typesRationnel et RReal.

Ce test exhibe une difficulté typique : pouigrand, les coefficients dé, varient violemment, et la
matrice se révelmal conditionge c’est-a-dire difficile & résoudre par des méthodesériopes §2.2).

Exercice/P 1.11(matrices de Hilbert) Voici un deuxiéme exemple de matrices mal conditionnPesir
n € N on définit la matrice de Hilbett,, de taillen x n par les coe1’“ficient§+l.l—71 pouri,j=1,...,n. Ecrire
une fonctionMatrix<T> hilbert( Dim n ) qui construit la matricéd,, puis calculer I'inverse dél,
pourn de plus en plus grand. (Ne pas oublier la vérification dultés) Pour quels rangsle résultat est-il
acceptable ? Pour queiest-il grossierement faux ? En quoi est-ce surprenant?

A priori ces difficultés numeériques pourraient étre desfacts de la méthode de Faddeev. On essaiera
plus bas d’invertir ces matrices par la méthode de Gauss,qumnparer laquelle des deux méthodes gére
mieux les erreurs d’arrondis. Puis on discuter§@les propriétés mathématiques qui font que I'inversion
d’'une matrice peut &tre numériquement méchante.
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2. La méthode de Gauss

Motivation. Comme expliqué au début du chapitre on veut résoudrestarsAx=y. Si A est trian-
gulaire supérieure, la solution estimmédiate : il sufirdmonter. Plus explicitement, on résayix, = Yn,
puis on remonte pour résoudig 1 n—1Xn—1+ 8n—1.n%n = Yn—1, €t ainsi de suite :

a1 ... ... QIn
0

Ax=y avec A=
0O ... 0 amn

Dans ce cas on suppose que tous les coefficients diagapasont non nuls, et donc inversibles dans
le corpsK. Plus généralement la solution est facildgist echelonnée : ici la matriéden’est plus supposée
inversible, ni méme carrée. Rappelons qu’'une matricdigsécheloniesi le nombre de zéros précédant
le premier coefficients non nul d’'une ligne augmente ligndigae. C’est le cas dans I'exemple ci-dessous,
avec degivots a1, az3, az4, 847 NON nuls et des coefficientsquelconques :

]  x * * ko ok *
0 0 ap3 * * %k *
Ax=y avec A=| 0 O 0 agzg * =* =«
0O 0 O 0 0 0 ay
0O 0 O 0O 0 0 O

A noter que I'applicationfa: K" — K™, x — Ax n’est en géneéral ni surjective ni injective. Dans
I'exemple précédent I'équatiofix = y n'a pas de solution sis # 0. Siys = 0, par contre, les solutions
telles queAx =y forment un sous-espace affinelde de dimension 3. (Le détailler.)

2.1. Lalgorithme de Gauss.La méthode de Gauss pour un systefixe=y consiste a déterminer
une matrice inversibl® telle que la matric&) = MA soit trigonale supérieure, ou bien échelonnéa si
n'est pas nénessairement inversible. Ensuite le systemey est équivalent & x = My, ce qui se résout
par la méthode des remontées.

Plus explicitement, on effectue des opérations sur lasesgafin d’obtenir une matrice échelonnée.
Trois opérations sont a notre disposition :

A — A; : échanger la ligneet la lignej,
A — aA 1 multiplier la lignei par un facteur inversibla,
A — A +aA; . ajouter un multiple de la ligng¢a la lignei.

Linvariant. On posdJg = A etMp = |, la matrice identité de taillen x mafin d’assurer la condition
initiale Ug = MgA. Chacune des trois opérations de base correspond a lheuliigauche par une certaine
matrice inversiblél. (Expliciter Ty et Tk’l.) Dans une implémentation on ne créera pasxplicitement,
mais on I'applique &)x_1 pour obtenit)y := TyUk_1, et simultanémentsl,_1 afin d’obtenimV ;= T«My_1.
Ainsi M est a nouveau inversible et vérifie toujougs= MyA. Si finalement on arrive a une matride= Uy
échelonnée, alors on a trouMe= My inversible de sorte qué = MA comme souhaité.

Lalgorithme. Pour la premiére colonne, on choisit un élérmegat# 0, que I'on appelle alors lgivot,
puis on échange la lignieet la premiére ligne : c’est I'opératidn < L;. Maintenania; 1 # 0 et on peut
diviser la premiére ligne paay 1, c'est-a-direl; «— ?llLl, afin d’obtenira; 1 = 1. Finalement, pour tout
i=2,...,n, on effectud,; < Lj — & 1L1 de fagcon a obtenir, dans la premiére colonne, des terales@n
itere l'algorithme en I'appliquant a la matri¢e — 1) x (n— 1) obtenue en ignorant la premiere ligne et
premiére colonne dA. Si jamais une colonne est entierement zéro, on proaéasuivante.

Exercice 2.1. Vérifier que dans la méthode de Gauss le nombre d’opé@satoithmétiques est d’ordre
O(n®) pour une matrice x n. Si vous voulez, vous pouvez préciser le colt exact en tamhes differentes
opérations sur les coefficients : copie, addition, soastma, multiplication, division. Une fois les matrices
U etM calculées, quel est le colit de résoudire=y ? A noter qu'il est souvent utile de garderetM afin
de résoudrédx =y pour plusieury.
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Exercice 2.2.Cette méthode, appliquée a une matrice carrée, perasst de calculer efficacement le
déterminant. Vérifier que les trois opérations élétaeas ci-dessus changent le déterminant respective-
ment par un facteur de 1, dea ou pas du tout. Le déterminant de la matrice findlest le produit de ses
élements diagonaux, ce qui permet de calculgfAJeQuelle est la complexité de cette méthode ? Compa-
rer avec le calcul via les permutations : @8t= 3 s, SIGN(0) - 81 6(1) * A2,0(2) *** @n,o(n)- Cette formule
polynomialeest tres importante pour la théorie des déterminantis efle s’avere catastrophique pour des
calculs concrets! Expliciter pourquoi.

L'algorithme de Gauss-Jordan. Si A est inversible on ne peut tomber, au cours de I'algorithme de
Gauss, sur une colonne entierement zéro. Supposons slgyéudans I'algorithme on élimine les coef-
ficients en dessoust au dessus du pivot. Dans ce cas la matrice finale$etal, doncM = AL, Ceci
donne une méthode pratique pour inverser des matrices.

Exercice 2.3. Détailler cette variante de I'algorithme. Montrer ainsiiest possible d’inverser une ma-
tricen x navecO(n®) opérations arithmétiques seulement. Comparer & lnodetde Faddeev (théoriquement
puis empiriquement aprés implémentation, voir plus bas)

Préparation numérique. Afin de minimiser les erreurs d’arrondi, on peut préparecieefficients de
A en divisant la ligne.; par sup|a; j|. On assure ainsi que sjigi j| = 1 dans le souci de minimiser les
variations dans les coefficients et les pertes de préaigiopeuvent en résulter. |l faut aussi remarquer que
le choix des pivots’est pas anodin on choisira en général le pivot de module maximum.

Exercice 2.4.On consideére le systengs; + X, = 1 etx; + X, = 2 avece = 102, Résoudre ce systéme en
prenante pour pivot, puis en prenant 1 comme pivot. Dans ces calcutedravaillera qu’avec 8 chiffres
significatifs (typefloat ). Comparer puis discuter les résultats.

Impl @émentation. Aprés ces préparations, passons a I'implémentatidiali@rithme de Gauss ou, si
vous préférez, de la variante de Gauss-Jordan.

Exercice/P 2.5.Ecrire une fonction mettant en ceuvre la méthode de Gauss :

template <typename T>
T gauss( Matrix<T>& a, Matrix<T>& m )

Ici a estla matrice initiale que sera transformée au cours tgofehme, etm est la matrice accompa-
gnatrice de sorte que*a reste constant. La valeur renvoyée est le déterminarat detrice initiale.

Attention. —L'implémentation proposée ici opére directement ssrdeux matricess et m passées par
reference. (Justifier le choix de ce mode de passage.)neuciatrice auxiliaire, notég plus haut, n’est
construite explicitement : ce serait tres coliteux etilieutent compliqué. (Expliquer pourquoi.)

Veérification. — Pour une application numérique, veillez en particulipr@parer la matrice. comme in-
digué ci-dessus, et a choisir a chaque étape un pivotdieile maximal. Tester votre fonction sur quelques-
uns des exemples précédents, en utilisant le tgaele puis le typeRationnel.

Exercice/P 2.6.Ecrire une fonction qui permet d'inverser une matrice panéahode de Gauss. Tester les
matrices de Vandermondg et de HilbertH,, vues plus haut. (Ne pas oublier la vérification du résyltat

Pour quels rangs le résultat est-il acceptable ? Pour quekst-il grossierement faux ? Que dire du temps
du calcul ? (Mous pouvez utiliser le fichiegimer .hh pour chronométrer.)

Exercice/P 2.7.Parfois on ne veut que calculer le déterminan{Alesans pour autant calculdf de
sorte queMA soit échelonnée. Pour ce cas particulier on pourrait@&mgnter une fonction optimisée :
template <typename T> T det( const Matrix<T>& a ). Discuter la complexité de ce calcl.
votre avis, est-ce que le gain de performance justifie unéimgntation séparée ?

Exercice/P 2.8(optionnel) Ecrire un programme qui permet de lire une matrcet un vecteuy d’'un
fichier, puis résout le systenfex=y. Améliorez votre implémentation afin de déterminer nogaimage

d’'une matrice, par exemple
1-8 -9 —18
A= 2-11-12 -29
=|1-8 "9 -10)"

05 6 -1
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2.2. Conditionnement. Pour toute méthode numérique il estimportant de compedagropagation
d’erreurs afin d’éviter un usage inapproprié. Ainsi toigioaithme a ses limites inhérentes, parfois dues a
la méthode, parfois dictées par les données elles-méme

Exemple 2.9. On considéere I'équatioAx =y avec
_ (0,780 0563 _ (0217
A= (0,913 qesg) et y= (0,254) :
Lequel des deux résultats approchés suivants est meilleu
¢ _ (+0,999 ~_ [+0341
X= (71,001) ou x= (70,087) ?
Comme la solution exacte est souvent inconnue, on pouimailement calculer les erreut8X —y| et

|AX—y| et choisir la solution qui minimise cette erreur. Veérifierigi c’est X. En sachant que la solution
exacte esk = (j) c’est pourtank qui est nettement plus proche.

Comment expliquer puis quantifier ce phénomeéne étraigiggposons, comme dans I'exemple, que
I'on travaille surE = R" ouE = C". On munit cet espace d’une norfie— R, X+— |x|, habituellement la
norme euclidienné| = /Y _; [X|2. On regarde une matricede taillen x n comme application linéaire
E — E, et on définit sa norme pa\| := sup{|Ax; |x| < 1}.

Remarque 2.10.La norme|A| mesure I'effet de distorsions : on a|AX < |A|- |x| pour toutx € E, et|A|
est la plus petite valeur possible pour cette inégalit® &st diagonalisable, la normi&| est simplement
la plus grande valeur propre en valeur absolue. (Exercice!)

Dans la suite on considére une matrisanversible et on s’intéresse a la stabilité numérique du
systemeAx = y. Comment varie la solutior si I'on perturbe le vecteuy? Soity’ = y+ dy et X' solu-
tion deAX =y'; on a donoX’ = x+ dx avecAdx = dy. Que dire de I'erreur relativ%‘ par rapport a

Perreur relativel®l 2 D'une part on ady| < |A|-|x| et|ox| < |A~Y|-|dy|, donc

1yl
ENL UL )
AT X X
D’autre part on ay| < |A|- x| et|x| <|A7%|-]y|, donc
1 [0yl _ |9 (2%
— < — ondA)—-.
cond®) yl = b = A

Ici on a introduit congA) := |A| - |A~1|, appelé leconditionnemende la matriceA.

Remarque 2.11.Chacune des inégalités précédentes devient ungé&palir un choix convenable get
dy. Ainsi le conditionnement décrit comment une perturbatiey s’amplifie en une perturbation de

— On atoujours con@) = |A|-|A~Y > |AAY = |I| = 1.

— SicondA) est proche de 1, alors une petite perturbatiog detraine une petite perturbationxe

— SicondA) est grand, une petite perturbationydeeut entrainer une grande perturbatioxde
Ainsi un mauvais conditionnement de la matricenplique en général une perte de précision :

Typiquementond A) =~ 10° veut dire que la donge de y avec une @cision

de ¢ décimales ranea une solution x avec unegxeision de/ — ¢ decimales.

Exemple 2.12.0n considered = (£ 1%) avecA™! = (7 19). Les valeurs propres d& sontA; = 7 —
5v/2~ —0,071068 e\, = 7+ 5v/2~ 14,071, dondA| ~ 14,071. Les valeurs propres de ! sont—7+
5v/2, donc|/A~%| ~ 14,071 et con@A) ~ 198. Ceci indique quéAx= y peut &tre sensible aux perturbations

dey. EffectivemenAx= (éjgg) donnex= (8%), alors quUeAX = (é’gé) donnex' = (5?’2127). On constate

gue le changement relatif erest plus grand que le changement relatif/en

Exercice 2.13.En utilisant un logiciel de calcul formel, calculer le cotalinement des matrices de Van-
dermondé/, et de HilbertH, de taillen x n. Expliquer ainsi les difficultés numériques rencongriegs de
l'inversion de ces matrices. Est-ce que les mémes pradgésa font sentir lors d’un calcul exact utilisant
le type Rationnel ? En revanche, quels problemes peuvent se présenteredeaisull exact ?
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2.3. FactorisationLU. La méthode de Gauss admet de nombreuses variantes etlispéions a des
situations particulieres. Nous n’en mentionnons que d&ufactorisation LU puis la méthode de Cholesky.
La factorisation ditd.U est un cas particulier de la méthode de Gauss ou I'on d¢Hhoigjoursa;
comme pivot, sans jamais échanger de lignes. En générebefficient peut s’annuler, il faut donc une

hypothése supplémentaire :

Proposition 2.14. Si A= (g j) est une matrice i n telle que les n sous-matrices diagonalgs=

apy - Ak

( : : ) soient inversibles, alors il existe une matrice triangtgainférieure L et une matrice tri-
a1 Ak

angulaire sugrieure U telles que A= LU. Si I'on impose en outre que tous lefements diagonaux de L

soientégauxa 1, alors il y a unicié.

Exercice/M 2.15. Montrer la proposition en suivant la méthode de Gaussnté&tannée I'hypothese, on
peut toujours choisia; ; comme pivot. Vérifier que I'on construit ainlsietU comme souhaité. Pour I'uni-
cité remarquer que le produit de deux matrices triangesainférieures (resp. supérieures) est a nouveau
triangulaire inférieure (resp. supérieure).

Remarque 2.16.L'hypothése de la proposition est vérifiee pour les nsasa diagonale dominanie’est-
a-dire verifianta; j| > ¥ ;[ j|. De telles matrices sont inversibles. Les hypotheseseswtre veérifiees
pour les matricesynétriques @finies positivesc’est-a-direAl = A etV Av > 0 pour toutv # 0.

Remarque 2.17.L'intérét de la factorisatiolU réside dans le fait suivant : le systerhgx =y est
équivalentd.w =y etUx =w; on est donc ramené a résoudre deux systemes triarggilai

Exercice/P 2.18.Ecrire un programme qui réalise la décompositidh d’'une matrice carréd et qui
utilise cette décomposition pour résoudre des systdim@EmresAx =y.

2.4. Méethode de Cholesky.La méthode de Cholesky est un cas particulier de la faetiioisLU
appliquée aux matrices symétriques définies positives :

Proposition 2.19. Si A est une matrice syatrique cefinie positive, alors il existe une matrice triangulaire
inferieure B telle que A= BB'. Cette matrice est unique si I'on impose la conditigns 0 pour tout i.

Exemple 2.20.Regardon®A = (fz 15). S'il existe B = (b“ 0 ) de sorte qued = BB, alors on peut

b1 b2
déterminer ses coefficients un par un. D’abbfg: 4, on pose donby; = 2. Ensuiteby1by; = —2, donc
by1 = —1. Finalemenb3, + b3, = 10, dondo,, = 3. On vérifie aisement qUBB' = A, comme souhaité.

Exercice/M 2.21. Montrer que la méthode esquissée se généralise anmttéce symétrique définie po-
sitive de taillen x n, ce qui démontre la proposition. Vérifier aussi que toutdrive A = BB', avecB
inversible, est symétrique définie positive. La congtaicprécédente dB, dans le cas de réussite, consti-
tue donc une preuve queest définie positive.

Exercice/P 2.22.Ecrire un programme qui vérifie si une matrié@st symeétrique définie positive et qui,
dans l'affirmative, donne une matrice triangulaire irdéreB a coefficients diagonaux positifs telle que
A= BB A cet effet on chercher par la méthode des coefficients indéterminés.

Exercice/P 2.23.Adapter la méthode de Cholesky pour décomposer, quaadcsepossible, une matrice
symétrique sous la formBDB' ol D est diagonale €8 est triangulaire inférieure avdg; = 1. Comme
application analyser la matrice suivante. Est-elle défipusitive ?

205-1 20

— 510 5
A= <1021)'

20 5-1 20

10-2-2 1111
Exercice/P 2.24.Calculer l'inverse de la matrick = (4 %) ou A= (02 L2 02) etB = (% 11 %) :
-2-20 1 1111

Expliquer la méthode suivie.
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PROJET XVl

Classement de pages wedbla Google

Objectifs

» Comprendre le fonctionnement de Google, un outil de re¢fgeomniprésent.
» Résoudre un systeme linéaire creux par une méthodsiité bien adaptée.

Ce projet implémente la technique utilisée par Googlenoieur de recherche généraliste qui a vu un
succes fulgurant depuis sa naissance en 1998. Le pointd@bogle est qu'il trigpar ordre d'importance
les résultats d’'une requéte, c’est-a-dire les pagesagsbciées aux mots-clés donnés. On s’intéresse ici
de plus pres a l'algorithme de classement, qui est a fadioiple et ingénieux. Il s’agit essentiellement de
résoudre un immense systeme d’'équations linéaires.

[1] Vous trouvez un développement détaille dans I'&tiComment fonctionne Googleddnt ce
projet ne donne qu’un résumé. Cet article discute lesvatdins et la modélisation générale,
alors que ce projet se concentrera sur I'implémentation.

[2] Si vous préférez aller aux sources, et avoir une priggon plus informatique, vous pouvez
consulter I'article fondateur : S. Brin et L. Pagéie Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web
Search EngingStanford University 1998. (Pour le trouver, utiliser Gtag)

[3] Si vous voulez savoir plus sur la foudroyante histoirel'datreprise Google, ses legendes et
anecdotes, vous lirez avec profit le récent livre de Davigk\8t Mark Malseedzoogle story
Dunod, Paris 2006.

Sommaire

1. Marche aléatoire sur la toile. 1.1. Que fait un moteur de recherche? 1.2. Matrice de tiansit
1.3. Mesures invariantes. 1.4. Le modele utilisé par Gmog

2. Implémentation en C++.2.1. Matrices creuses provenantde graphes. 2.2. La mgitévdtive.

1. Marche aléatoire sur la toile

1.1. Que fait un moteur de recherche ?A premiére vue, le principe d’un moteur de recherche est
simple : on copie les pages web concernées en mémoire)quak on trie le contenu (les mots-clés) par
ordre alphabétique afin d’effectuer des recherches lesigunerequeteest la donnée d’un ou plusieurs
mots-clés; laréponseest une liste des pages contenant les mots-clés reckelChest en gros ce que
faisaient les moteurs de recherche, dits de premiérergéan, dans les années 1990.

L'énorme quantité des données entraine de sérielbigmes car le nombre des documents a gérer est
énorme et rien que le stockage et la gestion efficaces pdssrdéfis considérables. Plus délicat encore :
les pages trouvées sont souvent trop nombreuses, il fautt e choisir les plus pertinentes. La grande
innovation apportée par Google en 1998 est le tri des payemr@re d'importance. Ce qui est frappant est
gue cet ordre correspond assez précisément aux attergesilisateurs.

Exemple 1.1. Par exemple, si vous vous intéressez a la programmati@ustfaites chercher les mots-clés

« C++ compilem, vous trouverez quelques millions de pages. Des pagesiamies commecc . gnu. org

se trouvent quelque part en téte du classement, ce quesstisonnable. Par contre, une petite page per-
sonnelle, ou I'auteur mentionne qu’il ne connait rien du+-@t n’'arrive pas a compiler, ne figurera que
vers la fin de la liste, ce qui est également raisonnable.r@amh Google distingue-t-il les deux ?
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Selon les informations fournies par I'entreprise elleame&(voir www.google.com/corporate),
l'index de Google porte sur plus de 8 milliards d’adresseb {@n avril 2007). Une bonne partie des
informations répertoriées, pages web et documents asnekangent frequemment. Il est donc hors de
guestion de les classer manuellement, par des étres hsimeénserait trop colteux, trop lent et jamais
a jour. L'importance d’'une page doit donc étre détemminfe maniere automatisée, par un algorithme.
Comment est-ce possible ?

On ne va pas chercher a définir exactement ce qui est I'itapoe d’'une page web. (Peut-il y en avoir
une définition objective précise ?) Notre approche sara plodeste : le mieux que I'on puisse espérer est
qgue notre modele dégage un résultat approchebien I'importanceressentiepar les utilisateurs. Lidée
est plutdt de considérer la popularité des pages west-a'@ire leur frequentation moyenne.

1.2. Matrice de transition. Dans la suite nous modélisons un surfeur aléatoire qit jeeais rien
mais qui clique au hasard. Ainsi ce n'est pas le contenu dgsspaeb qui soit pris en compte, mais
uniquement la structure du graphe formé par les pageslamssentre elles. On renvoie a I'article [1] pour
des arguments en faveur de ce modele.

On considere des pages numérotées par. . Chaque pag¢ émet un certain nombrg de liens.
On peut supposét; > 1; si jamais une page n'émet pas de liens on peut la fairegroners elle-méme.
Pour tout couple d'indiceis j € [1,n] on définit un coefficiend; par

ay - {% si la pagej émet un lien vers la page

0 sinon.

On interpretes;j comme la probabilité d’aller de la pagé la pageé, en suivant un deg liens au hasard.
La marche atatoireassociée consiste a se balader sur le graphe suivanbleslyplitésa;; .
Selon sa définition, notre matride= (&) veérifie

aj >0 pour tout, j et
Zaﬂ- =1 pour toutj,
|

ce que I'on appelle unmatrice stochastiqueé\ noter que la somme de chaque colonne vaut 1, mais on ne
peut en général rien dire sur la somme dans une ligne.

1.3. Mesures invariantes.Supposons qu’un vectexre R" vérifie

xj >0 pourtoutjet % xj=1,
]

ce que I'on appelle urecteur stochastiqueu unemesure de probabiktsur les pages,1..,n: on in-
terpréetex; comme la probabilité de se trouver sur la page

Effectuons un pas dans la marche aléatoire : avec protéahilbn démarre sur la page puis on suit
le lien j — i avec probabilitéyj. Ce chemin nous fait tomber sur la pagavec une probabilité;j x;. Au
total, la probabilité d’arriver sur la paggpar n'importe quel chemin, est la somme

Yi =) aijx;.
]
Autrement dit, un pas dans la marche aléatoire corresadagplication linéaire
T:R"—=R", Xx—y=Ax

Exercice/M 1.2. Soit A une matrice stochastique. Majorer la normeyde Ax en fonction de la norme de
X. Que peut-on en déduire pour les valeurs propres, adei plus précisément pour le rayon spectrabde
Six est un vecteur stochastique ¢ 0, |x| = 1), vérifier que I'imagey = Ax est & nouveau stochastique.

Définition 1.3. Une mesure de probabilije vérifianty = T (1) est appelée urmesure invarianteu une
mesure deéquilibre En termes d’algebre linéaire c’est un vecteur propre@ssa la valeur propre 1. En
termes d’analysey est un point fixe de I'applicatiom.
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1.4. Le mockle utilisé par Google. Pour des raisons expliquées dans [1], Google utilise unéteod
plus raffiné, dépendant d’'un parametre [0,1] :
— Avec probabilitéc, le surfeur abandonne la page actuelle et recommence sutasmepages du
web, choisie de maniére équiprobable.
— Avec probabilité 1-c, le surfeur suit un des liens de la page actugltdoisi de maniere équiprobable
parmi tous leg; liens émis. (C’est la marche aléatoire discutée ciae$s
Ce modele se formalise comme I'application

T:R"—=R", T(u)=ce+(1—c)Au

ou A est la matrice stochastique définie €n2, et le vecteur stochastique= (%,...,%) correspond a

I'équiprobabilité sur toutes les pages. Pout 0 on obtient donc exactement le modele initial.

Proposition 1.4. Soit A une matrice stochastique et i — ce 4 (1— c)Au avec une constante«]0, 1].
Alors I'application T admet une unique mesure invariapte- T(u). De plus, pour toute mesure initiale
uO la suite iereeu™t = T(u") converge vers I'unique point fixe =T (u).

C’est cette mesure invariante qui nous intéressera dans la suite et que I'on intermm&emme
mesure d’'importance. On la calculera d’ailleurs par lahuée itérative de la proposition.

Exercice/M 1.5. Prouver cette proposition en montrant quest contractante pour la norre = 3 | ti|.
(Lintérét n’est pas de recopier la preuve de quelqu’wutte ; essayez plutdt de refaire la démonstration
vous-mémes et d’ainsi vérifier votre compréhension dgsraents.) Quelle est la constante de contraction ?
Majorer I'erreur|u — u"| en fonction deu" et u"~1. Que peut-on dire de la vitesse de convergence ?

Exercice/M 1.6. Est-ce une bonne idée de prendee 1 pour calculer le classement des pages web ? D’'un
autre coté, montrer par un exemple que la proposition essé&pouc = 0.

Un bon choix dec se situe donc quelque part entre 0 et 1. En termes probabjl%slest lenombre
moyende liens suivis avant de recommencer sur une page alédmirgeénéral on choisira la constate
positive mais proche de zéro. Par exemple, 0,15 correspond a suivre 7 liens en moyenne.

2. Implémentation en C++

Passons a I'implémentation de I'algorithme discut@essus. Le logiciel qui en résulte sera plutdt
court (environ 40 lignes pour le calcul de plus quelques fonctions auxiliaires d’entrée-sortiar \®
fichier graphe.cc). Neanmoins il est important de preméditer la fagon @t nous nous y prendrons.

2.1. Matrices creuses provenant de graphesRappelons qu’en réalité la matrigeest trés grande :
en 2004 Google affirmait quele classement est effectué grace a la résolution daqeation de 500
millions de variables et de plus de 3 milliards de termeSomment est-ce possible ?

Certes, il est envisageable de stocker une matrice ¥A@DO sous le format usuel, c’est-a-dire dans
un grand tableau de §@oefficients indexés pd, j) € [1,1000°. Ceci est hors de question pour une
matricen x navecn ~ 10°, voiren ~ 1P,

Heureusement dans notre cas la plupart des coefficientz&emytcar une page n'émet que quelques
dizaines de liens typiquement. Dans ce cas il suffit de stdekecoefficients non nuls, dont le nombre est
d’ordren et nonn?. Une telle matrice est appelésuse(ou sparseen anglais).

Pour des applicationsaalistes il est doncéctessaire d'img@menter

O P’ L, .
des structures et desatnodes sgcialisees aux matrices creuses.

Exercice/P 2.1.Pour simplifier, nous allons spécialiser notre impléragoh aux matrices creuses prove-
nant de graphes. On peut implémenter la structure de gaphme suit :

typedef unsigned int Page; // les pages forment les sommets du graphe
typedef vector<Page> Liste; // les liens forment les arrétes (orientées)
typedef vector<Liste> Graphe; // les pages et les liens forment le graphe
typedef vector<double> Mesure; // mesure de probabilité sur les sommets
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Pour I'entrée-sortie il faut fixer une notation convenalilans le graphe ci-dessous la pagemet des
liens vers les pageg,3,4,5,6. Ceci est noté simplement par.2,3,4,5,6; comme dans le fichier
graphel.mat. Le graphe tout entier s’écrit comme

Graphe( 1:2,3,4,5,6; 2:1,3; 3:1,4; 4:1,5; 5:1,2; 6:7,8,9; 7:8,1; 8:6;

9:8,10; 10:6,11,12,13,14; 11:10,12; 12:10,13; 13:10,14; 14:10,11; )
L'entrée sous ce format-ci est déja implémentée darighier graphe.cc. Essayez de comprendre son
fonctionnement, puis ajouter I'opérateur de sortie.

2.2. La méthode iterative.

Exercice/P 2.2.Implémenter une fonctiomesure_invariante qui calcule la mesure invarianted'un
grapheG. Comme motivé plus haut, on utilise un parametrgui prend la valeur A5 par défaut.

typedef vector<double> Mesure;
void mesure_invariante( const Graph& g, Mesure& m, const double c=0.15 );

Essayer de n'utiliser que les deux objgt®t m ainsi qu’une copie da durant sa mise a jour ; nila matrice
A ni le vecteure ne figureront explicitement dans I'implémentation. Noappelons que la construction
explicite de la matrice denSesera catastrophique pour toute application réaliste.

Exercice/P 2.3(tests en taille minuscule)lestez votre implémentation sur les deux exemples donnés
dans les fichiergraphel.mat et graphe2.mat. Avant les calculs, quels résultats prédirez-vous. Quel
résultats obtient-on power= 0 et pourc = 1 ? Pourc = 0,05,...,0.95 ? Ces résultats sont-ils plausibles ?

Exercice/P 2.4(tests en taille moyennePour des exemples un peu plus grands et donc un peu plus
réalistes, regardez les fichieggaphe100.mat et graphe1000.mat, qui donnent deux graphes a 100

et 1000 sommets respectivement. Peut-on deviner sand gaklies pages se dégageront comme les plus
populaires ? Est-il envisageable de résoudre I'equdtjor- 1 par la méthode de Gauss ? En utilisant votre
implémentation, trouvez les cing pages les plus frecges(= populaires = importantes ?) ainsi que leur
mesure calculée. Est-ce que le calcul s’effectue dansmpgeaisonnable ?

Exercice/P 2.5extrapolation a une échelle réalistdjotre implémentation marchera-t-elle pour des graphes
encore plus grands ? Quel temps d’exécution faudra-tviren et de quels parametres dépend-il? (Vous
pouvez extrapoler ou, pour étre plus précis, créer detgraaléatoires via la fonctiarendom implémentée
dansgraphe. cc puis mesurer le temps d’exécution.) Est-ce une méthaateepble a I'échelle grandeur
nature» de l'internet?

Exercice/P 2.6(expérience de manipulatianTréez une copie du fichiegraphe1000.mat nommeée
graphe1000bis.mat. Essayez de manipuler ce graphe pour que votre page @egf@isons la page 1)
arrive en téte du classement. Dans une situation réalistes ne pouvez évidemment pas changer les pages
des autres, mais vous pouvez adapter les votres. La teshdigjouter des pages et des liens a des fins
stratégiques s'appellelink farming » en anglais. Comment le faire de maniére bien camouflée &
I'entreprise Google peut-elle réagir a ces tentativesidaipulations ? De maniére générale, quelles autres
stratégies voyez-vous pour améliorer le classement tte page préféerée ?
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