CHAPITRE XVl

Sysemes lireaires et matrices

Sysemes lireaires. Considérons usyseme déquations ligaires:

apXgtapXo+---+amXn = Y1
QXptapXo+--+anXn = Y2
AmiXy +amXo + -+ amr¥n - = Ym

En algebre linéaire on développe la théorie de cegryess$ sur un corps ou un anné&tet on apprend
certaines méthodes pour leur résolution, notammenelhate de Gauss rappelée plus bas. Iciles données
ajj ety; sont des coefficients dafi§ et lesx; sont les inconnues, a déterminer dans la suite. RourZ
ou K = Q ou K un corps fini, on peut effectuer ces calculs de maniére exaat ordinateur. Lorsque
K =R ouK = C, par contre, on fait recours au calcul numérique arrore données initiales, les calculs
intermédiaires et les résultats finaux ne sont que desirségprochées.

Structuration du probl @me. Comme vous en avez I'habitude, la matrie- (& )',::llrrq et les vec-

teursx = (X;j)j=1,..n €ty = (Vi)i=1,..m Permettent d’écrire ce systeme plus succinctement comme

Ax=Yy.

C’est bien plus qu’une notation commode. Cette structomadies données est le point de départ de tous
les algorithmes pour la résolution de systemes lingaifgant fixé les donnéesety, il s’agit de trouver

les solutionsx vérifiant Ax=y. Or, les problemes liés a la résolution des systernm&aiies sont divers.
Il'y a d’abord la question de la représentations des daeédu choix des algorithmes adaptés (petites
matrices denses, grandes matrices creuses, matricasaiégpen blocs, en bandes, etc.). Il y a d’une part
des questions habituelles de la complexité algorithmitiyea d’autre part, lors du calculunerique les
problemes liés au conditionnement du systeme et a laggation d’erreurs.

Résolution d’'un syseme lingaire. Si A est une matrice inversible, de tailie< n, le systemeAx=y
est équivalent x = A~ly. C'est cette méthode qui est souvent utilisée dans léts getemples, disons
n= 3 oun=4. On développera cette demarcheayour les matrices de petite taille, disans. 10, par
la méthode de Faddeev. Soulignons deux avertissements :

0 Le calcul de la matrice inverge ! est équivalent a la résolution desystémes linéairedv, = g.
Ceci peut étre assez coliteux, a savoir d’o@dfe*) opérations si est dense, c’est-a-dire, ne
comporte que peu de coefficients nuls. Ce n’est pas toujaunllleure solution.

O Laformule de Cramer qui nécessite le calcuhdel déterminants, so{in+ 1)! opérations, est,
guant a elle totalement inexploitable. (Calculer 10! ol &fire 50! pour vous en convaincre.)
Aussi importante qu’elle soit pour la théorie, ne songezpAButiliser sur ordinateur.

Ce chapitre rappelle et implémente quelques méthodaaeiitaires, notamment I'élimination de
Gauss, permettant de résoudre des systemes de taillemmmydisons < 100. Nous n’indiquerons qu’en
passant des problemes possibles et des variantes qudisthaux inconvénients les plus fréequents.
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328 Chapitre XVIIl — Systemes linéaires et matrices

1. Implémentation de matrices en C++

1.1. Matrices denses vs creuse€ommencons par les éléements de base de tout traitengemitht
mique : la représentation des données et les opératiénsentaires. Cette premiere étape est de grande
importance, car la modélisation dépend fortement du @sagirapplication envisageé :

— Veut-on modéliser des matricdensesc’est-a-dire comportant peu de coefficients nuls ? Sigit

des matrices génériques ? ou symétriques ? Ont-ellgsrdpgétés particulieres? ...

— Veut-on modéliser des matriceseusesc’est-a-dire comportant beaucoup de zéros? S'agisl d

matrices concentrées autour de la diagonale ? Ou des ewatri@ngulaires ? Ou en blocs? ...

Question 1.1(a titre d’exemple) Une matrice dense de tailla x n nécessite le stockage den coeffi-
cients, ce qui peut facilement déborder la mémoire diggerDiscuter si I'on peut stocker puis additionner
et multiplier des matrices denses de taille 20D00, 1000« 1000, ou 16 x 10%, ou 1& x 1P, etc.

Jusqu’ou est-ce possible pour des matrices creuses Béx&piel genre de matrices creuses vous
considérez puis esquissez comment les stocker et comeseaditiitionner et multiplier.

1.2. Une impEmentation faite maison. Dans ce chapitre on considérera des matrices denses, alors
gue le projet annexe sur Google traitera un cas de matrieeses.

Exercice/P 1.2.Le fichier matrix.cc implémente une classe génériguetrix<T> pour stocker des
matrices denses de tailiex n dontles coefficients sont d'un type et indexés pafi, j) avec € {1,...,m}
etje{1,...,n}. Essayez de comprendre le code déja implémenté. Ajeg®pérations usuelles :

Matrix<T> operator + ( const Matrix<T>& a, const Matrix<T>& b )

Matrix<T> operator - ( const Matrix<T>& a, const Matrix<T>& b )

Matrix<T> operator * ( const Matrix<T>& a, const Matrix<T>& b )

Conseil. — Quand vous utilisez des constantes, il vaut mieux écrité) et T(1) au lieu de0 et

1 de typeint : la conversion explicite assurera le bon résultat, queknpit le typeT utilisé. Sans cette
précaution, vous obligez le compilateur a deviner l@me la conversion, ce qui n’est pas toujours possible.
Méme si c’est possible, la conversion implicite choisiest’pas forcément celle que vous souhaitez.

Gestion d’exceptions. -Quand les dimensions de et b correspondent, I'implémentation ne pose pas
de probleme. Sinon, il faut décider comment gérer cetteption. On peut renvoyer la matrice vide, de
dimension Ox O, pour signaler I'erreur ou bien afficher un message d’eméabandonner le calcul. On
pourrait aussi tronquer» convenablement les matrices, ou bien destabiliser» c’'est-a-dire les élargir
convenablement en ajoutant des coefficients zéros.

Remarque 1.3(complexité) Pour estimer le colt des calculs ultérieurs il est impuride connaitre
d’abord la complexité des opérations élémentairesc@rsidere les matricesx n et on compte le nombre
d’opérations effectuées sur les coefficients.

(1) Pour I'additionC = A+ B on parcourt toutes les pairéisj) par deux boucles imbriquées pour
i=1,...,netj=1,...,n. Pour chaquéi,j) on calculec «— aj + bjj. Ceci faitn? additions.

(2) Pour la multiplication scalair€ = A A on utilise deux boucles imbriquées et calcgle— A&
pour chaquéi, j). Ceci nécessite? multiplications, et on ne peut pas espérer de faire mieux.

(3) LamultiplicationC = AxB, par contre, est plus complexe. Le calcul directeide- 33, aiby;
nécessiterois boucles imbriquées, pouret j etk. Cet algorithme de multiplication nécessite
doncn® multiplication etn?(n — 1) additions, au total donc presque*®pérations.

1.3. Multiplication d’apr és Strassen.La définition du produi€ = Ax B par la formulecij = S aikby;
donne immédiatement lieu a un algorithme de multiplmatie matrices. Si cet algorithme est satisfaisant
pour les matrices de petite taille, le colt cubique se &tispour les grandes matrices. En 1969 V. Strassen
découvrit une multiplication plus rapide.

Puisque les multiplications sont plus colteuse que legtiads, on essaiera d’économiser les multi-
plications — méme au prix de quelques additions suppléaimes. Concretement, pour calculze= Ax B
on supposé\, B,C de taillen x navecn = 2m. On les décompose en blocs de taiflex m:

A1 A:LZ) (511 BlZ) (Cll C:LZ)
(AZl Ax)’ B21 Ba2)’ Ca Cx
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§1 — Implémentation de matrices en C++ 329

On veut implémenter les formules qui définissent la mlidtgtion des matrices :
C11 = A11B11+ A12B21, C12 = A11B12+ A12B22,
Ca1 = A21B11+ AzoB21, Ca2 = A21B12+ AzoB22.
Comme telles, ces formules utilisent 8 multiplications eidlitions. On peut faire avec 7 multiplica-
tions et 18 additions. D’abord on calcule les sept produisliaires suivants :
Pri= (A11+A22)(Bi1+B22),  Poi= (Ax1+A22)Buy,
Ps = A11(B12— Bp2), Py := Az2(B21— B1a),
P := (A11+A12)Boo, Ps := (A21— A11)(B11+ B12),
P; := (A12— A22)(Bo1+ B22).
Le calcul dePy, ..., Py utilise 7 multiplications et 10 additions / soustractioBs. peut en déduire les
coefficients deC avec les 8 additions / soustractions suivantes :
Cu=Pi+P1—B+F, Cro=P3+Fs,
Cor =P+ Py, Co=P —P+P:+Ps.

Quel est donc I'intérét de remplacer 8 multiplicationgteddditions par 7 multiplications et 18 ad-
ditions ? N’est-ce pas une perte d’efficacité ? C'est samsederai pour les matrices22, mais pour les

matrices plus grandes il faut regarder de plus prét :

Formules de la définition : Formules de Strassen :
multiplications additions multiplications additions
taille n n n?(n+1) 7(5)3 7(5)%(5 —1)+18(5)2

2 8 4 7 18
4 64 48 56 100
6 216 180 189 288
8 512 448 448 624
10 1000 900 875 1150
12 1728 1584 1512 1908
14 2744 2548 2401 2940
16 4096 3840 3584 4288
18 5832 5508 5103 5994
20 8000 7600 7000 8100
22 10648 10164 9317 10648
24 13824 13248 12096 13680
26 17576 16900 15379 17238
28 21952 21168 19208 21364
30 27000 26100 23625 26100

On voit que la méthode de Strassen commence a s’amorérté g’'une certaine tailley entre 16
et 30. Le point exact dépend du colt respectif de la midagibn et de I'addition des coefficients. Mais
quelque soit cette pondération, au plus tard po&r30 la méthode de Strassen devient plus efficace.

Application ecursive. —Pour les grandes matrices on peut appliquer la méthoderdes8h de maniere
récursive. Pour les additions / soustractions on utiledgadrithme évident qui ne laisse rien a désirer. Pour
les 7 multiplications, par contre, on applique a nouveamé&hode de Strassen aux matrices de tailles
5 x 3. Ainsi si ¢(n) dénote le cout de la multiplication de deux matrices dietaix n, on obtient la
formule de récurrence(n) = 7¢c([3]) + 18a(3)? ot a est le colt d’une addition de coefficients. On en
déduit quec(n) est d’ordreO(n?) avec un exposamt = log,(7) ~ 2.808.

Exercice 1.4. Le fichier strassen.cc implémente la multiplication de matrices d’'aprés Steassomme
expliquée ci-dessus. Aux additions et multiplicatiorgj@ite le colit poucopierles sous-matrices. Pour
la complexité asymptotique c’est négligeable, mais daresimplémentation conrete ce probleme décale
le point d’amortissement. Vous pouvez empiriquementrdé@teer les champs d’applications des deux
méthodes : dans notre implémentation non-optimiséesSén commence a s'amortir a partinte 100.

Le gain est de 10% pour~ 200, de 20% poun ~ 300, et de 40% pour ~ 500.
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330 Chapitre XVIIl — Systemes linéaires et matrices

Remarque 1.5. Malheureusement, I'algorithme de Strassen est numérigaeinstable : & cause des ad-
ditions / soustractions supplémentaires il introduitdqgement plus d’erreurs d’arrondi que I'algorithme
classique. Pour cette raison il n’est en général pas@fdour le calcul numérique. Lors d’un calcul exact,
par contre, il est nettement plus efficace pour les grandéscesique I'algorithme cubique.

Remarque 1.6. En 1987 D. Coppersmith et S. Winograd ont publié un algoréhle complexit®(n?376),
mais jusqu’ici c’est resté un résultat purement thasigRien n’indique que I'exposant est optimal, et
on pourrait soupgonner que I'on puisse arriveD@?*¢) pour toute > 0. Il est claire, par contre, que
I'exposant ne peut &tre inférieur a 2 puisque I'algarithdoit au moins écrire le¥ coefficients du résultat.

1.4. Inversion d’aprés Faddeev.A partir des opérations élémentaires, que nous venortiste-
ter, on peut déja calculer I'inverse d’'une matrice par oréghode simple mais astucieuse découverte par
L. Faddeev. On la présente ici parce qu’elle s'impléemégzfacilement — et que sa preuve est amusante.
Soit A une matricen x n. Sonpolyndme caractristiqueestP(X) := det A— XI) € K[t]. La méthode
de Faddeev permet de calculeet, lorsqueA est inversible, I'inverse dA.

Proposition 1.7. Soit Ac Mat(n x n;K). On pose p=1et By =, puis pour k=1,...,n on c&finit
Cei=A-Be1=A— p AT — . - p oA — P 1A

ainsi que p = £ trC et B, = C — pl. L'algorithme s’arréte avec B= 0, et le polyidme caracéristique
de Aest P= (—1)"(X"— s pX""). De plus, si p # 0, l'inverse de A n’est autre que B %anl-

On se propose d’'implémenter cette méthode afin teskerempiriquement. De maniere complémentaire
vous pouvez lgrouverafin de justifier la correction du programme.

Exercice/M 1.8. Développer une preuve de la proposition par les étapearsies :
(1) Veérifier la proposition pour une matrice diagonAle: diag(A1,A2), puisA = diag(A1,A2,A3). Si
vous voulez, vous pouvez tenter une preuve gogrdiag Ay, ...,An) quelconque.

(2) Supposons que I'énoncé est vrai pour les matricendigs. Reste-t-il vrai pour toute matrice
triangulaireA ? Puis pouiT AT~1, la matrice conjuguée pdr e GL,K ? Conclure.

Exercice/P 1.9.Implémenter la méthode de Faddeev en une fonction

void faddeev( const Matrix<T>& a, Matrix<T>& b, vector<T>& poly )
et 'appliquer aux matrices définies dans les fichiers digxes. Vérifier la correction de vos calculs en
multipliant A par I'inverse calculé. Quel est le nombre d’opératiorigrétiques nécessaire pour calculer
l'inverse d’'une matrice x n par la méthode de Faddeev ?

Jusqu’ici, au moins au niveau théorique, tout va bien. Roaalcul numérique il existe pourtant une
difficulté supplémentaire : les erreurs d’arrondi! Vaici exemple classique et assez frappant :

Exercice/P 1.10(matrices de Vandermondepourn € N on définit la matricé/,, de taillen x n comme
ayanti! =% pour coefficient(, j). Ecrire une fonctiorMatrix<T> vandermonde( Dim n ) qui construit

la matriceVy, puis calculer I'inverse d¥s,V7,Vs, ... (avec vérification bien sir). Qu'observer vous avec le
type double ? Pour quels rangsle résultat est-il acceptable ? Pour queést-il grossierement faux ? En
guoi est-ce surprenant? Comparer avec des calculs exdisanities typesRationnel et RReal.

Ce test exhibe une difficulté typique : pooaigrand, les coefficients dé, varient violemment, et la
matrice se révelmal conditioniee c’est-a-dire difficile a résoudre par des méthodeséniopes §2.2).

Exercice/P 1.11(matrices de Hilbert) Voici un deuxieme exemple de matrices mal conditionnBesir
n € N on définit la matrice de Hilbek, de taillen x n par les coe1‘ficient§ﬂ.l—71 pouri, j = 1,...,n. Ecrire
une fonctionMatrix<T> hilbert( Dim n ) qui construit la matricéd,, puis calculer I'inverse dél,
pourn de plus en plus grand. (Ne pas oublier la vérification dultés) Pour quels rangsle résultat est-il
acceptable ? Pour quelsest-il grossierement faux ? En quoi est-ce surprenant?

A priori ces difficultés numériques pourraient étre desfacts de la méthode de Faddeev. On essaiera
plus bas d’invertir ces matrices par la méthode de Gauss,quonparer laquelle des deux méthodes gére
mieux les erreurs d’arrondis. Puis on discuter§@les propriétés mathématiques qui font que I'inversion
d’une matrice peut &tre numériquement méchante.
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§2 — La méthode de Gauss 331

2. La méthode de Gauss

Motivation. Comme expliqué au début du chapitre on veut résoudrestBrspAx =Y. Si A est trian-
gulaire supérieure, la solution estimmédiate : il suitrdmonter. Plus explicitement, on résagixn = Yn,
puis on remonte pour résoutig 1 n—1%n—1+ @n—1.n% = Yn—1, €t ainsi de suite :

a1 ... ... Qn
0

Ax=y avec A=
0 ... 0 amn

Dans ce cas on suppose que tous les coefficients diagagasont non nuls, et donc inversibles dans
le corpsK. Plus généralement la solution est facildsist échelonnée : ici la matriden’est plus supposée
inversible, ni méme carrée. Rappelons qu’une matricdigséchelongesi le nombre de zéros précédant
le premier coefficients non nul d’'une ligne augmente ligndigae. C'est le cas dans I'exemple ci-dessous,
avec deivots a1, a»z, az4, a47 Non nuls et des coefficientsquelconques :

app X * * * ok *
0 0 axpg * *x %
Ax=y avec A= 0 O O ags * * =
0 0 0 0 0 0 ag
0 0 0 0 0O O

A noter que I'applicationfa: K" — K™, x — Ax n’est en général ni surjective ni injective. Dans
I'exemple précédent I'eéquatiofix =y n'a pas de solution sis # 0. Siys = 0, par contre, les solutions
telles queAx =y forment un sous-espace affineld de dimension 3. (Le détailler.)

2.1. L'algorithme de Gauss.La méthode de Gauss pour un systefnxe=y consiste a déterminer
une matrice inversibl# telle que la matricé) = MA soit trigonale supérieure, ou bien échelonnéa si
n'est pas nénessairement inversible. Ensuite le systemey est équivalent &x = My, ce qui se résout
par la méthode des remontées.

Plus explicitement, on effectue des opérations sur leggafin d’obtenir une matrice échelonnée.
Trois opérations sont a notre disposition :

A < A;j . échanger la ligneet la lignej,
A — aA : multiplier la lignei par un facteur inversibla,
A — A +aA; : ajouter un multiple de la ligng¢ a la lignei.

Linvariant. On posdJy = AetMp = I, la matrice identité de taillsn x mafin d’assurer la condition
initiale Ug = MpA. Chacune des trois opérations de base correspond a heuligauche par une certaine
matrice inversibldl. (Expliciter Ty et kal.) Dans une implémentation on ne créera pasxplicitement,
mais on I'applique &y_1 pour obtenitJy := TyUyx_1, et simultanémently_, afin d’obtenimVly := TyMg_1.
Ainsi M est a nouveau inversible et vérifie toujoUgs= MiA. Si finalement on arrive a une matride= Uy
échelonnée, alors on a trouvMe= My inversible de sorte qué = MA comme souhaité.

Lalgorithme. Pour la premiére colonne, on choisit un élémgat# 0, que I'on appelle alors lgivot,
puis on échange la ligrieet la premiére ligne : c’est I'opératidn < L;. Maintenanta 1 # 0 et on peut
diviser la premiére ligne paay 1, c'est-a-direL; < %Ll, afin d’obtenira; 1 = 1. Finalement, pour tout
i=2,...,n, oneffectud.; — Lj — & 1L1 de fagcon a obtenir, dans la premiére colonne, des ternigs@n
itere I'algorithme en I'appliquant a la matri¢e — 1) x (n— 1) obtenue en ignorant la premiere ligne et
premiere colonne dA. Si jamais une colonne est entierement zéro, on proadalsuivante.

Exercice 2.1. Vérifier que dans la méthode de Gauss le nombre d’opasatothmétiques est d’ordre
O(n®) pour une matrice x n. Si vous voulez, vous pouvez préciser le colt exact en tamfes differentes
opérations sur les coefficients : copie, addition, soastma, multiplication, division. Une fois les matrices
U etM calculées, quel est le colit de résoutire= y?A noter qu’il est souvent utile de garderetM afin
de résoudréx =y pour plusieury.
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332 Chapitre XVIIl — Systemes linéaires et matrices

Exercice 2.2. Cette méthode, appliquée a une matrice carrée, perasst de calculer efficacement le
déterminant. Vérifier que les trois opérations élétaias ci-dessus changent le déterminant respective-
ment par un facteur de 1, dea ou pas du tout. Le déterminant de la matrice findlest le produit de ses
éléements diagonaux, ce qui permet de calculefAJeQuelle est la complexité de cette méthode ? Compa-
rer avec le calcul via les permutations : @t= y 5ce,SIGN(0) - A1 (1) - A2,0(2) "+ n,o(n)- Cette formule
polynomialeest tres importante pour la théorie des déterminantis elia s’avere catastrophique pour des
calculs concrets! Expliciter pourquoi.

L'algorithme de Gauss-Jordan. Si A est inversible on ne peut tomber, au cours de I'algorithme de
Gauss, sur une colonne entierement zéro. Supposons sleyudans 'algorithme on élimine les coef-
ficients en dessoust au dessus du pivot. Dans ce cas la matrice finaleldefal, doncM = AL, Ceci
donne une méthode pratique pour inverser des matrices.

Exercice 2.3. Détailler cette variante de I'algorithme. Montrer ainsiiiest possible d’inverser une ma-
tricen x navecO(n®) opérations arithmétiques seulement. Comparer & lnodetde Faddeev (théoriquement
puis empiriqguement aprés implémentation, voir plus bas)

Préparation numérique. Afin de minimiser les erreurs d’arrondi, on peut préparecieefficients de
A en divisant la ligne.i par sup|ai j|. On assure ainsi que sjigi j| = 1 dans le souci de minimiser les
variations dans les coefficients et les pertes de préaigiopeuvent en résulter. Il faut aussi remarquer que
le choix des pivots’'est pas anodinon choisira en général le pivot de module maximum.

Exercice 2.4.0n consideére le systengs; + X, = 1 etx; + X, = 2 avece = 10~°. Résoudre ce systéme en
prenants pour pivot, puis en prenant 1 comme pivot. Dans ces calcufeedravaillera qu’avec 8 chiffres
significatifs (typefloat ). Comparer puis discuter les résultats.

Impl @émentation. Aprés ces préparations, passons a I'implémentatidiali@rithme de Gauss ou, si
vous préférez, de la variante de Gauss-Jordan.

Exercice/P 2.5.Ecrire une fonction mettant en ceuvre la méthode de Gauss :

template <typename T>
T gauss( Matrix<T>& a, Matrix<T>& m )

Ici a est la matrice initiale que sera transformée au cours tgolhme, etm est la matrice accompa-
gnatrice de sorte que*a reste constant. La valeur renvoyée est le déterminara detrice initiale.

Attention. — L'implémentation proposée ici opére directement sardeux matrices et m passées par
référence. (Justifier le choix de ce mode de passage.)rsucatrice auxiliaire, notég plus haut, n’est
construite explicitement : ce serait trés colteux etili@utent compliqué. (Expliquer pourquoi.)

Verification. — Pour une application numérique, veillez en particulipr@oarer la matrice. comme in-
diqué ci-dessus, et a choisir a chaque étape un pivobdieila maximal. Tester votre fonction sur quelques-
uns des exemples précédents, en utilisant le iqaeble puis le typeRationnel.

Exercice/P 2.6.Ecrire une fonction qui permet d’inverser une matrice pan&hode de Gauss. Tester les
matrices de Vandermondg et de HilbertH, vues plus haut. (Ne pas oublier la vérification du résiltat

Pour quels rangs le résultat est-il acceptable ? Pour quekst-il grossierement faux ? Que dire du temps
du calcul ? (Vous pouvez utiliser le fichieimer .hh pour chronométrer.)

Exercice/P 2.7.Parfois on ne veut que calculer le déterminan{Alesans pour autant calculét de
sorte queMA soit échelonnée. Pour ce cas particulier on pourrait@menter une fonction optimisée :
template <typename T> T det( const Matrix<T>& a ). Discuter la complexité de ce calcl.
votre avis, est-ce que le gain de performance justifie unéemgntation séparée ?

Exercice/P 2.8(optionnel) Ecrire un programme qui permet de lire une matécet un vecteuy d’un
fichier, puis résout le systemfex = y. Améliorez votre implémentation afin de déterminer nogaimage

d’'une matrice, par exemple
1-8 -9 -18
A— [2-11-12-29
=|1-8 -9 -10]"
05 6 -1
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2.2. Conditionnement. Pour toute méthode numérique il estimportant de compedagropagation
d’erreurs afin d’éviter un usage inapproprié. Ainsi tolgiogithme a ses limites inhérentes, parfois dues a
la méthode, parfois dictées par les données elles-méme

Exemple 2.9. On considere I'équatioAx =y avec
_ (0,780 0563 _ (0217
A= (0,913 0559) et y= (0,254) :
Lequel des deux résultats approchés suivants est meilleu
g [ +0,999 »_ (+0341
X= (71,001) ou x= (70,087) ?
Comme la solution exacte est souvent inconnue, on pouinagiement calculer les erreufAX—y| et

|AX —y| et chaisir la solution qui minimise cette erreur. Vérifierigi c’est X. En sachant que la solution
exacte esk = (f%) c’est pourtank Gui est nettement plus proche.

Comment expliquer puis quantifier ce phénomene étraigigposons, comme dans I'exemple, que
I'on travaille surE = R" ouE = C". On munit cet espace d’une norfie— R, x— |x|, habituellement la
norme euclidienné| = /Y 1_; [X/?. On regarde une matridede taillen x n comme application linéaire
E — E, et on définit sa norme pd\| := sup{|AX; |x| < 1}.

Remarque 2.10.La norme|A| mesure I'effet de« distorsion» : on aJAx < |A|-|x| pour toutx € E, et|A|
est la plus petite valeur possible pour cette inégalité &st diagonalisable, la nornj&| est simplement
la plus grande valeur propre en valeur absolue. (Exercice!)

Dans la suite on considere une matrisanversible et on s'intéresse a la stabilitte numérique du
systemeAx = y. Comment varie la solutior si I'on perturbe le vecteuy ? Soity’ = y+ oy et X' solu-

tion deAX =y'; on a donoX’ = x+ dx avecAdx = dy. Que dire de I'erreur relativ@%‘ par rapport a

I'erreur relative% ? D'une part on ady| < |A| - |6x| et|dx| < |A~1|-|dy|, donc
ENL YY)
AL I |

D’autre parton dy| < |A|- |x| et|x| < |A~2|-]y], donc
1 Joyl _ [oX |3y
— < — <condA)—-.

condA) bl = X - MMy

Ici on a introduit condA) := |A| - |A~1|, appelé leconditionnemende la matriceA.

Remarque 2.11.Chacune des inégalités précédentes devient ungé&palir un choix convenable geet
dy. Ainsi le conditionnement décrit comment une perturbatiey s’amplifie en une perturbation de

— On atoujours con@) = |A]-|A~Y > |AA L = |I| = 1.

— SicondA) est proche de 1, alors une petite perturbatiog éptraine une petite perturbationxle

— SicondA) est grand, une petite perturbationydgeut entrainer une grande perturbatiorxde
Ainsi un mauvais conditionnement de la matricanplique en général une perte de précision :

TypiquementondA) ~~ 10° veut dire que la dorge de y avec une @cision

de /¢ décimales ranea une solution x avec unegrision de/ — ¢ décimales.

Exemple 2.12.0n considereA = (£ 1%) avecA ™ = (' 19). Les valeurs propres d& sontA; = 7 —
5v2~ —0,071068 e\, = 7+ 5v/2~ 14,071, dondA| ~ 14,071. Les valeurs propres de ! sont—7+
5/2, donc|A~1| ~ 14,071 et con@A) ~ 198. Ceci indique quéx =y peut &tre sensible aux perturbations

dey. Effectivemenix= (3323) donnex= (8328), alors qUeAX = (éjgé) donnex = (’0("‘2127). On constate

gue le changement relatif erest plus grand que le changement relatif/en

Exercice 2.13.En utilisant un logiciel de calcul formel, calculer le cotiolinement des matrices de Van-
dermondé/, et de HilbertH,, de taillen x n. Expliquer ainsi les difficultés numériques rencongrises de
l'inversion de ces matrices. Est-ce que les mémes praséaa font sentir lors d’un calcul exact utilisant
le type Rationnel ? En revanche, quels problemes peuvent se présenteredeaisuil exact ?
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2.3. FactorisationLU. La méthode de Gauss admet de nombreuses variantes efligaéions a des
situations particulieres. Nous n’en mentionnons que d&upactorisation LU puis la méthode de Cholesky.
La factorisation ditedlU est un cas particulier de la méthode de Gauss ou I'on ¢Hoigjoursa;
comme pivot, sans jamais échanger de lignes. En générabefficient peut s’annuler, il faut donc une

hypothese supplémentaire :

Proposition 2.14. Si A= (g j) est une matrice i n telle que les n sous-matrices diagonalgs=

ap1 o Ak

< : : ) soient inversibles, alors il existe une matrice triangtdainférieure L et une matrice tri-
A1 Ak

angulaire su@rieure U telles que A= LU. Si I'on impose en outre que tous lefements diagonaux de L

soientégauxa 1, alors il y a unicié.

Exercice/M 2.15. Montrer la proposition en suivant la méthode de Gaussnt&wannée I'’hypothese, on
peut toujours choisia ; comme pivot. Vérifier que I'on construit ainsietU comme souhaité. Pour 'uni-
cité remarquer que le produit de deux matrices triangesaimférieures (resp. supérieures) est a nouveau
triangulaire inférieure (resp. supérieure).

Remarque 2.16.L’hypothese de la proposition est vérifiee pour les neaga diagonale dominanie’est-
a-dire vérifiana; j| > ¥ ;ilai j|. De telles matrices sont inversibles. Les hypothésesesurire vérifiees
pour les matricesynetriques @finies positivesc’est-a-direA' = A et\ViAv > 0 pour toutv # 0.

Remarque 2.17.Ll'intérét de la factorisationU réside dans le fait suivant : le systerhgx =y est
équivalent dw =y etUx = w; on est donc ramené a résoudre deux systemes triarggilai

Exercice/P 2.18.Ecrire un programme qui réalise la decompositich d’une matrice carréd et qui
utilise cette décompaosition pour résoudre des systdimEmresAx =y.

2.4. Méthode de Cholesky.La méthode de Cholesky est un cas particulier de la faetiioisLU
appliqguée aux matrices symétriques définies positives :

Proposition 2.19. Si A est une matrice syatrique cefinie positive, alors il existe une matrice triangulaire
inferieure B telle que A= BB'. Cette matrice est unique si I'on impose la conditigns 0 pour tout i.

Exemple 2.20.RegardonA = (_42 ;g). S'il existe B = (Eii bgz) de sorte qued = BB, alors on peut

déterminer ses coefficients un par un. D’abb%g: 4, on pose donbj; = 2. Ensuiteby1by; = —2, donc
bp1 = —1. Finalemenb3, + b3, = 10, dondd,; = 3. On vérifie aisement quBB' = A, comme souhaité.

Exercice/M 2.21. Montrer que la méthode esquissée se généralise anmittéce symétrique définie po-
sitive de taillen x n, ce qui démontre la proposition. Veérifier aussi que toutdrive A = BB, avecB
inversible, est symétrique définie positive. La congtamcprécédente dB, dans le cas de réussite, consti-
tue donc une preuve queest définie positive.

Exercice/P 2.22.Ecrire un programme qui vérifie si une matridest symétrique définie positive et qui,
dans l'affirmative, donne une matrice triangulaire irdéreB a coefficients diagonaux positifs telle que
A= BB. A cet effet on chercher par la méthode des coefficients indéterminés.

Exercice/P 2.23.Adapter la méthode de Cholesky pour décomposer, quaadesepossible, une matrice
symeétrique sous la formBDB' ou D est diagonale B est triangulaire inférieure aveg;j = 1. Comme
application analyser la matrice suivante. Est-elle défpusitive ?

20 5-1 20

— 510 5
A= (1021)'

20 5-1 20

10 -2-2 1111
Exercice/P 2.24.Calculer l'inverse de la matrick = (4 §) ot A= (02 L2 ‘02> etB = (% 11 %) :
220 1 1111

Expliquer la méthode suivie.
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PROJET XVl

Classement de pages wedla Google

Objectifs

» Comprendre le fonctionnement de Google, un outil de reti@eomniprésent.
» Résoudre un systeme linéaire creux par une méthodité bien adaptée.

Ce projet implémente la technique utilisée par Googlenoteur de recherche généraliste qui a vu un
succes fulgurant depuis sa naissance en 1998. Le poimtg@bogle est qu'il trigpar ordre d'importance
les résultats d’'une requéte, c’est-a-dire les pagesassbciées aux mots-clés donnés. On s’intéresse ici
de plus pres a I'algorithme de classement, qui est a fadioiple et ingénieux. Il s'agit essentiellement de
résoudre un immense systeme d’équations linéaires.

[1] Vous trouvez un développement détaille dans I'#&tiComment fonctionne Googleddnt ce
projet ne donne qu’un résumé. Cet article discute lesvatitins et la modélisation générale,
alors que ce projet se concentrera sur I'implémentation.

[2] Si vous préférez aller aux sources, et avoir une priggn plus informatique, vous pouvez
consulter I'article fondateur : S. Brin et L. Pagéie Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web
Search EngingStanford University 1998. (Pour le trouver, utiliser Gteogt)

[3] Si vous voulez savoir plus sur la foudroyante histoirel’datreprise Google, ses légendes et
anecdotes, vous lirez avec profit le récent livre de Davige\8t Mark Malseedzoogle story
Dunod, Paris 2006.

Sommaire

1. Marche aléatoire sur la toile. 1.1. Que fait un moteur de recherche ? 1.2. Matrice de tiansit
1.3. Mesures invariantes. 1.4. Le modele utilisé par Gmog

2. Implémentation en C++.2.1. Matrices creuses provenantde graphes. 2.2. La mgitévdtive.

1. Marche aléatoire sur la toile

1.1. Que fait un moteur de recherche ?A premiére vue, le principe d’'un moteur de recherche est
simple : on copie les pages web concernées en mémoire|québ on trie le contenu (les mots-clés) par
ordre alphabétique afin d’effectuer des recherches lesigunerequéteest la donnée d’'un ou plusieurs
mots-clés; laréponseest une liste des pages contenant les mots-clés reclselClest en gros ce que
faisaient les moteurs de recherche, dits de premierergéan, dans les années 1990.

L'énorme quantité des données entraine de sérieudgmes car le nombre des documents a gérer est
énorme et rien que le stockage et la gestion efficaces pdssriéfis considérables. Plus délicat encore :
les pages trouvées sont souvent trop nombreuses, il fauat € choisir les plus pertinentes. La grande
innovation apportée par Google en 1998 est le tri des pamesgre d'importance. Ce qui est frappant est
que cet ordre correspond assez précisément aux attergesilisateurs.

Exemple 1.1. Par exemple, si vous vous intéressez a la programmatiaustfaites chercher les mots-clés

« C++ compilem, vous trouverez quelques millions de pages. Des pagesiamtes commecc.gnu. org

se trouvent quelque part en téte du classement, ce quesstisonnable. Par contre, une petite page per-
sonnelle, ou I'auteur mentionne qu’il ne connait rien dutGt n'arrive pas a compiler, ne figurera que
vers la fin de la liste, ce qui est également raisonnable.r@@mh Google distingue-t-il les deux ?
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Selon les informations fournies par I'entreprise ellernme&(voir www.google.com/corporate),
'index de Google porte sur plus de 8 milliards d’adresseb {@n avril 2007). Une bonne partie des
informations répertoriées, pages web et documents asnekangent frequemment. Il est donc hors de
guestion de les classer manuellement, par des étres hsimeénserait trop colteux, trop lent et jamais
a jour. L'importance d'une page doit donc étre détemeile maniere automatisée, par un algorithme.
Comment est-ce possible ?

On ne va pas chercher a définir exactement ce qui est I'itapoe d’'une page web. (Peut-il y en avoir
une définition objective précise ?) Notre approche sara plodeste : le mieux que I'on puisse espérer est
gue notre modele dégage un résultat approchebien I'importanceressentiepar les utilisateurs. Lidée
est plutdt de considérer la popularité des pages webt-a'@lire leur fréquentation moyenne.

1.2. Matrice de transition. Dans la suite nous modélisons un surfeur aléatoire quit feEais rien
mais qui clique au hasard. Ainsi ce n’est pas le contenu dgsspaeb qui soit pris en compte, mais
uniguement la structure du graphe formé par les pageslatssntre elles. On renvoie a I'article [1] pour
des arguments en faveur de ce modele.

On considéere des pages numérotées par. . Chaque pag¢ émet un certain nombr§ de liens.
On peut supposet; > 1; si jamais une page n'émet pas de liens on peut la fairaqroners elle-méme.
Pour tout couple d'indiceis j € [1,n] on définit un coefficiensy; par

a {% si la pagej émet un lien vers la page

0 sinon.

On interprétes;j comme la probabilité d’aller de la pagé la page, en suivant un deg; liens au hasard.
La marche atatoireassociée consiste a se balader sur le graphe suivanbleatyplitésa;; .
Selon sa définition, notre matride= (a;j ) vérifie

aj >0 pour touti, j et
Zajj =1 pour toutj,
|

ce que I'on appelle unmatrice stochastiqué noter que la somme de chaque colonne vaut 1, mais on ne
peut en général rien dire sur la somme dans une ligne.

1.3. Mesures invariantes.Supposons qu’un vectexre R" vérifie

xj >0 pourtoutjet % xj=1,
]

ce que I'on appelle unecteur stochastiqueu unemesure de probabiktsur les pages,1..,n: on in-
terpretex; comme la probabilité de se trouver sur la page

Effectuons un pas dans la marche aléatoire : avec protéahilbn démarre sur la page puis on suit
le lien j — i avec probabilitéy;. Ce chemin nous fait tomber sur la page/ec une probabilité;; x;. Au
total, la probabilité d’arriver sur la paggepar n’importe quel chemin, est la somme

Yi= ) aijx;.
]
Autrement dit, un pas dans la marche aléatoire correspdapplication linéaire
T:R"—=R", x—y=Ax

Exercice/M 1.2. Soit A une matrice stochastique. Majorer la normeyde Ax en fonction de la norme de
X. Que peut-on en déduire pour les valeurs propres, ael plus précisément pour le rayon spectralhde
Six est un vecteur stochastique ¢ 0, |x| = 1), vérifier que 'imagey = Ax est a nouveau stochastique.

Définition 1.3. Une mesure de probabilife vérifianty = T(u) est appelée unmesure invarianteu une
mesure cequilibre. En termes d’algébre linéaire c’est un vecteur propre@ssa la valeur propre 1. En
termes d’analysey est un point fixe de I'applicatiom.
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1.4. Le mockle utilisé par Google. Pour des raisons expliquées dans [1], Google utilise uneteod
plus raffiné, dépendant d’'un parametre [0,1] :
— Avec probabilitéc, le surfeur abandonne la page actuelle et recommence sutasmepages du
web, choisie de maniere équiprobable.
— Avec probabilité 1, le surfeur suit un des liens de la page actuglihoisi de maniére équiprobable
parmi tous leg; liens émis. (C’est la marche aléatoire discutée cideys
Ce modele se formalise comme I'application

T:R"—R", T(u)=ce+(1—c)Au

ou A est la matrice stochastique définie &n2, et le vecteur stochastique= (%7...,%) correspond a

I'équiprobabilité sur toutes les pages. Pout 0 on obtient donc exactement le modele initial.

Proposition 1.4. Soit A une matrice stochastique et i — ce + (1— c)Au avec une constante«|0, 1].
Alors I'application T admet une unique mesure invariaate- T(u). De plus, pour toute mesure initiale
uO la suite iereeu™t = T(u") converge vers I'unique point fixe= T (u).

C’est cette mesure invariante qui nous intéressera dans la suite et que I'on intermm&temme
mesure d’'importance. On la calculera d’ailleurs par lahuoée itérative de la proposition.

Exercice/M 1.5. Prouver cette proposition en montrant quest contractante pour la norre = 3 | til.
(L'intérét n’est pas de recopier la preuve de quelgu’waud’e ; essayez plutdt de refaire la démonstration
vous-mémes et d'ainsi vérifier votre compréhension dgsraents.) Quelle est la constante de contraction ?
Majorer I'erreur|u — u"| en fonction deu™ et u"~*. Que peut-on dire de la vitesse de convergence ?

Exercice/M 1.6. Est-ce une bonne idée de prendee 1 pour calculer le classement des pages web ? D’'un
autre coté, montrer par un exemple que la proposition easséapouc = 0.

Un bon choix dec se situe donc quelque part entre 0 et 1. En termes probabil%sEst lenombre
moyende liens suivis avant de recommencer sur une page alédfoirgenéral on choisira la constaate
positive mais proche de zéro. Par exemple,0,15 correspond a suivre 7 liens en moyenne.

2. Implémentation en C++

Passons a I'implémentation de I'algorithme discut@essus. Le logiciel qui en résulte sera plutdt
court (environ 40 lignes pour le calcul de plus quelques fonctions auxiliaires d’entrée-sortidar \®
fichier graphe.cc). Néanmoins il est important de préméditer la fagon g@nt nous nous y prendrons.

2.1. Matrices creuses provenant de graphesRappelons qu’en réalité la matrideest trés grande :
en 2004 Google affirmait que le classement est effectué grace a la résolution dameation de 500
millions de variables et de plus de 3 milliards de termeSomment est-ce possible ?

Certes, il est envisageable de stocker une matrice XA@DO sous le format usuel, c’est-a-dire dans
un grand tableau de §@oefficients indexés pdi, j) € [1, 100(]]2. Ceci est hors de question pour une
matricen x navecn ~ 10°, voiren ~ 108

Heureusement dans notre cas la plupart des coefficientz&etcar une page n’émet que quelques
dizaines de liens typiquement. Dans ce cas il suffit de stdekecoefficients non nuls, dont le nombre est
d’ordren et nonn?. Une telle matrice est appelésuse(ou sparseen anglais).

Pour des applicationsgalistes il est doncéctessaire d'im@menter

O , A .
des structures et desathodes sgcialisees aux matrices creuses.

Exercice/P 2.1.Pour simplifier, nous allons spécialiser notre impléragoh aux matrices creuses prove-
nant de graphes. On peut implémenter la structure de g@apghme suit :

typedef unsigned int  Page; // les pages forment les sommets du graphe
typedef vector<Page> Liste; // les liens forment les arrétes (orientées)
typedef vector<Liste> Graphe; // les pages et les liens forment le graphe
typedef vector<double> Mesure; // mesure de probabilité sur les sommets
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Pour I'entrée-sortie il faut fixer une notation convenalllans le graphe ci-dessous la pagemet des
liens vers les pageg,3,4,5,6. Ceci est noté simplement par.2,3,4,5,6; comme dans le fichier
graphel.mat. Le graphe tout entier s’écrit comme

Graphe( 1:2,3,4,5,6; 2:1,3; 3:1,4; 4:1,5; 5:1,2; 6:7,8,9; 7:8,1; 8:6;

9:8,10; 10:6,11,12,13,14; 11:10,12; 12:10,13; 13:10,14; 14:10,11; )
L'entrée sous ce format-ci est déja implémentée darikhier graphe. cc. Essayez de comprendre son
fonctionnement, puis ajouter I'opérateur de sortie.

2.2. La méthode iterative.

Exercice/P 2.2.Implémenter une fonctiomesure_invariante qui calcule la mesure invarianted’un
grapheG. Comme motivé plus haut, on utilise un paramefrgui prend la valeur (5 par défaut.

typedef vector<double> Mesure;
void mesure_invariante( const Graph& g, Mesure& m, const double c=0.15 );

Essayer de n'utiliser que les deux objgt®t m ainsi qu’une copie da durantsa mise a jour; nila matrice
A ni le vecteure ne figureront explicitement dans I'implémentation. Noappelons que la construction
explicite de la matrice dengesera catastrophique pour toute application réaliste.

Exercice/P 2.3(tests en taille minuscule)lestez votre implémentation sur les deux exemples donnés
dans les fichiergraphel.mat et graphe2.mat. Avant les calculs, quels résultats prédirez-vous. Quel
résultats obtient-on powr= 0 et pourc =1 ? Pourc = 0,05, ...,0.95 ? Ces résultats sont-ils plausibles ?

Exercice/P 2.4(tests en taille moyennePour des exemples un peu plus grands et donc un peu plus
réalistes, regardez les fichiegzaphe100.mat et graphe1000.mat, qui donnent deux graphes a 100
et 1000 sommets respectivement. Peut-on deviner sand qakdles pages se dégageront comme les plus
populaires ? Est-il envisageable de résoudre I'équatjon- u par la méthode de Gauss ? En utilisant votre
implémentation, trouvez les cing pages les plus frecgesn{= populaires = importantes ?) ainsi que leur
mesure calculée. Est-ce que le calcul s’effectue dansmpseaisonnable ?

Exercice/P 2.5extrapolation a une échelle réalist&jotre implémentation marchera-t-elle pour des graphes
encore plus grands ? Quel temps d’exécution faudra-tviren et de quels parametres dépend-il? (Vous
pouvez extrapoler ou, pour étre plus précis, créer detggmaléatoires via la fonctiarandom implémentée
dansgraphe. cc puis mesurer le temps d’exécution.) Est-ce une méthaaepble a I'échelle grandeur
nature» de l'internet?

Exercice/P 2.6(expérience de manipulatianCréez une copie du fichiegraphe1000.mat nommée
graphe1000bis.mat. Essayez de manipuler ce graphe pour que votre page geégf@isons la page 1)
arrive en téte du classement. Dans une situation réalistes ne pouvez évidemment pas changer les pages
des autres, mais vous pouvez adapter les votres. La teghdigjouter des pages et des liens a des fins
stratégiques s’appellelink farming » en anglais. Comment le faire de maniere bien camouflée hi&orin
I'entreprise Google peut-elle réagir a ces tentativesidaipulations ? De maniére générale, quelles autres
stratégies voyez-vous pour améliorer le classement tte page préférée ?
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