To explain all nature is too difficult a task for any one man
or even for any one age. ‘Tis much better to do a little withtaieity,
and leave the rest for others that come after you, than toa@xlll things.
Isaac Newton (1642-1727)

CHAPITRE XVII

M éthodes ieratives pour la résolution d'équations

Objectif. Les méthodes itératives figurent parmiles méthodesanigmés les plus courantes et le plus
puissantes. L'idée est de partir d’'une valeur approcb@avent grossiere) de la solution, puis d’augmenter
la précision par I'application itérée d’un algorithmiei choisi.

Dans ce chapitre nous discutons deux méthodes itérati@ssiques : la méthode du point fixe pour
résoudre une équation du typex) = x ou f est une fonction contractante, puis son raffinement, |& ottt
de Newton pour résoudrigx) = 0 ou f est une fonction dérivable. Pour des compléments voivte te
J.-P. DemaillyAnalyse nur@rique etequations di#rentielles EDP Sciences, 1996.
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Retour sur la méthode dichotomique

Commencons par la méthodear tatonnement que I'on appelle plus savammenta méthode di-
chotomique;. Cette méthode a le mérite d’etre €élémentaire, médgsaetleux inconvénients : d’abord elle
ne converge que lentement, puis implémentée naiveraeet es arrondis aléatoires) elle peut étre inuti-
lisable a cause des phénomenes de bruit, déja dssautéhapitreXV, §5.6.

Exemple 0.1.Le programmedichotomie.cc résout le probleme de bruit par un calcul fiable basé sur
I'arithmétique d’intervalles. (Le lire puis le tester.pldifficulté principale est d’implémenter soigneuse-
ment la fonction donnéé: R — R selon I'arithmétique d'intervalles arrondie en une fooict

Interval f( const Interval& x )
D’une part il faut garantir 'encadrement de I'image exaeted’autre part cet encadrement doit &tre assez
précis, c'est-a-dire on veut éviter des sur-encadrésngmossiers. Discuter I'importance de ces prérequis
pour la correction et I'efficacité de la méthode dichotqua. Puis analyser brievement comment satisfaire
ces exigences pour un polyndme comffig) = x® — 9x> 4 30x* — 40x® + 48x — 32,

Exemple 0.2.La méthode dichotomique se généralise du cas unidimenslf: R — R aux fonctions
f: R™— R", disons aveen = n = 2 pour fixer les idées. Si cela vous intéresse, vous powegarder le
film www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Movie/movie_undergraduate.mpg puis ana-
lyser la méthode proposée. Essayez d'abord de déaaigotithme plus en détail : comme avant la prin-
cipale difficulte est de bien implémentérselon I'arithmétique d'intervalles arrondiEtant donnée une
telle implémentation dd, formulez I'algorithme dichotomique puis prouver sa coti@n. (Si vous étes
courageux, vous pouvez I'implémenter en partant du progradichotomie.cc.)

Dans ce chapitre nous chercherons a obtenir des méthédasvies qui convergent plus rapidement
et qui seront plus faciles a implémenter que la méthodeadomique. Nous développons I'essentiel de la
théorie, le théoreme du point fixe et la méthode de Neygouns une forme préte a programmer. Par contre,
la problématique des calculs fiables sera (temporairémégligé afin de ne pas encombrer la premiere
présentation. Ceci est partiellement justifié par le geitune fonction contractante soit numériquement
stable, et lors des itérations les erreurs accumuléetdsornées (et on espere méme négligeables).
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Chapitre XVII — Méthodes itératives pour la résolutiodglations

1. La méthode du point fixe

1.1. Dynamique autour d’un point fixe. Nous allons nous intéresser aux itérations d’'une fonctio
f: E — E, ou(E,d) est un espace métrique. TypiquemErgst une partie dBR™ etd: ExE — R estla
distance euclidienng(x,y) = 1/¥;(x — yi)2. La fonctionf peut étre compliquée, d’autant plus ses itérées
fo=fof,f3=fofof, f*=fofofof,... Nous ne calculonsjamais ces iterées toutes estii@us
supposons seulement qu'il est facile a évaluenun pointdonné, et nous allons suivre sa trajectoire :

Définition 1.1. Etant donnéé : E — E etune valeur initial& nous construisons Kuite ierative (Xn )nen
partant de par I'application itérée de la fonction de sorte quey, 1 = f(X,) pour toutn € N.

Le cas trivial est celui d’'upoint fixede f, c’est-a-dire d’'un poina € E tel quef(a) = a. Par contre,
le comportement dé dans un voisinage d’un point fixepeut nous donner des renseignements utiles :

Exemple 1.2. L'exemple le plus simple est une fonction linéafreR — R, f(Xx) = kxavec une constante
k € R. Elle admeta = 0 pour point fixe. Pouxy # 0 deux phénoménes peuvent se produire :

(1) Silk|l < 1, par exempld = % alors les images successivgs= f"(xg) s’approchent de, car
[f"(x0) —a| = |K|"- |[xo — @ — 0. On dit quea est un point fixeattractif (ou stablg.
(2) Silkl > 1, par exemplé& = 2, alors les images successivgs= f"(Xp) s'éloignent dea, car
[f"(x0) —a| = |K|" - |[%o — @ — . On dit quea est un point fixgépulsif (ouinstablg.
Exemple 1.3. Plus généralement, étudions une fonctiorR — R que I'on suppose continiment dérivable.
Comme avant nous supposons qu’elle admet un poingfixef (a).

(1) Supposons qui’(a)| < 1. Dans ce cas on peut choisir n'importe quelle consthrétle que
|f'(a)| < k< 1, etla continuité dé’ nous assure I'existence d’un voisinage- [a— €,a+ ¢ tel
que|f’(&)] < kpourtouté € V. Pour toutx € V nous pouvons ainsi majorer les accroissements :
il existe entrea etx tel quef(x) — f(a) = f/(£)(x—a), et par conséquent

[f(x) —a| = |f(x) - f(a)| =|f'(§)(x—a)| < klx—a].
Ainsi les images itérées dec V sont de plus en plus prochesaglus précisément :
[f"(x) —al <K"|x—a| pour toutn € N.
Autrement dita est un point fixettractif.

(2) Réciproquementl'inégalité’(a)| > 1 implique que f’| > k> 1 dans un voisinagé dea: toute
valeur initialex € V ~ {a} s’éloigne dea, dans le sens qué (x) —a| > k|x— a|. Autrement dit,
a est un point fixeépulsif

0 Astuce. —Dans ce cas on peut inverserau moins localement : la restrictidy : V — U

est une bijection d¥ surU = (V) ; son inversg = f |, est une fonction continiment dérivable

avecg(a) = aetg'(a) = f,%a). (Le prouver.) On peut ainsi se ramener au premier cas.

(3) Dans le cas douteux’(a)| = 1, une analyse plus fine s'impose. Pout x — X le point fixe
a= 0 est attractif, poux — x+x° il est répulsif. (Le détailler.) Pour— x+ X2 il est attractif &
gauche mais répulsif & droite, pour— x — x2 c’est I'inverse. (Le détailler.)

Remarque 1.4.En dimension> 2 la situation peut &tre plus complexe. Considérons urpicgbion
linéaire (}) ({‘) 2) (). Si|A],|u| < 1, le point fixea = O est attractif. SiA|,|u| > 1, il est répulsif.
Si|A| <1< |u], il existe une direction stable et une direction instable.

1.2. Espaces rétriques. Etant donné un ensemtieet une suitéx,)ncy dansg, comment définir la
notion de convergence ? La fagon la plus commode seraispgestr d’'une notion de distandéx,y) entre
deux points,y € E, c’est-a-dire une applicatioch: E x E — R. Pour que la distance se comporte comme
on le souhaite, nous exigeons les trois propriétés stégan

Positivite: d(x,y) > 0 pour toutx,y € E, avecd(x,y) = O si et seulement si=y.
Synetrie: d(x,y) = d(y,x) pour toutx,y € E.
Inégalit triangulaire: d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) pour toutx,y,z€ E.
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§1 — La méthode du point fixe 313

Sid: E x E — R satisfait a ces axiomes, on appellenemétriquesurE, et la paire(E,d) est appelée un
espace ratrique (Souvent on appellE un espace métrique gdiest sous-entendue sans équivoque.)

Exemple 1.5. Tout ensembl& peut &tre muni de Imétrique discete d: E x E — R définie pad(x,y) =0
six=y, etd(x,y) = 1 six#y. (Exercice.) C'est gratuit et peu intéressant.

Exemple 1.6.SurR on a bien sir la métrique usueliéx,y) = |[x —y|. LensembleR™ peut étre muni

de la métrique euclidienn#(x,y) = /Y k(% — Yk)?. Plus généralement, pour topt> 1, on obtient une
meétriquedp(X.y) = (S [X — Y|P)/P. Pourp = e on posetke(X,y) = SUR, X — Yil-

(Pour ces métriques la positivité et la symétrie sont @diates, mais I'inégalité triangulaire est délicate.
C’est un bon exercice de révision si vous I'avez déja vu.)

Exemple 1.7. Si (E,d) est un espace métriquefetC E est une partie, alor$, dr ) est un espace métrique
muni de la métriquinduite = :=d|g«r: F x F — R obtenue par restriction. Ainsi toute partie ®I® est
munie de la métriqudp héritée deR™.

Définition 1.8. Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suitg),n dansE convergeversa € E
(pour la métriqued) si la distancel(x,,a) converge vers 0. Plus explicitement : pour teut O il existe
N € N tel qued(xy,a) < € pour toutn > N.

Exercicel.9. Veérifier que sutR? toutes les métriquedy coincident. Dans le plaR? dessiner la« boule» B(0,1) =

{x € R?|d(x,0) < 1} de rayon 1 autour de 0 pour les métriqaesd,, d... Bien que ces métriques soient distinctes,
la notion de convergence est la méme : une syiansRk? converge vers pour la métriquedp si et seulement si
converge vers pour la métriquedy. Il existe des constantes, 3 > 0 telles quexdp(x,y) < dg(x,y) < Bdp(X,y). On

dit que ces métriques soaguivalentes

1.3. Fonctions contractantes.Souvent I'equation a résoudre se préseni®oici une fonctio
(ou peut se reformuler) comme un probléme de point fikg = x. Cette ap-
proche se préte a une vaste généralité qui s’avesadtile. Soulignons d’abord
le caractére purementéetrique:

Définition 1.10. Soit (E,d) un espace métrique, sdit E — E une applica-
tion, et soitk < 1 une constante. On dit quieestcontractantede rapportk

si d(f(x), f(y)) < kd(x,y) pour toutx,y € E. Autrement dit, I'applicationf

rapproche les points au moins de rappo(toujours aved < 1 fixé).

Remarque 1.11.Soitl C R un intervalle et soiff : | — R une fonction dérivable. On poge= sup |f’|.
Alors f est contractante &< 1. Effectivement, pour towty € | le théoreme des accroissements finis nous
assure gu'il existé€ entrex ety tel quef (x) — f(y) = f/(&)(x—y), donc|f(x) — f(y)| < kx—y]|.

Exercicel.12 Prouver un critére analogue pofir | — R™ sur une partie convexec R™.
Attention. —II ne suffit pas de supposerc R™ connexe. (Esquisser un contre-exemple.)

Exercicel.13 Comme on a vu, la convergence d’'une suitevers un pointx est une propriété topologique : elle
ne change pas lorsqu’on remplace la métrigusar une métrique équivalente. Par contre la proprigtéedfonction
d'étre contractante dépend de la métrique. En s'inapita la figure ci-dessus, regardons la fonction affin®2 — R?
donnée paff (y) =k (5954 - Sna) . (§) + (§). Verifier que pour la métrique, cette application est contractante si et
seulement sk < 1. Poura = § etk proche de 1, I'applicatiori n'est pas contractante par rapport a la métridyeni

par rapport a la métrique,.

1.4. Le theoreme du point fixe. Intuitivement, une fonction contractante E — E se contracte sur
un point, 'unique point fixe dé. Le but de ce paragraphe est justement d’établir ce émeey dit de point
fixe. Malheureusement l'intuition trompe facilement : lémgarucial est lexistencel’un point fixe.

Exemple 1.14.Comme on a vu au chapitk&/, l'itération de la fonctionf (x) = %(x—i— )—2() permet d’appro-
cher la valeur da/2, 'unique point fixe def. Restreint a I'intervallé = [1, +oo| il s’agit d’une fonction
contractante car la dérivéfé(x) = 3 — = est a valeur dans-3, 3.

Dans la pratique on ne calcule qu'avec des nombres ratisneiesurE = [1,+c[NQ la restriction
h= f|e: E — E est toujours contractante. Mais, malheureusement, ell@lo’s de point fixe dars : le

probleme est que I'espa&econtienne des trousy, il n'est pas ce que I'on appelE@mplet
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314 Chapitre XVII — Méthodes itératives pour la résolutiodglations

Définition 1.15. Une suite(X,)ney dans un espace métriqug, d) est ditede Cauchysi pour toute > 0 il
existeN € N tel qued(xn,Xm) < € pour toutn,m > N.

Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproguialesse en général : regarder une suite
dansQ qui converge vers/2 € R. On arrive ainsi a la définition suivante :

Définition 1.16. Un espace métriquie, d) estcompletsi toute suite de Cauchy converge.

Remarque 1.17.L'espaceR avec la métrique usuelle est complet. L'esp&Etavec la métriquel, est
complet, quelque soip € [1,[. Il en est de méme pour tout sous-ensenfble®. (Le montrer.) Par
exemple, tout intervalle fermf,b] C R avec la métrique induite est un espace métrique compéet. P
contreQ C R n’est pas complet.

Les espaces métriques complets sont tres importantsadysarparce qu'ils permettent denstruire
certains objets comme limites de suites de Cauchy, I'existétant assurée par I’hypothése de complétude.
En voici un exemple fondamental aussi bien pour la théareegpur le calcul numérique :

Théoreme 1.18le théoreme du point fixe)Soit(E, d) un espace gtrique complet et soit:fE — E une
application contractante de rapportk 1. Alors :

(1) Il existe un et un seul point@ E vérifiant f(a) = a.

(2) Pour tout % € E la suite iErative %1 = f(xy) converge vers a,érifiant d(x,,a) < k"d(xp,a).
La convergence est donc au moins aussi rapide que celle detéaggonétrique K' — 0.

(3) Pour le calcul concret on a la majoration d’erreur(xh, a) < %(d(xn,xn,l).

Remarque. —Pour le calcul concret on suppose, comme dans les exemj@egdants, que I'on sache
calculent, 1 = f(xn) & partir dex,. Par contre on ignore typiquement la valeur linsit®ans cette situation
l'inégalité d(xn,a) < %(d(xn,xn,l) nous est trés utile car elle permet de majorer la distanda daleur
approchéex, a la valeur inconnua en fonction dex, et x,_1 seulement. Contrairementdix,,a), la
quantitéﬁd(xn,xn,l) est en général trés facile a calculer.

DEMONSTRATION. Unicite. —Sia, b € E sont deux points fixes d’'une fonction contractante de rap-
portk < 1, alorsd(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a,b) entrained(a,b) = 0 donca = b.
Existence. —bne récurrence facile monttxn, 1,%n) < k"d(x1,%0) pour toutn € N, puis
d(Xntp,Xn) < d(Xnpp, Xngp-1) + -+ d(Xns2, Xn+1) + A (Xns2, %)

n

< (KP4 K+ KO d (X1, %) < 1A (Xe,Xo0)

pour toutn, p € N. La suite(xn)nen €St donc de Cauchy et converge puis@uest complet. Notona sa
limite, et vérifions qu’il s’agit d’'un point fixe : I'applidéon f, étant contractante, est continue. L'équation
de récurrencgn; 1 = f(xy) donne don@ = Ilimxp,1 =lim f (xy) = f(limxy) = f(a).

Vitesse de convergence. ©n ad(xn,a) < k"d(xp,a), donc pour toute valeur initiabe) € E la suite
iterativex, 1 = f(xn) converge vers le point fixa. Pour estimer la distance ag a a, on a la majoration
d(Xntp,Xn) < %(d(xn,xn,l). Le passage a la limitp — c donne I'inégalité cherchée. O

Exemple 1.19.Dans notre exemple préféré la fonctibn[1,2] — [1,2], f(X) = %(x+ %) est contractante
de rapportk = % Le théoreme affirme donc que pour toute valeur initigJes [1,2] la suite itérative
Xni1 = f(xn) converge vers I'unique point fix@= /2, et quex, —a| < (%)”|x0 —a. (La convergence est
en fait beaucoup plus rapide que celle de la suite g’eoqum(%)n — 0, voir plus bas.)

Remarque 1.20.La majoratiord(x,,a) < k"d(xp,a), donne—logd(xn,a) > —logd(xg,a) —nlog(k). Dans

le caskE = R le nombre de décimales exactesxje&eomme approximation dea est donc minoré par une
fonction affine den. On parle d’uneconvergence li@aire On remarquera que la constante de contraction
k < 1 influence sensiblement la vitesse de convergence.

Exemple 1.21.Soulignons que la majoratiai(xn,xn—1) < € n'implique pas forcéement qu(x,,a) < €.

Il faut tenir compte du facteuiék - appliquons la condition d’arrgk, — x,_1| < 10~ a l'itération de

f: R—R, f(x) =0,999999xet la valeur initialexg = 100. Cette fonction est contractante, mais seulement
tres faiblement xg = 100 etx; = 99,9999 sont proches, mais encore loin du point &ixe 0.
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Exemple 1.22.Pour appliquer le théoréme il faut soigneusement vetdghypothesed titre d’avertis-
sement, voici quelques exemples voisins ou le théoramsapplique pas :

1) f:[0,]] =R, f(x) =1+ %x est contractante mais n'admet pas de point fixe. Pourquoi?
(2) g:]0,1] —]0,1], g(x) = %x est contractante mais n'admet pas de point fixe. Pourquoi ?
(3) Surk =[1,2]nQ la fonctionh(x) = %(x+ %) n’admet pas de point fixe. Pourquoi ?

(4) La fonctionf: R — R, f(x) = x+ p%ex vérifie 0< f/(x) < 1. Est-elle contractante? sur un
compacta, b] ? Admet-elle un point fixe ? Pourquoi le theoreme ne s'apit-il pas ?

1.5. Quelques applications.Pour f(a) = a et |f’(a)| < 1 nous avons vu qu'il existe un voisinage
V = [a—¢,a+ €] sur lequel la fonctiorf est contractante de rappdrt sup, |f'| < 1. Pour toutx € V
nous avonsf (x) —a| < k|x—aJ, doncf (V) C V, et nous pouvons appliquer le théoreme : pour xguat V
on a convergenog, — a de vitesse (au moins) linéaipg, —a| < k"|xo — a.

Remarque 1.23.Dans la pratique, on se donne souvent une fondtioR — R. Il faut d’abordexpliciter
un fermé&v C R tel quef (V) C V et une constantetelle que sup | f'| < k < 1. Ceci correspondlacaliser
le point fixea en explicitant un voisinagé qui soit suffisamment précis pour appliquer le theoreme.

0 Plus la constantkeest petite, plus la convergenice— 0 est rapide. Commieest minorée palrf’(a)|,
on a intérét a choisir plutdt upetit voisinageV dea, si possible, afin de minimisér

O Sisup, |f'| > 1, alors on a choidf trop grand et il faut recommencer avec un fermé mieux al&it”
I'on sait d’avance qu¥ ne contient pas de point fixe, ou si le point fxgérifie | f'(a)| > 1, il est inutile
d’insister : le théoreme ne pourra pas s’appliquer.

Exemple 1.24.0n se propose d’approcher I'unique solutioa R de I'équatiorx = cosx.

Exercice péparatoire. —Tracer sommairement le graphe de xa@din de localiser la solution. (Il n'y
a qu’'une seule.) Déterminer un intervalleb] sur lequel le théoreme du point fixe s’applique. Quelle
constante de contraction obtenez-vous ?

Calcul nungrique. —Le programmeiter1.cc calcule la suite itérative,, 1 = cosx, a partirdexo =0. La
suite converge numériquement, mais cette observatioliriggmg ne remplace pas I'analyse mathématique
pr'ec'edenteEtant donnée la constante de contractipie programme peut déterminer la marge d’erreur
%an —Xn—1|. Ainsi on itere jusqu’a la précisionsouhaitée, et on peut conclure dug— x| < €.

Exercice 1.25.Encadrer les solutions réelles de I'equation(gxp= x° a 1078 prés.

Indication. — Reformuler le probleme sous forme de point fiké) = x. Tracer sommairement le graphe
de f ; il y a deux solutions. Les points fixes sont ils attractifsrépulsifs ? Dans le cas attractif, appliquer
le theoréme du point fixe. Dans le cas répulsif passefanietion inversef 1.

VTR V-
Exercice/M1.26 On se propose d’analyser 'applicatién R? — R?, f (}) = ( ?:jiig )
T2y
Déterminer les points fixes die puis calculer la dérivée:,’—)g) dans ces points. Quelles sont les valeurs propres ?
Les points fixes sont-ils attractifs ? Srile point fixe non attractif dé. Montrer quef est localement inversible autour
dex, c’est-a-dire il existe un voisinagé dex tel quef|y: V — U soit une bijection sud := f(V), et que I'inverse
g= f|\71: U — V soit une application continliment dérivable. Est-ce guedint fixex est attractif poug ?

Exercice/M1.27. Quels sont les points fixes de I'applicatibnR? — R, (x,y) — (X5, /Xy) ?Ecrire un programme
qui calcule une valeur approchée de la limitefing, "(x,y) et admirer la vitesse.

Remarque. —La limite AGM(x,y) := lim f"(x,y) est un compromis astucieux, inventé par Gauss, entre lamnay
arithmétique%’ et la moyenne géométriqugxy. Pour cette raison on appelle la valeAGM(x,y) la moyenne

arithmeético-géomeétriqueou arithmetic-geometric meagn anglais.

Quelques pistes de réflexion.Gemment expliquer la convergence super-rapide ? La famdtst-elle contractante ?
Est-ce que la suite itérativié'(x, y) converge pour touix,y) € ]Ri ? Dans quel sens est-ce que la fonctioncontracte
vers la diagonale ? Pour un poingx, x) de la diagonale calculer la dérivée dans la directionogtinale(1, —1). Dans
quel sens la diagonale est-edsuper-attractive ? (Voir la suite.)
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2. La méthode de Newton

2.1. Vitesse de convergenceRegardons a nouveau la dynamique autour d’un point fixadiitr soit
@: R — R une fonction continlment dérivable, et s@it ¢(a) un point fixe vérifiantg/(a)| < 1. On a vu
que dans un voisinage= [a— &,a+ €], la fonctiong est contractante de rappért sup, |¢/| < 1, et pour
toutxp € V on a convergence linéairé@"(xp) — al < k"xo — al. Le casg/(a) = 0 est particulier : quand
¢"(Xo) approches, la fonctiong contracte de plus en plus fortement, ce qui accélere laszgence :

Remarque 2.1.Soit : R — R de classeC? telle quep(a) = a et ¢/(a) = 0. SoitV = [a—¢€,a+ €] et
M :=max, |¢"|. D’aprés le développement de Taylor, pour twiltexiste £ entrea etx tel que

00 = 9(a) + (@) (x ) + 3¢/ (£)(x— )"

Pour toutxg € V ceci implique|@(xg) —a| < %|xo —al?. On conclut que pour toute valeur initiatg € V
verifiant|xp — a| < ﬁ on a une convergence particulierement rapide :

M M 2

Blo'(x) —al < (Flxo—al)” .
Ceci veut dire que le nombre de décimales exactes,de ¢"(xp) comme approximation da double a
chaque itération! C’est cette convergence super-rapidfai de cette observation un outil trés puissant :
si vous avez calculé une approximatignavec un 'ecar%|xn —a| < 2! pres, disons, l'itération suivante
ne laissera qu’un écaxt 22, celle d’aprés< 24, puis< 28, puis< 2716, puis< 232 etc.
Définition 2.2. Dans un espace métriqyE,d) soit (xn)ney UNE Suite convergente de limige On note
en = d(xn,a) I'écart entrex, et la limite cherchée, et on suppose, > 0 pour toutn.

(1) Ondit que la convergence est asymptotiquement (au miaiésire si lim sup% < 1.
Ceci équivaut a dire qu'il existe< 1 etng € N tels queen 1 < ke, pour toutn > n.
Dans le ca& = R, le nombre de décimales exactes est minoré par une foreffioe den.

(2) Ondit que la convergence est asymptotiquement (au mouadratiquesi Iimsup% < 400,
Ceci équivaut a dire qu'il existé € R, tel queey 1 < Ke2 pour toutn € N.
Dans le ca& = R, le nombre de décimales exactes double a peu pres aehtacation.

Exemple 2.3. Le théoreme du point fixe promet une convergence linébliogis avons vu la convergence
guadratique de la méthode de Newton-Héron au chaywre;3.1

Proposition 2.4. Soit U ¢ R™ un ouvert etp: U — R™ une application de classe®CSi ¢(a) = a et
¢ (a) = O alors existe un voisinage V de a tel qgf soit contractante de rappoé. Par congquent :

(1) Onag@(V) CV etpourtout ¥ €V la suite ierative x = ¢"(xg) converge vers a.
(2) La vitesse de convergence est au moinadire, [x, —a| <2 "|xg— 4.

(3) Finalement la convergence devient quadratigmg,1 — a < % % — al?.

Exercice/M 2.5. Prouver cette proposition dans le d&% en généralisant les arguments donnés [fur
(Cf. Demailly,§1V.2.3.) Ce résultat motive la définition suivante :

Définition 2.6. Soitg: R™> U — R™de class€?. Un point fixea = ¢(a) estsuper-attractifsi ¢/ (a) = 0.
Un voisinageV dea est ditnewtonierpour @ s'il satisfait aux conditions (1), (2), (3) ci-dessus.

2.2. Iteration de Newton. On cherche a résoudre une équation N
f(x) = 0 dansR™ dont on connait une solution approchage La
méthode de Newton permet de transformer I'equafior) = 0 en un
probleme de point fixgp(x) = x. Son intérét réside dans le fait que les
zéros def deviennent des points fixesiper-attractifspour ¢, ce qui
nous permettra des calculs extremement efficaces.

Au lieu d’une approche purement métrique a la méthodeaint p
fixe, on veut tirer profit du calcul différentiel! On appraetionc la fonc- A Xp:l  Xn
tion f par la tangente er,, c'est-a-diret(x) := f(Xn) + f/(Xn) (X — Xn)-
C’est I'approximation de Taylor d’ordre 1.

\/
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Pourx, 1 on prendra l'unique solution de I'équation affir{&) = 0, & SaV0iK,, 1 = Xn — f/(Xn) "2 f (Xn).
Autrement dit, pour approcher les zérosfden itére I'applicationp(x) = x — f/(x)~1f(x).

Théoreme 2.7(méthode de Newton, version qualitative§oit U ¢ R™ un ouvert et soit f U — R™ une
fonction de classe Ttelle que f(x) soit inversible pour tout x U. Alors la fonctiong: U — R™ définie
par @(x) = x— f/(x)"1f(x) est de classe £ les points fixes de sont exactement leéws de f, et en tout
point fixe a= ¢(a) la dérivee s’annule g/ (a) = 0.

Les zéros def deviennent ainsi des points fixes super-attractifggdeomme souhaité, et dans un
voisinage convenable on a convergence quadratique :

Corollaire 2.8. Soit f: R™ 5> U — R™ une fonction de classe3Get soit ac U une racine simple de
f, c’esta-dire f(a) = 0 a dérivee f(a) inversible. Alors il existe un rayod > 0 de sorte que la boule
B(a,0) = {xe R™| |[x—a| < &} soit contenue dans U et soit newtonienne pour

Exercice/M 2.9. Prouver ce théoreme et son corollaire (pouE 1 si vous voulez simplifier). Qu'obtient-
on quand on I'applique &: R, — R, f(x) =x"—a? Pour quelles valeurs initialeg I'itération de Newton
converge-t-elle? Comparer avec le résultat du chagitfe§3.1: en quoi notre formulation du théoréme
de Newton-Héron est-elle plus précise ou plus génénadele résultat qualitatif précédent ?

D

Heuristique : Si fa) = 0 et I'on dispose d’'une valeur initialeyx= a suffisamment prochg
de a, alors l'ieration de Newtonx= ¢"(xg) converge tés rapidement vers a.

2.3. Exemples.En vue d’'une implémentation sur ordinateur nous sousrelotes ici qu'il est raison-
nablement facile d’évaluef et f' enx,, c’est-a-dire on sait implémenter des approximation$ @g) et
de f/(x,) avec une précision et une efficacité satisfaisantest &ess pour tous nos exemples, mais pour
un probleme réaliste cette étape peut en elle-mémesséer une analyse approfondie. Nous supposerons
ce probléme résolu par une bibliotheque convenable.

Exemple 2.10.0n reprend I'équation cds) = X qui a &té résolue par le programmeer1 . cc en utilisant
la méthode du point fixe. Testez le programmiger2.cc qui résout cette équation par la méthode de
Newton, et admirez la vitesse de convergence.

Exercice/P 2.11.Si vous voulez, vous pouvez reprendre I'équation(gxp- X3, résolue plus haut par la
méthode du point fixe, et approcher ses deux solutions paéthode de Newton.

Remarque 2.12. Avant d’appliquer la méthode de Newton il faut bien vérifigie I'on est en présence
d’un zéro simple c’est-a-diref (a) = 0 maisf’(a) inversible. Dans ce cas il existe un voisindgéel que
f/(x) reste inversible pour toute U, et on peut appliquer le théoreme précédent.

2.4. Bassin d'attraction. La convergence de la méthode de Newton n’est assurée quap®valeur
initiale proche d'un zéro. Nos résultats précédentsivant la définition suivante :

Définition 2.13 (Rayon de Newton)Soit f : R™ 5 U — R™ une fonction de classg? et soita € U une
racine simple dd, c'est-a-diref (a) = 0 a dérivéef’(a) inversible. Dans ce cas on appelle

pa:=sup{d € Ry |la bouleB(a,d) C U est newtonienne pous}

le rayon de Newtoide la racine.

Remarque 2.14.Le corollaire2.8assure qup, > 0 (pourvu quef est de class€?, maisC? suffit d’apres
le theoreme.20plus bas). Une fois on dispose d’une valeur approshé&le la racinea a une margec p,
pres, on peut approcharaussi précisément que I'on le souhaite. Il suffit d'itdeeméthode de Newton :
la convergence est assurée et on peut méme garantir une bid@sse de convergence!

Remarque 2.15.Comment majorer la marge d’erreur entre I'approximatidnwéaex, (mais erronée) et

la valeur exacte cherch@gmais inconnue) ? La formulation ci-dessus fait semblartaieaitrea, mais
dans la pratique on ignore la valeur exacte et on ne dispasdejla valeur approchée. Une fois on est sir
d’étre dans un voisinage newtonien, le théoréme du fie@nous dit quex, — a| < [Xn — Xn_1|.
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Remarque 2.16.Dans un cours d’analyse on se contente souvent de la foliondptalitativedu théoréeme
2.7donnée ci-dessus. Quant a I'applicatfmatiqueavouons qu’elle laisse encore a désirer :

(1) Comment déterminer (ou au moins minorer) le rayon detNiey, d’'une racinea? La formula-
tion qualitative ne donne pas de réponse explicite, earasseulement quz > 0. Une version
guantitative sera donnée par le theoredr2dplus bas.

(2) Comment savoir pour une valeur initiadgsi I'on est dans le rayon de Newton d’une racaf®
Normalement on ne connait pas les racines, donc on veuttenecen fonction deg seulement.
Un tel critere sera donné par le théorezn2s

(3) Comment trouver une approximation initiatg telle que I'on puisse garantir la convergence
rapidex, = @"(xg) — a? Certes, il suffit de localiser la raciae p, prés, mais comment faire ?
En général, partant juste de la fonctibrsans aucune connaissance au préalable de ses racines,
c’est un probleme délicat qu'il faut analyser au cas par ca

L'algorithme de Newton est uneéatihoddocaleet nonglobale: il faut

O S o
de bonnes valeurs initiales pour assurer sa convergencane¢ficacié.

O

Exercice 2.17.A titre d’exemple, analysef: R — R, f(x) = arctar{x) afin d'illustrer la convergence ou
divergence de la méthode de Newton. L'unique zéraest0. Tracer le graphe dé et déterminer pour
quelles valeurs initialeg, I'itération de Newtonp"(Xp) converge, puis pour lesquelles elle diverge. Que se
passe-t-il pour les cas critiques intermédiaires ? (Lzipn arctafx) = 2x/(1+ x?) peut elle-méme &tre
résolue par la méthode de Newton.) Construire ainsi uite gérative de Newton qui converge, mais dont
la convergence est initialement aussi lente que I'on vegéteniner finalement le rayon de Newtox

Exercice 2.18.Pour les fonctions unidimensionnellesR — R il est trés commode de donner des criteres
« geométriques de convergence pour de l'itération Newbtan= ¢"(x) :
(1) Supposons qui(a) =0 ainsi quef’ > 0 etf” > 0 surl =[a,a+¢]. Alors (1) C | et pour toute
valeur initialexg € | on obtient une suite décroissame> x; > X > ... qui converge vera.
(2) Supposons qui(a) =0 ainsi quef’ >0 etf” <0 surl =[a—¢,a]. Alorsg(l) C | et pour toute
valeur initialexg € | on obtient une suite croissanig< x; < xp < ... qui converge vera.
Dans les deux cas on obtient la majoration d’erreur
f(Xn)
f'(a) |
En particulier, pourf’(a) > 0 et f”(a) > 0 il suffit de commencer l'itération legerement a dralea afin

de garantix, — a. Pourf’(a) > 0 etf”(a) < 0 il suffit de commencer léegerement a gauchadea taille
exacte de l'intervalle peut étre déterminé en étudfdnQue faire dans le cai§(a) < 0 ? Dessin !

[Xn—al <

Exercice 2.19.0n considére la fonction polynomiale
f:R—R, f(x) = 3x® — 10x% — 4x+ 8.

(1) Montrer quef admet trois racines réelles distinctes, que I'on notebac € R aveca< b < c.
Encadrer ces racines par trois intervalles de la folrie+ 1] aveck € Z. Dans la suite on veut
appliquer la méthode de Newton pour approcher les raeinigsc avec plus de précision.

(2) Sur quels intervalles la fonctiohest-elle croissante/décroissante ? Sur quels intesvatieelle
concave/convexe ? En déduire une valeur init@le Z pour laquelle vous pouvez garantir que
la méthode de Newton donne une suite récurrepte @"(co) qui converge vers la racine
(Justifiez votre choix.) Méme question payrtel quea, — a, puisbg tel queb, — b.

(3) Calculer les valeurs approchées bs, c3 des trois racines, b, ¢ par la méthode de Newton,
comme préparée ci-dessus, en effectuant 3 itératiomsgh@acune. Majorer I'écaféz — a|, |bs —
bl, |c3—c|. Veérifier les approximations en développdgitx) = 3(x— ag) (x— bg) (x— c3). Obtient-
on f(x) exactement? Que se passe-t-il pour cing puis dix iteraffon

(4) Exhiber une valeur initialeg pour laquelle la méthode de Newton donne une Sukgy qui
ne converge pas. Pourquoi ceci ne met pas en cause le&drg?
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2.5. Version quantitative. Le theoreme2.7 reste seulement qualitatif dans le sens qu’il n’explicite
pas de voisinage sur lequel il garantit une convergenceekercices précédents montrent des critéres
géomeétriques pour les fonctions convexes/concavesjiciitintervenir f”. Le théoreme suivant donne
une version quantitative qui explicite un intervalle suquel on peut garantir la convergence :

Théoreme 2.20(méthode de Newton, version quantitativ€pit f: R — R de classe & Supposons que
f(a) = 0 ainsi que|f'| > m> 0et|f”| <M sur un intervalle I= [a— €,a+ €] avece > 0. Nous posons
0 :=min(e,m/M) etV:=[a— d,a+ d]. Alors pour toute valeur initialexe V la suite x = ¢"(xo) vérifie

1 2n-1
-z (3) ho-al

En particulier V est un voisinage newtonien de a dans le sera céfinition2.6.

DEMONSTRATION. Par translation nous pouvons supposerae0. Nous avons
Xni1= Q%) = Xn— f'(Xn) 1 (X)) = fI(Xn)fl( f'(Xa)%n — f(Xa) ) -

D’autre part le développement de Taylongmous donne
1
0= £(0) = f(xn) — 'xa)xn + 5 1" (&)}
pour unéy € [0,X,] convenable. De ces deux équations on déduit

1
Xn+1 = > fl(xn)il f"(&n) X%-

Avec|f’| > m> 0 et|f”| <M ceci donne

X1 < o 2
- 2m

OU encorer|Xn 1| < (ak[xn|)2. Par récurrence on obtient

M (M)
2m'™™ =\ 2m '
P bo) m d M 1 [ 1 2n-1
ourxg €V on alxg| < 8 < g, doncr x| < 5. On conclut quéxa| < (3) %o O

Exercice/M 2.21. Vérifier soigneusement le théoréme précédent, psayes de formuler et de prouver
une version pour les fonctions complexesC — C, ou plus généralement pofir R" — R",

Exercice/M2.22 La méthode de Newton est assez universelle et sa converdendroyante en fait un outil om-
niprésent. En voici un exemple plus pousse, d’'apres OismglV, qui sert pour I'inversion des matrices :
Soit A une algebre unitaire normée SRy par exemple les matrices carréas m.

(a) Soitu e Aun élement inversible. Déterminer deux constantg® € R de sorte que I'applicatiop: A— A,
@(x) = ax+ Bxux admetteu—! comme point fixe super-attractif. Montrer qlgg(x)| < 2|u| - [x—u~1|. En
déduire que la suitg, = ¢"(xo) converge versi—* pour toutxg € B(u™1,r) avecr < ﬁ

(b) On suppose désormais gleest compléte. (C'est automatiquefsist de dimension finie.) En supposant
|v| < 1 montrer ques = 1— v est inversible eti=! = Zf;ovk. En quoi la méthode (a) est-elle plus efficace ?
Déterminer un entiem € N de sorte que la méthode (a) converge peue 1+v+--- + V7,

Pour résumer : quels sont les avantages et inconvéniestdalix méthodes (a) et (b) utilisées séparément ? Quel
est I'intérét de les combiner ?

2.6. Criteres pratiques. La problématique de choisir de bonnes valeurs initialeg fpométhode de
Newton reste d’actualité. On peut se poser une questianfptile : étant donn&,, comment savoir si
I'itération de Newtore, = ¢"(zp) convergera? Le théorér2e20part de la racine et minore son rayon de
Newton. Ceci n’est souvent pas pratique car on ignore lesga@ncore a trouver. Le critere suivant, par
contre, part d'une valeur initialgy donnée :
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Théoreme 2.23.Consictrons une fonction analytique: {C > U — C avec son application de Newton
Q(z2) =z— ff%. Soit € U une valeur initiale telle que (&) # 0 et f'(z) # 0, et soit r:= “fff(zz‘;))“ le pas
initial dans l'itération de Newton. Supposons que la bouls Br) soit incluse dans U, et que

(2] _ 1]f'(@)]

(@] ~ 8 [f(20)]
Alors ¢@|y est contractante de rappo;}t et erifie (V) C V. Par congquent fy admet une unique racine
aeV, et la suite ierative z = ¢"(z) converge vers a. La convergence est quadratique commeyexpli
dans la propositior?.4.

pour tout ze B(z,2r) =: V.

Remarque. —Par hypothése on|@(z) — zp| =r. La premiére itération reste donc
bien dans/ = B(z,2r), mais il faut encore contrbler les suivantes. L'idée est d
montrer queply est contractante de rappt%r,tc’est-é-dirq o(xX)—o(y)| < %|x—y|
pour toutx,y € V. Ceci entrainep(V) C V, car pour toutz avec|z— 7| < 2r on
trouve|p(z) — @(z)| < r etdonc

10(2) — 20| < |@(2) — @(20)| + |@(20) — 20| < 2r.

DEMONSTRATION. Aprés translation on peut supposer gye- 0. Par hypothés€& ne s’annule pas
dansv = B(0, 2r), doncg est définie suy . Pour montrer que|y est contractante de rappérbn montrera
que sa dérivee/ (z) = f(2)f"(2)/'(2)? vérifie |¢/| < 1 surV. Etudions le quotienti(z) = f(2)/f'(2) et
sa dériveal(z) = 1—u(2)f”(2)/f'(z). On alu(0)| =r et|U'(2)] < 1+ M|u(z)| avecM := sup, “ff—,,/“ Pour
tout R > r la fonction auxiliairev: R — R définie parv(t) = (R+M~1)expMt) — M~ est croissante et
verifie v(0) > |u(0)| etV/(t) = 1+ Mv(t). Ceci entraine qugi(z)| < v(|z|) pour toutz € B(0,2r). Sinon il
existeraitz tel que|u(z)| = v(|z|) avec|zl minimal, et on arriverait & la contradiction suivante :

@)~ () < utz) ~u) = | [(v(E)dE] < [“W@)lae < ["Lemiue)lae

|2 |2
< A 1+Mv(t)dt= A V(t)dt =v(|Z) — v(0) = |u(2)| — v(0) < |u(z)| — |u(0)|.
On en déduit quéy'(z)| < M|u(z)| < Mv(2r) pour toutz € B(0, 2r). Puisque c’est valable pour toRt> r
on obtient ¢/ (z)] < Mv(2r) dans le cas limit&k =r. Il ne reste qu'a détermindd de sorte quév(2r) =
(Mr +1)exp(2Mr) — 1 < 1. Le choixMr = £ convient, ce qui prouve le théoréme. O

Exercice 2.24.Vérifier la preuve précédente, en particulier la majoratu(z)| < v(|z|). Montrer que
I'équation(x+ 1) exp(2x) = 3/2 admet une unique solutiog et vérifier quexp ~ 0.1381> % =0.125.

Le théoreme précédent est un premier pas vers un enigatique, mais il nous demande encore
d’étudier f dans une boul®(z,2r) afin de majorer la proportioff’(z)~1f”(z)|. Le théoréme suivant,
développé par S. Smale, remplace cette étude par desnations locales emy seulement, a savoir les
dériveesf(z) pourk € N. Ces informations suffisent & contrdler le comportement ai f est un
polynéme, ou plus généralement une fonction analytique

Théoreme 2.25S. Smale, 1986)Soit f: C — C une fonction analytique. Pour que Eitation de la fonc-
tion @(z) = z— f/(z2)~1f(z) converge pour une valeur initialez C il suffit que

(k) !
sup*| | /(Zo) ‘ <Lt (Zo)‘_
2 | K (20)] ~ 8] f(2)
Dans ce cas f admet une unique racine a dans la bo(g, Br) ou r := |f(z)/f'(z)| est le pas initial
dans l'iteration de Newton, et la suitq z ¢"(zp) vérifie |z, — a| < (%)ZH*L |z0—a. O

A noter que le theoréme de Smale s’appuie uniquement suegtenations au poirzy donné, et que
ce critere s’applique trés facilement aux polyndrhed suffit de vérifier la condition pouk=2,...,n.

Pour une discussion détaillée voir le chapitre 8 ingittiNewton’s method” du livre de L. Blum,
F. Cucker, M. Shub, S. Smal€€omplexity and real computatip8pringer, New York 1997.
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3. Application aux polyndmes complexes

En 1685 Wallis publia son livre nomn#dgebredans lequel il décrit une méthode inventée par Newton
pour la résolution d’équations. Une version modifiéegfubliée par Raphson en 1690; c’est la méthode
qui est maintenant connue sous le nom de Newton ou de Newaphg®n. Newton lui-méme avait discuté
sa méthode en 1669 et l'avait illustrée par 'exemyfe- 2X — 5= 0. Continuons cette tradition vielle de
plus de 300 ans qui veut que tout étudiant de méthodesnyues résolve cette vénérable équation :

Exercice/P 3.1.Appliquez la méthode de Newton au polyndé— 2X — 5. Expérimentez avec le pro-
grammenewton1669.cc pour trouver les trois racines de ce polyndme. Comme deauss fes calculs
ne coltent pas cher, vous pouvez facilement faire variealleur initialezy. Voyez-vous une corrélation
entre le choix deg et le résultat obtenu ? et le nombre d’itérations ? Tedtesigurs cas og est« proche»
d’une racine, puis des cas agien est« loin ». Aprés plusieurs expériences réussies, regarder pan@e
Zp = —60,—61,—62,...,—70 afin de tester délibérément les limites de la méthode.

Etant donné un polynome e C[X] on peut appli-
quer l'itération de Newtorp(z) = z— P'(2)"1P(2) & une
valeur initialezg € C choisie au hasard, en espérant g
¢"(z0) convergera vers une racine BeDe maniére em-
pirique, on constate quela pluparty des choix initiaux
ménent & une racine. Une fois on sait localiser une raci
la méthode de Newton permet de calculer de trés bon
approximations au bout de quelques itérations seulem
Sans connaissance préalable des racines, par contr
est difficile de deviner de bonnes valeurs initiales. Po
une valeur initiale loin des racines il semble impossibl
de prédire vers quelle racine convergera l'itératiom-’
convénient pratique est surtout que la convergence p
eétre tres lente. Dans le pire des cas, certains choix m-ab
tiront jamais : poutX? + 1 une valeur initialezp € R ne
permet pas de trouver une des deux racines. (Pourquoi ?)

On peut s'amuser avec des graphiques suivantes : Le polyRdzh= Z° — 1 possede trois racines
complexes : 1j et j2. On souhaite visualiser la dynamique de I'applicatigim) = z— P'(z) 1P(z). Pour
ac {1,],j?} on veut représenter graphiquement 'ensenil®) = {z € C | ¢"(z) — a}, dit « bassin
d’attraction». On peut écrire un programme représentant les enserfdgpar trois couleurs distinctes
et utilisant une quatrieme couleur pour I'ensemble zies C tels que la suitdz,) « ne semble pas
converger. Il existe des logiciels spécialisés pour caplgques dites fractalesy, commefractint.

Exemple 3.2. A titre d’avertissement, considérons le polyndpte) = 22 — 2z+ 2. La méthode de Newton

ittre p(z) = z— 233;2232 = gﬁz:g dont la dérivee esp/ (z) = %. Commeg(0) = 1 etp(1) =0,
on a un cycle de longueur 2. Ce cycle est super-attractipd@®) = 0 : tous les points dans un voisinage
de{0,1} sont attirés vers le cycle® 1 — 0— 1 — ..., et ne convergerons pas vers une racin@.dee

phénomene montre que I'on ne peut pas espérer la comargeur« presque tout point initial.

3.1. Le théoreme de Gauss-d’Alembert.SoitK un corps eP € K[X] un polyndéme de degn& Pour
ac K la division euclidienne donné(X) = (X —a)Q(X) +r avecQ € K[X] etr € K. Ceci veut dire qua
est une racine de si et seulement si le facteur linéai® — a) divise le polyndme.

Soit a; € K une racine dé®. Par récurrence on trouve; > 1 tel queP(X) = (X —a;)™Q(X) et
Q(a1) # 0. On appelleny la multiplicité de la racinea;. Si ay,...,a sont des racines distinctes &e
dansK alorsP = (X —ap)™--- (X —a)™Q(X) avec des multiplicitesn,...,my > 1 et le polyndme
restantQ € K[X] ne s’annule pas eay, ..., a. Puisque de@) = my + --- + mg + ded Q), on conclut que
my + - - -+ mg < n, et ce procédé doit s'arréter qua@Qd’a plus aucune racine daKs:

Proposition 3.3. Sur un corps K tout polydme P< K[X] de degé n admetwu plusn racines. O
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SiP admetnracinesa, ay,...,an € K (éventuellement avec répétitions) alors il se faceociemme
P=c-(X—ap)(X—az) - (X—an).

Une telle factorisation en polyndmes de degré 1 n’est pa@uirs possible : le polyndmé? + 1 € R[X]
par exemple n'admet aucune racine d&nsurC la situation est beaucoup meilleure :

Théoreme 3.4(de Gauss-d’Alembert)Pour tout polydme Pe C[X] unitaire de degé n il existe des
nombres complexeg @y, ...,a, € Ctels que P= (X —ag)(X —ap) - (X —ap).

On dit aussi que su€ tout polyndme esscindg, ou qu'il sefactoriseen facteurs linéaires s(@.
Cette propriété est tellement importante en algébremlii donne un nom : on dit que le corfisest
algebriguement clasCe superbe théoreme est parfois appelé tieéoreme fondamental de I'algebre
(bien que le corp€ appartienne plutdt a I'analyse). Remarquons toutefald gfagit d’un pur résultat
d’existence. Il ne nous indique nullement comntemiverles racines. Reste le probleme pratique évident :
étant donn&, comment calculer» ses racines ? Au moins deux approches se présentent :

L’approche al@brique. —En degré 2 on peut calculer les racinesde X2 +aX + b par la formule
%(—ai vaZ — 4b). De formules similaires existent en degré 3 (formule ded@ay et degré 4 (formule de
Ferrari). Elles sont malheureusement assez complexea; ebpséquent rarement utilisées.

Jusqgu’au XIXe siecle des généralisations aux degrésurent cherchées en vain. C’est un des succes
spectaculaires de la théorie de Galois d’en montrer I'issfalité :

Théoreme 3.5N.H. Abel, 1824) Il n’existe pas de formule construidggartir des ojrations arithnétiques
du corpsC et des racines Bimes qui &solve uné&quation polynomiale&rérale de dege > 5. O

Sont résolubles par radicaux seulement certaines @msaparticulieres, comm¢" —a = 0 pour un
exemple évident. L'équatioX® — X + 1 = 0 par contre n’est pas résoluble par radicaux. La théaie d
Galois établit le critere général : une équation esbtible par radicaux si et seulement si le groupe de
Galois associé est résoluble.

L'approche nurérique. —Etant donné un polyndme € C[X] il ne reste souvent que le recours aux
méthodes numériques pour localiser les raciBgglemment on ne peut en général pas espérer de tomber
sur les racines exactes, mais de bonnes valeurs apprabhi@esnt déja des informations précieuses. Le
projet mettra en ceuvre une telle demarche.

3.2. Relation entre racines et coefficientslntuitivement, les racines, ... ,a, € C d’'un polyndme
p(2) = 2"+ p12" 1 +- -+ pn_1z+ pn varient continiment en fonction des coefficiepis. . ., p, € C. C’est
vrai mais pas si facile a montrer. La proposition suivargeree une preuve dans le cagénériquer ou
toutes les racines sont simples; la situation est plusdiskerésultat est plus fort :

Proposition 3.6. On consi@re I'application®: C" — C" qui associea n racines(ay,...,an) € C" les
coefficientgsy,...,sn) € C" du polyrome

n

p2) = [1-a) = 3 (~1fs*

k=1 K=0
Onag = 1etles fonctionsss..., s, sont les fonctions sy@triquesélementaires :
S= ) aiaia.
i1<i2<---<ik

L'application® est polynomiale, et = (g—;) a pour ceterminandet®’ = [1;(a — a;). Par congquent
la dériveed’(ay, ..., a,) est inversible si et seulement sia ., a, sont distincts deua deux. Le teoreme

d’inversion locale implique que dans un voisinage d’un pdlye &parable p (avec discriminant non nul)
les racines @pendent de magie C° (méme analytiquement) des coefficients. O

Remarques.7. Le carré(detd’)? = Mi<j(@ — aj)2 est appelé laiscriminantdu polyndmep. C’est un polyndme
symeétrique dans leg et peut donc &tre exprimé comme un polyndme dans les ciegiifss; . Il existe des méthodes
efficaces, similaires a I'algorithme d’Euclide, qui petteat de calculer le discriminant d’'un polyndme donné.

Exercice/M3.8. Sivous vous intéressez au calcul differentiel et/owgedire, vous &tes vivement invité a effectuer les
calculs énoncés ci-dessus et de profiter des outilségitisins votre cours de calcul differentiel ou d’algebre.
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3.3. Instabilité des racines mal conditionges. Méme si les racines dépendent continliment des co-
efficients, on constate malheureusement un probleme diftcapon d’erreur : des petites perturbations
dans les coefficients peuvent entrainer des grandes Ipatims dans les racines. Dans la pratique ceci se
traduit a nouveau en un phénomene d’'instabilité nicpier

Exemple 3.9. Les racines d@®(X) = X" — 27" sont faciles & expliciter ax = 2 °exp(k- 271 /n) avec
k=1,...,n. Sil'on considere le polyndme voisi@(X) = X" on trouve la racine 0 de multipliciteé Un
changement d’ordre®" dans les coefficients entraine ici un changement d’ordPed2ns les racines.
(Pensez par exempleba= 50 etn = 10.) Pour la pratique on retient la regle suivante :

Afin de calculer les racines d’'un pol§me de dedr na une pécision de b bits,

il faut en cgeréral connadtre les coefficients de @ une pécision de nb bits. .

O

Exercice 3.10.Dans des implémentations il est importantwéifier la qualité des racines approchées
4,...,8, encomparanP = (X — &) --- (X — &n) au polyndme donné au départ. Nous sommes contents
de notre factorisation $t et P sont proches. Est-ce un critere valable ? Discuter cettification.

Précisons nos observations de maniére qualitative :F5@iC[X] un polyndme unitaire de degréa
racines distincteay, ..., an. En particulier® (ax) # 0 en toute raciney. On regarde le polyndme perturbé
R =P+tQ, out € R etQ est un polyndme de degtén.

Supposons qua est une racine dB, c’est-a-direP(a) = 0, et ques; = a+ d(t) est la racine corres-
pondante du polyndéme perturBg donc 0= R (&) = P(a) +tQ(a;). La dérivation par rapportiadonne

d o ’ Q@)
0= {th{(at)} o P'(a)d'(0) +Q(a) donc &'(0)= P2

PourQ = XX on obtient ainsd(0) = —a¥/P’(a) ; c’est le taux de changement de la racinguand on
perturbe lekieme coefficient du polyndmnie.

— Pour une racina avec|a] > 1 le maximum est atteint polkr=n—1; ce sont donc les plus hauts

coefficients qui influencent le plus les grandes racines.

— Pour une racina avec|a] < 1 le maximum est atteint polr= 0 ; ce sont donc les plus bas coeffi-

cients qui influencent le plus les petites racines.

La sensibilie d’une racine a aux perturbations des coefficients est dieplpar

le facteur P(a)~L. Plus la cerivée P(a) est proche de&o, plus la racine a est instable. D

Le pire des cas arrive s racinesay,...,an sont tres proches, car dans ce B4sy) ~ 0. Dans la
limite on peut supposer qu’elles coincident en une seciaea de multiplicittm, et dans ce ca®'(a) =0.
L'instabilité d’une telle situation a déja été illuée dans I'exempld.9.

Exercice 3.11.Vérifiez ces constats de maniere empirique sur des exsrdplgotre choix. Pour les cal-
culs vous pouvez utiliser un logiciel de votre choix, ou bietre propre implémentation issue du projet
suivant. Est-ce que des petits changements dans les caffigieuvent entrainer des grands changement
des racines ? Qu’est-ce que cela veut dire pour notre \éat'rtﬁu:distlf’, P)<e?

Exercice/M 3.12. Sile polyndmeP risque d’avoir de racines multiples, on calcule d’abQrg pgcdP,P’) :

les racines d€ sont exactement les racines multiplesRletP/Q n’admet que de racines simples. Cette
astuce peut considérablement faciliter le calcul desesciDétailler cette approche algorithmiquement
pourP € K[X] avecK = Q ouK = Q[i]. Quels problemes apparaissent put R etK = C ?
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Vous avez trouvé par de long ennuis
ce que Newton trouva sans sortir de chez lui.
\oltaire (1694-1778)

PROJET XVII

Factorisation de polynomes complexes

1. Approche probabiliste

Nous nous proposons de développer un programme pour ifEtaies polyndmes complexes. Soit
P € C[X] un polyndme unitaire de degré donné sous la forme(X) = X"+ pyX" 1 4.+ pr_1X + pn
par ses coefficientsy, ..., pn € C. Nous cherchons les racinag ay, ... ., a, € C telles que

P=X-a)(X—ap)---(X—apn)

Le théoreme de Gauss-d’Alembert nous assure que ces aemistent : SUE tout polyndme se factorise
en facteurs linéaires. Il ne nous dit pas, par contre, combies trouver.

Apres nos expériences on peut espérer que pbaaucoup de valeurs initialegg, la suite de Newton
¢"(2p) convergera vers une racineCeci donne un procédé probabiliste pour trouver unavapprochée
d’'une des racines de. Comment les trouver toutes ? On pourrait essayer diffésaraleurs initialeg, et
espérer de tomberpar chance sur les autres racines. ..

L'idée suivante se révele plus efficace : on met la preamacine trouvéa; en facteur, par une division
euclidienneP = (X —a;)Q1, puis on recommence av€. De maniére itérée on calculera ainsi toutes les
racines deP. Vous trouverez les rudiments d’'une telle implémentatians le fichiernewton.cc. Les
exercices suivants vous demandent de compléter les émsagui manquent.

Remarque 1.1(Propagation des erreurs d’arrondfin d’approcher les racines de une par une, la
fonction factoriser meten facteur les racines déja trouvées; (X —a;) - - - (X — ax) Q. Litération de
Newton produira (au moins probablement) une raeipg de Qg ; sans erreurs d’arrondi, ce serait aussi
une racine d®. Malheureusement, nous ne disposons quadiees approchesay, ..., ay, qui ne sont en
général pas de racines exactes! Déja la premiérerfaatmnP = (X — él)él + 7 laissera donc un petit
rester] = P(&;) # 0. Les factorisations suivantes accumulent forcémengltisterreurs.

Par conséquent il faut s’attendre & un polyndme er@pét une raciney, 1 de Oy peut s'éloigner
considérablement de la racine correspondapte de P. Néanmoins elle peut nous servir pdocaliser
grossierement la vraie raciag, ; deP. Pour augmenter la précision dg 1 on réapplique donc l'itération
de Newton par rapport B (au lieu de(jk). Cette deuxieme itération convergera vite vags; pourvu
quedy, ; soit suffisamment proche. Cette approche en deux phasegenfistiroduction des parameétres
localisation et affinage : le premier spécifie le nombre d'itérations pour localisae racine ap-
prochée d€)y, le deuxieme spécifie le nombre d'itérations pour I'affje par rapport B.

2. Implémentation

Exercice/P 2.1.Lisez attentivement le code déja implémenté daeston. cc et survoler le fichier auxi-
liaire polynome.cc. Ecrire une fonctiondiff qui implémente la dérivatioR — P’.

Exercice/P 2.2.Pour mettre en facteur une racine approcii@enplémenter une fonctiodact , qui ef-
fectue la division euclidienn = (X —&)Q+F, puis renvoieQ.

Exercice/P 2.3.Afin de vérifier les racines approchéag&,...,an, on comparerd® au produitP =
(X—4;)(X—82)--- (X —&). Ecrire une fonctionprod quiimplémente ce calcul.
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3. Tests empiriques

Exercice 3.1.Pour tester votre programme, appliquez-le a quelquespatgs de votre choix, comme
le polyndmeX?® — 2X — 5 regardé ci-dessus. S'il vous manque d’idées, vous potesterX" — 1 dont
on connait toutes les racine&”/", ou bienP, = 1+ 2X +3X? 4 --- +nX" 1+ X", pourn de plus en
plus grand. Quelles difficultés rencontrez-vous? Peuteoh de méme parvenir a une factorisation en
augmentant les parametréscalisation et affinage ?

Expérimenter avec ces parametres pour mieux compreagmblématique des arrondis :

(1) Sans affinage, jusqu’a quel degré les résultats isosétisfaisants ?

(2) PourPyg, Py, P3g, disons, quels parametres donnent de résultats satisfai?

(3) Quand le degré croit, peut-on formuler une regle galapter les parametres ?

(4) Arrive-t-on a factorisePsg ? puisPigp? Quel est I'obstacle ?
Exercice 3.2.Les types primitifsdouble et long double du C++ sont tres efficaces quant au temps
d’exécution, mais ils imposent aussi de séveres réistnig (rappeler leur précision). Pour plus de précision

on calculera avec des nombres flottants en précision aireitpar exemple notre clasg8@eal faite mai-
son. Pour ceci il suffit de remplacer la premiere ligne par

#include "rreal.cc" // nombres flottants faits maison
using namespace Numeric; // accés a 1l’espace de noms Numeric
typedef RReal Flo; // synonyme utilisé dans la suite

Pour rassurer le compilateur les constantes littéralesno® 2.0 sont a écrire commé&lo(2.0), et

de la méme maniéere d’éventuelles conversions imp$ict@bigués sont a rendre explicites. Avec cette
précaution, votre programme devrait compiler avec lasel&8eal . N'oublier pas I'option-1gmpxx : on
utilise la bibliotheque GMP. Mettez au point et testezecatiuvelle version de votre programme.

Exercice 3.3. Expliquer pourquoi on doit calculer les premiéeres raciaesc une tres grande précision
si le degrén est grand. Supposons que I'on veut calculer toutes leses@r?0 décimales, soit 60 bits
environs, ou bien une précision a demander a l'utiligat€omment adapter la précision durant les calculs
intermédiaires afin d’assurer la précision souhait&s dies résultats finaux ? Explicitez une regle pratique,
implémentez-la, et testez-la sur des polyndmes degplysus grands. Arrive-t-on a la précision souhaitée ?
Comment la vérifier d’'une maniere convainquante ? Quedlireemps d’exécution ?

4. La danse des racines

On peut joindre deux polyndmes unitaif@set P, de degrén par le chemirR = (1 —t)Py+tP; pa-
ramétré pat € [0,1]. Sil'on connalit une racinay de Py on peut la suivre : puisqug& change continiment,
il existe un chemin0, 1] — C,t — & tel queR (&) = O pour tout € [0, 1]. Nous allons tacitement supposer
que tout polyndme intermédiaiRe est séparable : dans ce cas la proposBiémous assure que la fonction
t — a est analytique eh

Dans la pratique on pourra commencer par le polynBgne X" — 1 dont on connait toutes les racines
afl) = e#™/n_On subdivise l'ntervalld0, 1] par 0=ty <t; < --- < ty = 1. Les racines initialea*) sont
connues. Ayant calculé les racn’d@ du polyndomeR;, on peut appliquer la méthode de Newton pour le
polynomeRJ+1 avec une subd|V|5|on sufﬂsamment fine, la valeur |n|t¢\‘éconvergera rapidement vers

la racmeat deR,,,. ApresN étapes on arrive finalement au ponnoFﬁeet toutes ses racmva‘ié<

Exercice/P 4.1.Si cette approche pathomotopie» vous intéresse, vous pouvez I'implémenter en étendant
votre programme. Expérimenter avec la subdivisica ﬁ et la précision avec laquelle vous calculer. On
peut combiner cette approche avec le critere du théog&pour assurer la convergence. Ceci permet
d’adapter la subdivision localement comme nécessaigeséule difficulté est d’assurer di§)? > 0.)
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