
CHAPITRE XVII

Méthodes it́eratives pour la résolution d’équations

To explain all nature is too difficult a task for any one man
or even for any one age. ‘Tis much better to do a little with certainty,

and leave the rest for others that come after you, than to explain all things.
Isaac Newton (1642-1727)

Objectif. Les méthodes itératives figurent parmi les méthodes num´eriques les plus courantes et le plus
puissantes. L’idée est de partir d’une valeur approchée (souvent grossière) de la solution, puis d’augmenter
la précision par l’application itérée d’un algorithme bien choisi.

Dans ce chapitre nous discutons deux méthodes itérativesclassiques : la méthode du point fixe pour
résoudre une équation du typef (x) = x où f est une fonction contractante, puis son raffinement, la méthode
de Newton pour résoudref (x) = 0 où f est une fonction dérivable. Pour des compléments voir le livre de
J.-P. Demailly,Analyse nuḿerique etéquations diff́erentielles, EDP Sciences, 1996.
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Retour sur la méthode dichotomique

Commençons par la méthode« par tâtonnement» que l’on appelle plus savamment« la méthode di-
chotomique». Cette méthode a le mérite d’être élémentaire, mais elle a deux inconvénients : d’abord elle
ne converge que lentement, puis implémentée naı̈vement (avec des arrondis aléatoires) elle peut être inuti-
lisable à cause des phénomènes de bruit, déjà discutés au chapitreXV, §5.6.

Exemple 0.1. Le programmedichotomie.cc résout le problème de bruit par un calcul fiable basé sur
l’arithmétique d’intervalles. (Le lire puis le tester.) La difficulté principale est d’implémenter soigneuse-
ment la fonction donnéef : R → R selon l’arithmétique d’intervalles arrondie en une fonction

Interval f( const Interval& x ) .

D’une part il faut garantir l’encadrement de l’image exacte, et d’autre part cet encadrement doit être assez
précis, c’est-à-dire on veut éviter des sur-encadrements grossiers. Discuter l’importance de ces prérequis
pour la correction et l’efficacité de la méthode dichotomique. Puis analyser brièvement comment satisfaire
ces exigences pour un polynôme commef (x) = x6−9x5 +30x4−40x3+48x−32.

Exemple 0.2. La méthode dichotomique se généralise du cas unidimensionnel f : R → R aux fonctions
f : Rm → Rn, disons avecm= n = 2 pour fixer les idées. Si cela vous intéresse, vous pouvez regarder le
film www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Movie/movie_undergraduate.mpg puis ana-
lyser la méthode proposée. Essayez d’abord de décrire l’algorithme plus en détail : comme avant la prin-
cipale difficulté est de bien implémenterf selon l’arithmétique d’intervalles arrondie.Étant donnée une
telle implémentation def , formulez l’algorithme dichotomique puis prouver sa correction. (Si vous êtes
courageux, vous pouvez l’implémenter en partant du programme dichotomie.cc .)

Dans ce chapitre nous chercherons à obtenir des méthodes itératives qui convergent plus rapidement
et qui seront plus faciles à implémenter que la méthode dichotomique. Nous développons l’essentiel de la
théorie, le théorème du point fixe et la méthode de Newton, sous une forme prête à programmer. Par contre,
la problématique des calculs fiables sera (temporairement) négligé afin de ne pas encombrer la première
présentation. Ceci est partiellement justifié par le faitqu’une fonction contractante soit numériquement
stable, et lors des itérations les erreurs accumulées restent bornées (et on espère même négligeables).
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312 Chapitre XVII — Méthodes itératives pour la résolution d’équations

1. La méthode du point fixe

1.1. Dynamique autour d’un point fixe. Nous allons nous intéresser aux itérations d’une fonction
f : E → E, où (E,d) est un espace métrique. TypiquementE est une partie deRm et d : E×E → R est la
distance euclidienned(x,y) =

√

∑i(xi −yi)2. La fonction f peut être compliquée, d’autant plus ses itérées
f 2 = f ◦ f , f 3 = f ◦ f ◦ f , f 4 = f ◦ f ◦ f ◦ f , . . . Nous ne calculons jamais ces itérées toutes entières. Nous
supposons seulement qu’il est facile à évaluerf enun pointdonné, et nous allons suivre sa trajectoire :

Définition 1.1. Étant donnéef : E →E et une valeur initialex0 nous construisons lasuite it́erative(xn)n∈N

partant dex0 par l’application itérée de la fonctionf , de sorte quexn+1 = f (xn) pour toutn∈ N.

Le cas trivial est celui d’unpoint fixede f , c’est-à-dire d’un pointa∈ E tel que f (a) = a. Par contre,
le comportement def dans un voisinage d’un point fixea peut nous donner des renseignements utiles :

Exemple 1.2. L’exemple le plus simple est une fonction linéairef : R → R, f (x) = kx avec une constante
k∈ R. Elle admeta = 0 pour point fixe. Pourx0 6= 0 deux phénomènes peuvent se produire :

(1) Si |k| < 1, par exemplek = 1
2, alors les images successivesxn = f n(x0) s’approchent dea, car

| f n(x0)−a|= |k|n · |x0−a| → 0. On dit quea est un point fixeattractif (oustable).

(2) Si |k| > 1, par exemplek = 2, alors les images successivesxn = f n(x0) s’éloignent dea, car
| f n(x0)−a|= |k|n · |x0−a| → ∞. On dit quea est un point fixerépulsif (ou instable).

Exemple 1.3. Plus généralement, étudions une fonctionf : R→R que l’on suppose continûment dérivable.
Comme avant nous supposons qu’elle admet un point fixea = f (a).

(1) Supposons que| f ′(a)| < 1. Dans ce cas on peut choisir n’importe quelle constantek telle que
| f ′(a)|< k < 1, et la continuité def ′ nous assure l’existence d’un voisinageV = [a−ε,a+ε] tel
que| f ′(ξ )| ≤ k pour toutξ ∈V. Pour toutx∈V nous pouvons ainsi majorer les accroissements :
il existeξ entrea etx tel que f (x)− f (a) = f ′(ξ )(x−a), et par conséquent

| f (x)−a|= | f (x)− f (a)| = | f ′(ξ )(x−a)| ≤ k|x−a|.
Ainsi les images itérées dex∈V sont de plus en plus proches dea, plus précisément :

| f n(x)−a| ≤ kn|x−a| pour toutn∈ N.

Autrement dit,a est un point fixeattractif.

(2) Réciproquement l’inégalité| f ′(a)|> 1 implique que| f ′| ≥ k> 1 dans un voisinageV dea : toute
valeur initialex∈V r{a} s’éloigne dea, dans le sens que| f (x)−a| ≥ k|x−a|. Autrement dit,
a est un point fixerépulsif.

☞ Astuce. —Dans ce cas on peut inverserf , au moins localement : la restrictionf |V : V →U
est une bijection deV surU = f (V) ; son inverseg= f |−1

V est une fonction continûment dérivable
avecg(a) = a et g′(a) = 1

f ′(a) . (Le prouver.) On peut ainsi se ramener au premier cas.

(3) Dans le cas douteux| f ′(a)| = 1, une analyse plus fine s’impose. Pourx 7→ x− x3 le point fixe
a = 0 est attractif, pourx 7→ x+x3 il est répulsif. (Le détailler.) Pourx 7→ x+x2 il est attractif à
gauche mais répulsif à droite, pourx 7→ x−x2 c’est l’inverse. (Le détailler.)

Remarque 1.4. En dimension≥ 2 la situation peut être plus complexe. Considérons une application

linéaire(x
y) 7→

(

λ 0
0 µ

)

(x
y). Si |λ |, |µ | < 1, le point fixea = 0 est attractif. Si|λ |, |µ | > 1, il est répulsif.

Si |λ | < 1 < |µ |, il existe une direction stable et une direction instable.

1.2. Espaces ḿetriques. Étant donné un ensembleE et une suite(xn)n∈N dansE, comment définir la
notion de convergence? La façon la plus commode serait de disposer d’une notion de distanced(x,y) entre
deux pointsx,y∈ E, c’est-à-dire une applicationd : E×E → R. Pour que la distance se comporte comme
on le souhaite, nous exigeons les trois propriétés suivantes :

Positivit́e: d(x,y) ≥ 0 pour toutx,y∈ E, avecd(x,y) = 0 si et seulement six = y.

Syḿetrie: d(x,y) = d(y,x) pour toutx,y∈ E.

In égalit́e triangulaire: d(x,z) ≤ d(x,y)+d(y,z) pour toutx,y,z∈ E.
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§1 — La méthode du point fixe 313

Si d : E×E → R satisfait à ces axiomes, on appelled unemétriquesurE, et la paire(E,d) est appelée un
espace ḿetrique. (Souvent on appelleE un espace métrique sid est sous-entendue sans équivoque.)

Exemple 1.5. Tout ensembleE peut être muni de lamétrique discr̀ete d: E×E →R définie pard(x,y) = 0
si x = y, etd(x,y) = 1 si x 6= y. (Exercice.) C’est gratuit et peu intéressant.

Exemple 1.6. Sur R on a bien sûr la métrique usuelled(x,y) = |x− y|. L’ensembleRm peut être muni
de la métrique euclidienned2(x,y) =

√

∑k(xk−yk)2. Plus généralement, pour toutp ≥ 1, on obtient une
métriquedp(x,y) = (∑k |xk−yk|p)1/p. Pourp = ∞ on posed∞(x,y) = supk |xk−yk|.

(Pour ces métriques la positivité et la symétrie sont immédiates, mais l’inégalité triangulaire est délicate.
C’est un bon exercice de révision si vous l’avez déjà vu.)

Exemple 1.7. Si (E,d) est un espace métrique etF ⊂ E est une partie, alors(F,dF) est un espace métrique
muni de la métriqueinduite dF := d|F×F : F ×F → R obtenue par restriction. Ainsi toute partie deRm est
munie de la métriquedp héritée deRm.

Définition 1.8. Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suite(xn)n∈N dansE convergeversa ∈ E
(pour la métriqued) si la distanced(xn,a) converge vers 0. Plus explicitement : pour toutε > 0 il existe
N ∈ N tel qued(xn,a) < ε pour toutn≥ N.

Exercice1.9. Vérifier que surR1 toutes les métriquesdp coı̈ncident. Dans le planR2 dessiner la« boule» B(0,1) =

{x∈ R2 | d(x,0) ≤ 1} de rayon 1 autour de 0 pour les métriquesd1, d2, d∞. Bien que ces métriques soient distinctes,
la notion de convergence est la même : une suitexn dansR2 converge versa pour la métriquedp si et seulement sixn

converge versa pour la métriquedq. Il existe des constantesα,β > 0 telles queαdp(x,y) ≤ dq(x,y) ≤ βdp(x,y). On
dit que ces métriques sontéquivalentes.
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1.3. Fonctions contractantes.Souvent l’équation à résoudre se présente
(ou peut se reformuler) comme un problème de point fixef (x) = x. Cette ap-
proche se prête à une vaste généralité qui s’avère tr`es utile. Soulignons d’abord
le caractère purementmétrique:

Définition 1.10. Soit (E,d) un espace métrique, soitf : E → E une applica-
tion, et soitk < 1 une constante. On dit quef estcontractantede rapportk
si d( f (x), f (y)) ≤ kd(x,y) pour toutx,y ∈ E. Autrement dit, l’applicationf
rapproche les points au moins de rapportk (toujours aveck < 1 fixé).

Remarque 1.11.Soit I ⊂ R un intervalle et soitf : I → R une fonction dérivable. On posek := supI | f ′|.
Alors f est contractante sik< 1. Effectivement, pour toutx,y∈ I le théorème des accroissements finis nous
assure qu’il existeξ entrex et y tel que f (x)− f (y) = f ′(ξ )(x−y), donc| f (x)− f (y)| ≤ k|x−y|.
Exercice1.12. Prouver un critère analogue pourf : I → Rm sur une partie convexeI ⊂ Rm.
Attention. — Il ne suffit pas de supposerI ⊂ Rm connexe. (Esquisser un contre-exemple.)

Exercice1.13. Comme on a vu, la convergence d’une suitexn vers un pointx est une propriété topologique : elle
ne change pas lorsqu’on remplace la métriqued par une métrique équivalente. Par contre la propriété d’une fonction
d’être contractante dépend de la métrique. En s’inspirant de la figure ci-dessus, regardons la fonction affinef : R2 →R2

donnée parf
( x

y
)

= k
(

cosα −sinα
sinα cosα

)

·
(x

y
)

+(a
b). Vérifier que pour la métriqued2 cette application est contractante si et

seulement sik < 1. Pourα = π
4 etk proche de 1, l’applicationf n’est pas contractante par rapport à la métriqued1, ni

par rapport à la métriqued∞.

1.4. Le théorème du point fixe. Intuitivement, une fonction contractantef : E → E se contracte sur
un point, l’unique point fixe def . Le but de ce paragraphe est justement d’établir ce théor`eme, dit de point
fixe. Malheureusement l’intuition trompe facilement : le point crucial est l’existenced’un point fixe.

Exemple 1.14.Comme on a vu au chapitreXV, l’itération de la fonctionf (x) = 1
2(x+ 2

x) permet d’appro-
cher la valeur de

√
2, l’unique point fixe def . Restreint à l’intervalleI = [1,+∞[ il s’agit d’une fonction

contractante car la dérivéef ′(x) = 1
2 − 1

x2 est à valeur dans[− 1
2, 1

2[.
Dans la pratique on ne calcule qu’avec des nombres rationnels, et surE = [1,+∞[∩Q la restriction

h = f |E : E → E est toujours contractante. Mais, malheureusement, elle n’a plus de point fixe dansE : le
problème est que l’espaceE contienne des« trous», il n’est pas ce que l’on appellecomplet.
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314 Chapitre XVII — Méthodes itératives pour la résolution d’équations

Définition 1.15. Une suite(xn)n∈N dans un espace métrique(E,d) est ditede Cauchysi pour toutε > 0 il
existeN ∈ N tel qued(xn,xm) < ε pour toutn,m≥ N.

Toute suite convergente est de Cauchy mais la réciproque est fausse en général : regarder une suite
dansQ qui converge vers

√
2∈ R. On arrive ainsi à la définition suivante :

Définition 1.16. Un espace métrique(E,d) estcompletsi toute suite de Cauchy converge.

Remarque 1.17.L’espaceR avec la métrique usuelle est complet. L’espaceRm avec la métriquedp est
complet, quelque soitp ∈ [1,∞[. Il en est de même pour tout sous-ensemblefermé. (Le montrer.) Par
exemple, tout intervalle fermé[a,b] ⊂ R avec la métrique induite est un espace métrique complet. Par
contreQ ⊂ R n’est pas complet.

Les espaces métriques complets sont très importants en analyse parce qu’ils permettent deconstruire
certains objets comme limites de suites de Cauchy, l’existence étant assurée par l’hypothèse de complétude.
En voici un exemple fondamental aussi bien pour la théorie que pour le calcul numérique :

Théorème 1.18(le théorème du point fixe). Soit(E,d) un espace ḿetrique complet et soit f: E → E une
application contractante de rapport k< 1. Alors :

(1) Il existe un et un seul point a∈ E vérifiant f(a) = a.

(2) Pour tout x0 ∈ E la suite it́erative xn+1 = f (xn) converge vers a, vérifiant d(xn,a) ≤ knd(x0,a).
La convergence est donc au moins aussi rapide que celle de la suite ǵeoḿetrique kn → 0.

(3) Pour le calcul concret on a la majoration d’erreur d(xn,a) ≤ k
1−kd(xn,xn−1).

Remarque. —Pour le calcul concret on suppose, comme dans les exemples précédents, que l’on sache
calculerxn+1 = f (xn) à partir dexn. Par contre on ignore typiquement la valeur limitea. Dans cette situation
l’inégalité d(xn,a) ≤ k

1−kd(xn,xn−1) nous est très utile car elle permet de majorer la distance dela valeur
approchéexn à la valeur inconnuea en fonction dexn et xn−1 seulement. Contrairement àd(xn,a), la
quantité k

1−kd(xn,xn−1) est en général très facile à calculer.

DÉMONSTRATION. Unicité. —Si a,b∈ E sont deux points fixes d’une fonction contractante de rap-
portk < 1, alorsd(a,b) = d( f (a), f (b)) ≤ kd(a,b) entraı̂ned(a,b) = 0 donca = b.

Existence. —Une récurrence facile montred(xn+1,xn) ≤ knd(x1,x0) pour toutn∈ N, puis

d(xn+p,xn) ≤ d(xn+p,xn+p−1)+ · · ·+d(xn+2,xn+1)+d(xn+1,xn)

≤ (kp−1 + · · ·+k1+k0)d(xn+1,xn) ≤ kn

1−kd(x1,x0)

pour toutn, p∈ N. La suite(xn)n∈N est donc de Cauchy et converge puisqueE est complet. Notonsa sa
limite, et vérifions qu’il s’agit d’un point fixe : l’application f , étant contractante, est continue. L’équation
de récurrencexn+1 = f (xn) donne donca = lim xn+1 = lim f (xn) = f (lim xn) = f (a).

Vitesse de convergence. —On ad(xn,a) ≤ knd(x0,a), donc pour toute valeur initialex0 ∈ E la suite
itérativexn+1 = f (xn) converge vers le point fixea. Pour estimer la distance dexn à a, on a la majoration
d(xn+p,xn) ≤ k

1−kd(xn,xn−1). Le passage à la limitep→ ∞ donne l’inégalité cherchée. �

Exemple 1.19.Dans notre exemple préféré la fonctionf : [1,2] → [1,2], f (x) = 1
2(x+ 2

x) est contractante
de rapportk = 1

2. Le théorème affirme donc que pour toute valeur initialex0 ∈ [1,2] la suite itérative
xn+1 = f (xn) converge vers l’unique point fixea =

√
2, et que|xn−a| ≤ (1

2)n|x0−a|. (La convergence est
en fait beaucoup plus rapide que celle de la suite géométrique

(1
2

)n → 0, voir plus bas.)

Remarque 1.20.La majorationd(xn,a)≤ knd(x0,a), donne− logd(xn,a)≥− logd(x0,a)−nlog(k). Dans
le casE = R le nombre de décimales exactes dexn comme approximation dea est donc minoré par une
fonction affine den. On parle d’uneconvergence lińeaire. On remarquera que la constante de contraction
k < 1 influence sensiblement la vitesse de convergence.

Exemple 1.21.Soulignons que la majorationd(xn,xn−1) < ε n’implique pas forcément qued(xn,a) < ε.
Il faut tenir compte du facteurk

1−k : appliquons la condition d’arrêt|xn − xn−1| < 10−4 à l’itération de
f : R→R, f (x) = 0,999999·xet la valeur initialex0 = 100. Cette fonction est contractante, mais seulement
très faiblement :x0 = 100 etx1 = 99,9999 sont proches, mais encore loin du point fixea = 0.
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§1 — La méthode du point fixe 315

Exemple 1.22.Pour appliquer le théorème il faut soigneusement vérifier les hypothèses.̀A titre d’avertis-
sement, voici quelques exemples voisins où le théorème ne s’applique pas :

(1) f : [0,1] → R, f (x) = 1+ 1
2x est contractante mais n’admet pas de point fixe. Pourquoi ?

(2) g: ]0,1]→]0,1], g(x) = 1
2x est contractante mais n’admet pas de point fixe. Pourquoi?

(3) SurE = [1,2]∩Q la fonctionh(x) = 1
2(x+ 2

x) n’admet pas de point fixe. Pourquoi?

(4) La fonction f : R → R, f (x) = x+ 1
1+ex vérifie 0< f ′(x) < 1. Est-elle contractante? sur un

compact[a,b] ? Admet-elle un point fixe ? Pourquoi le théorème ne s’applique-t-il pas ?

1.5. Quelques applications.Pour f (a) = a et | f ′(a)| < 1 nous avons vu qu’il existe un voisinage
V = [a− ε,a+ ε] sur lequel la fonctionf est contractante de rapportk = supV | f ′| < 1. Pour toutx ∈ V
nous avons| f (x)−a| ≤ k|x−a|, donc f (V)⊂V, et nous pouvons appliquer le théorème : pour toutx0 ∈V
on a convergencexn → a de vitesse (au moins) linéaire|xn−a| ≤ kn|x0−a|.
Remarque 1.23.Dans la pratique, on se donne souvent une fonctionf : R → R. Il faut d’abordexpliciter
un ferméV ⊂R tel quef (V)⊂V et une constantek telle que supV | f ′| ≤ k< 1. Ceci correspond àlocaliser
le point fixea en explicitant un voisinageV qui soit suffisamment précis pour appliquer le théorème.

☞ Plus la constantek est petite, plus la convergencekn → 0 est rapide. Commek est minorée par| f ′(a)|,
on a intérêt à choisir plutôt unpetit voisinageV dea, si possible, afin de minimiserk.

☞ Si supV | f ′| ≥ 1, alors on a choisiV trop grand et il faut recommencer avec un fermé mieux adapt´e. Si
l’on sait d’avance queV ne contient pas de point fixe, ou si le point fixea vérifie | f ′(a)| ≥ 1, il est inutile
d’insister : le théorème ne pourra pas s’appliquer.

Exemple 1.24.On se propose d’approcher l’unique solutionx∈ R de l’équationx = cosx.

Exercice pŕeparatoire. —Tracer sommairement le graphe de cosx afin de localiser la solution. (Il n’y
a qu’une seule.) Déterminer un intervalle[a,b] sur lequel le théorème du point fixe s’applique. Quelle
constante de contraction obtenez-vous?

Calcul nuḿerique. —Le programmeiter1.cc calcule la suite itérativexn+1 = cosxn à partir dex0 = 0. La
suite converge numériquement, mais cette observation empirique ne remplace pas l’analyse mathématique
précédente.́Etant donnée la constante de contractionk, le programme peut déterminer la marge d’erreur

k
1−k |xn−xn−1|. Ainsi on itère jusqu’à la précisionε souhaitée, et on peut conclure que|xn−x| ≤ ε.

Exercice 1.25.Encadrer les solutions réelles de l’équation exp(x) = x3 à 10−8 près.

Indication. — Reformuler le problème sous forme de point fixe,f (x) = x. Tracer sommairement le graphe
de f ; il y a deux solutions. Les points fixes sont ils attractifs ourépulsifs ? Dans le cas attractif, appliquer
le théorème du point fixe. Dans le cas répulsif passer à lafonction inversef−1.

Exercice/M1.26. On se propose d’analyser l’applicationf : R2 → R2, f (x1
x2 ) =

(

−x1+
3
2 x2+

5
4

− 1
2 x1+x2

2+
3
4

)

.

Déterminer les points fixes def , puis calculer la dérivée( ∂ fi
∂x j

) dans ces points. Quelles sont les valeurs propres ?

Les points fixes sont-ils attractifs ? Soitx le point fixe non attractif def . Montrer quef est localement inversible autour
dex, c’est-à-dire il existe un voisinageV dex tel que f |V : V →U soit une bijection surU := f (V), et que l’inverse
g = f |−1

V : U →V soit une application continûment dérivable. Est-ce que le point fixex est attractif pourg?

Exercice/M1.27. Quels sont les points fixes de l’applicationf : R2
+ →R2

+, (x,y) 7→ ( x+y
2 ,

√
xy) ?Écrire un programme

qui calcule une valeur approchée de la limite limn→∞ f n(x,y) et admirer la vitesse.

Remarque. —La limite AGM(x,y) := lim f n(x,y) est un compromis astucieux, inventé par Gauss, entre la moyenne
arithmétiquex+y

2 et la moyenne géométrique
√

xy. Pour cette raison on appelle la valeurAGM(x,y) la moyenne
arithmético-géométrique, ouarithmetic-geometric meanen anglais.

Quelques pistes de réflexion. —Comment expliquer la convergence super-rapide ? La fonction f est-elle contractante ?
Est-ce que la suite itérativef n(x,y) converge pour tout(x,y)∈R2

+ ? Dans quel sens est-ce que la fonctionf « contracte
vers la diagonale» ? Pour un point(x,x) de la diagonale calculer la dérivée dans la direction orthogonale(1,−1). Dans
quel sens la diagonale est-elle« super-attractive» ? (Voir la suite.)
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2. La méthode de Newton

2.1. Vitesse de convergence.Regardons à nouveau la dynamique autour d’un point fixe attractif : soit
φ : R → R une fonction continûment dérivable, et soita = φ(a) un point fixe vérifiant|φ ′(a)|< 1. On a vu
que dans un voisinageV = [a− ε,a+ ε], la fonctionφ est contractante de rapportk = supV |φ ′|< 1, et pour
tout x0 ∈ V on a convergence linéaire :|φn(x0)−a| ≤ kn|x0−a|. Le casφ ′(a) = 0 est particulier : quand
φn(x0) approchea, la fonctionφ contracte de plus en plus fortement, ce qui accélère la convergence :

Remarque 2.1. Soit φ : R → R de classeC2 telle queφ(a) = a et φ ′(a) = 0. SoitV = [a− ε,a+ ε] et
M := maxV |φ ′′|. D’après le développement de Taylor, pour toutx il existeξ entrea etx tel que

φ(x) = φ(a)+ φ ′(a)(x−a)+
1
2

φ ′′(ξ )(x−a)2.

Pour toutx0 ∈V ceci implique|φ(x0)−a| ≤ M
2 |x0−a|2. On conclut que pour toute valeur initialex0 ∈V

vérifiant|x0−a|< 2
M on a une convergence particulièrement rapide :

M
2 |φn(x0)−a| ≤

(

M
2 |x0−a|

)2n

.

Ceci veut dire que le nombre de décimales exactes dexn = φn(x0) comme approximation dea double à
chaque itération ! C’est cette convergence super-rapide qui fait de cette observation un outil très puissant :
si vous avez calculé une approximationxn avec un écartM2 |xn−a| ≤ 2−1 près, disons, l’itération suivante
ne laissera qu’un écart≤ 2−2, celle d’après≤ 2−4, puis≤ 2−8, puis≤ 2−16, puis≤ 2−32 etc.

Définition 2.2. Dans un espace métrique(E,d) soit (xn)n∈N une suite convergente de limitea. On note
en = d(xn,a) l’écart entrexn et la limite cherchéea, et on supposeen > 0 pour toutn.

(1) On dit que la convergence est asymptotiquement (au moins) linéairesi limsupen+1
en

< 1.
Ceci équivaut à dire qu’il existek < 1 etn0 ∈ N tels queen+1 ≤ ken pour toutn≥ n0.
Dans le casE = R, le nombre de décimales exactes est minoré par une fonction affine den.

(2) On dit que la convergence est asymptotiquement (au moins) quadratiquesi limsupen+1
e2
n

< +∞.
Ceci équivaut à dire qu’il existeK ∈ R+ tel queen+1 ≤ Ke2

n pour toutn∈ N.
Dans le casE = R, le nombre de décimales exactes double à peu près à chaque itération.

Exemple 2.3. Le théorème du point fixe promet une convergence linéaire. Nous avons vu la convergence
quadratique de la méthode de Newton-Héron au chapitreXV, §3.1.

Proposition 2.4. Soit U ⊂ Rm un ouvert etφ : U → Rm une application de classe C2. Si φ(a) = a et
φ ′(a) = 0 alors existe un voisinage V de a tel queφ |V soit contractante de rapport12. Par conśequent :

(1) On aφ(V) ⊂V et pour tout x0 ∈V la suite it́erative xn = φn(x0) converge vers a.

(2) La vitesse de convergence est au moins linéaire,|xn−a| ≤ 2−n|x0−a|.
(3) Finalement la convergence devient quadratique,|xn+1−a| ≤ M

2 |xn−a|2.
Exercice/M 2.5. Prouver cette proposition dans le casRm en généralisant les arguments donnés pourR.
(Cf. Demailly,§IV.2.3.) Ce résultat motive la définition suivante :

Définition 2.6. Soitφ : Rm⊃U →Rm de classeC1. Un point fixea= φ(a) estsuper-attractifsi φ ′(a) = 0.
Un voisinageV dea est ditnewtonienpourφ s’il satisfait aux conditions (1), (2), (3) ci-dessus.

xnxn+1a

2.2. Itération de Newton. On cherche à résoudre une équation
f (x) = 0 dansRm dont on connaı̂t une solution approchéexn. La
méthode de Newton permet de transformer l’équationf (x) = 0 en un
problème de point fixeφ(x) = x. Son intérêt réside dans le fait que les
zéros def deviennent des points fixessuper-attractifspour φ , ce qui
nous permettra des calculs extrêmement efficaces.

Au lieu d’une approche purement métrique à la méthode du point
fixe, on veut tirer profit du calcul différentiel ! On approche donc la fonc-
tion f par la tangente enxn, c’est-à-diret(x) := f (xn)+ f ′(xn)(x− xn).
C’est l’approximation de Taylor d’ordre 1.
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Pourxn+1 on prendra l’unique solution de l’équation affinet(x)= 0, à savoirxn+1 = xn− f ′(xn)
−1 f (xn).

Autrement dit, pour approcher les zéros def on itère l’applicationφ(x) = x− f ′(x)−1 f (x).

Théorème 2.7(méthode de Newton, version qualitative). Soit U⊂ Rm un ouvert et soit f: U → Rm une
fonction de classe C2 telle que f′(x) soit inversible pour tout x∈U. Alors la fonctionφ : U → Rm définie
par φ(x) = x− f ′(x)−1 f (x) est de classe C1, les points fixes deφ sont exactement les zéros de f , et en tout
point fixe a= φ(a) la dérivée s’annule :φ ′(a) = 0.

Les zéros def deviennent ainsi des points fixes super-attractifs deφ , comme souhaité, et dans un
voisinage convenable on a convergence quadratique :

Corollaire 2.8. Soit f : Rm ⊃ U → Rm une fonction de classe C3 et soit a∈ U une racine simple de
f , c’est-̀a-dire f(a) = 0 à dérivée f′(a) inversible. Alors il existe un rayonδ > 0 de sorte que la boule
B(a,δ ) = {x∈ Rm | |x−a| ≤ δ} soit contenue dans U et soit newtonienne pourφ .

Exercice/M 2.9. Prouver ce théorème et son corollaire (pourm= 1 si vous voulez simplifier). Qu’obtient-
on quand on l’applique àf : R+ →R, f (x) = xn−a? Pour quelles valeurs initialesx0 l’itération de Newton
converge-t-elle? Comparer avec le résultat du chapitreXV, §3.1 : en quoi notre formulation du théorème
de Newton-Héron est-elle plus précise ou plus généraleque le résultat qualitatif précédent ?

☞
Heuristique : Si f(a) = 0 et l’on dispose d’une valeur initiale x0 ≈ a suffisamment proche

de a, alors l’it́eration de Newton xn = φn(x0) converge tr̀es rapidement vers a.
✍

2.3. Exemples.En vue d’une implémentation sur ordinateur nous sous-entendons ici qu’il est raison-
nablement facile d’évaluerf et f ′ enxn, c’est-à-dire on sait implémenter des approximations def (xn) et
de f ′(xn) avec une précision et une efficacité satisfaisantes. C’est le cas pour tous nos exemples, mais pour
un problème réaliste cette étape peut en elle-même nécessiter une analyse approfondie. Nous supposerons
ce problème résolu par une bibliothèque convenable.

Exemple 2.10.On reprend l’équation cos(x)= xqui a été résolue par le programmeiter1.cc en utilisant
la méthode du point fixe. Testez le programmeiter2.cc qui résout cette équation par la méthode de
Newton, et admirez la vitesse de convergence.

Exercice/P 2.11.Si vous voulez, vous pouvez reprendre l’équation exp(x) = x3, résolue plus haut par la
méthode du point fixe, et approcher ses deux solutions par laméthode de Newton.

Remarque 2.12.Avant d’appliquer la méthode de Newton il faut bien vérifier que l’on est en présence
d’un zéro simple, c’est-à-diref (a) = 0 mais f ′(a) inversible. Dans ce cas il existe un voisinageU tel que
f ′(x) reste inversible pour toutx∈U , et on peut appliquer le théorème précédent.

2.4. Bassin d’attraction. La convergence de la méthode de Newton n’est assurée que pour une valeur
initiale proche d’un zéro. Nos résultats précédents motivent la définition suivante :

Définition 2.13 (Rayon de Newton). Soit f : Rm ⊃ U → Rm une fonction de classeC2 et soita∈U une
racine simple def , c’est-à-diref (a) = 0 à dérivéef ′(a) inversible. Dans ce cas on appelle

ρa := sup{δ ∈ R+ | la bouleB(a,δ ) ⊂U est newtonienne pourφ}

le rayon de Newtonde la racinea.

Remarque 2.14.Le corollaire2.8assure queρa > 0 (pourvu quef est de classeC3, maisC2 suffit d’après
le théorème2.20plus bas). Une fois on dispose d’une valeur approchéex0 de la racinea à une marge≤ ρa

près, on peut approchera aussi précisément que l’on le souhaite. Il suffit d’itérer la méthode de Newton :
la convergence est assurée et on peut même garantir une bonne vitesse de convergence!

Remarque 2.15.Comment majorer la marge d’erreur entre l’approximation calculéexn (mais erronée) et
la valeur exacte cherchéea (mais inconnue)? La formulation ci-dessus fait semblant deconnaı̂trea, mais
dans la pratique on ignore la valeur exacte et on ne dispose que de la valeur approchée. Une fois on est sûr
d’être dans un voisinage newtonien, le théorème du pointfixe nous dit que|xn−a| ≤ |xn−xn−1|.
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Remarque 2.16.Dans un cours d’analyse on se contente souvent de la formulationqualitativedu théorème
2.7donnée ci-dessus. Quant à l’applicationpratiqueavouons qu’elle laisse encore à désirer :

(1) Comment déterminer (ou au moins minorer) le rayon de Newtonρa d’une racinea? La formula-
tion qualitative ne donne pas de réponse explicite, elle assure seulement queρa > 0. Une version
quantitative sera donnée par le théorème2.20plus bas.

(2) Comment savoir pour une valeur initialex0 si l’on est dans le rayon de Newton d’une racinea?
Normalement on ne connaı̂t pas les racines, donc on veut un critère en fonction dex0 seulement.
Un tel critère sera donné par le théorème2.25.

(3) Comment trouver une approximation initialex0 telle que l’on puisse garantir la convergence
rapidexn = φn(x0) → a? Certes, il suffit de localiser la racinea à ρa près, mais comment faire ?
En général, partant juste de la fonctionf sans aucune connaissance au préalable de ses racines,
c’est un problème délicat qu’il faut analyser au cas par cas.

☞
L’algorithme de Newton est une méthodelocaleet nonglobale: il faut

de bonnes valeurs initiales pour assurer sa convergence et son efficacit́e.
✍

Exercice 2.17.À titre d’exemple, analyserf : R → R, f (x) = arctan(x) afin d’illustrer la convergence ou
divergence de la méthode de Newton. L’unique zéro esta = 0. Tracer le graphe def et déterminer pour
quelles valeurs initialesx0 l’itération de Newtonφn(x0) converge, puis pour lesquelles elle diverge. Que se
passe-t-il pour les cas critiques intermédiaires ? (L’équation arctan(x) = 2x/(1+ x2) peut elle-même être
résolue par la méthode de Newton.) Construire ainsi une suite itérative de Newton qui converge, mais dont
la convergence est initialement aussi lente que l’on veut. Déterminer finalement le rayon de Newtonρa.

Exercice 2.18.Pour les fonctions unidimensionnellesf : R→R il est très commode de donner des critères
« géométriques» de convergence pour de l’itération Newtonxn = φn(x0) :

(1) Supposons quef (a) = 0 ainsi quef ′ > 0 et f ′′ ≥ 0 surI = [a,a+ε]. Alorsφ(I) ⊂ I et pour toute
valeur initialex0 ∈ I on obtient une suite décroissantex0 ≥ x1 ≥ x2 ≥ . . . qui converge versa.

(2) Supposons quef (a) = 0 ainsi quef ′ > 0 et f ′′ ≤ 0 surI = [a−ε,a]. Alorsφ(I) ⊂ I et pour toute
valeur initialex0 ∈ I on obtient une suite croissantex0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ . . . qui converge versa.

Dans les deux cas on obtient la majoration d’erreur

|xn−a| ≤
∣

∣

∣

∣

f (xn)

f ′(a)

∣

∣

∣

∣

.

En particulier, pourf ′(a) > 0 et f ′′(a) > 0 il suffit de commencer l’itération légèrement à droitedea afin
de garantirxn → a. Pour f ′(a) > 0 et f ′′(a) < 0 il suffit de commencer légèrement à gauche dea. La taille
exacte de l’intervalle peut être déterminé en étudiantf ′′. Que faire dans le casf ′(a) < 0 ? Dessin !

Exercice 2.19.On considère la fonction polynomiale

f : R → R, f (x) = 3x3−10x2−4x+8.

(1) Montrer quef admet trois racines réelles distinctes, que l’on noteraa,b,c∈ R aveca < b < c.
Encadrer ces racines par trois intervalles de la forme]k,k+1[ aveck ∈ Z. Dans la suite on veut
appliquer la méthode de Newton pour approcher les racinesa, b, c avec plus de précision.

(2) Sur quels intervalles la fonctionf est-elle croissante/décroissante? Sur quels intervalles est-elle
concave/convexe? En déduire une valeur initialec0 ∈ Z pour laquelle vous pouvez garantir que
la méthode de Newton donne une suite récurrentecn = φn(c0) qui converge vers la racinec.
(Justifiez votre choix.) Même question poura0 tel quean → a, puisb0 tel quebn → b.

(3) Calculer les valeurs approchéesa3, b3, c3 des trois racinesa, b, c par la méthode de Newton,
comme préparée ci-dessus, en effectuant 3 itérations pour chacune. Majorer l’écart|a3−a|, |b3−
b|, |c3−c|. Vérifier les approximations en développantf3(x) = 3(x−a3)(x−b3)(x−c3). Obtient-
on f (x) exactement ? Que se passe-t-il pour cinq puis dix itérations ?

(4) Exhiber une valeur initialeu0 pour laquelle la méthode de Newton donne une suite(un)n∈N qui
ne converge pas. Pourquoi ceci ne met pas en cause le théorème2.7?
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2.5. Version quantitative. Le théorème2.7 reste seulement qualitatif dans le sens qu’il n’explicite
pas de voisinage sur lequel il garantit une convergence. Lesexercices précédents montrent des critères
géométriques pour les fonctions convexes/concaves, ce qui fait intervenir f ′′. Le théorème suivant donne
une version quantitative qui explicite un intervalle sur lequel on peut garantir la convergence :

Théorème 2.20(méthode de Newton, version quantitative). Soit f : R → R de classe C2. Supposons que
f (a) = 0 ainsi que| f ′| ≥ m> 0 et | f ′′| ≤ M sur un intervalle I= [a− ε,a+ ε] avecε > 0. Nous posons
δ := min(ε,m/M) et V := [a−δ ,a+δ ]. Alors pour toute valeur initiale x0 ∈V la suite xn = φn(x0) vérifie

|xn−a| ≤
(

1
2

)2n−1

|x0−a|.

En particulier V est un voisinage newtonien de a dans le sens de la d́efinition2.6.

DÉMONSTRATION. Par translation nous pouvons supposer quea = 0. Nous avons

xn+1 = φ(xn) = xn− f ′(xn)
−1 f (xn) = f ′(xn)

−1(

f ′(xn)xn− f (xn)
)

.

D’autre part le développement de Taylor enxn nous donne

0 = f (0) = f (xn)− f ′(xn)xn +
1
2

f ′′(ξn)x
2
n

pour unξn ∈ [0,xn] convenable. De ces deux équations on déduit

xn+1 =
1
2

f ′(xn)
−1 f ′′(ξn) x2

n.

Avec | f ′| ≥ m> 0 et | f ′′| ≤ M ceci donne

|xn+1| ≤
M
2m

|xn|2

ou encoreM
2m|xn+1| ≤ ( M

2m|xn|)2. Par récurrence on obtient

M
2m

|xn| ≤
(

M
2m

|x0|
)2n

.

Pourx0 ∈V on a|x0| ≤ δ ≤ m
M , donc M

2m|x0| ≤ 1
2. On conclut que|xn| ≤

(1
2

)2n−1 |x0|. �

Exercice/M 2.21. Vérifier soigneusement le théorème précédent, puis essayer de formuler et de prouver
une version pour les fonctions complexesf : C → C, ou plus généralement pourf : Rn → Rn.

Exercice/M2.22. La méthode de Newton est assez universelle et sa convergence foudroyante en fait un outil om-
niprésent. En voici un exemple plus poussé, d’après Demailly, §IV, qui sert pour l’inversion des matrices :

Soit A une algèbre unitaire normée surR, par exemple les matrices carréesm×m.

(a) Soitu∈A un élément inversible. Déterminer deux constantesα,β ∈R de sorte que l’applicationφ : A→ A,
φ(x) = αx+βxux, admetteu−1 comme point fixe super-attractif. Montrer que|φ ′(x)| ≤ 2|u| · |x−u−1|. En
déduire que la suitexn = φn(x0) converge versu−1 pour toutx0 ∈ B(u−1, r) avecr < 1

2|u| .

(b) On suppose désormais queA est complète. (C’est automatique siA est de dimension finie.) En supposant
|v| < 1 montrer queu = 1−v est inversible etu−1 = ∑∞

k=0 vk. En quoi la méthode (a) est-elle plus efficace ?
Déterminer un entiern∈ N de sorte que la méthode (a) converge pourx0 = 1+v+ · · ·+vn.

Pour résumer : quels sont les avantages et inconvénients des deux méthodes (a) et (b) utilisées séparément ? Quel
est l’intérêt de les combiner ?

2.6. Critères pratiques. La problématique de choisir de bonnes valeurs initiales pour la méthode de
Newton reste d’actualité. On peut se poser une question plus facile : étant donnéz0, comment savoir si
l’itération de Newtonzn = φn(z0) convergera? Le théorème2.20part de la racinea et minore son rayon de
Newton. Ceci n’est souvent pas pratique car on ignore les racines encore à trouver. Le critère suivant, par
contre, part d’une valeur initialez0 donnée :
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Théorème 2.23.Consid́erons une fonction analytique f: C ⊃ U → C avec son application de Newton
φ(z) = z− f (z)

f ′(z) . Soit z0 ∈U une valeur initiale telle que f(z0) 6= 0 et f′(z0) 6= 0, et soit r:= | f (z0)|
| f ′(z0)| le pas

initial dans l’itération de Newton. Supposons que la boule B(z0,2r) soit incluse dans U, et que

| f ′′(z)|
| f ′(z)| ≤

1
8
| f ′(z0)|
| f (z0)|

pour tout z∈ B(z0,2r) =: V.

Alors φ |V est contractante de rapport12 et v́erifie φ(V) ⊂V. Par conśequent f|V admet une unique racine
a∈ V, et la suite it́erative zn = φn(z0) converge vers a. La convergence est quadratique comme expliqué
dans la proposition2.4.

z
0

z1V

Remarque. —Par hypothèse on a|φ(z0)−z0|= r. La première itération reste donc
bien dansV = B(z0,2r), mais il faut encore contrôler les suivantes. L’idée est de
montrer queφ |V est contractante de rapport1

2, c’est-à-dire|φ(x)−φ(y)| ≤ 1
2|x−y|

pour toutx,y ∈ V. Ceci entraı̂neφ(V) ⊂ V, car pour toutz avec|z− z0| ≤ 2r on
trouve|φ(z)−φ(z0)| ≤ r et donc

|φ(z)−z0| ≤ |φ(z)−φ(z0)|+ |φ(z0)−z0| ≤ 2r.

DÉMONSTRATION. Après translation on peut supposer quez0 = 0. Par hypothèsef ′ ne s’annule pas
dansV = B(0,2r), doncφ est définie surV. Pour montrer queφ |V est contractante de rapport1

2 on montrera
que sa dérivéeφ ′(z) = f (z) f ′′(z)/ f ′(z)2 vérifie |φ ′| ≤ 1

2 surV. Étudions le quotientu(z) = f (z)/ f ′(z) et

sa dérivéeu′(z) = 1−u(z) f ′′(z)/ f ′(z). On a|u(0)| = r et |u′(z)| ≤ 1+M|u(z)| avecM := supV
| f ′′|
| f ′| . Pour

tout R> r la fonction auxiliairev: R → R définie parv(t) = (R+ M−1)exp(Mt)−M−1 est croissante et
vérifie v(0) > |u(0)| et v′(t) = 1+Mv(t). Ceci entraı̂ne que|u(z)| < v(|z|) pour toutz∈ B(0,2r). Sinon il
existeraitz tel que|u(z)| = v(|z|) avec|z| minimal, et on arriverait à la contradiction suivante :

|u(z)|− |u(0)| ≤ |u(z)−u(0)|=
∣

∣

∣

∣

∫ z

0
u′(ξ )dξ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ z

0
|u′(ξ )|dξ ≤

∫ z

0
1+M|u(ξ )|dξ

<

∫ |z|

0
1+Mv(t)dt =

∫ |z|

0
v′(t)dt = v(|z|)−v(0) = |u(z)|−v(0) < |u(z)|− |u(0)|.

On en déduit que|φ ′(z)| ≤ M|u(z)| < Mv(2r) pour toutz∈ B(0,2r). Puisque c’est valable pour toutR> r
on obtient|φ ′(z)| ≤ Mv(2r) dans le cas limiteR= r. Il ne reste qu’à déterminerM de sorte queMv(2r) =
(Mr +1)exp(2Mr)−1≤ 1

2. Le choixMr = 1
8 convient, ce qui prouve le théorème. �

Exercice 2.24.Vérifier la preuve précédente, en particulier la majoration |u(z)| < v(|z|). Montrer que
l’équation(x+1)exp(2x) = 3/2 admet une unique solutionx0 et vérifier quex0 ≈ 0.1381> 1

8 = 0.125.

Le théorème précédent est un premier pas vers un critère pratique, mais il nous demande encore
d’étudier f dans une bouleB(z0,2r) afin de majorer la proportion| f ′(z)−1 f ′′(z)|. Le théorème suivant,
développé par S. Smale, remplace cette étude par des informations locales enz0 seulement, à savoir les
dérivéesf (k)(z0) pour k ∈ N. Ces informations suffisent à contrôler le comportement de f si f est un
polynôme, ou plus généralement une fonction analytique:

Théorème 2.25(S. Smale, 1986). Soit f : C → C une fonction analytique. Pour que l’itération de la fonc-
tion φ(z) = z− f ′(z)−1 f (z) converge pour une valeur initiale z0 ∈ C il suffit que

sup
k≥2

k−1

√

∣

∣

∣

∣

f (k)(z0)

k! f ′(z0)

∣

∣

∣

∣

≤ 1
8

∣

∣

∣

∣

f ′(z0)

f (z0)

∣

∣

∣

∣

.

Dans ce cas f admet une unique racine a dans la boule B(z0,2r) où r := | f (z0)/ f ′(z0)| est le pas initial
dans l’itération de Newton, et la suite zn = φn(z0) vérifie |zn−a| ≤ (1

2)2n−1 · |z0−a|. �

A noter que le théorème de Smale s’appuie uniquement sur des estimations au pointz0 donné, et que
ce critère s’applique très facilement aux polynômesf : il suffit de vérifier la condition pourk = 2, . . . ,n.

Pour une discussion détaillée voir le chapitre 8 intitul´e “Newton’s method” du livre de L. Blum,
F. Cucker, M. Shub, S. Smale :Complexity and real computation, Springer, New York 1997.
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3. Application aux polynômes complexes

En 1685 Wallis publia son livre nomméAlgèbredans lequel il décrit une méthode inventée par Newton
pour la résolution d’équations. Une version modifiée futpubliée par Raphson en 1690 ; c’est la méthode
qui est maintenant connue sous le nom de Newton ou de Newton-Raphson. Newton lui-même avait discuté
sa méthode en 1669 et l’avait illustrée par l’exempleX3−2X−5 = 0. Continuons cette tradition vielle de
plus de 300 ans qui veut que tout étudiant de méthodes numériques résolve cette vénérable équation :

Exercice/P 3.1.Appliquez la méthode de Newton au polynômeX3−2X−5. Expérimentez avec le pro-
grammenewton1669.cc pour trouver les trois racines de ce polynôme. Comme de nos jours ces calculs
ne coûtent pas cher, vous pouvez facilement faire varier lavaleur initialez0. Voyez-vous une corrélation
entre le choix dez0 et le résultat obtenu ? et le nombre d’itérations ? Tester plusieurs cas oùz0 est« proche»
d’une racine, puis des cas oùz0 en est« loin ». Après plusieurs expériences réussies, regarder par exemple
z0 = −60,−61,−62, . . .,−70 afin de tester délibérément les limites de la méthode.

Étant donné un polynômeP ∈ C[X] on peut appli-
quer l’itération de Newtonφ(z) = z−P′(z)−1P(z) à une
valeur initialez0 ∈ C choisie au hasard, en espérant que
φn(z0) convergera vers une racine deP. De manière em-
pirique, on constate que« la plupart» des choix initiaux
mènent à une racine. Une fois on sait localiser une racine,
la méthode de Newton permet de calculer de très bonnes
approximations au bout de quelques itérations seulement.
Sans connaissance préalable des racines, par contre, il
est difficile de deviner de bonnes valeurs initiales. Pour
une valeur initiale loin des racines il semble impossible
de prédire vers quelle racine convergera l’itération. L’in-
convénient pratique est surtout que la convergence peut
être très lente. Dans le pire des cas, certains choix n’abou-
tiront jamais : pourX2 + 1 une valeur initialez0 ∈ R ne
permet pas de trouver une des deux racines. (Pourquoi?)

On peut s’amuser avec des graphiques suivantes : Le polynôme P(z) = z3 − 1 possède trois racines
complexes : 1,j et j2. On souhaite visualiser la dynamique de l’applicationφ(z) = z−P′(z)−1P(z). Pour
a ∈ {1, j, j2} on veut représenter graphiquement l’ensembleA(a) = {z0 ∈ C | φn(z0) → a}, dit « bassin
d’attraction». On peut écrire un programme représentant les ensemblesA(a) par trois couleurs distinctes
et utilisant une quatrième couleur pour l’ensemble desz0 ∈ C tels que la suite(zn) « ne semble pas»
converger. Il existe des logiciels spécialisés pour ces graphiques dites« fractales», commefractint .

Exemple 3.2. À titre d’avertissement, considérons le polynômep(z) = z3−2z+2. La méthode de Newton

itèreφ(z) = z− z3−2z+2
3z2−2

= 2z3−2
3z2−2

, dont la dérivée estφ ′(z) = 6z4−12z2+12z
9z4−12z2+4

. Commeφ(0) = 1 et φ(1) = 0,
on a un cycle de longueur 2. Ce cycle est super-attractif carφ ′(0) = 0 : tous les points dans un voisinage
de{0,1} sont attirés vers le cycle 0→ 1→ 0→ 1→ . . . , et ne convergerons pas vers une racine dep. Ce
phénomène montre que l’on ne peut pas espérer la convergence pour« presque tout» point initial.

3.1. Le théorème de Gauss-d’Alembert.SoitK un corps etP∈ K[X] un polynôme de degrén. Pour
a∈ K la division euclidienne donneP(X) = (X−a)Q(X)+ r avecQ∈ K[X] et r ∈ K. Ceci veut dire quea
est une racine deP si et seulement si le facteur linéaire(X−a) divise le polynômeP.

Soit a1 ∈ K une racine deP. Par récurrence on trouvem1 ≥ 1 tel queP(X) = (X − a1)
m1Q(X) et

Q(a1) 6= 0. On appellem1 la multiplicité de la racinea1. Si a1, . . . ,ak sont des racines distinctes deP
dansK alors P = (X − a1)

m1 · · · (X − ak)
mkQ(X) avec des multiplicitésm1, . . . ,mk ≥ 1 et le polynôme

restantQ∈ K[X] ne s’annule pas ena1, . . . ,ak. Puisque deg(P) = m1 + · · ·+mk +deg(Q), on conclut que
m1 + · · ·+mk ≤ n, et ce procédé doit s’arrêter quandQ n’a plus aucune racine dansK :

Proposition 3.3. Sur un corps K tout polyn̂ome P∈ K[X] de degŕe n admetau plusn racines. �
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Si P admetn racinesa1,a2, . . . ,an ∈ K (éventuellement avec répétitions) alors il se factorise comme

P = c · (X−a1)(X−a2) · · · (X−an).

Une telle factorisation en polynômes de degré 1 n’est pas toujours possible : le polynômeX2 + 1∈ R[X]
par exemple n’admet aucune racine dansR. SurC la situation est beaucoup meilleure :

Théorème 3.4(de Gauss-d’Alembert). Pour tout polyn̂ome P∈ C[X] unitaire de degŕe n il existe des
nombres complexes a1,a2, . . . ,an ∈ C tels que P= (X−a1)(X−a2) · · · (X−an).

On dit aussi que surC tout polynôme estscind́e, ou qu’il se factoriseen facteurs linéaires surC.
Cette propriété est tellement importante en algèbre qu’on lui donne un nom : on dit que le corpsC est
algébriquement clos. Ce superbe théorème est parfois appelé le« théorème fondamental de l’algèbre»

(bien que le corpsC appartienne plutôt à l’analyse). Remarquons toutefois qu’il s’agit d’un pur résultat
d’existence. Il ne nous indique nullement commenttrouver les racines. Reste le problème pratique évident :
étant donnéP, comment« calculer» ses racines ? Au moins deux approches se présentent :

L’approche alǵebrique. —En degré 2 on peut calculer les racines deP = X2 +aX+b par la formule
1
2(−a±

√
a2−4b). De formules similaires existent en degré 3 (formule de Cardan) et degré 4 (formule de

Ferrari). Elles sont malheureusement assez complexes, et par conséquent rarement utilisées.
Jusqu’au XIXe siècle des généralisations aux degrés≥ 5 furent cherchées en vain. C’est un des succès

spectaculaires de la théorie de Galois d’en montrer l’impossibilité :

Théorème 3.5(N.H. Abel, 1824). Il n’existe pas de formule construiteà partir des oṕerations arithḿetiques
du corpsC et des racines nièmes qui ŕesolve unéequation polynomiale ǵeńerale de degŕe≥ 5. �

Sont résolubles par radicaux seulement certaines équations particulières, commeXn−a = 0 pour un
exemple évident. L’équationX5 −X + 1 = 0 par contre n’est pas résoluble par radicaux. La théorie de
Galois établit le critère général : une équation est r´esoluble par radicaux si et seulement si le groupe de
Galois associé est résoluble.

L’approche nuḿerique. —Étant donné un polynômeP∈ C[X] il ne reste souvent que le recours aux
méthodes numériques pour localiser les racines.Évidemment on ne peut en général pas espérer de tomber
sur les racines exactes, mais de bonnes valeurs approchéesdonnent déjà des informations précieuses. Le
projet mettra en œuvre une telle démarche.

3.2. Relation entre racines et coefficients.Intuitivement, les racinesa1, . . . ,an ∈ C d’un polynôme
p(z) = zn+ p1zn−1+ · · ·+ pn−1z+ pn varient continûment en fonction des coefficientsp1, . . . , pn ∈C. C’est
vrai mais pas si facile à montrer. La proposition suivante donne une preuve dans le cas« générique» où
toutes les racines sont simples ; la situation est plus lisseet le résultat est plus fort :

Proposition 3.6. On consid̀ere l’applicationΦ : Cn → Cn qui associeà n racines(a1, . . . ,an) ∈ Cn les
coefficients(s1, . . . ,sn) ∈ Cn du polyn̂ome

p(z) =
n

∏
k=1

(z−ak) =
n

∑
k=0

(−1)kskz
n−k.

On a s0 = 1 et les fonctions s1, . . . ,sn sont les fonctions syḿetriquesélémentaires :

sk = ∑
i1<i2<···<ik

ai1ai2 · · ·aik.

L’applicationΦ est polynomiale, etΦ′ =
( ∂si

∂a j

)

a pour d́eterminantdetΦ′ = ∏i< j(ai −a j). Par conśequent

la dérivéeΦ′(a1, . . . ,an) est inversible si et seulement si a1, . . . ,an sont distincts deux̀a deux. Le th́eor̀eme
d’inversion locale implique que dans un voisinage d’un polynôme śeparable p (avec discriminant non nul)
les racines d́ependent de manière C∞ (même analytiquement) des coefficients. �

Remarque3.7. Le carré(detΦ′)2 = ∏i< j (ai − a j )
2 est appelé lediscriminantdu polynômep. C’est un polynôme

symétrique dans lesai et peut donc être exprimé comme un polynôme dans les coefficientssj . Il existe des méthodes
efficaces, similaires à l’algorithme d’Euclide, qui permettent de calculer le discriminant d’un polynôme donné.

Exercice/M3.8. Si vous vous intéressez au calcul différentiel et/ou l’algèbre, vous êtes vivement invité à effectuer les
calculs énoncés ci-dessus et de profiter des outils utilisés dans votre cours de calcul différentiel ou d’algèbre.
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3.3. Instabilité des racines mal conditionńees.Même si les racines dépendent continûment des co-
efficients, on constate malheureusement un problème d’amplification d’erreur : des petites perturbations
dans les coefficients peuvent entraı̂ner des grandes perturbations dans les racines. Dans la pratique ceci se
traduit à nouveau en un phénomène d’instabilité numérique.

Exemple 3.9. Les racines deP(X) = Xn − 2−bn sont faciles à expliciter :ak = 2−bexp(k · 2π i/n) avec
k = 1, . . . ,n. Si l’on considère le polynôme voisinQ(X) = Xn on trouve la racine 0 de multiplicitén. Un
changement d’ordre 2−bn dans les coefficients entraı̂ne ici un changement d’ordre 2−b dans les racines.
(Pensez par exemple àb = 50 etn = 10.) Pour la pratique on retient la règle suivante :

☞
Afin de calculer les racines d’un polynôme de degŕe nà une pŕecision de b bits,

il faut en ǵeńeral connâıtre les coefficients de p̀a une pŕecision de nb bits.
✍

Exercice 3.10.Dans des implémentations il est important devérifier la qualité des racines approchées
â1, . . . , ân en comparant̂P = (X− â1) · · · (X− ân) au polynômeP donné au départ. Nous sommes contents
de notre factorisation siP et P̂ sont proches. Est-ce un critère valable ? Discuter cette v´erification.

Précisons nos observations de manière qualitative : SoitP∈ C[X] un polynôme unitaire de degrén à
racines distinctesa1, . . . ,an. En particulierP′(ak) 6= 0 en toute racineak. On regarde le polynôme perturbé
Pt = P+ tQ, oùt ∈ R et Q est un polynôme de degré< n.

Supposons quea est une racine deP, c’est-à-direP(a) = 0, et queat = a+ δ (t) est la racine corres-
pondante du polynôme perturbéPt , donc 0= Pt(at) = P(at)+ tQ(at). La dérivation par rapport àt donne

0 =

[

d
dt

Pt(at)

]

t=0
= P′(a)δ ′(0)+Q(a) donc δ ′(0) = − Q(a)

P′(a)
.

PourQ = Xk on obtient ainsiδ (0) = −ak/P′(a) ; c’est le taux de changement de la racinea quand on
perturbe lekième coefficient du polynômeP.

– Pour une racinea avec|a| > 1 le maximum est atteint pourk = n−1 ; ce sont donc les plus hauts
coefficients qui influencent le plus les grandes racines.

– Pour une racinea avec|a| < 1 le maximum est atteint pourk = 0 ; ce sont donc les plus bas coeffi-
cients qui influencent le plus les petites racines.

☞
La sensibilit́e d’une racine a aux perturbations des coefficients est amplifiée par

le facteur P′(a)−1. Plus la d́erivée P′(a) est proche de źero, plus la racine a est instable.
✍

Le pire des cas arrive sim racinesa1, . . . ,am sont très proches, car dans ce casP′(ak) ≈ 0. Dans la
limite on peut supposer qu’elles coı̈ncident en une seule racinea de multiplicitém, et dans ce casP′(a) = 0.
L’instabilité d’une telle situation a déjà été illustrée dans l’exemple3.9.

Exercice 3.11.Vérifiez ces constats de manière empirique sur des exemples de votre choix. Pour les cal-
culs vous pouvez utiliser un logiciel de votre choix, ou bienvotre propre implémentation issue du projet
suivant. Est-ce que des petits changements dans les coefficients peuvent entraı̂ner des grands changement
des racines ? Qu’est-ce que cela veut dire pour notre vérification dist(P̂,P) < ε ?

Exercice/M 3.12. Si le polynômeP risque d’avoir de racines multiples, on calcule d’abordQ= pgcd(P,P′) :
les racines deQ sont exactement les racines multiples deP, etP/Q n’admet que de racines simples. Cette
astuce peut considérablement faciliter le calcul des racines. Détailler cette approche algorithmiquement
pourP∈ K[X] avecK = Q ouK = Q[i]. Quels problèmes apparaissent pourK = R etK = C ?
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PROJET XVII

Factorisation de polyn̂omes complexes

Vous avez trouvé par de long ennuis
ce que Newton trouva sans sortir de chez lui.

Voltaire (1694-1778)

1. Approche probabiliste

Nous nous proposons de développer un programme pour factoriser des polynômes complexes. Soit
P∈ C[X] un polynôme unitaire de degrén, donné sous la formeP(X) = Xn + p1Xn−1 + · · ·+ pn−1X + pn

par ses coefficientsp1, . . . , pn ∈ C. Nous cherchons les racinesa1,a2, . . . ,an ∈ C telles que

P = (X−a1)(X−a2) · · · (X−an)

Le théorème de Gauss-d’Alembert nous assure que ces nombres existent : surC tout polynôme se factorise
en facteurs linéaires. Il ne nous dit pas, par contre, comment les trouver.

Après nos expériences on peut espérer que pour« beaucoup» de valeurs initialesz0, la suite de Newton
φn(z0) convergera vers une racinea. Ceci donne un procédé probabiliste pour trouver une valeur approchée
d’une des racines deP. Comment les trouver toutes ? On pourrait essayer différentes valeurs initialesz0 et
espérer de tomber« par chance» sur les autres racines. . .

L’idée suivante se révèle plus efficace : on met la première racine trouvéea1 en facteur, par une division
euclidienneP = (X−a1)Q1, puis on recommence avecQ1. De manière itérée on calculera ainsi toutes les
racines deP. Vous trouverez les rudiments d’une telle implémentationdans le fichiernewton.cc . Les
exercices suivants vous demandent de compléter les fonctions qui manquent.

Remarque 1.1(Propagation des erreurs d’arrondi). Afin d’approcher les racines deP une par une, la
fonction factoriser met en facteur les racines déjà trouvées,P = (X−a1) · · · (X−ak)Qk. L’itération de
Newton produira (au moins probablement) une racineak+1 deQk ; sans erreurs d’arrondi, ce serait aussi
une racine deP. Malheureusement, nous ne disposons que deracines approch́eesâ1, . . . , âk, qui ne sont en
général pas de racines exactes ! Déjà la première factorisationP = (X − â1)Q̂1 + r̂1 laissera donc un petit
reste ˆr1 = P(â1) 6= 0. Les factorisations suivantes accumulent forcément de telles erreurs.

Par conséquent il faut s’attendre à un polynôme erronéQ̂k, et une racine ˆak+1 de Q̂k peut s’éloigner
considérablement de la racine correspondanteak+1 deP. Néanmoins elle peut nous servir pourlocaliser
grossièrement la vraie racineak+1 deP. Pour augmenter la précision de ˆak+1 on réapplique donc l’itération
de Newton par rapport àP (au lieu deQ̂k). Cette deuxième itération convergera vite versak+1 pourvu
queâk+1 soit suffisamment proche. Cette approche en deux phases motive l’introduction des paramètres
localisation et affinage : le premier spécifie le nombre d’itérations pour localiser une racine ap-
prochée dêQk, le deuxième spécifie le nombre d’itérations pour l’affinage par rapport àP.

2. Implémentation

Exercice/P 2.1.Lisez attentivement le code déjà implémenté dansnewton.cc et survoler le fichier auxi-
liaire polynome.cc . Écrire une fonctiondiff qui implémente la dérivationP 7→ P′.

Exercice/P 2.2.Pour mettre en facteur une racine approchée ˆa, implémenter une fonctionfact , qui ef-
fectue la division euclidienneP = (X− â)Q+ r̂, puis renvoieQ.

Exercice/P 2.3.Afin de vérifier les racines approchées ˆa1, â2, . . . , ân, on compareraP au produitP̂ =
(X− â1)(X− â2) · · · (X− ân). Écrire une fonctionprod qui implémente ce calcul.
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3. Tests empiriques

Exercice 3.1. Pour tester votre programme, appliquez-le à quelques polynômes de votre choix, comme
le polynômeX3 − 2X − 5 regardé ci-dessus. S’il vous manque d’idées, vous pouvez testerXn − 1 dont
on connaı̂t toutes les racinese2iπk/n, ou bienPn = 1+ 2X + 3X2 + · · ·+ nXn−1 + Xn, pourn de plus en
plus grand. Quelles difficultés rencontrez-vous? Peut-ontout de même parvenir à une factorisation en
augmentant les paramètreslocalisation et affinage ?

Expérimenter avec ces paramètres pour mieux comprendre la problématique des arrondis :

(1) Sans affinage, jusqu’à quel degré les résultats sont-ils satisfaisants ?

(2) PourP10, P20, P30, disons, quels paramètres donnent de résultats satisfaisants ?

(3) Quand le degré croı̂t, peut-on formuler une règle pouradapter les paramètres ?

(4) Arrive-t-on à factoriserP50 ? puisP100? Quel est l’obstacle ?

Exercice 3.2. Les types primitifsdouble et long double du C++ sont très efficaces quant au temps
d’exécution, mais ils imposent aussi de sévères restrictions (rappeler leur précision). Pour plus de précision
on calculera avec des nombres flottants en précision arbitraire, par exemple notre classeRReal faite mai-
son. Pour ceci il suffit de remplacer la première ligne par

#include "rreal.cc" // nombres flottants faits maison

using namespace Numeric; // accès à l’espace de noms Numeric

typedef RReal Flo; // synonyme utilisé dans la suite

Pour rassurer le compilateur les constantes littérales comme 2.0 sont à écrire commeFlo(2.0) , et
de la même manière d’éventuelles conversions implicites ambiguës sont à rendre explicites. Avec cette
précaution, votre programme devrait compiler avec la classe RReal . N’oublier pas l’option-lgmpxx : on
utilise la bibliothèque GMP. Mettez au point et testez cette nouvelle version de votre programme.

Exercice 3.3. Expliquer pourquoi on doit calculer les premières racinesavec une très grande précision
si le degrén est grand. Supposons que l’on veut calculer toutes les racines à 20 décimales, soit 60 bits
environs, ou bien une précision à demander à l’utilisateur. Comment adapter la précision durant les calculs
intermédiaires afin d’assurer la précision souhaitée dans les résultats finaux ? Explicitez une règle pratique,
implémentez-là, et testez-là sur des polynômes de plusen plus grands. Arrive-t-on à la précision souhaitée ?
Comment la vérifier d’une manière convainquante? Que diredu temps d’exécution?

4. La danse des racines

On peut joindre deux polynômes unitairesP0 et P1 de degrén par le cheminPt = (1− t)P0 + tP1 pa-
ramétré part ∈ [0,1]. Si l’on connaı̂t une racinea0 deP0 on peut la suivre : puisquePt change continûment,
il existe un chemin[0,1]→C, t 7→ at tel quePt(at) = 0 pour toutt ∈ [0,1]. Nous allons tacitement supposer
que tout polynôme intermédiairePt est séparable : dans ce cas la proposition3.6nous assure que la fonction
t 7→ at est analytique ent.

Dans la pratique on pourra commencer par le polynômeP0 = Xn−1 dont on connaı̂t toutes les racines
a(k)

0 = e2iπk/n. On subdivise l’intervalle[0,1] par 0= t0 < t1 < · · · < tN = 1. Les racines initialesa(k)
t0 sont

connues. Ayant calculé les racinesa(k)
t j

du polynômePt j , on peut appliquer la méthode de Newton pour le
polynômePt j+1 : avec une subdivision suffisamment fine, la valeur initialea(k)

t j
convergera rapidement vers

la racinea(k)
t j+1

dePt j+1. AprèsN étapes on arrive finalement au polynômeP1 et toutes ses racinesa(k)
1 .

Exercice/P 4.1.Si cette approche par« homotopie» vous intéresse, vous pouvez l’implémenter en étendant
votre programme. Expérimenter avec la subdivisiont j = j

N et la précision avec laquelle vous calculer. On
peut combiner cette approche avec le critère du théorème2.25pour assurer la convergence. Ceci permet
d’adapter la subdivision localement comme nécessaire. (La seule difficulté est d’assurer disc(Pt)

2 > 0.)
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