If you think it's simple, then
you have misunderstood the problem.
Bjarne Stroustrup

CHAPITRE XVI

Calcul arrondi fiable et arithm étique d’intervalles

Objectif. Dans ce chapitre notre but est de comprendre les élémewrcll arrondi fiable.

» L'arrondi permet de rendre certains calculs faisables {(en plus efficaces) sur ordinateur.

» En général le résultat ainsi calculé sera erroné tileac nécessaire de majorer I'erreur commise.

Cette erreur provient de la méthode (approximation) etadéimeétique utilisée (erreurs d’arrondis).
Dans cette problématique les arrondis dirigés peuvemeélodes informations précieuses :

» L'arrondi vers—oo donne un résultat approch&ui fournit une minoration fiable.

» L'arrondi vers+c donne un résultat approcbé&ui fournit une majoration fiable.

Les deux bornes ensemble fournissent un encadrefmdndu résultat exaat € R. L'objectif d’une
bonne implémentation est d’abord de garantir 'encadremel r < b, puis de minimiser I'écarb — a|,
et finalement d’économiser les ressources (temps et mémoi

Le probleme fondamental du calcul arrondi. Lors d’un calcul arrondi les valeurs approchées cal-
culées peuvent s’éloigner de la valeur exacte chercb@ame a la fin nous ne disposons que de la valeur
calculée (erronée) et non de la valeur cherchée (exalobeus faut un moyen de contrdler la marge d'er-
reur. Dans le pire des cas unexplosion d’erreus peut rendre le calcul inutilisable, car la valeur calculée
n'a plus aucun rapport avec la valeur cherchée. Commewirssivun résultat est acceptable ou non?
Plusieurs stratégies sont imaginables pour assurer (cwas tester) la fiabilité des résultats calculés :

(1) Dans certains cas on peut éviter les arrondis en faigacglculexactdans un anneau effectif
commeZ ouQ ou@Q[+/2] etc. On se raméne ainsi & une situation entieremenbatgée, ol tout
élément peut &tre représenté de maniere exactetetapération peut étre exécutée sans arrondi.
Si le probleme en question s’y préte et que le calcul n'asttpop colteux, c’est la solution la
plus élégante et la plus sire.

(2) En implémentant un calcul numérique, on est tentéaleuter avec le typelouble, disons,
comme si c'était un calcul exact. Cette stratégie nasidaeplus répandue, mais aussi la plus
périlleuse. Un calcul maladroit peut provoquer la pertaléode chiffres significatifs. Méme un
calcul habile ne fournit aucune indication quant a la mat'gereur.

(3) Par mesure de sécurité on peut calculer avec beaudosple chiffres que nécessaire, disons
40 décimales pour ne retenir que 20 chiffres significatifa fin du calcul. C’est un peu moins
naif, mais ne proteége pas contre les catastrophes. Befeguhances soient meilleures, on n'a
toujours aucune garantie de correction

(4) On peutcalculer avetchiffres, puis refaire le calcul aveé 2hiffres de précision. On n'acceptera
que les chiffres qui coincident, en espérant que ce sogtielyue sorte des chiffresstables,
donc« correctsy. ( Un programmeur craintif recalculera avet Giffres. ;-) Cette recette
marche souvent, mais on peut bien sir tomber sur de mécbamtre-exemples.

(5) Pour avoir des encadrements prouvables, il ne resteequentréle minutieux des arrondis. Ty-
piguement on fait deux calculs séparés afin d’établir mmgoration puis une majoration. Ceci
demande une implémentation plus soigneuse, mais en pantieele résultat calculé est toujours
honnéte. Quand le calcul tourne mal, au moins on le verremement.

Suivant la structure du probléme et I'importance du r@swdn choisira une de ces stratégies, ou une
des nombreuses variantes. Il est clair que I'on programitdifieremment les exercices de ce chapitre
s'ils servaient a piloter une fusée. (Espérons, au mpids sont la méthode choisie et le soin apporté a
'implémentation qui détermineront la fiabilité du tdist.
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Chapitre XVI — Calcul arrondi fiable et arithmétique d’intalles

Quels son les avantages d’un calcul fiable Boulignons que méme dans un calcul arrondi fiable il y
aura toujours des erreurs d’arrondi. C'est un phénomaretéristique et inévitable : ce calcul fut inventé
pour rendre les calculs plus efficaces, au prix des arrobéisut n’est donc pas de supprimer les arrondis,
mais de contrdler la marge d’erreur dans le résultat final.

Un calcul fiable fournit un encadremedatb] du résultat exact : cet encadrement est prouvable et met
en évidence la marge d’erreur. Quoi qu'’il arrive, nous @tdirons toujours un résultat avec garantie de
correction! Dans le pire des cas l'intervalle de I'encadeanpeut étre trop grossier, mais méme ce résultat
décevant contient une information importante : il sigrge le calcul a mal tourné, et qu'il faut traiter le
résultat avec prudence. Si la précision atteinte estgugsuffisante, il faudra refaire un calcul plus raffiné.
En tout cas il sera malhonnéte de prétendre une prédsip@rieure a I'intervalle établi par le calcul.

Si la précision est suffisante, on extrait une valeur agpgFe@vec une précision garantie. Pour cette
raison le calcul fiable est aussi appetécul auto-certifian{terme publicitaire).

Comment s’y prendre ? On peut bien sdr faire appel a une bibliothéque toute fédle que la GMP
(GNU muiltiple precision libraryet ses extensions MPFRi(ltiple-precision floating-point computations
with correct roundinyet MPFI (multiple-precision floating-point interval drihetic). Vous étes vivement
invités a vous renseigner sur les sites respectifg. swox . com/gmp et www.mpfr.org pour avoir une
idée de ce qu’'elles offrent. Ces informations sont égalerdisponible en local, en tapaithfo mpfr et
info gmp C++ dans une ligne de commande.

De maniere plus pédestre, nous nous proposons ici difluse principe par une implémentation
« faite maisory. Comme bénéfice collatéral ceci nous donne I'occasiergiquer les nombres flottants et
I'arithmétique arrondie en tout détail. On complétesamotre introduction aux nombres flottants esquissée
au chapitre précédent.

Ayant implémentéé#arithmeétique arrondie fiableon peut pousser ce concept un peu plus loin. Afin
de rendre les objets plus intuitifs et plus agréables aipodar, nous implémenton&rithmétique d’in-
tervallesqui calcule majoration et minoration parallelement. Nausvons ainsi a un calcul numérique,
sous une forme naturelle et une écriture commode, qui fomom seulement une valeur approchée mais
en méme temps la marge d’erreur sous forme d’encadrement.

Pour en savoir plus. Le calcul arrondi fiable et I'arithmétique d’intervalles datent pas d’hier, mais
ils attirent de plus en plus d’attention ces dernieresasnsurtout dans les domaines sensibles qui exigent
un tres haut niveau de sécurité et une garantie de pyaclsarithmétique d’intervalles n’est pas le remede
a tous les maux numériques, mais elle offre souvent uneadéhe sire et simple.

Pour en savoir d'avantage, consultez le siter.cs.utep.edu/interval-comp, qui rassemble de
nombreux liens utiles concernant I'arithmétique d’intgles :

(1) Pour le coté vulgarisation scientifique, lire I'exeglt survol de B.HayesA lucid interval
Www.cs.utep.edu/interval-comp/hayes.pdf.

(2) Sicelavous chante, vous pouvez aussi regarder — puigsana— un film destiné aux étudiants,
www-sop.inria.fr/coprin/logiciels/ALIAS/Movie/movie_undergraduate.mpg.

(3) Pour une discussion provocatrice lire W. Kahidaw futile are mindless assessments of roundoff
in floating-point computation %ww. cs.berkeley.edu/~wkahan/Mindless.pdf.
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1. Deux types d'erreurs irevitables

1.1. Erreurs de disciétisation. Afin de modéliser le calcul numérique daRsious sommes obligés
de nous restreindre & un sous-enserfbteR de nombres exactement représentables sur madhiites
d’exemple,R peut étre constitué des nombres flottants de longéigRour simplifier nous autorisons des
exposante € Z. (Nous sous-entendons que I'exposane sera pas trop grand, mais nous n'imposons pas
de limites a priori.) Ainsi 'ensemble des nombres machistedenné par

(1) R:{O}U{m-2’3|m,eeZavec—2f<m<2£}.

Rappelons que dans I'écritune- 2¢ on appellem la mantisseet e I'exposantEn fixant la longueur de la
mantisse & bits on restreint la précision des valeurs ainsi repriedges, mais en contrepartie on diminue
aussi le colit des calculs (en temps et en mémaoire).

Contrairement aux nombres ré@gui modélisent des phénomenes continus, le modeélem#Ebque
des nombres flottan®R est forcément discrétisé. Néanmoins on est obligpgtacher tout nombre réel
x € R par un nombre flottart € R. Pour presque tout nombre réehous avons # X, et I'application
X — X introduit donc unerreur d’arrondi|X — X|, aussi appelérreur de discetisation

La differencelX — x| estl'erreur absolue Il est souvent plus informatif de considéferreur relative
£= |*;X|. En arrondissant au plus proche on obtiert 2-¢, autrement dit la difference entre la valeur
réellex € R et son approximation discrexe="R s’exprime commex = x(1+ J) avec un facteur de pertur-

bationd vérifiant|5| < 27, (Voir le chap XV, §4.)

O ‘ La longueur? de la mantisse &ermine la granularié de la discéetisation. ‘ O

1.2. Erreurs de calcul. Nous résumons la difféerence entre un calcul exact daes un calcul ap-
proché dan® C R par le diagramme suivant. L'approximatii — R" envoie(xy,...,Xn) Sur(Xy,...,%n)
ol chaque coefficieng € R est représenté par une valeur approohéeR. De mémef: R" — Rest une
fonction calculable sur machine qui ne fournit qu’'une appration de la fonction réellé: R" — R.

, f . o
nombres réels XeR" —— R > f(x) résultat exact mais inconnu

arrondil Tinclusion

. R f 2o , L g
nombres machine x¢éR' —— R> f(X) résultat calculé mais erroné

En gereral ce diagramme ne commute pas, cstire f(x) # f(X).

O : o 7o
Seule la connaissance de la marge d’erreur donne awaerit iesultat calcud f (X).

Plus explicitement, I'écart entre le résultat exact etdieur approchée calculée vaut
f(x)—f(R) = [f(x) - f(R)] +[f(R) - f(R)].
On voit apparaitre la somme de deux erreurs :

(1) La premiere erreur est due a la discrétisatiorx ée dépend des nombres machine utilisés : un
nombre réel n’est stocké qu’avec un nombre limité defidsfsignificatifs (disong bits).

(2) Laseconde erreur est due a la méthode utilisee pquoaperf. On a tout intérét a utiliser une
approximationf qui soit aussi proche deque possible, mais il restera souvent un écart.

Soulignons a nouveau qu'il est indispensable de majoeerdur totale. Sinon il est inutile, voire nui-
sible, de se lancer dans le calcul. Pour certains calcedssimples il est relativement facile de majorer
I'erreur. Pour des calculs réalistes ceci devient de physles dur : une majoration fine est souvent inextri-
cable, et des majorations grossieres ne donnent souveieg&sultat satisfaisant. Pour cette raison nous
développons dans la suite les éléments d’'un calcul drf@ble, aussi appelkéalcul auto-certifiant

0 On ne peut esgrer f (X) = f(x), mais on peut garantif (%) < f(x) ou f(x) < f(X), 0
respectivement, et ainsi encadrer la valeur exacte par daleurs approckes.
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Chapitre XVI — Calcul arrondi fiable et arithmétique d’intalles

2. Calcul arrondi fiable

Ce qui gache les calculs avec le typeuble n’est souvent pas la précision insuffisante : la longueur
de la mantisse est de 53 bits, soit 16 décimales environyioest| suffisant pour beaucoup d’applications.
Le probleme est surtout la difficulté de contrdler lesears d’arrondi. Ce paragraphe essaie d’apporter
quelques réponses a ce probleme et de développeEl@gits d’un calcul arrondi fiable.

2.1. Arrondis dirig €s. Supposons que durant un long calcul numérique chaqukagstiermédiaire
est arrondivers le nombre machine le plus proche. A priestine bonne idée car on minimise localement
I'erreur de chaque opération élémentaire. Mais ce nestquelocalementL'écart accumulé peut étre
assez grand, sans que l'utilisateur soit averti. (Revaipiéges discutés au chapiX®y/.) Ce qu'il faut
assurer est une relation fiable entre le résultat calcodg erroné) et le résultat exact (mais inconnu).

0 A premere vue I'arrondi vers le plus proche semble toujours la taaike option. 0
C’est le mode le plus courant, mais il offre le moins de cdletsur le Esultat.

Pour les nombres ré€el la relation fiable a garantir sera I'ordre : tout nombrel Kpeut étre encadré
par deux nombres machinex € Rde sorte qua < x < X. Sijamaisx € R, on pourratomber sw=x =X,
mais cela restera une exception rare. En général on a égalité strictex < x < X et il faut décider avec
laguelle des deux approximations on continuera le calcul.

En choisissant judicieusement les modes d’arrondi

D on peut garantir un encadrement fiable desultat final.

Définition 2.1 (modes d’arrondi) Nous supposons que les nombres macline R forment un sous-
ensemble fermé dans la topologie BeNous exigeons aussi qiecontienne au moins, &1, +2, qu'il
soit symétriqueR = —R) et qu'il « recouvres toutR dans le sens que sRa= + et infR = —. Toutes
ces exigences sont satisfaites pour notre ensertple (

Etant donné un nombre réele R, on ne peut en général pas le représenter de maniereegxac
un nombre machine. On prendra donc une valeur approché e meilleur choix étant un de ses deux
« voisins» dansR. Au moins cing modes d’arron — R s’offrent a nous :

|X|g:=sup(xeR|x<x} arrondi vers—o, versle bas  (RNDD Found dowr)

[X]g =Inf{Xe R|x <X} arrondi verstoo, vers le haut (RNDU Found up
ix>0 . ,
Xg:= { F(% R zl X ; 0 arrondi vers zéro (RNDZ round to zerd
X]g six<
ix>0 . s
X[g:i= XIr s! x= arrondi verstoo RNDI = round to infinit
R |X|]g sSix<O0
X|g six<
X|g:i= Xr S? x<m arrondi vers le plus proche (RNDNround to neareyt
R [X]g SiXx>m
R

Pour I'arrondi vers le plus proche on pare- %(LXJ r+ [X]r)- En cas d’égalité& = mil faut fixer une regle
d’arbitrage. Pour les nombres flottani$ 6n convient de choisir celui dont la mantisse est pairefing
par un zéro dans son développement binair@fondi pair).

Exercice/M 2.2. Vérifier que pouR = Z on obtient les définitions usuelles e, [x], [X], | X].

(1) Plus généralement, B C R est un sous-ensembiermé dans la topologie d&, montrer que
|X|g €t [X]g sont toujours des éléments Bequelque soik € R. Les valeurs arrondies sont donc
exactement représentables, ce qui est la propriétatte

(2) Discuter I'ensembl® = Q qui n'est pas fermé dar. Que valent x|, et [x|g ? Les valeurs
ainsi « arrondies), sont-elles représentables sur machine ? Expliquer pouptte approche,
tellement utile en analyse et algebre, ne convient paslpaalcul numérique.
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2.2. Arithmétique arrondie. Pour les nombres réels nous disposons des opératiensektaires
+,—,%,/ dont nous pouvons restreindre le domaine d’applicatidarssémbleR :

+:RxR—R *: RxR—=R
—RxR—R /i RXxR" =R

Remarque. —Nous ne pouvons pas espérer que les images soient inclaissR.dSi jamais on avait un
modele de nombres machiReel que+, —, , / prenaient toutes leurs valeurs dé&slorsR contiendrait
le corpsQ des nombres rationnels. Ce serait donc un sous-ensemisle deR, aussi inconvénient qu@
pour le calcul arrondi. (Voir I'exercice précédent.) Cemntre que le probléme des opératioRs—, x, /
est inhérent au calcul arrondi, et non seulement un attdfane implémentation maladroite.
On fait donc appel aux arrondis introduits dans la définifiwécédente. On implémente I'addition,

par exemple, comme I'addition exacte Rx R— R suivie de I'arrondi spécifi® — R. Ainsi I'addition
+: R xR — R est modélisée non panemais parcing opérations pour le calcul approché :

[+], [+], [+], ]+], [+]: RxR—=R

Regardons plus généralement le calcul d'une fonctipR — R, comme expR — R. A nouveau on
ne peut pas espérer qiiER) C R, il faut donc arrondir. La facon la plus honnéte sera dlnpenter deux
approximations f |, [ f] : R— Rqui garantissent pour tomte Run encadrement

1) < f0 < [

Etant donnéd, il nous reste évidemment le probléme d'implementeraxtement f | et [ f] de maniére
efficace et avec un écdrf] — | f | aussi petit que possible. C’est souvent faisable et peratgarantir
gue I'encadrement final sera correct et satisfaisant.

2.3. Une impEmentation « faite maison». Apres la discussion des modes d’arrondi, passons a une
implémentation concrete! Le programmd¥1.1 donne une esquisse de la cla&feal modélisant des
nombres flottants fiablesu reliably rounded real numbemn anglais. Vous trouvez le code source complet
dans le fichierrreal . cc, ainsi qu'un exemple d’utilisation dansreal-test.cc.

Lidée est d'implémenter des nombres flottants en pi@gié arbitraire. La présentatiori) a I'avan-
tage de se baser uniquement sur les nombres entiers : lemfiottont stockés sous la forme 2°
avec deux entierm (la mantisse) et (I'exposant). Afin de pouvoir choisir la longueur de la masé
(éventuellement tres grande) il nous faut une impléat@ de grands entiers. Nous nous servirons ici de
la classempz_class de la bibliotheque GMP, qui fournit toutes les opératin@sessaires.

2.4. Comment arrondir? On aura besoin d’'une division arrondie : pour deux entieet b # 0
la fonction eudiv(a,b,mode) effectue une division euclidienre= gb+r avec|r| < |b]. On a donc
q=[£], ouq=[£], etle quotient renvoyé est choisi suivant le mode d'arispécifié.

Comme les entiers sont stockés par leur développemeatrdjra division euclidienne par®2st
particulierement efficace. (Rappeler pourquoi.) La f@rcteudiv2(a, e, mode) effectue cette division
dea par Z telle que le quotient soit arrondi comme spécifié. Cecnerde réduire une mantisgea une
longueurt, simplement en posamt= eudiv2(m,exces,mode) . C'est justement I'objectif de la fonction
arrondir (mode,len).

Le constructeuRReal (man,exp) et la fonctionset (man,exp) permettent de définir aisément un
nombre de la formen- 26, Si en plus les paramétremde et 1len sont spécifies, on réduit la longueur de
la mantisse d.en bits en appliquant le mode d’arrondi spécifié. Si ces pategs ne sont pas spécifiés, on
prend les valeurs par défatibde= stdMode et len= stdLen.

Finalement, la fonctionrallonger (1en) rajoute des bits zéro & la mantisse, alors que la fonction
remplir(len) assure que la mantisse soit de longueuren.

2.5. Comment multiplier ? L'arithmétique arrondie implémente un principe net engie : on ef-
fectue toute opération élémentaire d’abord de maregeete, puis on arrondit la mantisse a la longueur
prescrite. La multiplication de deux nombres a virguletéiote est particulierement simple, voir le pro-
grammeXVI.1. C'est presque trivial a un détail important pres : ladoon set employée ici effectue
automatiqguement I'arrondi nécessaire. (Pourquoi esRpertant ?)
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Programme XVI.1 La classeRReal — nombres flottants avec arrondi dirigé

// Quelques types et fonctions auxiliaires
enum Mode { RNDD, RNDU, RNDZ, RNDI, RNDN }; // modes d’arrondi

typedef mpz_class Man; // type pour la mantisse (grand entier)
typedef mpz_class Exp; // type pour 1l’exposant (grand entier)
typedef int Len; // type pour la longueur (petit entier)

Len length( const Man& a ); // longueur d’un entier = nombre de bits

// Division euclidienne de a par b, puis de a par 2"e, suivant le mode d’arrondi
Man eudiv( const Man& a, const Man& b, Mode mode= stdMode );
Man eudiv2( const Man& a, Exp exp, Mode mode= stdMode ) ;

// La classe RReal implémente des nombres flottants fiables
class RReal
public:

Man mantisse; // la mantisse

Exp exposant; // 1’exposant

// Précision par défaut (variable statique, cad globale pour RReal)

static Len stdLen;

static Len len() { return stdlLen; };

static Len len( Len 1 ) { Len old= stdLen; stdLen= max(1,21); return old; }

// Mode d’arrondi par défaut (variable statique, cad globale pour RReal)
static Mode stdMode;

static Mode mode() { return stdMode; }

static Mode mode( Mode m ) { Mode old= stdMode; stdMode= m; return old; }

// La fonction suivante effectue 1l’arrondi comme spécifié par mode et len
void arrondir( Mode mode= stdMode, Len len= stdlLen )

{

if ( mantisse == 0 ) { exposant= 0; return; }; // cas particulier

Len exces= length() - max( len, 21 ); // bits de trop

if ( exces <= 0 ) return; // rien & raccourcir
mantisse= eudiv2( mantisse, exces, mode ); // supprimer 1’excés
exposant+= exces; // compenser 1’exposant

}

// Constructeur & partir d’une pair (mantisse, exposant) suivi d’arrondi
RReal( Man man=0, Exp exp=0, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
: mantisse(man), exposant(exp) { arrondir( mode, len ); }

// Affectation d’une pair (mantisse, exposant) suivi d’arrondi
RReal& set( Man man=0, Exp exp=0, Mode mode= stdMode, Len len= stdlLen )
{ mantisse= man; exposant= exp; arrondir( mode, len ); return *this; }

// La fonction rallonger rajoute des bits zéro & la mantisse
void rallonger( Len len )
{ if ( len > 0 ) { mantisse <<= len; exposant -= len; }; }

// La fonction remplir assure que la mantisse soit de longueur >= len.
void remplir( Len len= stdLen )
{ rallonger( len - length() ); }

// Multiplication : multiplier les mantisses et additionner les exposants
RReal& mul( const RReal& a, const RReal& b, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
{ return set( a.mantisse * b.mantisse, a.exposant + b.exposant, mode, len ); }

>

// Multiplication sous forme d’opérateur, créant un objet temporaire
RReal operator* ( const RReal& a, const RReal& b )
{ RReal c; c.mul(a,b); return c; }
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2.6. Comment diviser ? Attention. —La tentative suivante est vouée a I'échec :

RReal operator/ ( const RReal& a, const RReal& b )
{ return RReal( a.mantisse / b.mantisse, a.exposant - b.exposant ); }

Il faut d’abord rallonger la mantisse d& pour obtenir un quotient de précision suffisante ; ensuite
eudiv(a,b,mode) calcule le quotient entier suivant le mode d’arrondi sf&ci

RReal& RReal::div( RReal a, const RReal& b, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
{ a.remplir( len + b.length() );
return set( eudiv(a.mantisse,b.mantisse,mode), a.exposant-b.exposant, mode, len ); }

RReal operator/ ( const RReal& a, const RReal& b )
{ RReal c; c.div(a,b); return c; }

2.7. Comment additionner ? L'addition est un peu moins évidente : elle nécessitealdlol’égaliser
les exposants. Plus explicitement, pour additiornemy - 2% eth = my - 2°2 on détermine = min{e;, e}
pour écrirea =, - 2€ etb = m, - 2° avec deux entienst; = m - 2% € etm, = mp - 2%2©, Sous cette forme
on calcule ensuita+b = (7, + ) - 28, puis on arrondit le résultat le cas échéant.

RReal& RReal::add( RReal a, RReal b, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
{ Exp minexp= min( a.exposant, b.exposant );

a.rallonger( a.exposant - minexp );

b.rallonger( b.exposant - minexp );

return set( a.mantisse + b.mantisse, minexp, mode, len ); }

RReal operator+ ( const RReal& a, const RReal& b )
{ RReal c; c.add(a,b); return c; }

Exercice/P 2.3.Bien évidemment nos algorithmes pour le calcul arrondi sasceptibles d’optimisation.
Surtout I'égalisation des exposants est inutilementeade si les deux exposants different de plugee :

de toute facon I'arrondi final ne gardera que les premiers bits. Si vous voulez, vous pouvez optimiser
I'addition de sorte que le décalage nécessaire n'exjédais la longueuilen souhaitée.

[0 Soustraction et comparaison sont similaires a I'addit\doir le fichier rreal.cc, qui implémente
aussi des opérateurs d’entrée-sortie en base 10. Murdesdepérations de base, notre claRBeal est
déja opérationnelle, et les exemples suivants montyegligues applications.

O Soulignons que I'implémentation de la classkeal proposée ici a pour seul but d'illustrer le prin-
cipe. Pour une application professionnelle il faudra eadampeaufiner; typiguement on privileégiera une
implémentation plus compléte et plus soigneusemenirogdie, comme MPFR et MPFI qui sont actuelle-
ment en cours de développement (veirw .mpfr.org ou info mpfr en local).

2.8. Newton-Heron revisité. Le programmerreal-test.cc calcule la racine d’un nombre réel
par la méthode de Newton-Héron en profitant des arrondigédi (voir le programm&VI1.2 ci-dessous).
En I'occurrence on utilise le mode d’arrondi vers le haubglement. On choisit une valeur initiale plus
grande que la racine cherchée puis on applique I'itémadi® Newton tant que le résultat s'améliore. On
peut ainsi garantir une majoration de la racine exacte tiéerc

Exercice/P 2.4.Implémenter la méthode de Newton-Héron pour calc{faravecn quelconque :

RReal power( RReal a, int n, Mode mode= stdMode, Len len= stdlen );
RReal root( const RReal& a, int n, Mode mode= stdMode, Len len= stdlLen );

Indication. — Dans la fonctionpower on devrait attraper le cas< 0. Ensuite vous pouvez écrire une
simple boucle ou bien une puissance dichotomique si vouisagez appeler la puissance pouassez
grand. Les arrondis individuels sont tous donnés par leenspécifié sa > 0; le casa < 0 par contre est
particulier et devrait &tre traité a part. Dans la fooctroot on devrait attraper le cas< 0, puisn < 0
oun=0oun= 1. Ensuite on peut itérer Newton-Héron comme dans lencag ci-dessus. Pour chaque
calcul intermédiaire veillez particulierement a ctioie bon mode d’arrondi.
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Programme XVI.2 Calcul fiable de la racine d’aprés Newton-Héron

RReal racine( const RReal& a, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )

{

RReal u0, ul= (1+a)/2; // Choix d’une valeur initiale.

do { // L’itération de u -> (u+a/u)/2 :
ul.swap( u0 ); // échanger u0 et ul (opération exacte),
ul.div( a, u0, RNDU, len ); // ul = a / u0 , arrondi vers le haut,
ul.add( u0, RNDU, len ); // ul = ul + u0 , arrondi vers le haut,
ul.div( 2, RNDU, len ); // ul =ul / 2 , arrondi vers le haut.

} while ( ul < u0 ); // On continue tant que le résultat s’améliore.

// On adapte la valeur finale selon le mode d’arrondi spécifié
if ( mode==RNDD || mode==RNDZ || mode==RNDN ) ul.div( a, ul, mode, len );
return ul;

2.9. Instabilité numérique revisitée. L'itération de Newton-Héron pour calcul&€Ya est, fort heu-
reusement, numériquement stable : une petite perturbdéay (par une erreur d’arrondi, disons) restera
petite, elle diminue méme au cours des itérations sudgmd’autres systemes se comportent de maniéere
contraire : des petites perturbations s’amplifient explosent au cours des itérations suivantes. Ceci pose
évidemmentd’énormes problemes pour le calcul nuno@ri@n a déja vu de tels exemples au chapire
et nous allons regarder ici un exemple sur I'intervélel].

Regardons une des fonctions les plus simples exhibant un com
portement instablef : [0,1] — [0,1], f(x) = 4x(1—x). On peut in- 17
terpréter l'itératiork — f(X) comme urmockle de populationquoique
tres simplifié. Penser a une population de bactériegraimte a un en-
vironnement fixé. Toutes les heures on mesyre [0, 1], la quantité de
bactéries par rapport a la population maximale. Popetit (x ~ 0) on
a f(x) ~ 4x, donc la population quadruple a peu pres. Quand elle de-|
vient trop grande, la nourriture commence a manquer etdessance
ralentit. Pourx > % on a une situation de surpopulation (famine) et IaO
population décroit. C’est un cas particulier dédaction logistiquect. 0
fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_logistique.

Exemple nui@rique. —Commencons [l'itération par la valeur initiakg = 0.1 disons. Avec notre petit
programmeinstable-naif.cc, utilisant le typedouble, on trouvexas ~ 0.44165 (un jour) puisyg ~
0.03768 (deux jours). Cette valeur serait donc notre prénidiici deux jours.

Phenonene d'instabilie. —Evidemment il faut s'attendre a certaines erreurs, fgépaenant de la valeur
initiale xo (le « comptage des bactéries), puis des arrondis lors du calcul itergde= f(x¢). Est-ce
que ces petites erreurs jouent un role ici ? Pour le testennencons l'itération par une valeur initiale
legerement perturbée, disoxjs= 0,1000000001. Le résultat est assez désillusionnant :

=

Xo = 0,1000000000 ¥}, = 0,1000000001
x1 = 0,3600000000 X, = 0,3600000003
%o = 0,9216000000 %, = 0,9216000004
Xp4 = 0,4416454191 %, = 0,4388692524
X5 = 0,9863789715 X5 = 0,9850521268
X6 = 0,0537419842 ¥ = 0,0588977372
Xag = 0,0376796921 ¥Xg = 0,7981824730
Xa9 = 0,1450397316 Xo = 0,6443488512

Xg0 = 0,4960128314 %o = 0,9166536366
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Exercice/M 2.5. Expliquer pourquoijf’(x)| > 1 implique qu’'une petite perturbation cteest amplifiee.
Expliquer qualitativement le comportement observé daxeinple précédent. La fonctiodna deux points
fixes : sont-ils stables ou instables ? Peut-on espéreramergence vers un de ces points fixes ?

Exercice/P 2.6.Peut-on faire confiance en les valewsg et x4g calculées par notre programme ? Comme
chaque itération de la fonctioh est susceptible d'introduire une petite erreur d’arrontist au moins
douteux. Le typedouble a une mantisse de 53 bits; refaire le calcul avec le typeg double qui a
une mantisse de 64 bits. Qu'observez-vous? Peut-on raibtement trouver la valeur exacte xig ?

On peut obtenir des encadrements fiables avec la ckissgl en contrdlant judicieusement le mode
d’'arrondi. Le programmenstable-rreal.cc met en ceuvre cette idée. (Le lire puis tester.) Certes, le
calcul fiable ne peut pas enlever l'instabilité qui est uamctéristique de la fonctioh En I'occurrence
les encadrements successifs deviennent de moins en me@cis,pnais on peut toujours garantir leur
correction. Ainsi tout s’affiche honnétement sur les eneandnts calculés : quand le calcul tourne mal, au
moins on en est averti.

Remarque 2.7. Le phénomeéne d'instabilité est souvent apmaltportement chaotiquierme largement

popularisé. Tous les systemes ne sont pas chaotiquagusement, mais certains modeles (biologiques,
physiques, météorologiques, etc.) le sont. Dans un teboaetrouve toutes les difficultés numériques de
notre exemple minimaliste, et d’autres encore. Pensezgdjuous consultez la météo pour le week-end.

3. Arithm étique d'intervalles

Les arrondis dirigés permettent d’encadrer tout noméetéae R par une minoratiom et une majo-
rationa dans I'ensembl® C R des nombres machine. Ceci revient a remplacer la valewteagar un
intervallea = [a,a) contenant. C’est nécessaire quamdn’est pas exactement représentablég (R) ou
notre calcul n'aboultit pas a détermireeplus précisément.

Le calcul séparé d’'une minoration puis d’une majoratisnswuvent assez répétitif et la notation en
C++ devient vite assez lourde. Il est plus commode d’endapks deux bornes en un seul objet. L'idée
est simple : au lieu des valeurs réeltes R on stocke et travaille les intervallas= [a,3a) aveca,ac R.

3.1. Arithmétique d'intervalles idéaliste. Dans la suite nous allons regarder des intervalles com-
pacts[a,b] = {x e R | a < x < b} aveca < b dansR. Nous n’autorisons pas l'intervalle vide ici, ni des
intervalles infinis comméa, +oo[ ou] — o0, b] voire| — e, +oo|. Ces intervalles peuvent étre bien utiles, mais
pour simplifier nous ne regardons que des intervalles cotmpan vides. Par un léger abus de langage on
confondera l'intervalléa, a] = {a} avec le poina € R.

Notation. Dans la suite une lettre en gras comedénote un intervallea = [a,a], alors que la lettre
soulignéea = mina et la lettre surligné@ = maxa dénotent les extrémités de I'intervalle. Cette écatu
est assez intuitive et évite tout conflit avec d’éventiredgces. Nous écrivonsc R sia=a.

Proposition 3.1. Sia = [a,3] est un intervalle compact et que R — R est une fonction continue, alors
'image f(a) = {f(a) | a € a} esta nouveau un intervalle compact. O

Exercice/M 3.2. Montrer la proposition, puis vérifier les formules suivesit

— Sif est croissante, alorf{[a,a)) = [f(a), f(3)].

— Sif est décroissante, alof$[a, a)) = [f(a), f(a)].
Plus généralement, $iest monotone par morceaux, on peut calculer 'imége, a]) en mettant bout a
bout les intervalles sur lesqueiest monotone. Considérons par exemipl®R — R, f(x) = |X| :

- sio<a<aalorsf([aa) = [f(a). f(a)].

- Sia<a<Oalorsf([a,a)) = [f(a), f(a)].

— Sia<0<aalorsf([aa)) =[0,c] avecc = max f(a), f(a)).
Les mémes formules sont valables pour toute fonctiopi est décroissante sir_ et croissante suR ;. ,
comme par exemplé(x) = X" pourn=2,4,6, ....

Définition 3.3. Pour deux intervallea etb on définit les opérations élémentaires—, x, / comme suit :
si o dénote une de ces opérations, alors on pege:= {acb|ac a,be b}.
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Proposition 3.4. L’arithmétique d’intervalles obit aux ©gles suivantes :

a+b=[a+ha+h axb = [min{ab,ab,ab ab} , max{ab, ab,ab,ab} |
~b=[-b,~b| b*t=b b si 0¢b
a—b=a+(—b)=[a—b,a—b a/b=axb!

Exercice/M 3.5. Vérifier ces regles de calculs, dont seule la multiplmatest délicate. Justifier d’abord
guec = axb est un intervalle compact, et que rgiat maxc sont toujours atteints dans un des quatre coins
du rectangle x b ¢ R?, doncc = min{ab, ab,ab,ab} ett = max{ab, ab,ab,ab}.

Optimisation. —Pour une implémentation efficace on peut prédire quet(sjuit(s) réalisent le minimum
ou maximum : l'intervallea peut &tre ou strictement positif €Da < g, noté 0< a), ou strictement négatif
(a<a< 0, notéa < 0), ou bien il contient zéro (8 a équivaut & < 0 < a). De méme pour l'intervalle ; il

y adonc au total 9 cas a distinguer. Dans 8 cas, le calouktie respectivement, ne nécessite qu'une seule
multiplication. Le dernier cag < 0 < aetb < 0 < b est plus délicat et nécessite quatre multiplications.

Proposition 3.6. L'arithmétique d’intervalles segjouit des prop@tes suivantes :

Associativié : (a+b)+c=a+(b+c) (axb)xc=ax(bxc)
Commutativié : at+b=b+a axb=Db=xa
Element neutre : O+a=a+0=a lxa=axl=a
Sous-distributivi : ax(b+4c)C (axb)+ (axc)

En géréral la dernire inclusion peugtre stricte, mais on égalittax (b+c) = (axb)+ (axc) siac Rou
b,c > 0oub,c <0. Pour un intervallea qui n’est pas &duita un point il n’existe pas d’intervalle inverse,
ni pour I'addition ni pour la multiplication : on a+ (—a) 2 O etde némeaxa * 2 1 O

Exercice/M3.7. Les propositions précédentes montrent que I'arithguietid’intervalles possede de bonnes propriétés,
mais aussi qu'il faut s’habituer aux exceptions. Essayezodstruire un exemple aak (b +c) # (axb) + (axc).

Exercice/M3.8. A-t-on toujoursa+a = 2a? Poum € N on définita” = {a" | a € a}. Montrer queaxa = a2, ou plus
généralemena™ s« a" = a™™", sia> 0 oua < 0. A-t-on toujoursaxa D a2, ou plus généralemeaf" s a" > a™" ?
Construire un exemple aka+ a2. Ceci montre que deux expressions algébriques peuvénirdé&méme application
R — R, mais differentes applications sur I'ensemble des iatéas.

3.2. Arithmétique d'intervalles arrondie. Jusqu’a présent I'arithmétique dea été utilisee pour
décrire I'arithmétique d’intervalles. Une implémetida doit prendre en compte I'arithmétique arrondie
disponible sur ordinateur : quand on implémente I'arighiopie d’intervalles sur ordinateur, il est naturel
de stocker tout intervalla = [a,3] par ses extréemitéseta. Il s’agit de deux nombres a virgule flottante,
et il faut passer des intervalles idéalisés aux integgadirrondis :

— Pour un intervalle idéalisé = [a,a] les extrémitésa,a € R ne sont en général pas exactement
représentables par des nombres machines, c’est-a-diRoua ¢ R. On passe donc a un intervalle
(legerement) plus grarid= [b,b] dont les extrémitéb = |a| etb = [a] sont des nombres ma-
chinesA noter que les arrondis dirigés assurent I'inclusion b : pour cela il faut arrondia vers
—oo etavers+oo. On parle dd’arrondi vers I'extérieur.

— Méme sia = [a,3] est exactement représentable par des nombres maehmesR, I'application
d’'une fonctionf produit en général un intervallga) que ne I'est plus. Considérons une fonction
croissante, commé(x) = exp(x) : au lieu de l'intervallef ([a,a]) = [f(a), f(a)] nous allons nous
contenter d’'un intervalle (legérement) plus grame- [b,b] dont les extrémitéeg < f(a) etb >
f(a) sont des valeurs approchées, convenablement arroddiesuveau les arrondis dirigés vers
I'extérieur assurent qug(a) C b.

L’arithmétique d’intervalles arrondie repose sur le principe que

tout calcul retourne un encadrement garanti dasultat exact. .

Limplémentation nécessite donc I'arrondi dirigé : encadissant vers I'extérieur on garantit toujours
que l'intervalle calculé contient tous les résultatsgioles a partir des données d’entrée.
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3.3. Une impEmentation « faite maison». Afin d’avoir une écriture commode nous souhaitons
implémenter une classenterval qui permette d’écrire le code suivant :

Interval rayon, pi( 3.14, 3.15 ); // encadrement grossier mais correct de pi

cin >> rayon; // donnée initiale provenant d’une mesure
Interval aire= pi * r * r; // calcul selon 1’arithmétique d’intervalles
cout << "aire = " << aire << endl; // affichage du résultat sous forme d’intervalle

Le programmexXVI.3 ci-dessous montre le début d’une telle classe, encorenerdaire, qui met au
point I'arithmétique d’intervalles selon les reglesvdbppées ci-dessus. Pour les arrondis dirigés nous
utilisons notre class@Real expliquée plus haut.

Remarque 3.9.Un objet de la class@nterval est donné par une pairea{ni,maxi) oU mini et
maxi sont des nombres réels représentables par le type dedrageccurrence notre classkReal.
Vous constaterez une particularité dans le design de &selnterval : nous exigeons toujours que
mini < maxi. Afin de maintenir cet invariant nous sommes obligés ddadécles élémentaini et
maxi comme étant privés a la classe. Ceci empéche d’acckdmtement a ces éléments — prudence
oblige. Ensuite toutes nos opérations s’engagent a pedas résultats avegini < maxi.

Exercice/P 3.10.Le fichier interval.cc contient une implémentation plus compléte ; essayez de co
prendre sa structure et de vous familiariser avec les digdonctions qu’elle offre. (Lire aussi puis tester
interval-test.cc.) En particulier vous y trouverez une implémentation demlatiplication, qui mini-
mise le nombre de multiplications a effectuer sur le tRdeal . Essayez de comprendre puis de vérifier
son fonctionnement (cf. I'exerci5).

Remarque 3.11.Afin d'utiliser I'écriture usuelle des opérations éléntairesa+b, a-b, a*b, a/b il
faut encore définir ces opérateurs en C++. Ceci n'est qusimple reformulation des fonctions déja
implémentées :

Interval add( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )

{ Interval c; c.add( a, b, len ); return c; }

Interval operator+ ( const Interval& a, const Interval& b )

{ Interval c; c.add( a, b ); return c; }
A noter gue sous cette forme on crée un objet temporaireydoimé c, puis on lui affecte la valeur
calculée. Sous la premiére formeid(a,b,len) on peut optionnellement spécifier la longueur de la
mantisse, c’est-a-dire la précision souhaitée. Sossdande forme+b cette information n’apparait plus
explicitement : il est sous-entendu que I'on utilise la valgpécifiée dans la variable globaledLen .

Exercice/P 3.12.Apres les opérations €léementaires, les fonctionslsqevent étre implémentées pour
les intervalles. Le programminterval . cc contient deux exemples faciles :

Interval sqr( const Interval& a );

Interval sqrt( const Interval& a );
La fonction sqr applique la fonctiox— x? & un intervalle, alors queqrt appliquex — /X pourx > 0.
A noter quex — x2 n’est que monotone par morceaux, donc il faut distinguesiplurs cas. Rappelons
aussi qu’en généraf +# axa, il est donc fort utile de disposer des implémentationegsur mesure pour
les intervalles. Plus généralement, vous y trouvereZzmpé&Ementation des fonctions— x" etx — /X :

Interval power( const Interval& a, long n );
Interval root( const Interval& a, long n );

3.4. Exemples d'utilisation.

Exercice/P 3.13.Les fichiers somme-rreal.cc et somme-interval.cc implémentent le calcul de
S = zﬂzlglz en utilisant les type®Real et Interval, respectivement. Lisez attentivement ces petits
exemples pour vous familiariser avec I'usage de ces typarsfi®z que c’est strictement la méme démarche
et le méme résultat. La seule difference est que I'éisous forme d’intervalle est plus commode.

Exercice/P 3.14.Veérifier, tester, puis compareéimstable-rreal.cc et instable-interval.cc.
Attention. —Appliquer la fonctionf : R — R, f(X) = 4x(1—x) aun intervallea n’est pas du tout équivalent
a calculeddx ax (1— a). Discuter cette différence et l'illustrer par des exersple
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Programme XVI.3 LaclasseInterval — arithmétique d’intervalles

class Interval

private:
// Données privées: le minimum et le maximum de 1l’intervalle en question
RReal mini, maxi;

// Affectation sans contrdle (& usage privé uniquement)
Interval& assign( const RReal& a, const RReal& b )
{ mini= a; maxi= b; return *this; }

public:
// Constructeur a partir d’un intervalle (contrdle inutile)
Interval( const Interval& interval )
: mini( interval.mini ), maxi( interval.maxi ) {}

// Constructeur & partir de deux bornes (avec contrdle)
Interval( const RReal& a, const RReal& b )
: mini(a), maxi(b) { if( mini > maxi ) mini.swap( maxi ); }
// Constructeur & partir de deux bornes (avec contrdle)
Interval( double a, double b )
{ if(a>b) std::swap(a,b); mini= RReal(a,RNDD); maxi= RReal(b,RNDU); }

// Accés contrdlé aux informations -- en lecture seulement !
const RReal& min() const { return mini; } // lire le minimum
const RReal& max() const { return maxi; } // lire le maximum

// Addition de deux intervalles
Interval& add( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )
{ return assign( Numeric::add( a.mini, b.mini, RNDD, len ),
Numeric::add( a.maxi, b.maxi, RNDU, len ) ); }

// Soustraction de deux intervalles
Interval& sub( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )
{ return assign( Numeric::sub( a.mini, b.maxi, RNDD, len ),
Numeric::sub( a.maxi, b.mini, RNDU, len ) ); }

// La multiplication de deux intervalles
Interval& mul( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlen );

// Inversion d’un intervalle ne contenant pas zéro
Interval& inv( const Interval& a, Len len= stdLen )

if( sign(a.mini) <= 0 && sign(a.maxi) >= 0 )
{ cerr << "Interval division by zero!" << endl; exit(1); }
return assign( Numeric::div( 1, a.maxi, RNDD, len ),
Numeric::div( 1, a.mini, RNDU, len ) );

}

// La division a/b est ramenée a une multiplication a * (1/b).
Interval& div( const Interval& a, const Interval& b, Len len= stdlLen )
{ return mul( a, inv( b, len ), len ); }

// L’entrée-sortie
void write( ostream& out ) const;
void read( istream& in );
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4. Applications

Ce chapitre met a votre disposition les claskesal et Interval pour le calcul arrondi en précision
arbitraire avec des arrondis dirigés. Ceci permet dlgtdbs résultats numériques rigoureux, c'est-a-dire
mathématiquement prouvables. Ces outils sont parti@rient bien adaptés pour évaluer des séries, dont
ce paragraphe vous propose quelques exemples classicqresld3 exercices suivants vous pouvez donc
expérimenter avec nos classkeal et Interval faites maison.

4.1. Retour sur les probEmes du chapitreXV. Avec nos nouveaux outils, vous pouvez reprendre
guelques calculs du chapitV et les réécrire plus savamment comme calculs fiablesstélilité de
Fibonacci §2), I'évaluation du polyndme de Rump4.5), puis les pieges a évitegH).

Question 4.1. Analysez en particulier le comportement de I'arithmééilintervalles lors d’'une perte de
chiffres significatifs (phénomene d’annulation, voiagitreXV ,55.4). Le probleme persiste-t-il ? Quel est
alors I'avantage de I'arithmétique d'intervalles dansase ?

Exercice/P 4.2.Les équations quadratiques sont reprises dang14/quadratique.cc. Testez puis
discutez quels problémes sont ainsi résolus, et lesgeetistent ou s'ajoutent. .. Optimisez ce programme
pour qu'il devienne robuste et produise des résultatsfaaants.

4.2. La fonction 2ta de Riemann.

Exercice/P 4.3.La sériey 1 diverge, c'est-a-dire les sommes partiebigs= $§_; + croissent sans borne.
Pourtant elles deviennent stationnaires quand on leslealeiivement sur ordinateur! Essayez de prédire
la valeur stationnaire pour le typEloat . Le vérifier avec le programmehap13/divergence.cc.

Ce phénomeéne bizarre persistera-t-il quand on encadrec la class@Real , ou plus commodément
avec Interval ? Essayez de prédire le résultat, puis testez-le empim@ut si cela vous intéresse. Pour
imiter le type f1loat on prendra des mantisses de 24 bits, mais vous pouvez vaighiodx.

O ‘ Se nifier d’'une apparente convergence nuamique» sans contble d’erreur. ‘ O

Exercice/P 4.4.La s’eriez°k°:1k—l2 converge. Pour approcher la limite, en utilisant le tyfimat, cal-

culer ng—lz dans le sens des indices croissants, @ﬁ% dans le sens des indices décroissants (voir

somme-naive.cc). VU la nature des erreurs d’arrondi, quelle approche veasoe plus exacte ?
Comparer avec les encadrements fiables : lire puis testatel@s programmesomme-rreal . cc

et somme-interval.cc. Les deux encadrements ainsi obtenus sont corrects, maigst plus fin que

l'autre ! Le tester puis expliquer le résultat.

O Lors d’'une sommation nunique I'ordre des termes peut influencer ésultat. O

Exercice/M 4.5. Afin d’encadrer la valeur dé(2) = zf:lglz il ne suffit évidemment pas de calculer la
somme partielle, = 37, 5, il faut aussi majorer le restg = 3 .. ; 5. Montrer que;t; <rn < i

(1) vial'encadrement — (37 < & < &7 — ¥ PUis une somme télescopique,

I'k+1 1

(2) vial'encadremenf, " 5dx < Elz < fk‘il fzdx puis la somme des intégrales.

En déduire un programme qui calcule un encadrement fiab{g 2)een fonction den. (On sait d'ailleurs
quel(2) = /6, mais ce beau résultat ne joue pas de role ici.)

C’est la majoration du reste qui fait d'unésge 3, ax
une néthode praticable pour calculer une valeur appréetde la somme.

Exercice/M 4.6. En généralisant I'exercice précédent, écrire un mogne qui calcule un encadrement
del(3) =S4 k—13 en fonction den. Si vous voulez, vous pouvez étendre cette approche afircazer

{(s) pours=2,3,4,5,.... Est-ce praticable pour toat> 1 et{(s) = S, k—ls ?
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4.3. Series alternées :sin, cos arctan etc. Pour une suitéuy)keny de nombres réelsg € R on écrit
Uk \, U si la suite est décroissani® > u; > U, > ..., avec pour limite linug = infuy = u. De maniere
analogue on écrillk " u si la suite est croissantey < u; < up, < ..., avec limug = supuk = u.

Théoreme 4.7.Si u, \, O alors la rie alterréey _o(—1)ux converge, c’esé-dire les sommes partielles
S = 22:0(—1)kuk convergentvers un nombreel s€ R. Plus piecigmenton ag \,setsp.1 ' S. Ainsi
on obtient des encadrementg s < s< S, de plus en plus fins de la valeurmezﬁzo(—l)kuk.

Exercice/M 4.8. Montrer ce théoreme.

Exercice/P 4.9.Pour appliquer ce théoreme, par exemple a la %ﬁel\(—l)kflﬁ, on pourra calculer le
terme général par la fonction
Interval terme_general( long n ) { return 1/sqrt(Interval(n)); }
Comme les séries alternées sont assez fréequentes iislerde disposer d’'une fonction générique
Interval somme_alternee( long debut, long fin );

qui donne un encadrement prouvablesdezf:ko(—l)k*kouk. Le choix dekg est commode si vous voulez
sommer a partir d'un indice quelconque, en l'occurrekice 1 et nonkg = 0. Pour simplifier on pourra
sommer un nombre pair de terme, puis ajouter la marge deokganue par le terme suivant.

Plus souvent il est préférable de prescrire une barne0 et de sommer jusqu’a ce qug.1 < €.
Implémenter une telle fonction

Interval somme_alternee( long debut, const RReal& eps );

Si possible, veillez & ne pas évaluer inutilement la famcterme_general .

Exercice/P 4.10.Implémenter les fonctions
0 ‘ X2k 0 K X2k+l

cogx) = k;}(—1) 2 et sinx) = k;(—1) 2K

pourx € [0,1] & une précisiog = 2~ 1°* pres. En supposant que nous disposons d’une bonne apataim
de 7, comment implémenter §Rr) et cogx) efficacement pour toute R ?

Exercice/P 4.11.0n se propose de calculgix) = 3 e tdt. Développerf (t) = et* en une série entiere,
intégrer terme par terme pour obtenir la série entierg ffonction primitiveg avecg’ = f etg(0) = 0.
Justifier ce résultat. Implémenter ainsi le calcubgbe) pourx € [0,1] & une précisiom = 2 '» pres.

Exercice/P 4.12.Pourx € [—1,1] montrer que la sérigf:l(—l)k“éikj converge vers arctgx) : développer
%(arctanjx) = lez en une série entiére, puis intégrer terme par terme poi@nd la série entiere de la
fonction primitive arctafx). Justifier ce résultat pourl < X < 1, puis aux extrémités= +1.

Est-ce une méthode praticable pour calculer afetaavecx € [0, %] ? Implémenter ce calcul & une
précisions = 2! prés. Combien de termes sont nécessaires ? Y a-t-il ungonetad’annulation de termes
consécutifs et de perte de chiffres significatifs ? Estioeoee praticable proche de I'extréemite= 17?

Comment implémenter arctgr) efficacement pour tote R ?

O La sommation nugrique est efficace seulement si &is converge rapidement. O

4.4. Calcul der.

. . . . . I 1.2.--k > Lo
Exercice/P 4.13.Dans le projetV or.1 a développé un calcgl de_- 25k0 350k @ 10000 décimales
exactes — avec preuve de correction! Vous pouvez refairgus voulez, un tel calcul avec un type de
nombres a virgule flottante convenalledication. — La série peut étre sommée dans les deux sens. Elle

peut aussi étre évaluée par la méthode de Horner. Chuiside ces méthodes, ou bien tester les toutes.

Exercice/P 4.14.Veérifier quex := e™163 ~, 262537412640768 74899999999999.. est invraisem-
blablement proche de I'entigr.= 262537412 640768 744. On soupgonne néanmoins gug : peut-on
implémenter un calcul qui permet de prouver gqug y ? Si I'on avaitx =y, serait-il possible de prouver
cette égalité par un calcul numérique sur ordinateur ?
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PROJET XVI

Calcul fiable deexpetlog

Objectif

» Implémenter correctement et efficacement les fonctiopsetiog.

» Majorer I'erreur de I'approximation afin de garantir un etieanent.

» Garantir un calcul numérique fiable grace aux arrondigék.

On appelleusuellesles fonctions exp et log, les fonctions trigonométriques sos, tan avec leurs
inverses arcsin, arccos, arctan, ainsi que les fonctiopsrhpliques sinh, cosh, tanh avec leurs inverses
asinh, acosh, atanh (et d’autres encore selon le cont&dafe bibliotheque numérique qui se respecte
offre ces fonctions, comme par exemplemath> pour le typedouble. Dans ce projet on implémentera
les deux premieres fonctions, exp et log, certes les phaplss mais suffisamment représentatives pour
toute la famille. En choisissant judicieusement les modasahdi on peut garantir la correction du résultat
sous forme d’un encadrement fiable, a n'importe quelleipién souhaitée.

1. Calcul de I'exponentielle

On implémente d’abord la fonction exfik — R, définie par exx) =S¢ g ﬁ—f Comme on ne peut

calculer que des sommes finies, on évaluera le polyr&e = zrk‘:o’li—f pour un certain rang, encore

a déterminer. Pour le calcul numérique deux probleneegasent. Six| est grand, les premiers termes
croissent avant que la factoriekene I'emporte. Pire encore, poxk 0 les termes sont de signes alternés,
ce qui entraine de sérieuses difficultés d’annulati@ntde chiffres significatifs, voir chapitk/, §5.5).

Exercice/M 1.1(réduction de I'argument)Pour les raisons évoquées on évaluera la série seulgroen
x € [0, 1] ou le comportement numérique est excellent. Notre pgegrieiche sera de majorer le resfi) =

o Ko 1o . . ol
Skent1xr- Evidemment on @y (x) > TaTy  Montrer la majoratiomn(X) < = &n-

Exercice/P 1.2(choix du rangn). Pourx € [0,1] on sait que ex{x) € [1,3]. Afin de calculer exfx) avec
une mantisse de longuetien, I'écart toléré sera dong = 2, (Astuce. —Comment construireans
calcul ce nombree en utilisant le typeRReal ?) Le choixn = max{5,1en} suffira largement mais sera
inutilement grandEcrire une boucle qui calcule successivengret qui determine le plus petittel que
& < €. (Astuce. —Le passage dg, ; a &, ne nécessite que deux opérations arithmétiques.)

Exercice/P 1.3(implémentation, cas restreintEn utilisant les exercices précédents, écrire une fonct
RReal expl( const RReal& x, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )

qui calcule une approximation de éxppourx € [0, 1] en choisissant judicieusement les arrondis.

Indication. — Afin d’évaluers,(x) on utilisera la méthode de Horner :

n X X X X X X
=Y =(.. —1)—1—1...—1—1
$00=2 W (( (((n+ n1 )n_2+ ) )2+ )1+
Tous les facteurg sont positifs, donc pour obtenir un certain arroR8iDD, RNDU, RNDZ, ou RNDI dans

le résultat final, il suffit d’appliquer ce méme mode d’amoa chaque opération €lementaire intermédiaire.
Attention. —Pour RNDU et RNDI n’oubliez pas d’ajouter la marge d’erregiyrou € a la fin de la fonction.

Exercice/P 1.4implémentation, cas généraljfin de calculer exfx) pourx € R quelconque on se ramene
au cas restreint oxiest dans l'intervall¢0, 1] :

(1) Pourx < 0 on utilise expx) = 1/ exp(—x). Astuce. —Pour un mode d’arrondhode l'inverse
est donné parmode : ceci echang&®NDD et RNDU, ainsi qUERNDZ et RNDI .
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308 Projet XVI — Calcul fiable dexp etlog

(2) Pourx> 1 on applique exfx) = exp(x/2k) . Astuce. —La fonction x.magnitude () aidera
a déterminek. Elle est définie et documentée dans le fichieeal . cc . La division par 8 n’est
gu’une simple soustraction des exposants. La puissﬁﬁkéme nécessite queopérations.
En tenant compte du mode d’arrondi choisi, écrire ainskdenctions

RReal exp( RReal x, Mode mode= stdMode, Len len= stdlen ); // entre 15 et 20 lignes
Interval exp( const Interval& a, Len len= stdlen ); // une seule ligne suffit

Veérification. — Encadrere = exp(1) & 100 décimales, soit 330 bits environ. Pour vérificatomparer
avec les résultats du chapitid, §2, ou une autre source suffisamment sérieuse. De méme, yeirds®o
tester votre implémentation, encadrer aussi d’autresva) comme'%° ete 190 par exemple.

Exercice/P 1.5.Calculer un encadrement fiable §é163, dem, puis dex := exp(71yv/163). Adapter la
précision afin de prouver quen’est pas un nombre entier. (Voir I'exercidel4du chapitreXVl, )

2. Calcul du logarithme

Comme inverse de I'exponentielle on se propose d’implé&earda fonction log:R, — R. Pour tout

€]-1,+1jonalogl+t)= z;:”l(—l)k*lt?k, mais cette série converge trop lentement proche des bords
+1 (voir le chapitreXV, exercice$.6et6.7). Afin d’accélérer la convergence on passe donc a le séri

1+t t3 o
Iog(ﬁ)_Z(H—er +. > ;2k+1

Exercice/M 2.1(transformation entreett). Pourx € R expliciter 'unique valeut € | — 1,+1[ telle que
X= l“ Implémenter ce calc— t en tenant compte du mode d’arrondi choisi.

Dans la suite on considérera seulemest[1, 2], ce qui se traduit ehe [0, 3] (le vérifier). Sur cette
intervalle notre série converge trés rapidement : un pieuxmue la série geometrique a badse %.

Exercice/M 2.2(majoration de I'erreur) Pourt > 0 notre série donne la valeur IQ@—E) > 2t. Pour une
mantisse de longueuren on tolére donc une erreur absolue de 2 'en, D’autre part la somme par-
tielle sy(t ) 230 0 2L2+k1 laisse une erreuq(t) =2t 37, 2k+1 Donner une majoration commoegede
Zk—n+1 2k+1 Bien que le choix = len /3— 1 suffise toujours, on peut faire mieux @st petit. Comment
déterminer efficacement le plus petit inditeel queg, < 212 ?

Exercice/P 2.3(implémentation, cas restreintlen utilisant les exercices précédents, écrire une fonct
RReal logl( const RReal& x, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen )
qui calcule une approximation de lpg pourx € [1,2] en tenant compte du mode d’arrondi choisi.

Indication. — Comme toujours il vaut mieux évalusy(t) =2t ¢, % par la méthode de Horner. Pour
RNDU et RNDI il faut ajouter la majoration du reste a la fin.

Verification. — Encadrer ainsi lo@) a 100 décimales. Comparer avec la valeur fournie par laokigque
cmath ; combien de décimales sont exactes ? Si possible compea®uae source plus sérieuse.

Exercice/P 2.4(implémentation, cas généraljfin de calculer logx) pourx € R, quelconque on se
raméne au cas restreint g@st dans l'intervall¢l, 2] :

(1) Pourx < 1 on utilise logx) = —log(1/x).

(2) Pourx> 2 on applique logx) = log(x/2¥) + klog(2).
En déduire des fonctions

RReal log( RReal x, Mode mode= stdMode, Len len= stdLen ); // entre 15 et 20 lignes
Interval log( const Interval& a, Len len= stdlen ); // une seule ligne suffit
Verification. — Tester si les implémentations de exp et log donnent desdegiweents cohérents : pour
x € R calculer un encadrementg exp(x) < Y, puis calculez  log(y) arrondi vers le bas &z log(y)

arrondi vers le haut. Trouve-t-@K x <zcomme il faut? L'écarz — z est-il acceptable ?

Exercice/P 2.5. Encadrer/2 4 100 décimales en calcularit 2 exp(log(2)/2). Comparer avec la méthode
de Newton-Héron; quelle méthode vous semble préférgbant a la précision et I'efficacité ?
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Exercice/P 2.6.A partir des fonctionsxp et log écrire une fonction

RReal power( const RReal& x, const RReal& y, Mode mode= stdMode, Len len= stdlen );
Interval power( const Interval& x, const Interval& y, Len len= stdlen );

qui calculex! en tenant compte du mode d’arrondi choisi. (Attraper d’dbies exceptions.)
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