The mathematician is entirely free,
within the limits of his imagination,
to construct what worlds he pleases.

John W. N. Sullivan

CHAPITRE XlI

Exemples d’anneaux effectifs

Objectifs

» Expliciter ce qu'il faut pour rendre un anneau effectif.
» Implémenter les nombres rationnels comme un exemple de bas
» Plus généralement, implémenter le corps des fractiansxanneau quotient.

Un anneau egffectif s'il existe une maniéere deprésenterchacun de ses éléments sur ordinateur et
des algorithmes powffectuerchacune des opérations de I'anneau dans la représenthtiisie. L'ap-
proche effective est une vraie restriction quant aux amneauquestion et un important défi quant a
l'ingéniosité algorithmique. Ce chapitre précise ce dion exige d’'un anneau effectif, discute quelques
exemples typiques, et présente des implémentationgpess

Notre exemple phare est, bien sir, 'ann&alLa représentation des entiers et les algorithmes de base
ont été discutés aux chapitrBs|X, et XI. On discute dans le présent chapitre son corps des fradfion
et on reconsidéere les quotierdg, constructions que I'on généralise a d’autres annelagiyprojet a la fin
traite de 'anneat|i] des entiers de Gauss.

Voici trois exemples importants et assez représentatifis flustrer I'etendue du concept :

Exemple 0.1.LanneauQ[v/2] est effectif : c’est unQ-espace vectoriel a bagé, v/2). On peut donc
travailler avec des coupléa, b) € Q2 pour représenter tout element bv/2 de maniere uniqu&xercice.
— Exprimer les opérations de I'anne@l/2] sous cette forme.

Exemple 0.2. Si A est effectif, alors 'annead[X] des polyndmes suk est effectif.Exercice. —L'idée
évidente marchera : on représente tout polyn&heA[X] par la suitefinie de ses coefficients dams
Détailler cette représentation et les opérations denbauA[X].

Exemple 0.3.Le corpsR des nombres réels, par contre, n'est pas effectif. Cegrend beaucoup les
débutants, mais la vie est ainsi faifevidemment le corp® est de grande importance; toute I'analyse
s’appuie sur lui, et dans des applications il est souvensjreshsable d’'effectuer des calculséelsy sur
ordinateur. Les difficultéd’approcherdes calculs danR sur ordinateur font I'objet du calcul numérique.

Attention. —Les typesfloat et double ne moélisent pade corps des nombresréels! Loin de cela, ils
ne représentent qu'wsous-ensemble fidie nombres rationnels, ce qui n'a rien a voir alkec

Remarqued.4. Voici un argument intuitif maigaux queR n’est pas effectif « il est impossible de stocker une suite
infinie de décimales pour représenter un nombre irragbde maniére exacte. Certes, mais nul ne nous oblige
de représenter nos nombres par un développement dédireslsous-anneau®[/2] et Q[r] de R, par exemple,
contiennent des nombres irrationnels, mais on peut te¥slbs représenter sur ordinateur ! (Comment ?)

Si 'argument intuitif est faux, il nous met tout de méme kubonne piste. Aprés réflexion, on en extrait une
réponse plus solide : la représentation d’'un nonxtser ordinateur doit se faire par un objet fini (arbitrairetrgmand,
mais toujours fini pour chaque individuellement). On peut ainsi représenter seulemenhembredénombrable
d’elements, mais le corpg& estnon dénombrable
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Chapitre XIl — Exemples d’anneaux effectifs

1. De l'anneauZ au corpsQ

On commence par un exemple concret et pratique, que I'oérgbsera dans la suite : le passage de
'anneauZ des nombres entiers au cof@sles nombres rationnels. On révisera d’abord la construcii
corps des fractions, puis on passera a I'implémentatioB-et.

1.1. Qu'est-ce qu'un corps de fractions ?Certaines équations du type= bx aveca,b € Z n’ont
pas de solutiox dansZ. C’est le cas, par exemple, pour I'équatior-3x. Il serait pourtant tres utile de
disposer d’'une solution ! Pour 'anneZwous connaissez bien sir la solution de ce probleme : ostizon
le corps des fraction§). On établit ainsi une théorie plus large mais toujoursacehte, dans laquelle le
probleme initial se retrouve et se résolve. Essayons dégrager une réponse générale, qui englobe tous
les anneaux commutatif unitaires.

Exercice/M1.1 SoitAun anneau commutatif unitaire. Optimiste que nous sommpposons dans un premier temps
gu'il existe un homomorphisme injectif A— L dans un corpk. Afin de simplifier la notation nous pouvons identifier
Aavec son image(A), et ainsi supposer queC L. (Pourquoi ?) Dans ce cas on peut regarder I'ensembléA&racL
formé des éléementd = ab~! tels quea € A etb € A*. Vérifier d’abord que? = § si et seulement sid = bc. Etablir
ensuite les régles suivante§ i+ ¢ = a—dﬁb—c et 8- g = &5. En déduire que Frgé) est un sous-corps dg contenant
A. Plus précisément c’est le plus petit sous-corpk dei contienneA. On I'appellecorps des fractions de A dans L
Forts de cette vérification rassurante, formulons-erefaiion générale :

Définition 1.2. SoitA un anneau commutatif unitaire. dorps de fractionsle A est la donnée d’un couple
(K,1) ouK est un corps et: A— K est un homomorphisme d’anneaux injectif, de sorte queei@mént
x € K s’écrive commex = 1(a)1 (b) ! avecac Aetb € A*.

Exemplel.3. Q est un corps de fractions @evia l'inclusion:: Z C Q. Par contreR n’est pas un corps de fractions
de Z : certains éléments € R ne s'écrivent pas commg aveca € A etb € A*. Soit p premier etg: Z — Zp
I'hnomomorphisme canonique. Tout élément Zp s'écrit commeg(a)p(1)~! avecac Z. Le couple(Zp, @) n'est
cependant pas un corps de fractions, car 'homomorphigmiest pas injectif.

Exercice/M1.4. Un corps de fractionéK, 1) de A se réjouit de la propriété universelle suivante ¢siA — L est un
homomorphisme injectif dans un corpsalors il existe un et un seul homomorphisme K — L tel que® o1 = ¢.
Il en découle que le corps des fractidits 1) de A est unique & isomorphisme prés. Formulez préciséngeqtie cela
veut dire, puis prouvez votre énonceé.

Exercice/M1.5. Contrairement a 'unicité, I'existence n’est pas toupdonnée : montrer qu’un anneau non intégre
n'admet pas de corps de fractions. Heureusement pour ness|eseul obstacle :

Théoreme 1.6. Tout anneau irggre admet un corps de fractions.

Exercice/M 1.7. Ou chercher ce corps ? Comment prouver son existence ?dlaquyune seule possibilité :
il faut le construire! Démontrer le théoreme en désautlla construction suivante.

ESQUISSE DE PREUVE Supposons qué est un anneau integre. Notre but est de donner un sens
aux quotientsy dans un corps encore a construire. En s'inspirant des igtéprsouhaitées, on considere
'ensembleF = A x A" avec les opération&,b) + (c,d) := (ad + bc,bd) et (a,b) - (c,d) := (ac,bd).

On constate quéF,+,-) n’est pasun anneau, encore moins un corps. (Pourquoi? Il y a une eanept
laquelle ?) Afin de sortir de cette impasse, on définit latiatga, b) ~ (c,d) siad = bc. On vérifie d’abord
gu’il s’agit d'une relation d’équivalence, ensuite qus tgérations- et- sont bien définies sur le quotient
K =F/., etfinalement quéK,+,-) est un corps. (Le détailler! Ou utilise-t-on I'intégritle 'annea
dans ce raisonnement ?) La classe d’équivalende.d est noteel. L'application: : A — K donnée par
ar— 2 est un homomorphisme d’anneaux injectif. On peut ainsitilen’anneauA avec son image(A).

1
Ceci fait, on constate que tout élémert K s'écrit commex = ab~! aveca € Aetb € A*. O

Exercice/M1.8. Veérifier que cette construction appliqué& a@onne le corp§) comme vous le connaissez. Tout corps
de caractéristique 0 contient do@ccomme un sous-corps.

Exercice/M1.9. Qu’obtient-on sil'on I'applique &[X] ? Plus généralementdX] sur un corpK ? Que se passe-t-il
lorsqu’on I'applique a un anneau non integre, conifggoar exemple ?
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§1 — De l'anneal. au corpsQ 217

1.2. Implémentation du corpsQ. Uneclasseen C++ est un type défini par I'utilisateur. La construc-
tion de classes pour modeéliser une situation donnée patégligme caractéristique de tout langage orienté
objet. Ne citons que I'exemple qui nous a occupé dans lesi@terchapitres : le typent de C++ ne
modeélise pag mais un anneau firii,,, typiquement aven = 232 oun = 2%4. On a donc employé la classe
Integer, issue de la bibliotheque GMP, qui modélise 'ann&au

Jusqu’a présent nous ne disposons pas d’outils pourlealavec des nombres rationnels. Ayant ac-
quis suffisamment d’expérience, nous allons maintenamstoaire une telle classe nous-mémaditre
d’exemple, nous souhaitons une utilisation comme danlgramme suivant :

Programme XII.1  Exemple d'utilisation de la classkationnel

int main()
cout << "Bienvenue au corps des nombres rationnels !" << endl
<< "Entrez deux éléments a,b sous la forme num/den svp : ";
Rationnel a,b;
cin >> a >> b;

cout << "a =" << a << endl << "b ="<Kb << endl
<< "atb = " << a+b << endl << "a-b = " << a-b << endl
<< "axb = " << axb << endl << "a/b = " << a/b << endl;

Nombres rationnels, version 0.1.Aprés s'étre assuré de la construction du corps desdragtous
allons« simplemens la traduire en C++ et ainsi construire notre claRseionnel . Il faut d’abord choisir
une représentation convenable, c’est-a-dire une streides données adéquate. Dans notre cas c’est facile :
tout éléement € Q est caractérisé par deux entiers, un numeérateu?. et un denominatews € Z*. En
C++ ceci peut étre modélisé comme suit :

Programme XII.2  Implémentation de la claseationnel — version 0.1

class Rationnel
{
public:
Integer numer;
Integer denom;

s

Ici le mot réservéclass est suivi du nom de la classe, en 'occurremegionnel . Le corps de la
classe est délimité par des accolades suivies d’'un piigitHe. 1l contient la définition deélémentsou
membresle la classe : ici les deux variabl@gmer et denom de typeInteger.

Exemple 1.10.Avec cette définition de la clas®ationnel on pourrait écrire le code suivant :

Rationnel a; a.numer= 4; a.denom= 6;
Rationnel b; b.numer= 1; b.denom= 5;

La premiere ligne définit la variable du type Rationnel ; on dit aussi quea est unobjetde la classe
Rationnel. Cet objet possede deux éléments : les variablesimer et a.denom, auxquelles on affecte
les valeurs4 et 6 respectivement. Notre objet regroupe ces deux éléemante@seule entité. Il en est de
méme pour I'objetb . Lors de sa définition (ligne 2) sont créés ses deux éfégb . numer et b.denom,
differents des élements de puisqu’il s'agit d’'unautreobjet. On dit quea et b sont dewinstancesdeux
objets distincts de la clasfationnel .

Remarque 1.11.Chaque objet, b, ... méne savie individuelle : en particullegtatd’un objet (la valeur
prise par chacune des variables) est prapriéte individuelle Par contre, la classe décrit Ippriétes
communes elle spécifie en I'occurrence que les deux élémeriiser et denom sont toujours de type
Integer, quelque soit I'objet en question. Comme ces deux élésnsorit déclarépublics on peut les
utiliser comme des variables usuelles (voir I'exempleessiis).
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218 Chapitre XIl — Exemples d’anneaux effectifs

Nombres rationnels, version 0.2.Nous allons maintenant affiner notre implémentation entajut
desméthodesa la classeRationnel . Commencgons par laormalisation qui repose sur une particularité
des nombres rationnels (bien connue mais remarquable —elev@r) :

Proposition 1.12. Tout nombre rationnel gcrit comme une fraction r$ avec re Z, s€ Z*, et on peut
normaliser cette fraction de sorte qpgcdr,s) = 1 et s> 0. L'écriture normalige est unique : si rs' =
uv—! et chacune des fractions est normaksalors r=u et s=v.

La fonctionnormaliser() ci-dessous réduit toute fraction a cette forme normale.

Programme XII.3  Implémentation de la claseationnel — version 0.2

class Rationnel
public:
Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur

void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom
{ if ( denom==0 ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd( numer, denom ); numer/= d; denom/= d;
if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };

+;

Exemple 1.13(suite) On peut maintenant écrire
Rationnel a; a.numer= 4; a.denom= 6; a.normaliser();

Ceci réduit la représentatior/@ & la forme normale /3, moyennant une fonctiopgcd pour les entiers.
La fonction normaliser () appartient a la classBationnel, ce qui est plus explicitement noté par
Rationnel::normaliser() . Afin d'y accéder de I'extérieur de la classe, on appell®tetion obliga-
toirement basée sur un objet, commeormaliser () dansl'exemple. Cetappel entraine, naturellement,
que la fonction soit appliquée a I'objet. Il n’y a pas de sens d’appeleobrmaliser () sans aucun objet.

Remarquel.14 |l serait également possible d’écrire une fonction

void normal( Rationnel& a )

{ if ( a.denom==0 ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd( a.numer, a.denom ); a.numer/= d; a.denom/= d;
if ( a.denom<0 ) { a.numer= -a.numer; a.denom= -a.denom; }; }

En utilisant cette fonction, notre exemple prendrait laxfer
Rationnel a; a.numer= 4; a.denom= 6; normal(a);

Le résultat est le méme, mais le point de vue est differdatfonction normal () ne fait pas partie de la classe
Rationnel, c’est une fonction extérieure. Par conft@tionnel: :normaliser() est une méthode de la classe.
Ceci peut entrainer differents droits d’accés, commeesma plus bas.

Notez aussi la difference dans les noms des éléementsontzién normal () doit adresser les éléments par
a.numer et a.denom, tandis que la fonctioRationnel: :normaliser () les appelle simplementumer et denom :
évoguée par.normaliser() , elle modifiera les éléments. numer et a.denom.

Nombres rationnels, version 0.3.Afin d’ encapsuledonnées et méthodes, une classe regroupe toutes
les méthodes essentielles ou « caractéristiques : elles font partie des propriétés communes des objets.
Aprés avoir implémenté la normalisation nous voudriorasntenant ajouter des méthodeaftgctation A
titre d’exemple, on voudrait écrire

Rationnel a; a.affecter(4,6);

ce qui devrait correspondregy numer=4; a.denom=6; suivi d’une normalisation. C’est une écriture na-
turelle, et la normalisation systématique évite quédlidgteur oublie éventuellement d’appeler la fonction
normaliser () . Voici une implémentation possible :
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Programme XIl.4 Implémentation de la clasSeationnel — version 0.3

class Rationnel
public:
Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur

void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom
{ if ( denom==0 ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd(numer,denom); numer/= d; denom/= d;
if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };

void affecter( const Integer& num, const Integer& den=1 )
{ numer= num; denom= den; normaliser(); };

Rationnel& operator= ( const Rationnel& a )
{ numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
s

Remarqud.15 Onvoitdans lafonctioraffecter () que I'appel de la fonctiomormaliser () n’estpas précédé du
nom de I'objet. Le compilateur comprend qu'il s'agit de ljebcourant sur lequel travaille la fonctioaffecter () .

Remarquel.16 Notre implémentation se sert d’'un parametre initiapse défaut. On peut ainsi appeler la fonction
affecter() avec un seul argumentum , dans quel cas le compilateur posen=1 pour le deuxieme argument. Ceci
correspond a la conversion d’un entier de tyjigceger en Rationnel : On peut par exemple écrifationnel a;
a.affecter(5); ce qui semble une écriture assez naturelle.

Quant a I'affectation par copie, on préfére évidemmaerd écriture courte et naturelle comraeb a
I'écriture longue est fastidieuse. numer=b.numer; a.denom=b.denom; Dans ce but nous avons intro-
duit 'opérateur= qui réalise cette affectation par copi’enoter guea=b; correspond plus explicitement
al'appela.operator=(b); (le tester).

Remarquel.17. En C++ un opérateur d'affectation renvoie une référesiwel’'objet auquel on vient d'affecter la
valeur. L'implémentation de la clas®ationnel se conforme a cette convention : Mais comment une foncadn s
elle sur quel objet elle opere ? Afin de résoudre cette ctisientité, le mot réservéchis fournit un pointeur sur
I'objet courant, etxthis est synonyme avec cet objet.

Nombres rationnels, version 0.4.Apres avoir implémenté normalisation et affectatioaus vou-
drions ajouter urconstructeur Celui-ci est appelé exactement une fois lors de la @gale I'objet, et
sert a l'initialisation. En I'occurrence on souhaite qaalEfinition Rationnel a; crée un objeta dont
les deux élémenta.numer et a.denom soient initialisés a0 et 1 respectivement. Il sera également
commode de disposer des variantes a parametres :

Rationnel a(4,6); // création de a avec initialisation simultanée
Rationnel b= Rationnel(4,6); // création de b puis d’un objet auxiliaire anonyme
Rationnel c; c= Rationnel(4,6); // création de c puis d’un objet auxiliaire anonyme
Rationnel d; d.affecter(4,6); // création de d suivie d’une affectation séparée

Rationnel e; e.numer=4; e.denom=6; e.normaliser();

Ces définitions aboutissent toutes aux méme résultgbrémiere est pourtant la plus naturelle et la plus
efficace. L'implémentation suivante réalise un tel canseur.

Remarquel.18 Ne pas confondre construction et affectation : le constuurch’est appelé qu’'une seule fois pour
I'objet a, a savoir lors de sa création. L'affectation par contieffectue sur un objet déja construit, et peut s’effectue
plusieurs fois pendant sa vie. Il existe aussi la notion dérdeteur, qui est appelé pour détruire un objet a la finale
vie. Ici les variablesnumer et denom sont déja munies du destructeur de la claBseeger , qui fait le nécessaire.
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220 Chapitre XIl — Exemples d’anneaux effectifs

Programme XII.5 Implémentation de la classeationnel — version 0.4

class Rationnel
public:
Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur

void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom
{ if ( denom==0 ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); };
Integer d= pgcd(numer,denom); numer/= d; denom/= d;
if ( denom<0 ) { numer= -numer; denom= -denom; }; };

Rationnel( const Integer& num=0, const Integer& den=1 )
: numer (num), denom(den) { normaliser(); };

void affecter( const Integer& num, const Integer& den=1 )
{ numer= num; denom= den; normaliser(); };

Rationnel& operator= ( const Rationnel& a )
{ numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
s

Remarquel.19 Un constructeur porte toujours le nom de la classg;ionnel en I'occurrence. Comme il ne sert
gu'a la création d’objets, il estimpossible de spécifietype de retour ; il ne renvoie jamais de valeur. Le conggruc
peut prendre une liste de parameétres, ici deux paramégrége Integer qui seront interprétés comme numérateur
et denominateur. L'implémentation initialise la vafigmumer a la valeurnum et la variabledenom a la valeur
den, puis appelle la normalisation. Notre implémentationess & nouveau des parametres initialisés par défaut. On
peut donc appeler le constructeur sans aucun argumentgdehsas le compilateur poseum=0 et den=1. On peut
I'appeler aussi avec un seul argumeriim : le compilateur pose alorgen=1, ce qui correspond a la conversion de
Integer en Rationnel.

Nombres rationnels, version 0.5.Jusqu’a présent la classationnel n’est pas trés utile : elle
regroupe deux élémentsumer et denom de type Integer mais elle ne permet pas encore de modéliser
le corpsQ. Pour cela il faut encore implémenter l@grationsnécessaires ; le programXd.6 présente
une implémentation plus compleéte.

Exercice/P 1.20.Tester I'implémentation de la clas®tionnel par un programme similaire 4ll.1.

Les opérations de base fonctionnent-elles comme sa/h&tssayer d’expliquer leur fonctionnement en
détail. Tester aussi les limites de notre implementagictuelle : élargir votre programme en ajoutant de
code de plus un plus exigeant vis a vis les opérations sundenbres rationnels. .. Trouvez-vous des
erreurs ? des incohérences ? des comportements contitéfsi®t Si oui, comment remédier a ces défauts ?

Exercice 1.21.Tester les définitions/affectations suivantes puisili@tdeur fonctionnement.

Rationnel a(20,6); // ok, écriture fortement conseillée
Rationnel b= Rationnel(20,6); // acceptable, mais non optimale
Rationnel c; c.affecter(20,6); // acceptable, mais non optimale
Rationnel d= Rationnel(20)/Rationnel(6); // acceptable, encore moins optimale
Rationnel e(20); e.denom= 6; // écriture désormais interdite
Rationnel f(20/6); // écriture trompeuse, & éviter
Rationnel g= 20/6; // écriture trompeuse, a éviter

Remarquel.22 Dans la version 0.5 on a opté pour une restriction d’adegscedemment I'utilisateur pouvait créer
des fractions non normalisées, par exemple en affectamimer=4; a.denom=6; car ces €lements étaient publics.
Nul ne I'obligeait d’appeler la normalisation.

Désormais la classe contrdle toute écriture et toutiteade ses élements. Pour ce faire les élements cdgern
sont déclaréprivés: ils ne sont plus accessibles de I'extérieur de la classe: e le numérateur et le denominateur
on se sert de deux fonctionsimerateur () et denominateur () quiréalisentla lecture (et la lecture seule). L'affec-
tation via la fonctionaffecter reste en place comme avant. Comme elle appelle systéreatént la normalisation,
on garantit ainsi que toute fraction soit stockée sous éonormale.
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Programme XII.6  Implémentation de la clasfeationnel — version 0.5 rationnel0.cc
1 #include <iostream>
2  #include "integer.cc"
3 using namespace std;
4
5 class Rationnel
6 {
7 private:
8 Integer numer, denom; // numérateur et dénominateur
9 void normaliser(void) // normaliser la fraction numer/denom
10 { if ( zero(denom) ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); I};
11 Integer d= pgcd(numer,denom); numer/= d; denom/= d;
12 if ( denom<O ) { numer= -numer; denom= -denom; J}; };
13
14  public:
15 // Constructeurs divers
16 Rationnel( int num=0, int den=1 )
17 : numer (num), denom(den) { normaliser(); };
18 Rationnel( const Integer& num, const Integer& den=1 )
19 : numer (num), denom(den) { normaliser(); };
20 Rationnel( const Rationnel& a )
21 : numer (a.numer), denom(a.denom) {};
22
23 // Lire le numérateur et le dénominateur
24 const Integer& numerateur() const { return numer; 7};
25 const Integer& denominateur() const { return denom; };
26
27 // Affectation
28 void affecter( const Integer& num=0, const Integer& den=1 )
29 { numer= num; denom= den; normaliser(); I};
30 Rationnel& operator= ( const Rationnel& a )
31 { numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
32
33 // Addition
34 Rationnel operator+ ( const Rationnel& a ) const
35 { return Rationnel( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); J};
36 Rationnel& operator+= ( const Rationnel& a )
37 { affecter( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
38
39 // Opposé et soustraction
40 Rationnel operator- () const
41 { return Rationnel( -numer, denom ); I};
42 Rationnel operator- ( const Rationnel& a ) const
43 { return Rationnel( numer*a.denom - denom*a.numer, denom#*a.denom ); J};
44 Rationnel& operator-= ( const Rationnel& a )
45 { affecter( numer*a.denom - denom*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
46
47 // Multiplication (correcte mais non optimisée)
48 Rationnel operator* ( const Rationnel& a ) const
49 { return Rationnel( numer*a.numer, denom*a.denom ); };
50 Rationnel& operator*= ( const Rationnel& a )
51 { affecter( numer*a.numer, denom#*a.denom ); return *this; };
52
53 // Division (correcte mais non optimisée)
54 Rationnel operator/ ( const Rationnel& a ) const
55 { return Rationnel( numer*a.denom, denom*a.numer ); };
56 Rationnel& operator/= ( const Rationnel& a )
57 { affecter( numer*a.denom, denom*a.numer ); return *this; };
58
59 // Entrée et sortie
60 friend istream& operator>> ( istream& in, Rationnel& a );
61 friend ostream& operator<< ( ostream& out, const Rationnel& a );
62 I};
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1.3. Le principe de base : encapsuler dorées et néthodes! A Tlinstar de la classelnteger
modélisant les entiers, nous disposons désormais dlaegseRationnel modélisantles nombres ration-
nels. Méme dans ce petit exemple on reconnait le germetedgammation orientée objet : la définition
d’'une classeconsiste en une structure de données ainsi que des métbpéeant sur ces données. En
reprenant le paradigme de N. Wirth on pourrait dire :

o | « classe = donges + néthodes | O

L'avantage d'une telle démarche est de regrouper, d'un@éralogique et naturelle, tous ce qu'il
faut pour modéliser les objets en question : en I'occurdas nombres rationnels avec leurs opérations
naturelles. Ce point de vue est tellement utile, voire sgaiee, pour organiser de projets importants, que
I'on en fait un principe de programmation :

O Tout objet g¢re ses dones de magire autonome, sans intervention@xture directe. O

La communication avec le monde extérieur se fait uniqguémiarcertaines interfaces bien choisies.
Elles constituent la face visible des objets, alors quegegsentation interne des données reste une affaire
privée. Ce principsoulagd'utilisateur de la responsabilité de connaitre lesadétde I'implémentation, et
il protegeles objets de toute manipulation nuisible.

En suivant ce principe, une classe bien construite seréefacmaintenir, a élargir, et a réutiliser
dans d’autres contextes. Ces avantages réduisent eoaisiement le colt du développement et évitent
la réécriture inutile. C'est |a le succes de la progration orientée objet. Nous en avons déja pleinement
profité en utilisant la classénteger .

Exercice/P 1.23.Comme vous pouvez le constater, les opérations d’estéé ne sont pas encore
implémentées pour la clas®tionnel, version 0.5. La sortie est plutdt évidente, par exerﬁméiacrit
2/3, alors que% s’écrit 2. L'entrée est un peu plus délicate, car la syntaxe do@ éhalysée afin de
tenir compte des deux variantes précédentes. Vous tzoliwgplémentation compléete dans le fichier
rationnel.cc. Essayez d’en comprendre les détails.

Remarquel.24 Les opérateurs d’entrée-sortie ne sont pas des métlledesclasse, mais des fonctions extérieures.
Néanmoins la classBationnel peut leur accorder un acces direct aux élements privdssdéclaranttriend .
C’est souvent utile, mais ici on aurait facilement pu ltevi Voyez-vous comment ?

Exercice/P 1.25.Notre implémentation modélise la structure de corps maisient pas encore compte
de la structure d’ordre. Si vous voulez, vous pouvez ajaigsropérateurs de comparaisimdication. —
Détailler d’abord comment comparer deux fractignst Y. En quoi notre conventios> 0, v > 0 est-elle
importante ? Vous pouvez en profiter car la classe garaatitupe gestion intelligente et des restrictions
d’acces, que cette convention soit toujours respectée.

Remarquel.26 Pour I'implémentation de la comparaison et de toute aunetfon, plusieurs variantes sont imagi-
nables : comme méthode de la classe, comme fonction eutériou bien comme fonction déclaréeiend . Laquelle
vous semble la mieux adaptée ici ?

Conversion implicite vs explicite. Il est souvent utile d’avoir une conversion implicite erdiérents
types — nous devrions dire maintenant : entre differenigsses. En I'occurrence, la conversion corres-
pond a une convention bien connue en mathématiques :@npigte tout nombre entiarc Z aussi comme
I'element§ dans le corps de factiong.

En C++ il est donc naturel de convertiht ou Integer en Rationnel quand le contexte le de-
mande. A priori ce sont des types bien differents, comnerbmpilateur saura-t-il effectuer la conver-
sion ? Bien sar il ne connait rien des corps de fractiongpattant. . . un seul indice lui suffit : le construc-
teur a partir d’'unint ou d'un Integer Servira aussi bien pour la conversion.

Exemplel.27. Les instructions suivantes devraient avoir un sens :

Rationnel r(2); // conversion explicite de int en Rationnel
Rationnel s= r*3; // acceptable car conversion implicite

La maniere dont nous avons implémenter I'opérateuexige que le premier argument soit I'objet courant, de type
Rationnel . Sitel estle cas, le deuxieme argument peut y étre catarie compilateur le fait tacitement. Il interpréte
donc le calcul précédent comme
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Rationnel s= r * Rationnel(3); // ok, conversion explicite

Exemplel.28 A notre grande surprise, la conversiomplicite ne s’applique plus au calcul suivant :
Rationnel t= 3%r; // impossible sans conversion explicite

\Voyez-vous pourquoi ? Bien s(r, la conversmxplicitefonctionne toujours :
Rationnel s= Rationnel(3) * r; // ok, conversion explicite

Le comportement serait different si I'on implementaidérateur non comme une méthode de la classe, mais comme
une fonction extérieure :
Rationnel operator* ( const Rationnel& a, const Rationnel& b )
{ return Rationnel( a.numerateur() * b.numerateur(),
a.denominateur() * b.denominateur() ); };

Cette écriture est plus longue, mais maintenant la sitoast entierement symeétrique : tr et r*3 déclenchent
implicitement une conversion via le constructisrt ionnel (3) .

Remarquédl.29 Souvent commode, la conversion implicite est parfois sirdéle voire dangereuse, car le compilateur
pourrait effectuer des conversions non souhaitées paogrgmmeur. Pour I'éviter, on peut restreindre un comstru
teur en faisant précéder le mot céxplicit. Ainsi il ne sera appliqué qu'a la suite d’'un appel expécicomme
par exempleRationnel (3) . Il est en général prudent de déclarer les constructexpdicit . Afin d’améliorer le
confort, en peut ensuite écrire des opérateurs mixtes @ationnel et int ou Integer, la ou ils sont explicite-
ment souhaités.

2. Anneaux effectifs

Nous essayerons d’étendre nos considératiorset&) a des anneaux plus généraux.

2.1. Que faut-il pour implémenter un anneau ?Soit A un anneau (commutatif unitaire). En C++
on souhaiterait disposer d’'un typequi modélise I'anneai dans le sens suivant :

Repiesentation et enre-sortie: Tout d’abord on veut que tout élément de 'annéapuisse étre
représenté comme une valeur de typgeet que les opérateurs d’entrée et de sortie<< per-
mettent de lire et d’écrire ces valeurs dans une écritareenable; ils traduisent alors entre
représentation externe et représentation interne.

Constructeurs: On doit étre capable de construire au moins les élemeettd @e notre anneau. Ceci
peut se faire par des constructewr®) et A(1) . Plus généralement, pour un entieron veut
que A(n) construise I'éléement - 15 dansA. Afin d’atteindre tous les éléments de d’autres
constructeurs seront parfois souhaitables.

Comparaison: On voudra utiliser les opérateurs de comparaisenet != avec la syntaxe usuelle :
ils prennent deux arguments de typeet renvoient un résultat de typsol . Bien sir on exige
gu'ils correspondent a la comparaison dans I'annegles comparaisons, <=, >, >= n’ont
un sens naturel que dans un anneau ordonné.)

Affectation: On voudra utiliser 'opérateur d’'affectation avec la syntaxe et la semantique usuelle :
il prend deux arguments, une variable de typa gauche et une valeur de typea droite, puis il
affecte la valeur a la variable. (C’est une opérationasséale mais omniprésente car elle géere
la copie d’objets pendant I'exécution d’un programme.)

Opérateurs arithnétiques: Les opérateurs arithmétiques -, * prennent deux arguments de type
et renvoient un résultat de type. Quant a leur sémantique, on exige que le résultat qoorete
au résultat de I'opération respective déns

Opérateurs mixtes:Les opérateurs=, -=, *= devraient s'utiliser d’'une maniére naturelle, de sorte
gue a+=b équivaille aa=a+b etc. L'intérét est une meilleure lisibilité, et danstegms cas une
leégére optimisation de performance.

Inversibilité et divisibilie: Etant donnés deux élémerstsh € A on doit souvent répondre aux ques-
tions suivantes : Déterminer aiest inversible, et le cas échéant trouver son inverseréner
sia et divisible pab, et le cas échéant trouvetel quea = bc. Déterminer sa etb sont associés,
et le cas échéant trouver A* tel queua=b.
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Exercice/P2.1 Le code en C++ ci-dessous explicite les méthodes et famctiequises pour un anneau effectif. Es-
sayez de vous convaincre que nous avons trouvé un modaterable sur lequel on pourra baser toutes les construc-
tions ultérieures : lesquelles pouvez-vous envisagerc?&se un point important : bien que I'implémentation carier
puisse changer, les interfaces, elles, devraient restendenes. Tout changement ultérieur d'interfaces sewteoa;

car il nécessitera une révision entiere des applicatitizja écrites.

Programme XII.7  Modéle minimal pour implémenter un anneau anneau0.cc
1 class Anneau
2 A
3  public
4 Anneau( int n=0 ); // constructeur/conversion
5 Anneau( const Anneau& source ); // constructeur par copie
6 Anneau& operator= ( int n ); // affectation/conversion
7 Anneau& operator= ( const Anneau& a ); // affectation par copie
8 bool operator== ( const Anneau& a ) const; // test d’égalité
9 bool operator!= ( const Anneau& a ) const; // test de différence
10 Anneau operator+ ( const Anneau& a ) comnst; // addition
11 Anneau& operator+= ( const Anneau& a ); // addition en place
12 Anneau operator- () const; // opposé
13 Anneau operator- ( const Anneau& a ) const; // soustraction
14 Anneau& operator-= ( const Anneau& a ); // soustraction en place
15 Anneau operator* ( const Anneau& a ) const; // multiplication
16 Anneau& operator*= ( const Anneau& a ); // multiplication en place
17 3}

19 // Opérateurs d’entrée-sortie
20 ostream& operator<< ( ostream& out, const Anneau& a );
21 istream& operator>> ( istream& in, Anneau& a );

22

23 // Reconnaitre les éléments 0 et 1

24  bool Zero ( const Anneau& a );

25 Dbool one ( const Anneau& a );

26

27 // Déterminer si a est inversible, si oui calculer son inverse

28  bool inversible ( const Anneau& a );

29 bool inversible ( const Anneau& a, Anneau& inverse );

30

31 // Déterminer si a est divisible par b, si oui calculer le quotient q
32 bool divisible ( const Anneau& a, const Anneau& b );

33  bool divisible ( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& q );
34

35 // Déterminer si a et b sont associés, si oui calculer u tel que ua=b
36 bool associes ( const Anneau& a, const Anneau& b );

37 bool associes ( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& u );
38

39 // Choisir un représentant préféré r=ua parmi les éléments associés a a
40 Anneau assopref ( const Anneau& a );

41  Anneau assopref ( const Anneau& a, Anneau& u );

Remarque.2 Dans ce modele on a inclus certaines fonctions non streténmécessaires mais pratiques, par exemple
la reconnaissance des éléments 0 et 1. On pourrait, biek@irea == A(0) ou a == A(1), mais il y a souvent
des méthodes plus efficaces qui évitent la création dislguxiliairesA (0) et A(1) .

Aucune implémentation n’est fournie dans ce modele. Boarimplémentation concrete il faut remplacer le nom
Anneau par le nom de la classe a implémenter, puis définir chadesefonctions déclarées ci-dessus. Ceci est fait
pour la classelnteger dans le fichierinteger.cc, puis pour la class@ationnel dans le fichierrationnel.cc.
Verifier que ce sont des traductions fideles des anneauxesiign.
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2.2. Vers une formulation mathematique. On dit queA est unanneau effectifs’il satisfait aux
exigences détaillées ci-dessus : on peut représergetnlde ses éléments dans une structure de données
convenable, puis effectuer les opérations de I'anneas ldaeprésentation choisie. Aprées réflexion, le fait
gu’un anneau soit effectif ne dépend pas du langage dearoygation, ni de la machine qui exécutera le
programme : c’est I'existence des algorithmes qui compte.

Remarque.3 Bien sir, on sous-entend ici que I'on travaille sur un oatir« usuel». La seule idéalisation que I'on
fait habituellement est de supposer que la mémoire viveotl® ordinateur soit toujours suffisamment grande. Il est
clair que notre approche pragmatique laisse tous leslslétais le flou.

Afin d’&étre rigoureux, on devrait a ce point expliciter l®@dele de la machine qui stocke les données et exécute les
algorithmes. Une approche éprouvée est de définir umaielir abstrait, la machine de Turing ou une de ses variantes
équivalentes. On explicite ainsi la structure esseetilin ordinateur : tout ce que peut calculer un ordinataisuel»
peut étre calculé par une machine de Turing.

L'avantage d’'une approche rigoureuse est la possibit@ruver des énoncés négatifs : on peut montrer que
certaines fonctions ne sont pas calculables. Le déveigped’'une tellehéorie de la calculabiliteest un important
et vaste domaine, que nous n'aborderons pas ici.

Exercice/M2.4. L'anneauZ des nombres entiers est effectif. Nous en avons déduitequerpsQ des nombres ra-
tionnels est aussi effectif. Le corfisdes nombres réels, par contre, n’est pas effectif. (Lailtiat) Pour un point de
vue plus optimiste (certes idéalis€), on consultera avefit le livre récent de L. Blum, F. Cucker, M. Shub, S. Smale
Complexity and real computatipSpringer Verlag, New York 1998.

Exercice/M2.5. En reprenant notre modele pragmatique, on veut integptés valeurs prises par le tyge comme
des élements de 'anned@u Ce n’est rien d’autre qu’une application {valeurs du typeA } — A. Tout d’abord on
souhaite que le type puisse représenter n'importe quel éléementédautrement dit, on veut quesoit surjective.
Essayez de reformuler précisement toutes nos exigemnckssus a I'aide de I'application Pourquoi exige-t-on la
surjectivité dd mais on n’insiste pas sur I'injectivité ? L'opérates# induit-il une relation d’équivalence ? Dans quel
sens peut-on dire quenduit un isomorphisme entre le modéle informatiquest I'objet matheématiqué ?

Exercice/M2.6. Comme un cas simple mais déja trés intéressant regaitienZ sans facteur carré @[v/d] =
{x+yvd|xy e Z}. Montrer queZ[/d] est un anneau et qué,+/d) en est unéZ-base. Expliquer pourqudi[+/d]
est un anneau effectif et esquisser une implémentationimplementera I'anneati[i] dans le projet & la fin de ce
chapitre, ce qui correspond au cas particulier —1.

Exercice/M2.7. En généralisant I'exemple précédent on peut considéanneauZ[6] ou 6 € C est racine d'un
polyndme unitaird® = X"+ c,_1 X"~ 4 ...+ c; X + cg & coefficients entiers. On peut supposer Bust le polyndme
minimal def. Montrer queZ[6] = {Zi”:’Olzi 6'|z € Z} est un anneau et q&, 0,...,0"1) en est uné-base deZ[)].
Est-ce un anneau effectif ?

2.3. Anneaux euclidiens.Rappelons qu’'un anneau integheest euclidien s'il existe un stathme
v: A— N et une divisiond: Ax A" — Ax A, (a,b) — (q,r) telle quea=bqg+r etv(r) < v(b). Au
dela de I'existence nous souhaitons désormais un cafeatié.

On dit queA est unanneau euclidien effectd’il est effectif dans le sens précédent et que la division
J est effectivement calculable. En C++ nous exigeons I'enmhtation suivante :

void eudiv( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& q, Anneau& r );

Anneau eudiv( const Anneau& a, const Anneau& b );

Anneau eumod( const Anneau& a, const Anneau& b );
Ici la fonction eudiv(a,b,q,r) implémente la division euclidienn®: (a,b) — (q,r). Les deux autres
fonctions renvoieng etr séparément, dans le but d'un usage plus commode. Renmertpittefois que la
fonction eumod devrait étre définie aussi pobe= 0, dans quel cas elle renvaePar contreeudiv n’est
définie que poub # 0, sinon elle provoque une erreur.

Exemple 2.8. 'anneauZ est un anneau euclidien effectif. Il en est de méme AyiXj : comme on verra
dans le prochain chapitre,ISiest un corps effectif, alors 'anne#X] des polyndmes su¢ est un anneau
euclidien effectif. (Esquisser pourquoi.)

Exercice 2.9. Etant donné un anneau euclidien effectif, montrer queltgzithmes d’Euclide et de Bézout
sont applicables. En particulier on sait ainsi calculedecet des coefficients de Bézout pour tadi € A.

Le programme ci-dessous présente des fonctions gémsrigPour I'usage des fonctions génériques, ou
« patrons de fonctions, voir le chapitreV, §4.)
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Programme XII.8  Modele générique de I'algorithme d’Euclide euclide0.hh

// L’algorithme d’Euclide pour calculer le pgcd de a et b
template <typename Anneau>
Anneau pgcd( Anneau a, Anneau b )

while( !zero(b) ) { r= eumod(a,b); a= b; b= r; };
return assopref(a);

1

2

3

4

5 Anneau r;
6

7

8 }

9

10 // L’algorithme d’Euclide étendu pour calculer pgcd(a,b) = au + bv
11 template <typename Anneau>

12  Anneau pgcd( Anneau a, Anneau b, Anneau& u, Anneau& v )

14 u= Anneau(1); v= Anneau(0);
15 Anneau x(0), y(1), q, r;
16 while( !'zero(b) )

17 {

18 eudiv(a,b,q,r); a= b; b= r;
19 r=u - q * X; u= x; X= r;
20 r=v-q*y; V=y; y=7T;
21 };

22 a= assopref(a,q); u*= q; v*= q;
23 return a;

24}

2.4. Anneaux principaux. Dans un anneau princip&l tout couple d’éléementa,b € A admet un
pgcd et il existau, v € A vérifiant I'identité de Bézout : pgcd, b) = au+ bv.

Au dela de I'existence nous souhaitons un calcul effetif dit queA est unanneau principal effectif
s'il est effectif et admet un algorithme qui calcule pourttaub € A leur pgcd avec des coefficients de
Bézout. En C++ nous exigeons donc I'implémentation suiva

Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& u, Anneau& v );
Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b, Anneau& u );
Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b );

A nouveau on inclut deux fonctions spécialisées pour agasommode. La premiere sert notamment a
calculer I'inverse dex modulob : si pgcda,b) = 1 = au+ bvil suffit de connaitral. La deuxiéme sert &
calculer le pgcd sans coefficients de Bézout, ce qui argseasouvent. Notez qu’une fonction spécialisée
est en général plus efficace, car un calcul restreint @eetoptimisé.

Exemple 2.10. Tout anneau euclidien effectif est un anneau principatéfféen particulier, ceci est le cas
pour 'anneal” des nombres entiers et 'anne&(X] des polyndmes sur un corfs

Exercice/M2.11 Une application importante des anneaux principaux rédias la résolution des équations linéaires.
Expliquez comment résoudre I'équatiapx; + axxo = b dans un anneau principal effectif : comment détermineliesi e
admet de solution ? comment en trouver une ? comment en tromves ? Essayez de formuler un algorithme, puis
généralisez-le a I'équation linéaiagxy + - - - +anxn = b.

Si vous étes courageux, vous pouvez ensuite regarder tensysl’équations linéaires, disons sous forme matri-
cielle, et formuler I'élimination de Gauss sur un anneanqgipal effectif. Ce n’est pas immédiat, mais tout fonatiera
comme vous l'espérez!

Remarque2.12 1l existe des anneaux qui sont principaux mais non euclégi#m’est pas évident d’exhiber un tel
exemple, mai&[£] avecé = %(1+i\/1_9) en est un. On vérifie d’abord gqdea pour polyndme minimak2—X+5; le
couple(1, &) constitue donc ung-base deZ[£]. Vous pouvez ainsi vous convaincre gu'il s'agit d’'un anneffactif ;
son caractére principal mais non euclidien est moinsdaciprouver.
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2.5. Anneaux factoriels. Etant donné un anneau factorkebn peut définir le pgcd et le ppcm (rap-
peler comment). Au dela de la définition abstraite nousadans un calcul effectif. On dit qu& est un
anneauwa pgcd effectifs’il est effectif et admet un algorithme pour calculer le ggeour I'implémentation
en C++ on exige une fonction

Anneau pgcd( const Anneau& a, const Anneau& b );

Exemple 2.13.Tout anneau principal effectif est aussi un anneau a pdedtéf

Exemple 2.14.'anneauZ[X] n’est pas principal : il suffit de se convaincre que I'idé€alX), par exemple,
n’est pas principal. Néeanmoing[X] est factoriel et permet un calcul effectif du pgcd.

Remarque2.15 La factorialité deZ[X] est un célebre théoreme de Gauss; le temps venu votre d@lgebre vous

le présentera. Il affirme plus généralement @(X| est factoriel si et seulement Aiest factoriel. Si vous regarder
la preuve sous I'angle algorithmique, vous prouverez emenéemps : S/ est un anneau integre a pgcd effectif,
alorsA[X] est un anneau integre a pgcd effectif. On trouve ainsi te@xemples d’anneaux factoriels qui ne sont pas
euclidiens, ni principaux, mais qui permettent néanmdiesalculer effectivement le pgcd. Pour en savoir plus, on
consultera avec profit le developpement d&is{1-8.

Remarque 2.16.L'anneauA étant factoriel, on voudrait certes disposer des fonstmermettant de tes-
ter I'irréductibilité d’'un élémenta € A, et le cas échéant de décompoaeen un produit d’éléments
irréductibles. Malheureusement ces deux questions peétre assez difficiles. Pour nos besoins modestes
on se contentera de calculer le pgcd, ce qui est souventaatils.f

Exemple2.17. On a déja rencontré les difficultés de la factorisatiansdl'annealZ au chapitreXl. Dans certains
anneaux la situation est encore plus compliquée, dandresencore, par exemplg[X] sur un corps finifg, la
question d'irréductibilité et de factorisation sont beaup plus faciles que dar®s Nous ne poursuivons pas cette
approche ici. Pour en savoir plus, vous pouvez consultgr [

2.6. Corps des fractions.Reprenons la construction du corps des fractidmnartir de la classe
Integer modélisant 'annea nous avons déja implémenté la clagsetionnel modélisant le corps
Q. Nous avons aussi prouvé que cette construction se glésga n’importe quel anneau integre.

Précisons pourtant que, pour une implémentation efficames avons besoin du pgcd : on a tout intérét
a réduire systématiquement toute fractioafin d’assurer pgdd, s) = 1. (Pourquoi ?) Le programmeé|.9
en donne une implémentation générique.

Exercice/P2.18 Comme vous le constatez, le programXie9 n’'implémente pas encore d’entrée-sortie ; vous trou-
verez une implémentation plus compléete dans le ficlfietction.hh . Vérifier soigneusement cette implémentation
et effectuer quelques tests sur la claFsection<Integer> pour vous convaincre qu’elle modélise bien le corps
des fraction Fra) = Q. Le programmefraction.cc en donne un exemple d'utilisation. Expliquez I'intéré&ire
classe génériqueraction . Quel pourrait étre I'intérét d’'une classe spécedisommeRationnel ?

2.7. Anneaux quotients.étant donné un anneduimplémenté par une clasge en C++, nous sou-
haitons implémenter I'anneau quotieitl oul est un idéal dé\. Ce probleme général est trop dur, mais
il devient facile quand nous exigeons gisoit un anneau principal effectif : dans ce tas (m) pour un
certainme A.

Dans un souci d’efficacité nous allons méme supposeAqst un anneau euclidien effectif. Dans ce
cas on représentera la classe (m) par le reste = amodmde la division euclidienne dars Le principal
intérét du passage au reste et de réduire la taille desadsn

Exercice/M 2.19. Expliquer comment représenter les élementd den) et comment effectuer les opérations
d’anneau. Analysez ensuite I'implémentation proposéesde fichierquotient.hh et vérifier soigneu-
sement sa correction. Compléter les fonctions manquantes

Déterminer sa est inversible, et le cas échéant trouver son inverse.

Déterminer sa et divisible paib, et le cas échéant trouvetel quea = bc.

Déterminer sa etb sont associés, et le cas échéant trouveA™ tel queua= b.

Etant donné un élémeat choisir un élément associé préferé uaavecu € A*.

(En absence de préférences on premdeaaetu:=1.)
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Programme XII.9  Corps des fractions d’'un anneau a pgcd effectif fractionO.hh
1 template <typename Anneau>
2 class Fraction
3 {
4  private:
5 Anneau numer, denom; // numérateur et dénominateur
6 void normaliser(void) // normaliser numer/denom
7 { if ( zero(denom) ) { cerr << "Division par zéro !\n"; exit(1); I};
8 Anneau d= pgcd(numer,denom) ;
9 divisible (numer,d,numer); divisible(denom,d,denom) ;
10 Anneau u; denom= assopref (denom,u); numer*= u; };
11
12  public:
13 // Constructeurs divers
14 Fraction( int num=0, int den=1 )
15 : numer (num), denom(den) { normaliser(); }
16 Fraction( const Anneau& num, const Anneau& den )
17 : numer (num), denom(den) { normaliser(); };
18 Fraction( const Fraction& a )
19 : numer (a.numer), denom(a.denom) {};
20
21 // Affectation
22 void affecter( int num=0, int den=1 )
23 { numer= num; denom= den; normaliser(); };
24 void affecter( const Anneau& num, const Anneau& den )
25 { numer= num; denom= den; normaliser(); };
26 Fraction& operator= ( const Fraction& a )
27 { numer= a.numer; denom= a.denom; return *this; };
28
29 // Lire le numérateur et le dénominateur
30 const Anneau& numerateur() const { return numer; };
31 const Anneau& denominateur() const { return denom; };
32
33 // Comparaison
34 bool operator== ( const Fraction& a ) const
35 { return ( numer*a.denom == denom*a.numer ); I};
36 bool operator!= ( const Fraction& a ) const
37 { return ( numer*a.denom != denom*a.numer ); };
38
39 // Addition
40 Fraction operator+ ( const Fraction& a ) const
41 { return Fraction( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); I};
42 Fraction& operator+= ( const Fraction& a )
43 { affecter( numer*a.denom + denom*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
44
45 // Opposé et soustraction
46 Fraction operator- () const
47 { return Fraction( -numer, denom ); I};
48 Fraction operator- ( const Fraction& a ) const
49 { return Fraction( numer*a.denom - denom*a.numer, denom*a.denom ); I};
50 Fraction& operator-= ( const Fraction& a )
51 { affecter( numer*a.denom - denom#*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
52
53 // Multiplication (correcte mais non optimisée)
54 Fraction operator* ( const Fraction& a ) const
55 { return Fraction( numer*a.numer, denom*a.denom ); };
56 Fraction& operator*= ( const Fraction& a )
57 { affecter( numer*a.numer, denom*a.denom ); return *this; };
58
59 // Division (correcte mais non optimisée)
60 Fraction operator/ ( const Fraction& a ) const
61 { return Fraction( numer*a.denom, denom*a.numer ); };
62 Fraction& operator/= ( const Fraction& a )
63 { affecter( numer*a.denom, denom#*a.numer ); return *this; };
64 3

MAIR 22 juin 2009



§2 — Anneaux effectifs 229

Programme XI.10  Quotient d’un anneau euclidien effectif quotient0.hh
1 template <typename Anneau>
2 class Quotient
3 {
4  private:
5 Anneau mod, rep; // le module et le représentant
6
7 public:
8 // Constructeurs
9 Quotient( const Anneau& r=Anneau(0), const Anneau& m=Anneau(0) )
10 : mod( assopref(m) ), rep( eumod( r, mod ) ) {3};
11 Quotient( const Quotient& a )
12 : mod(a.mod), rep(a.rep) {};
13
14 // Affectation
15 void affecter( const Anneau& r=0, const Anneau& m=0 )
16 { mod= assopref(m); rep= eumod( r, mod ); I};
17 Quotient& operator= ( const Quotient& a )
18 { mod= a.mod; rep= a.rep; return *this; };
19
20 // Lire le module et le représentant
21 const Anneau& module() const { return mod; };
22 const Anneau& representant() const { return rep; I};
23
24 // Comparaison
25 bool operator== ( const Quotient& a ) const
26 { return associes( mod, a.mod ) && divisible( rep-a.rep, mod ); 1};
27 bool operator!= ( const Quotient& a ) const
28 { return 'associes( mod, a.mod ) || !divisible( rep-a.rep, mod ); };
29
30 // Addition
31 Quotient operator+ ( const Quotient& a ) const
32 { return Quotient( rep + a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); };
33 Quotient& operator+= ( const Quotient& a )
34 { affecter( rep + a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); return *this; };
35
36 // Opposé et soustraction
37 Quotient operator- () const
38 { return Quotient( -rep, mod ); };
39 Quotient operator- ( const Quotient& a ) const
40 { return Quotient( rep - a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); };
41 Quotient& operator-= ( const Quotient& a )
42 { affecter( rep - a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); return *this; };
43
44 // Multiplication
45 Quotient operator* ( const Quotient& a ) const
46 { return Quotient( rep * a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); };
47 Quotient& operator*= ( const Quotient& a )
48 { affecter( rep * a.rep, pgcd( mod, a.mod ) ); return *this; };
49 };

Remarque.20 La classeQuotient stocke tout élémerst+ (m) du quotientA/(m) par le représentant= amodm.
Soulignons a titre d’avertissement que le passage aurestmodm n’est en général pas équivalent a la projection
m: A— A/(m), car on ne peut pas garantir I'unicité du reste de la divigioclidienne : il peut y avos=a (mod m)
avecr = amodm different der’ = & modm. Il est donc prudent de tester I'égalité entre¢ (m) etr’ + (m) non par

r =r’, mais par la divisibilittm | r —r’. Le programmeX11.10 tient compte de cette subtilité.

Exercice/M2.21 Montrer pour 'anneaw\ = K[X] des polyndmes sur un corjgs que la projectiorr: A — A/(m)

est équivalente au passage au reste amodm : ceci est possible parce qu'il n’existe qu’un seul repnésetr avec
degr) < degm). Détailler un contre-exemple dafisen explicitant une division euclidienne convenalses bg+r

telle que|r| < |b|. Discuter en particulier 'opérateut du C++, qui est souvent une source d’erreurs. (Comment
peut-on rendre le reste unique dans ce cas concret ?)
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Remarque.22 Dans I'implémentation précédente, tout objet stockemopre modulenod ainsi qu’un représentant
rep de la classe modulaod . Trés souvent on ne calcule que modulo un seul id@&ealde A, il est donc inutile de
stocker la méme valeum pour chacun des objets — quel gaspillage de ressources!

Le programmeXll.11 ci-dessous montre comment implémenter un modolmunpour tous les objets de la
classeQuot<Anneau> . En C++ un tel eléement se dittatic et se comporte comme une variable globale, seul le nom
Quot<Anneau>: :mod rappelle qu'il appartient a la clasfmot<Anneau> . Alors que I'élementrep est une variable
individuelle de chaque objet, I'elemenmbd n’existe qu’en un seul exemplaire, ce qui est le comporterseuhaité.
Pour le manipuler on implémente deux fonctions, égaleérdeclaréesstatic, ce qui permet un acces via la classe,
indépendemment de tout objet.

Question2.23 En quoi est-ce périlleux de changer le module en cours dwlk@lSous quelle condition les valeurs
gardent-elles un sens aprés changement de module ? (Qatecelne opération bien définie» ?)

Programme XII.11  Quotient d’'un anneau (a compléter en exercice) quot.hh

#include <iostream>
using namespace std;

1
2
3
4 // Définition d’une classe générique modélisant un anneau quotient
5 template <typename Anneau>

6 class Quot

7

8

9

{
private:
static Anneau mod; // le module commun de tous les objets de la classe

10 Anneau rep; // le représentant particulier de 1’objet courant
11
12  public:
13 // Lire et redéfinir le module commun
14 static const Anneau& module() { return mod; };
15 static void module( const Anneau& m ) { mod= assopref(m); };
16
17 // Lire et réduire le représentant modulo mod
18 void reduire() { rep= eumod( rep, mod ); I};
19 const Anneau& representant() const { return rep; I};
20
21 // Constructeurs
22 Quot( const Quot& a ) : rep( a.rep ) {};
23 Quot ( const Anneau& r=Anneau(0) ) : rep( eumod( r, mod ) ) {};
24
25 // S’ajoutent ici d’autres méthodes encore & implémenter
26 };
27

28 // On définit ensuite la variable statique de la classe Quot<Anneau>
29 template <typename Anneau>
30 Anneau Quot<Anneau>::mod(0);

32 // Exemple d’utilisation
33  #include "integer.cc"
34 int main()

35 {

36 Quot<Integer> a(11), b(12);

37 cout << "a = " << a.representant() << " mod " << a.module() << endl;
38 cout << "b = " << b.representant() << " mod " << b.module() << endl;
39 Quot<Integer>: :module(5) ;

40 cout << "a = " << a.representant() << " mod " << a.module() << endl;
41 cout << "b = " << b.representant() << " mod " << b.module() << endl;
42 Quot<Integer> c= a+b;

43 cout << "c = " << c.representant() << " mod " << c.module() << endl;
44

Exercice/P 2.24.Compléter la classQuot<Anneau> conformément au modeM|.7.
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One Ring to rule them all,
One Ring to find them.
J.R.R. Tolkien;The Lord of the Rings

PROJET XIi

Entiers de Gauss et sommes de deux cas

Objectifs

» Etudier 'annealZ[i] et expliciter son caractére euclidien.

» En déduire une application classique aux sommes de deréscar

Une question classique de la théorie des nombres est largaiv quels entiers peuvent étre écrits
comme somme de deux carrés ? Voici un premier constat :

0=0%40? 1=1°4+0? 2=1°+1? 3=7

4=2240° 5=22412 6=" 7="?
8=2%2422 9=3°4+0° 10=3%+1%2 11=7
12=7? 13=32+4+22  14=7 15="?
16=424+0> 17=4?+12 18=3*4+32 19=7
20=424+22  21="7 22="7 23="?

Ce projet a pour but de résoudre ce probleme. On consiiaberd le point de vue théorique : ici
lanneauZli] C C des entiers de Gauss nous rendra d’excellents servicegit&rent I'aspect algorith-
mique : en sachant que ¥8+ 949 admet une unique decomposition en somme de deux ceorésent
la trouver de maniere efficace ? C'est le caractere eeclideZ[i] qui se révélera un merveilleux outil.

Sommaire

. Analyse mattematique du probleme. 1.1. Unicité. 1.2. Existence. 1.3. Cas général.
. Implémentation de la class&auss.

. Décomposition en somme de deux cags.

. Une preuve d’existence non constructive.

A WN P

1. Analyse mattematique du probleme

Exercice/P 1.1.Ecrire une fonction qui prend comme argument un entiet renvoie tous les couples
(x,y) € Z2 tels quex? +y? = netx >y > 0. Pour l'instant une méthode exhaustive suffira, néanson
effectuera I'optimisation évidente moyennant la fonetisqrt . Combien d’itérations sont nécessaires ?
Est-ce raisonnable pour 49 33 ? pour 1& + 61 ? pour 18°+577 ? pour 1824949 ? Quel est le plus
petitn admettant deux telles sommes ? trois ? quatre ? cinq ?

Exercice/M 1.2. L'expérience montre que beaucoup d’entiers s’écrivemime sommes de deux carrés.
On constate aussi qu& 4 3 n'est jamais une somme de deux carrés. Donner une preuve.

Pour simplifier on ne regardera dans la suite que les nombeesgrs. Le but de ce projet et de montrer
le théoreme suivant et en méme temps de développer onthlge efficace.

Théoréme 1.3.Tout nombre premier g- 4k+ 1 s’écrit de manére unique comme somme de deux &syr
p=x2+y?avec x>y > 0dansZ.

Le développement qui suit consiste en deux parties. Laiprendonne une preuve du théoreme en
étudiant I'annea[i] des entiers de Gauss. La deuxieme est consacrée adfinepitation d’une classe
Gauss et d’'une méthode efficace pour trouver la decomposiienx? + y2.
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232 Projet XIl — Entiers de Gauss et sommes de deux carrés

1.1. Unicité. Nous commencons notre étude de la decomposjiierx? + y? par l'unicité : sip est
premier, alorg = X2 +y? = u? + V2 entraine{x?,y?} = {u?,v?}.

Exercice/M 1.4. La normeN: Z[i] — N est définie paN(z) = zz, ou encoreN(x+yi) = x? +y? pour
X,y € Z. Montrer que la norme est multiplicative\(ab) = N(a)N(b) pour touta,b € Z[i]. En déduire
quea € Z[i] est inversible si et seulementid{a) = 1, ce qui équivaut a € {£1,£i}. Montrer quea est
irréductible dan&[i] siN(a) estirréductible dan&. Attention. —la réciproque est fausse.

Exercice/M 1.5. Montrer quéZ|i] est euclidien par rapport & la norNe donc principal, donc factoriel.
Indication. — Regarder I'anneaf|i] et son corps des fractiorid[i] dans le plan complex€. Poura
eth # 0 dansZ|i] approcher leur quotierf} € Q[i] de maniére optimale paye Z[i]. (Faites un dessin!)
Conclure quex = bg+r avec un reste vérifiantN(r) < %N(b).

Exercice/M 1.6. Pour p € N premier montrer quep = x% +y? = u? + v2 avecx,y,u,v € Z implique
{x?,y?} = {u?,v?}. Indication. — Regarder les décompositiops= (X + yi)(x — yi) = (u+vi)(u— vi).

1.2. Existence.Apres l'unicité montrons I'existence d’une décompiositp = x> + y2.

Exercice/M 1.7. Soit p € N premier. Montrer que-1 admet une racine carrée modgpisi et seulement si
p est de la formg = 4k+ 1 oup = 2. Dans ce cas il existe dongee Z tel quep diviseq? + 1. En déduire
quep n’est pas premier dar&i. Indication. — regarder le produi® + 1= (q+i)(q—i) dansZ[i].

Exercice/M 1.8. En supposant qup est premier dan& mais non dan4.[i], on sait qu'’il s’écrit comme
p = ab avec deux facteura,b € Z[i] non inversibles. En déduire qi¥éa) = N(b) = p, puisa= b, et
terminer la preuve du théorenes,

Exercice/M 1.9. Reste la question pratique : comment calculer la décortipogi = ab dansZ|i] ? Mon-
trer que, quitte & échangaetb, on aa~ pgcd p,q+i) etb ~ pged p,q—1i). Expliquer I'intérét pratique.

1.3. Cas @nréral. On vient de prouver qu’'un nombne = 4k + 1 qui est premier dang devient
réductible danZ]i]. On peut se poser la question de savoir ce qui se passe aaetriesnombres premiers,
ceux de la formep = 4k + 3. Plus généralement, quels sont les éléments irtdxdes dan<[i] ?

Exercice/M1.10 Commencez par montrer que les éléements suivants sedtittibles dan&l[i] :

o x+yiavecp =x%+Yy? € N un nombre premier de la forme= 4k+1 oup = 2.

e pavecp € N un nombre premier de la forme= 4k + 3.
A noter que 2 se decompose datf§ en deux facteurs irréductibles associ@sy i) et (1—i). Un nombre premier
p = 4k+ 1 se decompose dafisi] en deux facteurs irréductibles conjuguks;yi etx — yi, qui ne sont pas associés
dansZ[i]. Un nombre premiep = 4k + 3 reste irréductible dari]i].

Exercice/M1.11 Montrer que tout élement irreductible da] est associé & un des précédehtdication. — Etant
donnéz € Z[i] decomposeN(z) = zzen éléments irréductibles, d’abord d@hpuis dan[i].

Exercice/M1.12 Aprés avoir résolu la question pour les nombres premiarsctériser les nombres naturels s’écrivant
comme somme de deux carrés. Que peut-on dire du nombrdatedétompositions ? Votre résultat correspond-il aux
observations empiriques de I'exercitd ?

2. Implémentation de la classetauss

Afin de calculer commodément dai§] nous allons implémenter une clasSeuss modélisant cet
anneau. Pour faciliter cette tache, le progrardiiel 2 ci-dessous déclare les méthodes de base nécessaires
ainsi que quelques fonctions supplémentaires.

Exercice/P 2.1.Relire notre modele d’'un anneau effecti) puis implémenter la classg@auss comme
déclarée dans le programmnxél.12. Vous pouvez prendre les fichietisiteger.cc et rationnel.cc
comme modele, mais veillez a implémenter correctenssnbpérations dé|i]. Remarque. —ta fonction
assopref sertarendre le pgced unique. Pour les entiers de Gaussal pas de choix canonique. Pour un
élément non nul on pourrait choisir I'assogié yi avecx > 0 ety > 0.

Conseil. —Comme toujours, testez puis relisez soigneusement vopi&mentation. Pour les opérations
de base choisissez des méthodes simples mais efficaceseRaule, tester si+ yi est inversible dan&(i]
en calculank? + y? est inefficace poux,y grands ; essayez de faire mieux.
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Programme XII.12 Déclaration de la classeauss (a compléter en exercice) gauss.cc

#inclu

de <iostream>

#include "integer.cc"

using namespace std;

class Gauss

{

public:

Integer re, im;

10 Gauss( const Integer& x=0, const
11 Gauss( const Gauss& a );
12 Gauss& operator= ( const Gauss&
13 bool  operator== ( const Gauss&
14 bool  operator!= ( const Gauss&
15 Gauss operator+ ( const Gauss&
16 Gauss& operator+= ( const Gauss&
17 Gauss operator- () const;
18 Gauss operator- ( const Gauss&
19 Gauss& operator-= ( const Gauss&
20 Gauss operator* ( const Gauss&
21 Gauss& operator*= ( const Gauss&
22 3}
23

24 // Opérateurs d’entrée-sortie
25 ostream& operator<< ( ostream& out, const Gauss& a );
26 istream& operator>> ( istream& in, Gauss& a );

1
2
3
4
5 // La classe Gauss modélisant 1’anneau Z[i]
6
7
8
9

Integer& y=0 );

)

) const;
) const;
) const;

)

PP

a ) const;
a);

a ) const;
a

)

28 // Quelques fonctions supplémentaires

27

29 bool
30 bool
31 Gauss
32 Intege
33

34 // Inv
35 Dbool
36 bool
37 bool
38 bool
39 bool
40 bool
41  Gauss
42  Gauss
43

zero ( const Gauss&
one ( const Gauss&
conj ( const Gauss&
r norme( const Gauss&

ad;

ad;
ad;
a;

Gauss& b );

const Gauss& b );

const Gauss& b, Gauss& q );
const Gauss& b );

const Gauss& b, Gauss& u );

s

ersibilité, divisibilité, éléments associés
inversible( const Gauss& a );

inversible( const Gauss& a,

divisible ( const Gauss& a,

divisible ( const Gauss& a,

associes ( const Gauss& a,

associes ( const Gauss& a,

assopref ( const Gauss& a )

assopref ( const Gauss& a,

Gauss& u );

44  // Une division euclidienne adaptée & la norme
eudiv( const Gauss& a, const Gauss& b, Gauss& q, Gauss& r );
46  Gauss eudiv( const Gauss& a, const Gauss& b );
47 Gauss eumod( const Gauss& a, const Gauss& b );

45  void

49 // L’algorithme d’Euclide-Bézout
50 Gauss pgcd( Gauss a, Gauss b, Gauss& u, Gauss& v );
51 Gauss pgcd( Gauss a, Gauss b, Gauss& u );

52 Gauss pgcd( Gauss a, Gauss b );

Exercice/P2.2 \otre classeGauss devrait se préter aisement a la construction du corpgrdesons FraZ]i]) &
QIi]. Ecrire un petit programme qui teste la claggeaction<Gauss>. Votre classeGauss est-elle conforme aux
exigences ? La clasSeraction<Gauss> fonctionne-t-elle comme prévu ?

Exercice/P2.3. Ecrire un petit programme pour tester la clags@tient<Gauss> ou Quot<Gauss> qui modélise

les anneaux quotients dgi]. Le quotientQ = Z[i]/(3) est-il un corps ? Quel est son cardinal ? Trouver un élément
d’ordre 8 dan€Q)*. Généraliser cette approche a un nombre premiedk + 3 quelconque, puis écrire un programme
qui trouve un élement d’ordrg? — 1 dans(Z[i]/(p)) ™.
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3. Décomposition en somme de deux cags

Pour mener ce projet & bonne fin, il nous faut encore uneadéthour trouveq € Z tel quep divise
¢?+ 1. Ce probléme a été résolu au chapXr&2.1

Exercice 3.1. Ecrire un programme qui lit un premipe=1 (mod 4) au clavier, puis trouvg € Z vérifiant
p| g+ 1 et calculea= pgcd p, g+ i) dansZli]. En déduire la decomposition cherchiee x? +y?. Ajouter
une veérification du résultat et le tester sur suffisammergetits exemples.

Exemple. —Trouver la décomposition en somme de deux carrép €€1009, puis 16+ 33 et 10 +9
et 102+ 61. Comparez les résultats et la vitesse de ce programmeeité de I'exercicel.1 Ajuster le
programme pour que I'on puisse entpesous la formep = 10°+ k. Le tester sur les nombres™®g-577 et
101904 949 et 16%°+ 357 et 10°°+ 961. Que peut-on dire de la performance ? Ces résultateattts
été accessibles avec une recherche exhaustive ?

Exercice3.2 On sait maintenant traiter efficacement les nombres premierZ. Esquisser comment implémenter le
cas général afin de déecomposer un entier quelcongug& en sommes de deux carrés.

4. Une preuve d’existence non constructive

Nous redémontrons ici le théorerie8 de maniereelementaire en développant une preuve élégante
due a Don Zagier. Sa nofe one-sentence proof that every primesd (mod 4 is a sum of two squares
peut étre admirée dans American Mathematical Monthly1I®R0), page 144. Dans un premier temps le
but sera de comprendre la preuve; ensuite on comprendrg&peunieux la difference entre une preuve
d’existence et une preuve constructive.

L'id ée. On considére 'ensembB= {(x,y,2) € N3 | x? +4yz= p} avec l'involutiont: S— Sdonnée
part(x,y,z) = (X,zy). L'idée est simple et géniale : tout point fixe deest de la forméx,y,y) et nous
fournit une solution® 4 (2y)? = p comme souhaité. Pour montrer qu’un tel point existe il sdéimontrer
gue le cardinal d&est impair. (Pourquoi ?)

La preuve. On vérifie d’abord qué& est un ensemble fini. On le partitionne en trois palBe$, S
sur lesquelles on définit des applications affiogsS — N® comme suit :

S.I. = {(vavz) € S| X< y_Z}v O-l(xayaz) - (X+22727y—x—2)
S={(XYy,2 €S|y—-z<x<2y}, 02XY,2) = (2y—XY,X—y+2)
S ={(xY,2) € S| 2y <x}, 03(X,Y,2) = (X—2y,x—y+2Y)

Ensuite on vérifie quen () C S et 03(S3) C S, ainsi queo>(S) C S. Les applications;: § — S
etoz: 3 — S sontinverses I'une a l'autre, et I'applicatian: S, — S, vérifie 022 =id. Finalement, on
vérifie queS= S U S, U S3 est une réunion disjointe, comme souhaité. En mettahemmsemble, on obtient
ainsi une involutioro : S— Sdéfinie par morceauxa(x,y,z) = gi(X,Y,z) pour(x,y,2z) € S.

La conclusion. Forcément tout point fixéx, y, z) = g(x,Y, z) est danss,. Dans ce caéx,y,z) = (2y —
XY, X—Y+2z) impliquex =y. Par définition dé&, un tel point(x, X, z) vérifiex(x+ 4z) = p, ce qui implique
x=1letz= p%l. Autrement dit(1,1, p%l) est 'unique point fixe dev. Commeo est une involution, le
cardinal|S| doit &tre impair. On conclut que l'involution, elle aussi, admet un point fixe. Il existe donc
x,y € N tels quex? + (2y)%2 = p.

Question 4.1. Nous avons vu deux demonstrations differentes du #raep = x? + y2. En quoi la preuve

de Zagier est-elle plus élémentaire ou plus éleganedajpreuve développée dans le projet ci-dessus ? La
preuve de Zagier nous indique-t-elle comment trouxey) effectivement? Résumer les avantages et les
inconvénients des deux approches.

Remarquet.2 La technique de prouver I'existence d’'une solution par wguarent de point fixe est frequemment
utilisee en mathématique, voir par exemple le théordmeoint fixe de Banch et ses nombreuses applications. (Voir
par exemple le chapit?éVIl pour le calcul numérique.) Souvent on se contente de temxé®, et ainsi la construction
ou la recherche effective ne font pas toujours partie dariree. Par exemple le theoreme de point fixe de Brouwer dit
que toute application continuk: [0,1]" — [0,1]" admet au moins un point fixe, sans indiquer sa localisatiael€
sont les avantages et les inconvénients de ces dewethésr?
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