On two occasions | have been asked by members of Parliament,
‘Pray, Mr. Babbage, if you put into the machine wrong figures,
will the right answers come out?’ | am not able rightly to append
the kind of confusion of ideas that could provoke such a ¢gurest
Charles Babbage (1792-1871)

CHAPITRE X
Arithm étique du groupeZ;

Ce chapitre considere I'anneau quoti@at= Z/nZ et plus particulierement le groupe multiplicatif
7 des élements inversibles. Ce groupe se révélerartmegriant dans les applications des chapitres sui-
vants, qui s'appuient sur la structure dg avecp premier. Dans le souci d'une implémentation efficace,
ce paragraphe développe quelques algorithmiques spéesfia cet objet. Le projet discutera les résidus
guadratiques et le symbole de Jacobi, dont le calcul eslasima I'algorithme d’Euclide.
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1. Structure du groupeZ;

On s'intéressera dans la suite a 'ann&atet plus particulierement;;, le groupe multiplicatif des
éléments inversibles daffs. Le cas d’'un nombre premier se révele le plus important :
Proposition 1.1. Pour tout nombre naturel n les trois conditions suivanta# ggjuivalentes :
(1) Le nombre n est premier.
(2) L'anneauZ, est un corps.
(3) Le group€eZ; estd’ordre n— 1.

Exercice/M 1.2. Montrer I'énoncé précédent. Rappeler le théoremeatgange sur I'ordre d’'un élément
(ou d’un sous-groupe) dans un groupe fini donné. En déthunésultat suivant :

Corollaire 1.3 (Petit theoreme de Fermatpi p est premier, alors tout Z vérifie ¥~1 = 1. En multi-
pliant par x on obtient la formulef= x, qui est valable pour tout & Z,. Autrement ditetant don& un
nombre premier p, tout entier& Z veérifie X’ = x (mod p).

Exercice/M 1.4. Vérifier que pourp premier etx € Zg on pourrait calculer I'inverse—! par la puissance

xP—2, Estimer la complexité de ce calcul en utilisant la puissatichotomique. Cette méthode est-elle plus
rapide que l'inversion via Euclide-Bézout ? Est-elle agémérale et facile a appliquer ?

Etant donné un nombre premieril existe en général plusieurs groupes abéliens non dsphes
d’'ordre p— 1. (Voir la classification des groupes abéliens finis a lalfimprojetlX.) Miraculeusement la
structure du groupg; est toujours la plus simple qui soit :

Théoreme 1.5. Pour tout nombre premier p le groupe multiplicéfif est cyclique d’ordre p- 1, c’esta-
dire qu'il existe ge Zj; tel queZ; = (g) = {g*,¢?,...,g°* = 1}. Untelélement g est appelingénérateur
deZy ou uneracine primitivemodulo p.

Exercice/M 1.6. Montrer ce theoreme en détaillant I'esquisse suivante :

EsQuisse DE PREUVE CommeZy est un corps, le groupg; est d'ordren = p— 1. Soitn =
q‘i“l ‘. qﬁ‘ la decomposition en facteurs premiers. Le polyndthé — 1 posséde au plug/q; racines dans
- &
le corpsZp. Il existe alors un élement € Z; tel queé‘/q' = 1. Par conséqueit = (zi)”/qi est d’ordre

q?. Les ordresq‘i‘l,...,qﬁ’K étant premiers entre eux, on conclut que le produit g; --- gk est d’ordre
n=qf,...,q¢, comme souhaité. O
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Exemple 1.7. Vous pouvez vérifier & la main qu& est engendré par 2 (et 3), et giig est engendré par
3 (et 5). Essayez de trouver des racines primitives pour dexdores premiers suivants.

Remarque 1.8. Soulignons que le théoréme assure l'existence d’un@eggiimitive modulop sans en
expliciter aucune. Effectivement, on ne connait pas defite miracle pour trouver une racine primitive
deZy. En particulier la valeur de la plus petite racine primitimedulo p reste mystérieuse ; il nous ne
reste que le tatonnement par essais successifs. Cecndigduira dans la suite la preuve d’existence en
une méthode efficace pour chercher une racine primitive.

Remarque 1.9. Une fois on a trouv@neracine primitive deZ; on les connait toutes : toute racine primi-
tive g € Z, induit un isomorphisme: Zp-1 — Zg, K+— g%, et réciproquement tout tel isomorphisme
correspond au choix d’une racine primitige= ¢(1). D’un cotéx € Zg est une racine primitive sgiest
un générateur du groufie;. De l'autre coték € Zp1 est un générateur skiest inversible, c’est-a-dire
ke ngl- Ainsi I'isomorphismeyp établit une bijection entr@éﬁ1 et les racines primitives dé .

1.1. Structure du groupe Z;. Le théoreme précédent donne la structureZgdepour p premier.
On peut ensuite s'interroger sur la structureZje pour un entiem > 2 quelconque. Ce probleme se
simplifie considérablement en appliquant le théorénwrdstes chinois : On décompase- p‘il e pE‘
avecp; < --- < px premiers etey,...,e > 1. Le théoreme chinois fournit un isomorphisme d’anneaux
Zin & Zpil X ee X sz;k. On en déduit un isomorphisme de groufigs= Z;il X e X Z;E(. (Le détailler.)

Exercice/M 1.10. L'indicateur d’Eulerest la fonctionp : N — N définie parg (n) := |Z|.
— Montrer quep (p®) = (p— 1)p® ! si p est premier ee > 1.
— Montrer quep (ab) = ¢ (a)¢ (b) sia etb sont premiers entre eux.
— Poumn = pS! - p* conclure quep(n) = M1 (pi — 1)p * =nk (1 %)

Comme application montrer le résultat suivant, qui gélge le petit theoreme de Fermat :

Corollaire 1.11 (Euler-Lagrange)L’ordre de toutélément xc Z; divise 'ordre du group€eZ,, donc
x?(" = 1. Autrement dit, tout entier x premier avecérifie ¥(" = 1 (modn).

Exercice/M 1.12. Vérifier quea est un générateur d&n,+) si et seulement s est inversible dangh.
En déduire que tout groupe cyclique d’ordr@dmet exactemer(n) générateurs. En particulier, pour
p premier, il existe exactement(p — 1) racines primitives dan&. Si I'on choisitx € Z; de maniere
aléatoire, quelle est la probabilité de tomber sur unmeggrimitive ?

Outre 'ordre¢ (n) on veut connaitre la structure précise du groﬂﬁeA nouveau, par le théoreme
des restes chinois, il suffit de traiter le gas: p®. Pour le résultat suivant consultez votre cours d’'algébr

Théoréme 1.13.Si n= p® est la puissance d’un nombre premier impair 8 a I'exposant e> 2, alors le
groupeZ; est cyclique d’ordra (p®) = (p— 1)p®L. Si g est un grérateur deZ, alors g ou g+ p est un
gérérateur deZée pour tout e> 2.

Pour p= 2 la situation est difrente :Z; = {1} est trivial, Z, = {£1} est cyclique d’ordre2, mais
pour e> 3, le groupeZ,. n'est plus cyclique. Il est le produit directe du sous-gre¢p1) d’ordre 2 et du
sous-groupé5s) d’ordre 282, O

Exercice/M 1.14. Déduire du théoréme qug; est cyclique si et seulementsi= 2,4, p,2p® avec un
nombre premiep > 3 ete > 1. Indication. — Dans tout autre cas on peut construire un homomorphisme
surjectifZ) — Zy x Zp. Comme le groupe image n’est pas cycligtg, ne I'est pas non plus.

1.2. Déterminer I'ordre d'un élément. Comment déterminer efficacement 'ordre xidansZ, ?
Evidemment la méthode naive consiste & calculer suigeassntx’,x?,x3,... pour ainsi trouver le plus
petit exposanh > 1 tel quex" = 1 dansZn. Ceci est trés inefficace lorsqueest grand.

Exemple 1.15.Regardonsn = 232.3%2.5321 1 > 10%. |l se trouve quen est premier, ce qui permet
de déduirep(m) = m— 1 = 232.3%2.532_ Comment déterminer 'ordre d&dansZy,? Il se trouve que
ord(3) = 2%6.3%0.5%2 || est donc hors de question d’attaquer cette questiongg@tdnnement naif !
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Calculons intelligemment en exploitant notre connaissahcthéoréme de Lagrange : il nous garantit
que l'ordre dex est un diviseur dg (m), ce qui limite considérablement les exposanéstester ! Suppo-
sons connue la décompositigrim) = pTl e pE“ avecp: < --- < px premiers etny,...,mg > 1. L'ordre
dex € Zx est donc de la forme of®) = p;*- - pEk avec 0< n < m. Posongy = ¢(m)/p™ pour un in-

dicei =1,...,k. Alorsy = x4 est d’ordre or¢y) = pi“i. Pour trouvem; il suffit maintenant de regarder
m ‘

y,ypl,ypf, ...,yP afin de déterminer le plus petit tel queypinl =1.

Algorithme X.1  Déterminer I'ordre d’un élémemntdans le group&.,,
Entr ée: un élemenk = adansZ, et la factorisationp (m) = p™ - - pg
Sortie: I'ordre dex dansZ;, c'est-a-dire le plus petit entier> 1 tel quex” =1
si pgcda,m) > 1 alors retourner « erreur»
pour i de 1 a k faire
g ¢(m)/p" =p-- rﬁ ~opR¥,  y—aimodm, n«0
tant que y# 1 faire y+« yP modm, nj«nj+1
fin pour
retourner n= py*--- ¢

Exercice/M 1.16. Prouver que I'algorithme précédent est correct. Pourgaeréte-t-il? Comment étre
sr que dans l&me itératiorkd est d’ordrepi”i 2 A noter que la spécification exige que ZX; quel est
l'intérét du test redondant pg@ m) > 1 ? Est-il colteux ? Expliquer pourquoi tous les calculffestuent
efficacement si I'on utilise la puissance dichotomique niaidel (voir le projetVIll ). Montrer ainsi que la
complexité est d’ordr®(klog(m)3) utilisant la multiplication/division scolaire. Justifiamsi I'intérét de
cet algorithme vis-a-vis le tatonnement naif.

Exercice/P 1.17.Veérifier 'exemple précédent. Puis pour le nombre praemie 41!+ 1 déterminer I'ordre
de 23,4,... dansZ;. Quelle est la plus petite racine primitive dafs ?

Remarque 1.18.L'algorithme précédent s’applique plus généralenzenh groupéds quelconque pourvu
gue I'on sache préalablement assux@r= 1 et factoriserm = plml---pg". Si G est fini alorsm = |G|
convient. L'algorithme s’applique méme a des groupesisfidans quel cas il faut assusdt= 1 par un
autre moyen pour pouvoir satisfaire I'hypothéese de I'alfpone.

Remarque 1.19. Afin d’étre efficace, I'algorithme précédent suppose kpresache factoriser I'exposant
en question. Ceci peut étre facile dans certains cas, majéreral la factorisation est une tache tres dure!
C’est pour cette raison que nous l'avons placée ici parstypottesesde I'algorithme : il faut d’abord
résoudre le probleme de factorisation avant de I'apgliciinsi la factorisation d’entiers reste un probleme
a part; nous le discuterons dans le chapitre suivant.

2. Algorithmes probabilistes

2.1. Recherche d’'une racine carge de—1 modulo p. Etant donné un nombre premigon se pro-
pose de trouver une racine carrée-dedansZ; . Le développement qui suit est une application exemplaire
de nos connaissances sur la structuré&geL'algorithme efficace qui en découle nous servira plud,tar
dans le projeXll, dans un tout autre contexte.

Exercice/M 2.1. Montrer queZ; contient une racine carrée del si et seulement sifp — 1.

Désormais soip = 4k +1 un nombre premier. On cherche une ragireZ; du polyndmex?+1 : il
en existe exactement deux, notonsylest —y. Pensons & un nombpegigantesque, comme 1%+ 949.
Comment trouver deux aiguilles dans une telle botte de foin ?
Exercice/P 2.2.Ecrire une fonction qui prend comme parametre un nombrmaiere = 4k+ 1 et cherche
le plus petit entiey = 2,3, ... tel quey? = —1 (mod p).
Remarque. —II sera instructif de faire afficher chaque essai paut << ’.’. Comme la deuxieme
racine esp —y, il suffit d’en trouver la premiére. Si I'on n’en trouve paary € [2,2K], la fonction peut
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renvoyer O pour signaler I'erreur : dans ce pa®e peut &tre premier. (La conclusion réciproque est &auss
25 n’est pas premier, mais il existe bien des racines cadée 1 modulo 25. Les expliciter.)

Exemple 2.3. Tester votre fonction sur 5, 13, 17, 29, 37, ... puis sur deshres plus grands :
1009 10°+33, 10°+9, 10*°+37, 10°°+ 57, 10°°+ 577, 1099+ 949

Jusqu’ou peut-on aller ? Convainquez-vous que la valeyeddgonction degp semble aléatoire. De maniere
heuristique, quel est le nombre moyen d’itérations né&iess pour trouvey?

Peut-on trouver une méthode plus efficace ? Bien str! RappeueZ; est cyclique d’ordreld Pour
toutx € Z5 la puissance = x< vérifie alorsy* = 1. En particuliez = y? vérifie 72 = 1, et dans un corps
ceci implique soiz= 1 soitz= —1. Dans le cas favorabie= —1 on a trouvé aveg une des deux racines
carrées de-1 modulop. Ceci motive I'algorithme suivant :

Algorithme X.2  Trouver une racine carrée d€l modulop

Entréee: un nombre premiep de la formep = 4k + 1
Sortie: un entiery tel quey? = —1 modulop.
répéter

choisir un entiex € [2, p— 2] de maniere aléatoire
calculery — xKmodp, puisz — y?modp
jusqu'a z#1
si z=p—1 alors retournery sinon retourner « erreur :p n'est pas premier

Exercice/M 2.4. Justifier I'algorithme précédent; en particulier explg pourquoi on peut espérer de
trouver rapidement un élémexiqui convient.Indication. — Soient+y les deux racines carrées de
modulo p = 4k + 1. Verifier que I'applicatiorh: x — xX définie un homomorphisme surjeckif Ly —
{£1,+y}, le noyau étant le sous-groupe des éléments dont I'atidise k. Montrer ainsi que pour la
moitié des éléementsc Z; on tombe sur une des racingy cherchée.

Remarque. —Quand on appelle I'algorithme pour un nombre premiegsomme exigé par la spécification,
alors on a toujourg = p— 1 au test final. Bien que redondante, quel pourrait étréglfét pratique d’'une
telle mesure de précaution ? Est-elle coliteuse ? Vaueiixia supprimer ou la garder en place ?

Exercice/P 2.5.Ecrire une fonction efficace qui prend comme parametre ambme premieip = 4k + 1 et

qui renvoie un entiey € [2, p— 2] vérifianty = —1 modulop.
Remarque. —Veiller a implémenter une puissance efficace. Comme avseita instructif de faire afficher
chaque essai patout << .. Justifier que votre fonction travaille correctement etiv@stson intérét.

Vérifier empiriquement votre prévision sur les exempledassus.

Remarque. —Dans la pratiqgue on remplace souvent le choix aléatoire dar des essais successifs
x=2,3,.... Quels avantages (pragmatiques) et inconvénientsr{th&s) voyez vous dans cette variante ?

Exercice/M 2.6. Essayons de déterminer la complexité asymptotique desméthodes :

(1) Supposons que la premiere méthode nécedsgiéeations en moyenne. (Ce nombre correspond-
il & vos expériences? Vous pouvez le justifier sous I'hgpsé quey parcourt I'intervalle de
maniére aléatoire.) Chaque test calcyles y? en effectuant une multiplication modufo La
complexité moyenne est donc d’ord®épin(p)?).

(2) Supposons que la deuxieme méthode nécessite fat&s@n moyenne. (Vous pouvez le justifier
rigoureusement si vous voulez. Ce nombre correspondasaxpériences ?) Chaque test effec-
tue une puissance dichotomiqye- Y%, ce qui nécessite entre Iglget 2log k multiplications
modulop. La complexité moyenne est donc d’or@én(p)3).

Vérifier ces affirmations et comparer les prévisions aypéeences.

2.2. Recherche d'urelement d’ordre g® modulo p. Le paragraphe précédent a présenté une méthode

efficace pour trouver un élément d’'ordre 4 datjs On étendra aisément cette approche aux éléments
d’ordreq® avecq premier.
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Algorithme X.3  Trouver un élément € Zj d'ordreg®

Entree: deux nombres premiegsetq et un exposarg > 1 tel quep—1 = ¢°r
Sortie: un entiery € [1, p— 1] représentant un élément d'ordfgdansZ;
répéter

choisirx € [1, p— 1] de maniere aléatoire
calculery — x' modp, puisz — y& * modp
jusqu'a z#1
si =1 (mod p) alors retourner y sinon retourner « erreur :p n'est pas premies

Exercice/M 2.7. La preuve de cet algorithme suit exactement la demonstrgtiecédente : Sopp un
nombre premier. Veérifier que I'applicatidn x — X" définit un homomorphismie: Ly — Ly - Le noyau
ker(h) est le sous-groupe des éléments dont I'ordre divise

Supposons qug est un générateur dé; et quep— 1= g°r. Alors ker(h) est cyclique d’'ordre,
engendré pag®. Limage im(h) est le sous-groupe des éléements dont I'ordre digfseil est cyclique
d’ordreq®, engendré pag'. En particulier ingh) contient exactemeritj— 1)g® ! éléments d’ordreX.

Montrer qu’avec probabilité + % le choix dex méne & un élement d’ordre gX. En déduire que
I'algorithme précédent est correct, et justifier I'irééde cette approche.

Exercice/P 2.8.Ecrire une fonction efficace qui implemente I'algorithnielessus. Comme toujours, il
faut veiller a utiliser une puissance efficace.

Remarque. —Quand on appelle I'algorithme pour un nombre premiegsomme exigé par la spécification,
alors on a toujourg? = 1 au test final. Bien que redondante, quel pourrait &étrélfét pratique d’une telle
mesure de précaution ? Est-elle coliteuse ? Vaut-il msxpprimer ou la garder en place ?

Remarque. —Dans la pratiqgue on remplace souvent le choix aléatoire dar des essais successifs
x=2,3,.... Quels avantages (pragmatiques) et inconvénientsr{th&s) voyez vous dans cette variante ?

Exemple 2.9. Trouver un élément d’ordre 41 modufp= 41!+ 1. Vous pouvez vérifier aisément la
factorisation 41k= 238.318.59.75.113.133.172.19%.23.29.31-37- 41. Si vous voulez, essayez de
trouver un élément d'ordre 1024, puis un élément d'e@it. Comment en fabriquer un élément d’ordre
3400704= 2%°.3%. 412 On discutera plus bas la généralisation évidentedyire un élemerg € 7, ,
d’ordre 41! c’est-a-dire une racine primitive.

2.3. Recherche d'une racine primitive modulop. Reprenons le théorenie5qui assure I'existence
d’une racine primitive modulg sans en expliciter aucune. Heureusement nous sommes emnenaiesu
remédier a ce défaut, non par une formule close, maismpaftgorithme efficace.

D'apres le theoremeZ,; est un groupe cyclique d’ordre= p — 1. On pourrait donc parcourg =
2,3,... en calculantchaque fois I'ordre delansZ . Soulignons que ceci est trop colteux avec la méthode
naive, mais tout a fait faisable avec 'algorithme effeAcl, qui découle du théoreme de Lagrange. Voici
une version peaufinée pour la question restreinte :

Algorithme X.4  Déterminer s est un générateur d&;

P - - — — s &
Entr ée: Un entierg, un nombre premiep, et la factorisatiorp— 1 =¢;* - - - g
Sortie: le message g est un générateursi et seulement g est un générateur de; .

pour i de 1 a k faire

calculery — g(P~1/% modp.

si y=1 alors retourner « g n'est pas un générateur

si (Y% modp) # 1 alors retourner « erreur :p n'est pas premier
fin pour
retourner « g est un générateur

Exercice/M 2.10. Montrer que I'algorithme ci-dessus est correct.
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Remargue. —Selon la spécificatiop est premier ; en déduire que I'on a toujo(y$ modp) = 1. Ce test
est donc redondant quand on assure d’avancepast premier. Quel pourrait &tre I'intérét pratique ddun
telle mesure de précaution ? Est-elle coliteuse ? Vaueiixia supprimer ou la garder en place ?

Exercice/M 2.11. Si I'on choisitg € Z; de maniere aléatoire, quelle est la probabilité de tarsbeune
racine primitive ? En déduire une méthode efficace pounoune racine primitive. Comment en trouver

la plus petite ? Heuristiquement pourquoi peut-on espléda trouver rapidement ?

Exercice/M 2.12. On peut faire legérement mieux si I'on veut trouveeracine primitive, n'importe la-
quelle.Etant donné la factorisatiop— 1 = gt qE‘ on sait déja trouver des élemengts. .., gk d’ordre

qi‘l, . ,qﬁ‘ respectivement (voir I'algorithmx.3 plus haut). Montrer qug = g: --- gk est d’ordrep — 1,
c’estdonc une racine primitive comme souhaité. Voyezs\@vyantage par rapporta I'approche précédente ?
Déterminer la probabilité de succes et le nombre moy#érdtions.

0 Remarque. —Cette méthode est la version algorithmique de notre prdutbéoremd..5 ci-dessus.
Ainsi se ferme le cercle d'idees autour de la structur&gle

Exercice/P 2.13.Montrer que2 est une racine primitive modulp= 232.33%2.5%2 1 1. Puis trouver une
racine primitiveg modulop = 41!+ 1. Est-ce que ces questions sont abordables par une reemaisie ?
Par quelle méthode pensez-vous y parvenir le plus faciiefhéprés avoir trouvé un élemegte Z,
d’ordre p— 1 peut-on conclure qup est premier ? Félicitations, vous venez de découvrir uraeve de
primalité ! Contemplez ce bel exploit. Nous y reviendronshapitre suivant.
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Tout probleme mathématique pourrait, en principe, irectement
résolu par une énumeération exhaustive. Mais il exisemgteblemes
d’énumeération qui peuvent actuellement étre résotugeelques minutes,
alors que sans méthode toute une vie humaine n'y suffirait pa
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PROJET X

Résidus quadratiques et symbole de Jacobi

Sommaire
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3.3. La preuve de Zolotarev.

1. Le symbole de Jacobi

Etant donné un entier impair> 3, on dit quea € Z est unrésidu quadratiqueu carré modulo rs'il
exister € Z tel quer? = a (modn). Dans ce cas on appelaineracine carieedea modulon. Ce projet
étudie les résidus quadratiques modul®doici la premiere méthode qui vient a I'esprit :

Exercice/P 1.1.Ecrire une fonctionbool est_carre( Integer a, Integer n ) qui teste par des
essais successifs poug [0, r‘%1]] sia=r? (modn). Elle renvoie true sia est un résidu quadratique

modulon et false sinon. Cette méthode est-elle praticable paer2 etn = 1009 ? poun = 10°+7?
pourn = 1084 3?2 poum = 10°+ 32 (On développera des méthodes plus efficaces dansdg) suit

1.1. Le symbole de LegendreSoit p > 3 un nombre premier. Poare Z on notea € Z sa classe
modulop. On définit alors lesymbole de Legenddea modulop par

a +1 sia€Zg estun carré,
(5) =4 -1 siaeZg; n'estpasun carre,
0 sia=0.
Exercice/M 1.2. Afin d’avoir des exemples concrets, détermi@ret (£), puis () et ().

Exercice/M 1.3. Rappelons qué&p est un corps et quéj est un groupe cyclique d’ordge— 1. Il existe
alors une racine primitivg d'ordrep— 1, c’est-a-diréZ; = {9,0%,¢°,....g° * = 1}.

. - , , , . p-1
(1) En fonction deg caractériser les carrés et les non-carrés dgnéterminelg 2 € Zp.
(2) En déduire le critere d’Euler, dont I'énoncé ne faits intervenir la racine primitive :

Pour touta€ Z ona(g) = a’r (mod p).

(3) En déduire la muItipIicativitéal—;Z) = (%) (a—g) ainsi que(%) =1.

Exercice/P 1.4.Ecrire une fonction efficaceint legendre( Integer a, Integer p ) quicalcule

. -1 . . . .
la puissance = a’z mod p puis renvoiet1 sie= +1, et renvoie 0 dans tout autre cas. (Pour effectuer ce
calcul on suppose que> 3 est impair. Si jamaie # +1 la fonction signale I'erreur en renvoyant 0.)

Exercice 1.5. Combien d'itérations faut-il pour évalugéegendre (a,p) ? Cette méthode est-elle prati-
cable pour les exemples de I'exercitd ? (Attention aux hypothéses differentestgs-vous contents de
la performance ? Justifier I'intérét de cette méthodewiss la méthode naive utilisée en exercick
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182 Projet X — Résidus quadratiques et symbole de Jacobi

1.2. Laloi de réciprocité quadratique. Dans la suite on aura besoin d’'une formule importante, dont
on admettra la preuve. Il s'agit de la célebyede réciprocié quadratiquale Gauss :

Théoreme 1.6.Soient pg deux nombres premiers impairs distincts. Alors on a la fdende Eciprocie
+1 sip=1oug=1 (mod 4,
<3> = (E) -£(p,q) avec &(p,q):= P - (mod 4
P q -1 sip=3etg=3 (mod 4.
Pour le cas exceptionnel-g 2 on a la formule com@mentaire :

2\ +1 sip=+1 (mod 8,
<5>_6(p) avec 9(p) = { 1 sip=+3 (mod 8.

Exercice/M 1.7. Déterminer(%) et (g) comme en exercické.2 Que vaut(5,7) ?
Vérifier la réciprocité dans ce cas particulier. Mémereice avedy;) et (&) ete(7,11).

Exercice/M 1.8. Veérifier la formule complémentaire po($) et (2) puis (3) et (%).

1.3. Le symbole de Jacobile symbole de Legendr(% n ‘est défini que pour les nombres premiers
p > 3. On I'étend aux nombres composeés par multiplicativigourb > 1 impair on définit lesymbole de
Jacobipar (%) =i (p|) oub = []; pi est la décomposition deen facteurs premiens. A noter que

B = Gw-GE)

Exercice/M 1.9. Dans I'objectif d’'un calcul efficace, justifier les régles chlcul suivantes :

0 (g) =0 si et seulement si pgalb) > 1
: (6)=2 = (?H%) (%)
0 (g) = (%/) a=a (modb)

O < > = (g) si a est impair

D (3) =20

Ici on sous-entend queet d sont définis par les formules ci-dessus pour des nombresiisguelconques.
Pour prouver ces regles il faut passer par la decompostidfacteurs premiers : pollr montrer d’abord
qued est multiplicatif, et pouf] quee est multiplicatif en chaque argument.

Exercice/M 1.10. Calculer a la main la valeur c(%—%) en utilisant les régles ci-dessus. Vous pouvez ensuite
comparer votre résultat avec celui @egendre (71,83), car 83 est premier.

Exercice/M 1.11. Soita = 13353839 et admettons qye= 64a+ 3 est premier. Existe-t-il une solution
X,y € Z a 'équationx? + yp = 4a? M&me question pour 'équatiod + yp = 8a. Remarque. —Tout le
calcul est faisable & la main! Vous pouvez ensuite com@aexr legendre .

1.4. Une impkementation efficace.Apres ces préparations, on se propose d'implémentaidelodu
symbole de JacobA noter que sa définition utilise la décomposition en facsgpremiers, opération tres
coliteuse pour les grands entiers. Fort heureusementda kéiciprocité permet un calcul efficace :

Exercice/P 1.12.Ecrire une fonctionint jacobi( Integer a, Integer b ) quicalcule le symbole
de Jacobi(%) par une méthode similaire a I'algorithme d’Euclide, eitisént les regles],[1,00,00,0 ci-
dessus. (Une version récursive sera plus facile a écmeversion itérative sera legéerement plus efficace.)
Une fois la fonction est construite, essayer de prouverhait@ison, puis la correction du calcul. La tester
sur les exemples précédents (exercit&s1.8 1.1Q 1.17) afin de trouver d’éventuelles erreurs. Dans ces
tests il sera instructif d’afficher les étapes intermidia
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2. Deux applications aux tests de primalié

Comme applications nous établissons le critere de pitiendd Pépin, fait sur mesure pour les nombres
de Fermat, puis le test probabiliste de Solovay-Strassgs,applique a un entier quelconque.

2.1. Nombres de Fermat et le criére de Fepin. Fermat conjectura quie, = 22" + 1 est premier
pour toutn. Effectivement~y = 3, F; =5, F, = 17, F3 = 257,F, = 65537 sont tous premiers. Mais déja
Euler trouva la décompositiofs = 4294967297 641- 6700417. On constate que 6415-27 + 1 et
6700417=52347-2" + 1. Ceci n’est pas un hasard :

Exercice/M 2.1. Si un nombre premiep diviseF,, avecn > 2, alorsp = k- 2"2+ 1 avedk € N. Indication.
— En supposanp | F, calculer 2" mod p, et en déduire l'ordre de 2 datfg;. Pourn>2onap=1

(mod 8), ce qui permet de détermin%). En déduire qu'il existe € Z; d’ordre 242,

Exercice/P 2.2.Implémenter cette observation pour trouver un facte® 2+ 1 deF,, au moins dans
lescamn=5,6,9,10,11,12 15 16,18,19,23 30, puis tester d’autres indicasIndication. — A noter que

p est petit tandis quE, est trés grand. Pour testersilivise F, il n’est donc pas une bonne idée de calculer
F, dansZ. Il est plus efficace de fixer d’aboglpuis de calculeF, = 22" + 1 modulop via une puissance
dichotomique modulaire. Ceci garantit que tous les calct#smédiaires restent bornés gar

Dans les cas restants= 7,8,13,14,17,20,21,22,24,... on ne trouve pas de petits facteurs, et il est
certainement trop colteux de testmusles candidats possibles. On développera dans la suite éthede
efficace pour déterminer néanmoinggest premier ou composé. (On a déja utilisé ce critdteledPépin,
dans le projeVIll .)

Exercice/M 2.3. Commencons par un critére suffisant. 9oit= 2K+ 1 et supposons queec Zy vérifie
a®"' = —1. Montrer quea € Zy, et déterminer son ordre. Conclure ou@st premier.

Exercice/M 2.4. Calculer(%) puis (%) par réciprocité. En déduire le critere de Pépin : Poar 1 le
nombreF, est premier si et seulement ?ﬁ”él =—-1 (modF,).

Exercice/P 2.5.En déduire une fonctiomool pepin(int n) qui renvoie true si F, est premier et
false sinon. (Vous pouvez réutiliser la fonctidrgendre de I'exercicel.4) Jusqu’a quelle valeur de
pouvez-vous déterminer la nature §g?

—_ —

Remarque historique. -Mis a part les cing premiers cas, on ignore s'il existe d@sinombres premiers parmi
les nombres de Fermat. Bien que tres particuliere, cegstipn a attiré beaucoup d’attention ; elle apparaitleias
dans le probleme classique de la construction des polygg@iliers a la reégle et au compas.

Pour tout 5< n < 30 on sait qué, est composeé : pour certaiffg on connait un ou plusieurs petits facteurs, pour
d’autres on sait quE, est composé grace au critere de Pépin, sans pour agtamhitre de facteurs. Les cas les plus
durs et les plus récents sdf en 1964 F,0 en 1988F,, en 1995, ef,4 en 2003, tous résolus par le critere de Pépin.
Vous pouvez vous convaincre que le nomBsga 24 bits, c’est-a-dire environ 5 million de décimales. En 208test
de Pépin pouF,4 nécessitait environ 200 jours de calcul.

Actuellement, en 2006, le plus petit nombre de Fermat damatiare reste inconnue dsfz. Malgré ces difficultés,
on peut dire qu'’il est raisonnablement facile de détermsiig, est premier ou composé, au moins powt 32. Pourtant
il est extremement dur de trouver la decompositiorFglen facteurs premiers, méme pauaussi petit que 9 ou 10
ou 11 : leurs factorisations ont été trouvées entre 198®@5, nécessitant chaque fois quelques mois de calcul. On
ignore actuellement la factorisation compléteFdgpourn > 12.

Ces exemples laissent déja imaginer que la factorisasrgrands entiers présente des difficultés considirabl
ce qui en fait davantage un domaine intéressant. Pourrgausisur I'approche algorithmique aux nombres premiers,
vous pouvez consulter le livre récent de R. Crandall et Gétance 15] ou I'incontournable P. Ribenboindf].
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184 Projet X — Résidus quadratiques et symbole de Jacobi

2.2. Testde primalite d'apres Solovay et StrassenlL’'étude précédente est tres spécifique aux nombres

de Fermaf, = 221 1. Pour un entier impain quelconque on ne sait pas prédire la forme de ses facteurs,
et il n’existe pas de critere simple de primalité non pks particulier on ne sait pas prédire quels nombres
a € [1,n] vont ttmoigner que est composé ou certifier queest premier. Voici 'observation clé :

Théoreme 2.6(R. Solovay et V. Strassen, 197 Four tout entier impair n 'ensemble

0+ <§) =a'7 (mod n)}

est un sous-groupe d&;. On a G, = Z;; si et seulement si n est premier. Si n est corapalrs G, est
d’indice > 2 dansZ;;, et on a donc la majoratiotGp| < %l

Gn: {56 Zn

DEMONSTRATION. L'observation ques, est un sous-groupe se veérifie aisement. (Le détailler.) E

plus on a déja établi le critére d’Euler dans I'exercic®: sin est premier, alor&, = Z; . Il reste a montrer
queG,, # Z; pourn composé. Supposons gnee décompose an= pq avecp premier,e > 1, etp1q.
Le théoreme chinois nous donne lisomorphisme d’annebuf, = Zpe x Zgq. |l existeg € Z tel que
g € Zge soit une racine primitive, c’est-a-dire un génératewgdoupe cycliqueZ . d’ordre (p— 1) peL.
Soita € Z tel qued(a) = (g, 1). Par construction onac Z; et nous affirmons qua ¢ Gp.

Supposons d'abord g@e= 1 ; dans ce cas onra= pgavecp premier et un cofacteuy> 3. On trouve

i o Tl T a1 —
(%) = (%) (g) = (%) (%1) =-1,maisb(az)=(gz,1)# (_11’ 1), donca™ # —1. i

Supposons enfin que= p°q avece > 2. Silon avaita 2 = (&) = +1, alorsa™ ! =1 etd(@ 1) =
(@"L,1) = (1,1). Ceci voudrait dire que otd) = (p— 1)p® * divisen— 1, on aurait donc qup | n— 1,

ce qui est impossible. Dorz™ # +1, et on conclut qua ¢ Gn. O

On ne sait pas grand chose &k outre la majoration de son cardinal. D'autre part, pour gatZp
donné, il est facile de tester aie Gy : il suffit de comparer(%) eta’z . Heureusement nous disposons
de deux méthodes efficaces : la réciprocité quadratique palculer(%), et la puissance dichotomique

modulaire pour calculea”z” modulon. Ceci donne lieu & un test de primalité : on choésit [1,n] de

N P . n-1 , n-1 . .
maniere aléatoire. Eﬁﬁ) #a 2 ,alorsnest composé. S(E) =a 2 , alorsn est possiblement premier, donc
on répete le test.

Exercice/M 2.7. Argument probabiliste— Si n est premier, alors il passe le test pour tauSSi n est
composg, alors un élémeathoisit au hasard le ttmoignera avec probabﬁité; la probabilité d’échec
est< % Aprest tests indépendants la probabilitée d’échec tombke2x!. Ainsi l'itération det tests trouve

avec probabilité> 1 — 2~ un temoina vérifiant (%) E3 a"z . Veérifier ces affirmations.

Conclusion éciproque ?— Si aprés quelques tests de Solovay-Strassen la répehse@nposé
alorsn est composé : on a effectivement trouvé une preuve, someefd’'un témoire. Si la réponse apres
100 tests est toujourspossiblement premier alors on voudrait conclure queest premier, mais il reste
une probabilite d’erreur majorée par®° < 1030, Quelle conclusion vous semble justifiee ?

Exercice/P 2.8.Ecrire une fonctionInteger cherche temoin( Integer n, int t=100 ) qui ef-
fectue au plust tests de Solovay-Strassen. Elle renvoie le premier témoiurvé, ou O si aucun témoin
n'a été trouvé. Comme application, trouver le plus patinbre premier de la forme 1%+ k aveck > 0.
Est-il raisonnable de tester la primalité par la méthoaliwe (c’est-a-dire via des divisions successives) ?
Justifier ainsi I'intérét du test probabiliste de Solo&tyassen.

—_ —

Remarque historique. -Publié en 1977, le test de Solovay-Strassen fut le prematiprobabiliste de primalité,
et il est vite devenu un exemple phare de I'approche prak&hilOn peut méme dire qu’il a déclenché I'étude appro-
fondie des algorithmes probalistes, auparavant coressd&mme heuristiques, non rigoureux et mathématiquemen
inintéressants. Dans le chapitk® nous discuterons son successeur, le test de Miller-Rahinest plus facile a
implementer et plus performant. Si le caractere prolsbilous géne, on discutera aussi une alternative ditisten
bien que moins rapide.

MAR 22 juin 2009



3 — Une preuve de la réciprocité 185
§ p p

3. Une preuve de la Eciprocité

Nul n’est cené ignorer la loi
(de la reciprocié quadratique).

3.1. Un theoreme peu plausible ?La réciprocité quadratique établit un lien remarquadil@lutot
inattendu : pourquoi la propriété ded’étre un carré modul@ serait-elle liée a la propriété ded’étre
un carré modul@ ? A priori le « monde modul@ » et le « monde modulg » n’ont rien en commun —
n'est-ce pas I'affirmation du theéoreme chinois ?

Pourtant, aprées avoir calculé suffisamment d’exemplegamstate une certaine régularité. Avouons
toutefois que la réciprocité est loin d’étre évident®éme en rétrospective, en contemplant la formule
ci-dessus, qui aurait deviné le factep, q) = (—1)(P-D(@-1/47

Historiquement la réciprocité fut conjecturée par Eufriis formulée explicitement par Legendre,
mais sa preuve restait incompléete. La premiere preuveduvée par Gauss en 1796, a I'age de 19 ans,
qui publierait six preuves differentes dans les annéastes. On en compte plus de deux cents variantes
publiées aujourd’hui, soit a peu prés une par an. On gawne liste chronologique assez compléte sur le
site de Franz Lemmermeyefyw.rzuser .uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html

Les exercices suivants présentent une des preuves leslptuentaires, découverte par G. Zolotarev
en 1872, qui ne repose que sur fesmutationt leursignature

3.2. Quelques peparatifs. Commencons par une révision de quelques jolis résultats

Exercice/M 3.1. Tout d’abord, rappelons les propriétés essentiellea deghature :

(1) Rappeler la définition, construction, et unicité dsignature sigp: Sym(X) — {£1}.
Quelle est la signature d’une transposit{oyj) ? D’un cycle(iy, iy, ...,iy) de longueu¥ ?

(2) SupposonX ordonné. Quel est le rapport entre la signature d’'une pationo: X — X et les
inversions, c’est-a-dire les pairésj) € X x X telles que < j maisa(i) > o(j) ?

(3) SiX CY, expliguer comment on peut construire naturellement undrmarphisme de groupes
injectif 1 : Sym(X) — Sym(Y). A-t-on sigry = sign, ot ?

(4) SupposonX décomposé eX = AUB avecANB = 0. Si une permutatiow: X — X vérifie
o(A) =Aeto(B) =B, a-t-on sigR (o) = sigm(0|a) - sigrns(o|s) ?

(5) Soit®: X =Y une bijection. Expliguer comment construire de maniereinedle un isomor-
phisme de groupe®,.: Sym(X) = Sym(Y). A-t-on sign, = sign, o®,. ?
CD*
Sym(X) ~ Sym(Y)

signx\A A%igw

{+1}

(6) Sio: X = Xett: Y =Y sont deux permutations, déterminer le signe de la periontptoduit
o xT1: XxY = XxY définie panx,y) — (o (x), 1(y)).

Exercice/M 3.2. Considérons ensuite 'ensemiXe= Z,, pour un nombre premier impap > 3. On se
propose de calculer la signature de I'application aftmeZy — Zp, X +— qx+r avecq € Zy etr € Zp.

(1) Décomposeo: x— x+ 1 en cycles et en déduire sign).

(2) Rappeler la structure du groupe multiplicaif .

(3) Pour une racine primitivg deZy, decomposep : x — gxen cycles et en déduire sign).
(4) Dans le cas général orga= g¥, donca = o pX. En déduire sigfx — gqx+r).

(5) En conclusion, exprimer sigx— gx+r) par le symbole de Legendre.
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3.3. La preuve de Zolotarev.Considérons deux nombres premiers impairs distipois> 3. Pour
I'intervalle [0, pg] deux systemes de numération mixte: [0, p[ x [0,q] = [0, pq] viennent & I'esprit :
d'une partf(x,y) = x+ py, d’autre partg(x,y) = gx+Yy. Tous les deux sont des bijections, leur inverse
étant donnée par la division euclidienne pat parq respectivement. La composititn= go f 1 envoie
X+ pysurgx+y. C'est la premiere ligne du diagramme suivant :

h=gof~1

[ [
\ /
[0, p[x [0,q[

[} lPJ [}
Zp x Lq
/ \

7 H:g_of_*l

Par constructior est une permutation. L'astuce de Zolotarev consiste ailelta signature db de
deux maniéeres differentes, pour en déduire la loi dgprécité quadratique.

[0, pq 0, pq[

Exercice 3.3.0n va d'abord exprimer sigh) a I'aide des symboles de Legendre calculés ci-dessus.
Pour cela on identifi§0, p[ x [0, q[ avecZy x Zq via I'applicationW(x,y) = (1(X), T4(y)). Lapplication

®: [0, pg[ = Zp x Zq donnée pafP(z) = (mMy(2), T4(2)) est une bijection par le théoréme chinois. Ainsi
nos fonctionsf et g se traduisent en deux applicatiohs (X,y) — (X, py+X) etg: (X,y) — (GX+V,Y)
définies par les conditions qdeo f = f o W et dog= go W. Ceci se resume en disant que le diagramme
précédent commute.

(1) Exprimer les signatures sigﬁ) et sigr(g) par des symboles de Legendre.
(2) Expliquer pourquoi on a I'egalité siggo f 1) = sign(go f1).
Exercice 3.4. Ensuite on calcule sigh) en comptant le nombre des inversions.
(1) Vérifier que
X+ py< X + py = y<you(y=y etx<x),
gx+y>ogX +y = x> X ou(x=x ety >y).
(2) En déduire que= x+ pyetZ = X + py verifientz< Z eth(z) > h(Z) si et seulement si > X’
ety < y. Compter le nombres des telles inversions, puis en deugignature dé.

(3) Etablir la loi de réciprocité en mettant toutes les infations ensemble.
Exercice/M 3.5(Question bonus)Si vous voulez, vous pouvez réfléchir aux questions stisn
(1) Ou utilise-t-on la primalité de etq dans la preuve précédente ?
(2) A-t-on sign(fjgﬁ‘;) = (3) pour toutp > 3 impair ? (Symbole de Jacobi)
(3) Peut-on généraliser les arguments en supposannsentieue pge,q) =172
(4) Comment calcule(*—pl) ? Puis(%) ? Indication. — On peut tenter la récurrence suivante :

(72) - (7) (5 -+ (%) =)

(5) Comment généraliseﬁ%) et ce développement@pair ? (Symbole de Kronecker)
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