
CHAPITRE IX

Le pgcd et l’algorithme d’Euclide-Bézout

Unsere Allergrößten, wie Archimedes, Newton, Gauß,
haben stets Theorie und Anwendung gleichmäßig umfaßt.

Felix Klein, Elementarmathematik vom höheren Standpunkt aus, 1908

Objectifs

Ce chapitre reprend l’arithmétique des nombres entiers, notamment l’algorithme d’Euclide et ses
nombreuses ramifications. C’est une relecture de l’arithm´etique sous un aspect algorithmique : structures
algébriques sous-jacentes, preuve de correction, analyse de complexité.

C’est aussi une étape charnière pour l’algèbre, dont leschapitres suivants traiteront différents aspects.
On parlera plus en détail des anneaux quotientsZn au chapitreX, de la primalité et de la factorisation
d’entiers au chapitreXI, on implémentera le corps des fractionsQ au chapitreXII , suivi de l’anneauZ[i]
dans le projetXII et des anneaux des polynômes au chapitreXIII .

Implémentation. —Afin de réaliser des implémentations complexes, songez àdistribuer le travail en
équipe puis à mutualiser vos solutions. Le but sera de réunir les fonctions d’intérêt général dans le fichier
integer.cc commencé en chapitreII . Vous obtenez ainsi une mini-bibliothèque portant sur l’arithmétique
des entiers. Les implémentations continueront tout au long des chapitres suivants. Comme d’habitude il
convient de bien tester et commenter vos implémentations,d’autant plus en vue d’une réutilisation.
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Approfondissement. —L’annexeIX résume brièvement le vocabulaire des anneaux commutatifs qui
sera essentiel pour la suite. On saisit l’occasion de souligner quelques aspects algorithmiques et de préparer
ainsi nos futures implémentations d’anneaux plus généraux. Le projetIX présente l’algorithme de Gauss-
Bézout pour la résolution de systèmes d’équations lin´eaires surZ. On en déduit le théorème des diviseurs
élémentaires et la classification des groupes abéliens finiment engendrés.

1. Structure de l’anneauZ

1.1. Structure d’anneau factoriel. Le théorème fondamental de l’arithmétique dit que tout entier
positif a s’exprime de manière unique comme produit de nombres premiers positifs :

a = 2ν2 ·3ν3 ·5ν5 ·7ν7 · · ·= ∏
p premier

pνp

avec des exposantsνp = νp(a) ∈ N dont tous sauf un nombre fini sont nuls. Pour le plus grand commun
diviseur (pgcd) et le plus petit commun multiple (ppcm) on obtient alors

pgcd(a,b) = ∏
p premier

pmin(νp(a),νp(b)) et ppcm(a,b) = ∏
p premier

pmax(νp(a),νp(b)).

Bien que ces deux formules soient importantes d’un point de vue théorique, elles n’offrent pas de
solution efficace pour le calcul du pgcd ou du ppcm : pour ce faire il faudrait d’abord factorisera et b.
Or, pour les grands entiers, la factorisation est un problème très dur, dont on ne connaı̂t pas de méthode
rapide (nous y reviendrons au chapitreXI ). Heureusement pour le pgcd il existe un algorithme très efficace,
l’algorithme d’Euclide, qui évite entièrement le probl`eme de factorisation.
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152 Chapitre IX — Le pgcd et l’algorithme d’Euclide-Bézout

1.2. Structure d’anneau euclidien. Étant donnésa∈ Z etb∈ Z∗ il existeq, r ∈Z tels quea= bq+ r
et |r| < |b|. Ceci est appelé unedivision euclidienneavec quotientq et rester. Le couple(q, r) n’est en
général pas unique : poura = 22 etb = 9, par exemple, on aa = 2b+ 4 = 3b− 5. (On a toujours deux
solutions : l’une avecq =

⌊

a
b

⌋

, l’autre avecq =
⌈

a
b

⌉

; elles coı̈ncident si et seulement sib divise a dans
Z avec rester = 0.) Cette ambiguı̈té n’est pas gênante d’un point de vue mathématique, mais pour une
implémentation sur ordinateur il faut bien fixer un choix. Précisons d’abord les exigences générales.

Définition 1.1. Soit A un anneau commutatif. Unedivision euclidiennesurA est la donnée
– d’une fonctionν : A→ N vérifiantν(a) = 0 si et seulement sia = 0, et
– d’une applicationδ : A×A∗→ A×A, (a,b) 7→ (q, r) telle quea = bq+ r et ν(r) < ν(b).

Dans ce cas on appelleν unstathme euclidien, etδ unedivision euclidiennepar rapport au stathmeν.

Définition 1.2. Un anneauA est diteuclidiens’il est intègre et admet une division euclidienne.

D’après ce qui précède,Z est euclidien par rapport au stathmeν(a) = |a|. Quant à la division eucli-
dienneδ , on a une infinité de choix possibles. Les conventions suivantes semblent les plus utiles : elles
choisissent les quotientsq =

[

a
b

]

, q =
⌊

a
b

⌋

, q =
⌈

a
b

⌉

, etq =
⌊

a
b

⌉

respectivement.

Exercice/P 1.3.Pour les types entiers en C++ l’opérationa/b donne
[

a
b

]

, la partie entière du quotient,
appelé quotient« tronqué», ou encore« arrondi vers zéro». Par exemple5/3 vaut 1 et 5%3 vaut 2 , ainsi
que (-5)/3 vaut -1 et (-5)%3 vaut -2 . Par conséquent le restea%b est ou zéro ou du même signe que
a . Cette convention a été adoptée également pour la classe Integer . Le vérifier sur des exemples.

Optimisation. — Très souvent on veut calculer le quotientq et le rester en même temps. Bien sûr on
pourrait écrireq=a/b puis r=a%b , mais ceci effectue deux fois la même division (expliquer pourquoi).
Dans ce cas il est plus efficace de n’effectuer qu’une seule division euclidienne(a,b) 7→ (q, r) comme suit :

void tdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r )

{ mpz_tdiv_qr( q.get_mpz_t(), r.get_mpz_t(), a.get_mpz_t(), b.get_mpz_t() ); }

Integer tdiv( const Integer& a, const Integer& b )

{ return a/b; }

Integer tmod( const Integer& a, const Integer& b )

{ if( b == 0 ) return a; else return a%b; }

Au lieu des opérateurs/ et % on peut aussi utiliser deux fonctionstdiv et tmod . Ceci permet
de rectifier un petit défaut de l’opérateur% , à savoir quetmod(a,0) est toujours bien défini, bien que
tdiv(a,0) ne le soit pas. (Expliquer pourquoi c’est mathématiquement raisonnable.)

Exercice/P 1.4.On peut définir une deuxième division euclidienne en choisissant l’unique couple(q, r)
aveca = bq+ r et 0≤ r < |b|. Dans ce cas nous écrivonsq = adiv b et r = amodb ; c’est la division
euclidienne avecreste positif, usuelle en mathématique. L’implémenter sous la forme

void pdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer pdiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer pmod( const Integer& a, const Integer& b );

De la même manière on pourra définir et implémenter la division euclidienne avecreste ńegatif :
void ndiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer ndiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer nmod( const Integer& a, const Integer& b );

Indication. —Dans le souci d’efficacité on pourra commencer partdiv(a,b,q,r) puis corrigerq et r .
Vous pouvez aussi consulter la documentation viainfo gmp pour vous informer sur les fonctionsfdiv
et cdiv de la bibliothèque GMP.

Exercice/P 1.5.Une façon économique de choisir(q, r) est d’exigera = bq+ r avec|r| ≤ 1
2 |b| : c’est la

division avecreste syḿetrique. Vérifier qu’elleminimise|r|. L’implémenter sous la forme
void sdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer sdiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer smod( const Integer& a, const Integer& b );

Remarque. —La définition laisse un choix seulement dans le cas oùb = 2n et r = ±n. Afin de résoudre
cette dernière ambiguı̈té, on pourra choisir l’unique couple(q, r) avecq pair.
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§2 — Le pgcd et l’algorithme d’Euclide 153

2. Le pgcd et l’algorithme d’Euclide

2.1. Définition du pgcd. Rappelons la définition du pgcd en dû détail :

Définition 2.1. On dit qued divise adansZ, notéd | a, s’il existed′ ∈ Z de sorte quedd′ = a. On dit que
c est un diviseur commun dea1, . . . ,an dansZ si c | ak pour toutk. On dit qued est unplus grand commun
diviseurdea1, . . . ,an s’il est un diviseur commun et que tout autre diviseur communc divise aussid.

Attention. — Le pgcd n’est pas unique : sid est un pgcd dea1, . . . ,an, alors−d en est un autre. Cette
ambiguı̈té fait qu’il faut dire correctementun pgcd et nonle pgcd. Pour nos futures implémentations ceci
pose un problème de spécification. Heureusement dans l’anneauZ l’ambiguı̈té se limite au signe. On peut
s’en tirer en choisissantle pgcd positifpour pgcd préféré, ce qui rend la définition univoque.

Remarque 2.2. Le pgcd jouit des propriétés suivantes (les montrer) :
– Si a = bq+ r alors pgcd(a,b) = pgcd(b, r) carc|a & c|b⇐⇒ c|b & c|r.
– Pour touta∈ Z on a pgcd(a,0) = pgcd(a) = |a|.
– On a pgcd(a1,a2, . . . ,an) = pgcd(a1,pgcd(a2, . . . ,an)).

Il suffit donc de savoir calculer le pgcd de deux entiers.

2.2. L’algorithme d’Euclide. Rappelons l’algorithme d’Euclide comme il est typiquementformulé
dans un cours d’algèbre.Étant donnés deux entiersa,b on construit une suite finie(r i) de la manière
suivante : comme valeurs initiales on poser0 = a et r1 = b. Tant quer i 6= 0 on définitr i+1 par une division
euclidienner i−1 = r iqi + r i+1 avec|r i+1|< |r i |. Finalementrn+1 = 0, donc la dernière divisionrn−1 = rnqn

est exacte. On vérifie aisément quern est un pgcd dea et b, donc|rn| est le pgcd positif cherché.
Pour l’implémentation il est inutile de stocker toute la suite r0, r1, . . . , rn ; il suffit à chaque moment de

travailler avec les deux derniers élémentsr i−1 et r i . Voici un tel algorithme« prêt à programmer» :

Algorithme IX.1 Calcul du pgcd de deux entiers selon Euclide
Entr ée: deux entiersa etb

Sortie: le pgcd positif dea et b

tant que b 6= 0 faire division euclidienne(q, r)← δ (a,b), puis affectera← b et b← r
si a≥ 0 alors retourner a sinon retourner −a

Proposition 2.3. L’algorithmeIX.1 est correct.

DÉMONSTRATION. Notonsa0 = a etb0 = b les valeurs initiales, puisak etbk les valeurs des variables
a et b après lakième itération.

Terminaison :Soitν : Z→N un stathme pour la division euclidienneδ utilisée ici : par définition on a
ν(b0) > ν(b1) > ν(b2) > .. . . Comme c’est une valeur dansN, ceci ne peut durer éternellement. On arrive
donc àν(bn) = 0 après un certain nombren d’itérations.À ce moment-là la boucle s’arrête avecbn = 0.

Correction : Si a = bq+ r alors pgcd(a,b) = pgcd(b, r). Autrement dit, le pgcd est préservé lors
de chaque itération de la boucle. Ainsi on obtient pgcd(a0,b0) = pgcd(a1,b1) = · · · = pgcd(an,bn) =
pgcd(an,0) = |an|. L’algorithme renvoie donc le pgcd cherché. �

Exercice/P 2.4. Implémenter une fonctionInteger pgcd( Integer a, Integer b ) . Motiver le
mode de passage des paramètres. On souhaiterait normaliser le pgcd à la fin de sorte qu’il soit toujours
positif ou nul. Pour visualiser le comportement de cet algorithme et pour compter le nombre d’itérations
effectuées, vous pouvez faire afficher les calculs interm´ediaires. Testez votre fonction sur des entiers de
plus en plus grands ; combien d’itérations faut-il environ?

Exemple 2.5. Calculer le pgcd dea = 33!+1 etb = 32!+1. Peut-on trouver aussi facilement le pgcd via
la décomposition en facteurs premiers ? Pour information,les factorisations sont

33!+1= 101002716748738111·143446529·175433·50989·67 et

32!+1= 2889419049474073777·61146083·652931·2281.

Justifier la supériorité de l’algorithme d’Euclide par rapport au calcul du pgcd via factorisation.
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154 Chapitre IX — Le pgcd et l’algorithme d’Euclide-Bézout

2.3. Analyse de complexit́e. Rappelons que poura,b vérifiant len(a), len(b) ≤ ℓ la division eucli-
dienne nécessite un tempsO(ℓ2) avec la méthode scolaire, voireO+(ℓ) avec des méthodes sophistiquées.
Par construction la suite des restes successifs vérifie|r1| > |r2| > · · · > |rn| > |rn+1| = 0. Le coût total de
l’algorithme d’Euclide appliqué au couple(a,b) est donc d’ordreO(nℓ2), voireO+(nℓ). Que peut-on dire
du nombren d’itérations nécessaires ?

Exercice/M 2.6. En utilisant la division euclidienne avec reste minimal, ona |r i+1| ≤ 1
2 |r i |. En déduire

quen≤ ℓ, donc cet algorithme d’Euclide est de complexitéO(ℓ3), voireO+(ℓ2).

Remarque2.7. Pour une analyse plus fine voir Gathen-Gerhard [11], §3.3. Il se trouve que la complexité estO(ℓ2)
même avec la division scolaire. Dans [11], §11.1 vous trouverez un raffinement de complexitéO+(ℓ) seulement !

Exercice/M2.8. Expliciter une division euclidienne(a,b) 7→ (q, r) qui maximise|r|. L’algorithme d’Euclide aboutit-il
toujours à trouver le pgcd ? Quelle est sa complexité dans le pire des cas ? (Voireuclide.cc .)

Exercice/M 2.9. En utilisant pmod ou tmod , montrer que|r i+2| < 1
2 |r i | pour touti ≥ 1. En déduire que

n≤ 2len(b)≤ 2ℓ, donc la complexité est au plus un facteur deux plus grande qu’avec smod .

Exercice/M2.10. On peut expliciter le pire cas de l’algorithme d’Euclide utilisant la division euclidienne avec reste
positif. La suite de Fibonacci( fk)k∈N est définie parf0 = 1, f1 = 1 puis fk+2 = fk+1 + fk. Les premiers termes sont
1,1,2,3,5,8,13,21,34, . . .

(1) Montrer que poura= fn+1 etb= fn l’algorithme d’Euclide nécessite exactementn itérations. Réciproquement,
si poura > b≥ 0 l’algorithme d’Euclide nécessiten itérations, alorsa≥ fn+1 et b≥ fn.

(2) En déduire que l’usage desmod est plus efficace quepmod dans l’algorithme d’Euclide.

(3) Montrer la formule closefn = (λ n+1
+ −λ n+1

− )/
√

5 avecλ± = (1±
√

5)/2, et en déduire le théorème de
Lamé : pour la division euclidienne avec reste positif le nombre d’itérations dans l’algorithme d’Euclide est
majoré par 5len10(b).

Exercice/P2.11. Un théorème de Dirichlet affirme que deux entiersa,b « aléatoires» sont premiers entre eux avec
probabilité 6/π2 ≈ 60%. Pour vérification empirique vous pouvez écrire un programme qui parcourt(a,b) ∈ [[1,N]]2

et compte les couples vérifiant pgcd(a,b) = 1. Que trouvez-vous pourN = 10 ?N = 100 ?N = 1000 ?N = 10000 ?
Analogie. —Imaginez une« forêt mathématique» formée d’une infinité d’arbres très fins, avec un arbre planté à

chaque position du réseauZ2 dans le planR2. Vous êtes à l’origine. Quelle fraction d’arbres voyez-vous ?

2.4. B́ezout ou Euclideétendu. Rappelons une propriété principale de l’anneauZ :

Proposition 2.12. Tout sous-groupe I de(Z,+) est de la forme I= aZ pour un entier a∈ Z.

DÉMONSTRATION. Si I = {0} alorsI = 0Z et on prenda = 0. Sinon on aI 6= {0}, il existe donca∈ I
aveca 6= 0. On choisita avec|a| minimal. Comme−a∈ I , on peut supposer quea > 0. CommeI est un
sous-groupe, on a déjàI ⊃ aZ. Réciproquement, pourx∈ I quelconque on considère la division euclidienne
para : il existeq, r ∈ Z tels quex = qa+ r et |r|< a. Aveca∈ I on a aussiqa∈ I et doncr = x−qa∈ I .
Notre choix minimal dea veut dire que|r| < a n’est possible que pourr = 0, doncx est un multiple dea,
autrement ditx∈ aZ. On conclut queI = aZ. �

Proposition 2.13. Pour tout couple a,b∈ Z on a aZ+bZ = dZ où d est un pgcd de a et b. Il existe donc
u,v∈Z, appeĺescoefficients de Bézout, tels que au+bv= pgcd(a,b). Ces coefficients ne sont pas uniques :
les solutions entières de l’́equation aU+bV = d sont donńees par

{

(u,v)+k( b
d ,− a

d ) | k∈ Z
}

.

DÉMONSTRATION. Soitd un pgcd dea etb. Commed|a etd|b on ad|au+bvpour toutu,v∈Z, donc
aZ+ bZ⊂ dZ. D’autre part le sous-groupeaZ+ bZ est de la formecZ pour unc∈ Z. Commea,b∈ cZ

on ac|a et c|b, il s’agit donc d’un diviseur commun dea et b. Pour celui-ci on sait quec|d, autrement dit
cZ⊃ dZ. On conclut queaZ+bZ = dZ comme énoncé. (Le reste est laissé en exercice.) �

Après avoir établi leur existence, il se pose la question naturelle de savoir comment trouver efficace-
ment des coefficients de Bézout. Dans un anneau euclidien, on dispose de l’algorithme suivant :

Comme avant on construit une suite finie(r i) commençant parr0 = a et r1 = b puisr i+1 = r i−1− r iqi

par une division euclidienne itérée. Parallèlement on posew0 = (1,0) etw1 = (0,1) puiswi+1 = wi−1−qiwi .
On assure ainsi quer i = wi (

a
b) pour tout i. On arrive finalement àrn = pgcd(a,b) et wn = (u,v) avec

rn = au+bvcomme souhaité. Voici un tel algorithme« prêt à programmer» :
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Algorithme IX.2 Algorithme d’Euclide-Bézout
Entr ée: deux entiersa0 et b0

Sortie: trois entiersd,u,v tels qued = a0u+b0v soit un pgcd dea0 et b0
(

a u v
b s t

)

←
(

a0 1 0
b0 0 1

)

// Initialementa = a0u+b0v et b = a0s+b0t

tant que b 6= 0 faire
division euclidienne(q, r)← δ (a,b)
(

a u v
b s t

)

←
(

b s t
r = a−qb u−qs v−qt

)

// Préservea = a0u+b0v et b = a0s+b0t

fin tant que
si a≥ 0 alors retourner a,u,v sinon retourner −a,−u,−v // On renvoie toujours le pgcd positif

Exercice/M 2.14. Montrer que l’algorithmeIX.2 est correct.Indication. — Comme pour l’algorithme
d’Euclide on voit que l’algorithmeIX.2 s’arrête et trouve un pgcd dea0 et b0. Pour les coefficients de
Bézout vérifier les égalitésak = a0uk+b0vk etbk = a0sk +b0tk avant et après chaque itération de la boucle.

Exercice/P 2.15.Afin d’optimiser on peut finalement remplacer le calcul itéré dev et t pendant la boucle
par un seul calcul devaprès la boucle. Prouver la correction de l’algorithmeIX.3 ci-dessus et l’implémenter
en une fonctionInteger pgcd( Integer a0, Integer b0, Integer& u, Integer& v ) .

Attention. —Les affectations« matricielles» sont une écriture commode qui ne se traduit pas littéralement :
en C++ il faudra des variables auxiliaires pour ne pas écraser des valeurs dont on aura encore besoin.

Algorithme IX.3 Algorithme d’Euclide-Bézout (légèrement optimisé)
Entr ée: deux entiersa0,b0

Sortie: trois entiersd,u,v tels qued = a0u+b0v soit un pgcd dea0 et b0
(

a u
b s

)

←
(

a0 1
b0 0

)

// Initialementa≡ a0u etb≡ a0s (mod b0)

tant que b 6= 0 faire
division euclidienne(q, r)← δ (a,b)
(

a u
b s

)

←
(

b s
r = a−qb u−qs

)

// Préservea≡ a0u etb≡ a0s (mod b0)

fin tant que
si b0 = 0 alors v← 0 sinon v← (a−a0u)/b0 // On sait queb0 divisea−a0u sans reste
si a≥ 0 alors retourner a,u,v sinon retourner −a,−u,−v // On renvoie toujours le pgcd positif

3. Premières applications

3.1. Inversion dans l’anneau quotientZn. Les anneaux quotientsZ/nZ interviennent dans nombre
d’applications. On va utiliser l’écriture abrégéeZn := Z/nZ qui est moins standard mais plus concise. (Si
les algorithmiciens la trouvent bien commode, les algébristes la réservent pour un tout autre objet.)

Chaque entiera représente un élément dansZn via l’application quotientπn : Z→Zn, a 7→ πn(a). Pour
les implémentations il est commode de prendre l’intervalle [[0,n[[ := {0,1,2, . . . ,n− 1} comme système
préféré de représentants. Ainsiπn établit une bijection entre{0,1,2, . . . ,n−1} etZn.

Exercice/M 3.1. Montrer qu’un entiera représente un élément inversible dansZn si et seulement si
pgcd(a,n) = 1. Conclure en particulier queZn est un corps si et seulement sin est premier.

Exercice/P 3.2.Écrire une fonctionInteger inverse( Integer a, Integer n ) qui renvoie l’in-
verseu∈ [[1,n[[ dea modulon lorsque c’est possible, et renvoie 0 sinon. Pour un traitement plus net du cas
non inversible, vous pouvez implémenter, si vous préférez, deux fonctions

bool inversible( Integer a, Integer n )

bool inversible( Integer a, Integer n, Integer& u )

La première teste simplement sia est inversible modulon, la deuxième calcule parallèlement l’inverseu de
a lorsque c’est possible.Indication. — Dans chaque cas on pourra adapter l’algorithmeIX.3 sur mesure.
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156 Chapitre IX — Le pgcd et l’algorithme d’Euclide-Bézout

3.2. Le théorème des restes chinois.Soienta et b deux entiers premiers entre eux, autrement dit
pgcd(a,b) = 1. Le théorème des restes chinois affirme que pour touty,z∈ Z le système

{

x≡ y (mod a)
x≡ z (mod b)

admet une solutionx ∈ Z, et quex+ Zab est l’ensemble de toutes les solutions. Par exemple le syst`eme
x≡ 7 (mod 8) etx≡ 48 (mod 125) admet une unique solutionx∈ [[0,1000[[, mais laquelle ?́Evidemment
il est facile de trouvery et z à partir dex, mais comment retrouverx à partir dey et z?

Théorème 3.3(Théorème chinois). Soit m1, . . . ,mk ≥ 1 une famille d’entiers et soit m= m1 · · ·mk leur
produit. Alors il existe un unique homomorphisme d’anneauxΦ : Zm→ Zm1×·· ·×Zmk, à savoir

Φ
(

πm(x)
)

=
(

πm1(x), . . . ,πmk(x)
)

.

Si mi et mj sont premiers entre eux pour tout i6= j, alors Φ est un isomorphisme. Plus explicitement,
m′i = m/mi = ∏ j 6=i mj est inversible modulo mi , il existe donc un repŕesentant ui ∈ [[0,mi [[ de l’inverse de
m′i modulo mi . L’application inverse deΦ est alors donńee parΨ : Zm1×·· ·×Zmk → Zm

Ψ
(

πm1(y1), . . . ,πm1(yk)
)

= πm
(

y1u1m′1 + · · ·+ykukm
′
k

)

.

Attention. — Si les entiersm1, . . . ,mk ne sont pas premiers entre eux, alors l’homomorphismeΦ existe
toujours mais il n’est plus un isomorphisme. Le détailler pour Φ : Z4→ Z2×Z2 en explicitant image et
noyau. Montrer plus généralement qu’il n’existe pas d’homomorphisme de groupes entreZ4 etZ2×Z2.

Exercice/M 3.4. Prouver le théorème : montrer queΦ est bien définie (existence) et qu’ici c’est le seul
homomorphisme d’anneaux possible (unicité). Les formules pourΦ et Ψ sont explicites ; on peut donc
calculer directementΨ◦Φ et Φ◦Ψ pour montrer que ces applications sont inverses l’une à l’autre.

Exemple 3.5. Appliquons le théorème pour résoudre le système suivant :
{

x ≡ 18000 (mod 19687)
x ≡ 13 (mod 17)

Avec a = 19687 etb = 17 on trouve pgcd(a,b) = 1 avec des coefficients de Bézoutu = 1 etv = −1158.
On aab= 334679 etbv=−19686 etau= 19687, et ainsi l’application inverse cherchée est ici

Ψ(πa(y),πb(z)) = πab(−19686y+19687z).

Poury = 18000 etz= 13 on trouve la solutionx =−354092069. On réduit ensuite ce nombre moduloab,
ce qui donnex = 332992. Vous pouvez finalement vérifier quex≡ y (mod a) et x≡ z (mod b).

À noter que malgré la petitesse du nombre cherchéx∈ [[0,ab[[ le calcul provoque l’apparition d’une
quantité mille fois plus grande. Ce phénomène est assez général et montre que la formule explicitée dans
le théorème n’est pas optimale pour le calcul : une implémentation maladroite de l’applicationΨ peut
largement dépasser l’intervalle[[0,m[[. Soulignons donc quel’application Ψ est unique, mais laformule
explicitepour son calcul ne l’est pas ! Il convient donc d’en développer une autre qui soit plus efficace.

3.3. Un d́eveloppement plus efficace.Nous donnons ici une démonstration alternative du théor`eme
chinois qui reprend l’idée de numération en base mixte. Cette approche a le mérite de produire une formule
plus efficace. Rappelons que tout entierx∈ [[0,m1m2 · · ·mk[[ s’écrit de manière unique comme

x = x1 +m1x2 +m1m2x3 + · · ·+m1m2 · · ·mk−1xk

avec des« chiffres» xi ∈ [[0,mi[[. Ceci n’est rien autre que la numération dans la base mixte donnée par les
« poids» m1,m2, . . . ,mk. (Voir le chapitreII et l’annexeII .)

Comment trouverx tel quex≡ y1 (mod m1) ? Évidemment il faut poserx1 = y1 modm1. Comment
satisfaire en plus àx ≡ y2 (mod m2) ? Ici il suffit de résoudrex1 + m1x2 ≡ y2 (mod m2), posons donc
x2 = [u2(y2−x1)] modm2, où l’entieru2 ∈ [[0,m2[[ représente l’inverse dem1 modulom2. On peut ainsi
continuer à calculer un par un les coefficientsx1,x2, . . . ,xn :
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Théorème 3.6.Soit m1, . . . ,mk≥ 1 une famille d’entiers, premiers entre eux deuxà deux. Soit uk ∈ [[0,mk[[
l’inverse de m1 . . .mk−1 modulo mk. Étant donńe y1, . . . ,yk ∈ Z l’algorithme suivant calcule l’unique entier
x = ak ∈ [[0,m1 · · ·mk[[ de sorte que x≡ y1 (mod m1), . . ., x≡ yk (mod mk) :

x1← y1 modm1 a1← x1

x2← [u2(y2−a1)]modm2 a2← a1 +m1x2

x3← [u3(y3−a2)]modm3 a3← a2 +m1m2x3

...

xk← [uk(yk−ak−1)]modmk ak← ak−1 +m1 · · ·mk−1xk

De plus, cet algorithme est le pluséconome possible dans le sens que tous les calculs intermédiaires se
placent dans l’intervalle[[0,m1 · · ·mk[[.

Exercice/M 3.7. Prouver ce théorème. Vérifier quexi ∈ [[0,mi [[ et queai ∈ [[0,m1 · · ·mi [[ par construction.
Il ne reste qu’à montrer les congruences souhaitéesai ≡ y j (mod mj) pour j ≤ i.

Exemple 3.8. Reprenons l’exemple précédent aveca = 19687,b = 17, doncu = 1. Poury = 18000 et
z= 13 on calculer = u(z−y) modb = 16, puisx = y+ar = 332992, ce qui est bien le nombre cherché.

Exemple 3.9. Pour son examen oral un étudiant X doit réunir deux examinateurs : Le professeur A ne
peut que tous les 12 jours à partir de lundi, 1er janvier. Le professeur B ne peut que les mercredis. Quelles
sont les dates possibles ? (Vous pouvez trouver la solution sans aucune théorie, bien sûr. Il sera néanmoins
instructif de comparer votre solution avec les formules ci-dessus en précisant les étapes du calcul.)

Remarque 3.10.Ce genre de calcul permettait aux généraux chinois de dénombrer leur troupe, sans trop
d’efforts pour eux-mêmes, en ordonnant :« rangez-vous 7 par 7, puis 11 par 11, puis 13 par 13, puis 17 par
17». Si cette anecdote est vraie on peut en déduire une borne maximum du nombre des soldats dans une
troupe, et une grande agitation pendant le dénombrement.

Exercice/P 3.11.Écrire un programme qui lit un par un les couples(m1,y1), . . . ,(mk,yk). Il s’arrête si
l’utilisateur entre la valeurmk = 0 ou bien sim1,m2, . . . ,mk ne sont plus premiers entre eux. Autrement
il affiche l’unique solutionx∈ [[0,m1m2 · · ·mk[[ vérifiant les congruencesx≡ yi (mod mi) pour touti ≤ k,
puis continue à demander(mk+1,yk+1).

Exercice 3.12.Une fermière va au marché avec une charrette plein d’oeufs. Le ministre de l’agriculture
(plus exactement son chauffeur) brûle un feu rouge et cassetous les oeufs. Bien sûr un fond de l’Union
Européenne est prévu précisément pour de tels accidents. Malheureusement la fermière, traumatisée par le
choc, se souvient seulement qu’elle avait essayé de rangerses oeufs par 2,3,4,5,6 et chaque fois il en restait
un, et qu’elle avait pu finalement les ranger par 7. Le ministre suppose qu’elle avait moins de 600 oeufs,
ce qui est le plafond exigé par l’administration (dont on ignore les raisons). Les intéressés arrivent-ils à
remplir les formulaires nécessaires ? La fermière combien d’oeufs avait-elle ? Quel est l’âge du chauffeur?
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COMPLÉMENT IX

Le vocabulaire des anneaux

Une astuce qui sert plus qu’une fois est une théorie.
anonyme

Le bref résumé qui suit est une invitation à relire votre cours d’algèbre. Pour notre propos l’exemple
phare est l’anneauZ des entiers et l’algorithme d’Euclide. Avant tout nous essayerons donc d’approfondir
la notion d’anneau euclidien introduite en§1.2au début de ce chapitre. En même temps il semble utile de
rappeler les notions de base afin de fixer le vocabulaire des anneaux commutatifs, surtout de la trilogie des
anneauxeuclidiens, principaux, factoriels. Ceci servira à mieux situer le cas particulierZ et de préparer de
futures implémentations d’anneaux plus généraux.

Sommaire

1. Anneaux et corps.1.1. Anneaux. 1.2. Divisibilité. 1.3. Homomorphismes. 1.4. Idéaux.
2. Anneaux euclidiens.2.1. Stathmes euclidiens. 2.2. Le stathme minimal.
3. Anneaux principaux. 3.1. Motivation. 3.2. Aspects algorithmiques.
4. Anneaux factoriels. 4.1. Factorisation. 4.2. Aspects algorithmiques.

1. Anneaux et corps

1.1. Anneaux. Commençons par le tout début (ou presque) :

Définition 1.1. Un anneau(A,+, ·) est un ensembleA muni de deux applications,l’addition + : A×A→A
et lamultiplication· : A×A→ A, de sorte que(A,+) soit un groupe abélien, que(A, ·) soit un monoı̈de, et
que la multiplication soit distributive sur l’addition. Ladistributivité veut dire que pour toutx,y,z∈ A on a

x · (y+z) = (x ·y)+ (x ·z),
(x+y) ·z= (x ·z)+ (y ·z).

On note 0= 0A l’élément neutre pour l’addition et 1= 1A l’élément neutre pour la multiplication ; ils sont
uniquement déterminés par la structure d’anneau. On exige que 16= 0 pour exclure le cas dégénéréA= {0}.
Remarque1.2. La distributivité implique pour touta∈ A quea·0 = a· (0+0) = a·0+a·0 donca·0= 0. De la même
manièrea· (−1)+a = a· (−1)+a·1 = a(−1+1) = a·0 = 0 donca· (−1) =−a. De même 0·a = 0 et(−1) ·a =−a.

Définition 1.3. Un anneau(A,+, ·) est ditcommutatifsi la multiplication· est commutative.

Sauf mention du contraire nous supposerons dans la suite queles anneaux considérés sont commutatifs.

Exemple1.4. Voici quelques exemples d’anneaux : l’anneau des entiers, noté Z ; les entiers modulon, notéZn ; les
nombres rationnelsQ, réelsR, complexesC, tous avec leurs opérations usuelles. Les nombres naturels N avec leur
addition et leur multiplication usuelles ne forment pas un anneau car(N,+) n’est pas un groupe.

Exemple1.5. Si (Ai)i∈I est une famille d’anneaux, alors leur produit cartésienA= ∏i∈I Ai est un anneau pour l’addition
(ai)i∈I +(bi)i∈I = (ai +bi)i∈I et la multiplication(ai)i∈I ·(bi)i∈I = (ai ·bi)i∈I . Dans le cas d’une famille finie d’anneaux
A1, . . . ,An on écrit aussiA = A1×·· ·×An pour leur produit cartésien.

Exemple1.6. Si A est un anneau, on peut construire l’anneauA[X] des polynômes en une variableX à coefficients dans
A. (Le chapitreXIII présentera un développement détaillé.) Cette construction peut être itérée :A[X,Y] = A[X][Y] est
l’anneau des polynômes en deux variables,A[X,Y,Z] = A[X,Y][Z] est l’anneau des polynômes en trois variables, etc.

Définition 1.7. Un sous-anneaud’un anneau(A,+, ·) est une partieB⊂ A telle que(B,+) soit un sous-
groupe de(A,+) ainsi qui(B, ·) soit un sous-monoı̈de de(A, ·). Dans ce cas(B,+, ·) est un anneau pour la
restriction de l’addition et de la multiplication.
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Remarque1.8. Si (Bi)i∈I est une famille de sous-anneaux d’un anneauA, alors l’intersectionB =
⋂

i∈I Bi est un sous-
anneau deA. Attention. —La réunion de sous-anneaux n’est en général pas un sous-anneau.

Définition 1.9. SoientA un anneau,B⊂ A un sous-anneau etS⊂ A une partie quelconque. On noteB[S]
le plus petit sous-anneau deA contenantB et S, appeléanneau engendréparSsurB.

Exemple1.10. DansC on noteZ[i] l’anneau engendré pari surZ. Montrer queZ[i] = {a+bi | a,b∈ Z}.

Exemple1.11. DansR on noteQ[
√

2] l’anneau engendré par
√

2 surQ. Montrer queQ[
√

2] = {a+b
√

2 | a,b∈Q}.

Très souvent on veut conclure queab= 0 impliquea = 0 oub = 0. Cette propriété ne fait pas partie
de la définition d’anneau, et elle n’est pas vérifié dansZ6, par exemple.

Définition 1.12. On noteA∗ = Ar {0} l’ensemble des éléments non nuls. Un élémenta ∈ A∗ est un
diviseur de źero s’il existeb∈ A∗ tel queab= 0. L’anneauA est intègres’il n’admet pas de diviseurs de
zéro, c’est-à-dire siab= 0 impliquea = 0 oub = 0. Autrement dit,A est intègre si(A∗, ·) est un monoı̈de.

Exemple1.13. L’anneauZ est intègre. L’anneauZn est intègre si et seulement sin est premier.

Exemple1.14. Dans un anneau intègre tout sous-anneau est intègre. En particulier Z[i]⊂ C est intègre.

Exemple1.15. Un anneau produitA = A1×·· ·×An avecn≥ 2 n’est jamais intègre. (Pourquoi ?)

Définition 1.16. Un élémentu∈ A est dit inversibles’il existev∈ A de sorte queuv= 1. On noteA× le
groupe multiplicatif des éléments inversibles dansA. On dit queA est uncorpssi A× = A∗, c’est-à-dire si
tout élément non nul admet un inverse. Autrement dit,A est un corps si(A∗, ·) est un groupe.

Exemple1.17. Bien sûrQ, R etC sont des corps, etZ ne l’est pas :Z× = {±1} diffère deZ∗ = Zr{0}. Les éléments
deZ×n correspondent aux entiers qui sont premiers avecn, etZn est un corps ssin est premier.

Exercice1.18. Un anneau intègre finiA est un corps.Indication. — Poura∈ A∗ la multiplicationx 7→ ax définit une
applicationγa : A→ A. Montrer qu’elle est injective, puis bijective. Conclure.

Définition 1.19. Le groupeA× agit naturellement surA via la restrictionA××A→ A de la multiplication.
Deux élémentsa,b∈ A sontassocíes, notéa∼ b, s’ils sont dans la même orbite sous cette action, c’est-à-
dire s’il existeu∈ A× tel queua= b. (Vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.)

Exemple1.20. DansZ on aZ× = {±1}, donca et −a sont associés. Dans chaque classe d’éléments associéson
distingue ici un élément préféré : l’unique élémentnon négatif. Par exemple, pour calculer le pgcd de deux nombres
entiers, on préfère le pgcd positif. Pour le moment ceci n’est qu’une convention pour rendre le pgcd unique.

Exercice1.21. Si a∼ b alorsa | b et b | a. Dans un anneau intègre on a aussi la conclusion réciproque.

1.2. Divisibilit é. Bien connue des entiers, la notion de divisibilité se retrouve naturellement dans la
théorie des anneaux :

Définition 1.22. On dit quea divise bdansA, notéa | b, s’il existec∈ A de sorte queac= b. On dit que
c est un diviseur commun dex1, . . . ,xn dansA si c | xi pour touti. On dit qued est unplus grand commun
diviseurdex1, . . . ,xn s’il est un diviseur commun et que tout autre diviseur communc divise aussid.

Exercice1.23. La divisibilité a | b définit un ordre partiel surA, dont 1 est un plus petit élément et 0 est le plus grand
élément (le vérifier). Les éléments inversibles sont exactement les diviseurs de 1. Dans un anneau intègrea | b et b | a
entraı̂nea∼ b (le vérifier). Dans ce cas les pgcd dex1, . . . ,xn sont associés entre eux.

On connaı̂t les notionsirr éductibleet premier de l’anneauZ, où elles coı̈ncident. Pour un anneau
général il faut les distinguer par une définition précise :

Définition 1.24. Un élémenta∈ A estirr éductiblesi a = bcentraı̂ne oub∈ A× ouc∈ A×.

Définition 1.25. Un élémentp∈ A estpremiers’il n’est pas inversible et sip | abentraı̂nep | a ou p | b.

Exercice1.26. Par définition un élément irréductible n’est ni nul ni inversible. (Relire la définition.) Par contre,
l’élément 0 peut être premier (expliciter sous quelle condition exactement). L’irréductibilité dea veut dire quea n’ad-
met pas de facteurs non triviaux : sib | a, alorsb∼ 1 oub∼ a. Montrer qu’un élément premier non nul est irréductible.
(La réciproque est fausse en générale, voir l’exercice4.6.)
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1.3. Homomorphismes.Comme pour tout objet algébrique, la notion d’homomorphisme est primor-
diale pour la théorie des anneaux.

Définition 1.27. Un homomorphismeentre deux anneaux unitairesA et A′ est une applicationϕ : A→ A′

vérifiantϕ(a+b) = ϕ(a)+ ϕ(b) pour touta,b∈ A, ainsi queϕ(a ·b) = ϕ(a) ·ϕ(b) et ϕ(1) = 1.

Exemple1.28. Pour tout anneauA l’identité idA est un homomorphisme. Sif : A→ B etg: B→C sont des homomor-
phismes d’anneaux, alors leur composéeg◦ f : A→C est un homomorphisme d’anneaux.

Remarque1.29. Si B⊂ A est un sous-anneau, alors l’inclusionB →֒ A est un homomorphisme d’anneaux.

Remarque1.30. Soit ϕ : A→ A′ un homomorphisme d’anneaux. Alors pour tout sous-anneauB deA, l’image φ(B)
est un sous-anneau deA′. Pour tout sous-anneauB′ deA′, l’image réciproqueφ−1(B′) est un sous-anneau deA.

Définition 1.31. Un isomorphismed’anneaux est un homomorphisme bijectif.

Remarque1.32. Un homomorphisme d’anneauxϕ : A→ A′ est un isomorphisme si et seulement s’il existe un homo-
morphisme d’anneauxψ : A′→ A tel queψ ◦ϕ = idA etϕ ◦ψ = idA′ . (Le montrer.)

Exemple1.33. La projection canoniqueZ→ Zn est un homomorphisme surjectif mais non injectif (pourvu quenne0).
L’inclusion Z →֒Q est un homomorphisme injectif mais non surjectif.

Exemple1.34. Pour toute pairem,n∈ Z il existe un unique homomorphisme d’anneauxϕ : Zmn→ Zm×Zn. C’est un
isomorphisme si et seulement simetn sont premiers entre eux. (Le montrer.) Dans ce cas on obtientun isomorphisme
des groupes multiplicatifsϕ× : Z×mn→ Z×m×Z×n .

1.4. Idéaux. Après les homomorphismes il est naturel de regarder les id´eaux :

Définition 1.35. Pour un sous-ensembleI ⊂ A on définitAI := {ax | a∈ A,x∈ I}. Un idéal I est un sous-
groupe additif deA tel queAI = I , c’est-à-dire pour touta∈ A et x∈ I on aax∈ I .

Exemple1.36. Pourx∈ A l’ensemble(x) = Ax= {ax | a∈ A} est un idéal, dit l’idéalprincipal engendré parx. Plus
généralement toute famillex1, . . . ,xn ∈ A engendrent un idéal(x1, . . . ,xn) := {a1x1 + · · ·+anxn | ai ∈ A}, et tout sous-
ensembleX ⊂ A engendre un idéal(X) := {∑aixi | ai ∈ A,xi ∈ X}. (Vérifier qu’il s’agit d’idéaux.)

Exemple1.37. L’idéal (0) est réduit à l’élément 0. L’idéal(1) est l’anneauA tout entier. Il se peut que ce soient les
seuls :A est un corps si et seulement si(0) et (1) sont les seuls idéaux dansA (le montrer).

Exercice1.38. Toute question de divisibilité se reformule en terme d’id´eaux. Vérifier par exemple quea | b équivaut
à (b) ⊂ (a). Ensuite montrer qued est un pgcd dex1, . . . ,xn si et seulement si(d) est le plus petit idéal principal qui
contienne(x1, . . . ,xn). Formuler puis montrer un énoncé analogue pour le ppcm.

Proposition 1.39. Pour un homomorphismeϕ : A→ A′ on noteker(ϕ) := {a∈ A | ϕ(a) = 0} sonnoyau.
Il s’agit d’un idéal de A. Ŕeciproquement tout id́eal I de A donne lieùa un anneau quotient A/I tel que la
projection canoniqueπ : A→ A/I soit un homomorphisme d’anneaux avecker(π) = I.

Exercice1.40. SoitA un anneau etI ⊂A un idéal. Alors la projection canoniqueπ : A→A/I établit une bijection entre
les idéauxJ contenantI et les idéaux de l’anneau quotientA/I , définie parJ 7→ J/I . Montrer ainsi que les idéaux de
l’anneauZm = Z/mZ sont de la formenZ/mZ oùn modm. Expliciter le treilli des idéaux deZ12.

Définition 1.41. Un idéalI ⊂ A est ditpremiersi A/I est intègre, etmaximalsi A/I est un corps.

Remarque1.42. Autrement dit, un idéalI ⊂ A est premier si et seulementI 6= A etab∈ I impliquea∈ I oub∈ I .
Si A/I est un corps, alors en particulierA/I est intègre, donc tout idéal maximalI ⊂ A est premier.
Si A/I est un corps alors ses seuls idéaux sont 0 etA/I . Les seuls idéaux deA contenantI sont doncI et A. Ceci

implique queI est maximal si et seulement si tout idéalJ vérifiantI ⊂ J⊂ A est soitJ = I soit J = A.

Théorème 1.43.Tout homomorphismeϕ : A→ A′ factorise de manière unique commeϕ = ιϕ̄π par la
projectionπ : A→ A/ker(ϕ), un isomorphismēϕ : A/ker(ϕ)→ im(ϕ), et l’inclusionι : im(ϕ)→ A′.

Exemple1.44. Tout anneauA admet un unique homomorphismeϕ : Z→ A. (Le construire.) Son image est le plus
petit sous-anneau deA. (Pourquoi ?) Son noyau ker(ϕ) = (n) est engendré par un certain entiern≥ 0. On appellen la
caractéristiquede l’anneauA. Ainsi tout anneau de caractéristiquen contient donc un sous-anneau isomorphe àZn.
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2. Anneaux euclidiens

2.1. Stathmes euclidiens.Les notions de division euclidienne et de stathme euclidienon été précisées
dans la définition1.1 du chapitreIX. Pour un stathme donnéν : A→ N il existe en général plusieurs
divisions euclidiennes possibles ; pour une implémentation il faut donc spécifier laquelle on choisit.

Exercice2.1. Soit ν : A→ N un stathme euclidien ; on fixe deux applications div,mod: A×A∗ → A de sorte que le
quotientq = adiv b et le rester = amodb satisfassenta = bq+ r et ν(r) < ν(b). Bien que commode, la donnée de
deux applications div et mod est un peu redondante : expliquer comment définir mod à partir de div, et réciproquement
comment définir div à partir de mod (dans un anneau intègre).

Exercice2.2. Dans ce cours nous considérons des stathmes euclidiens à valeurs dansN. Après réflexion, on n’utilise
que l’ordre surN. Essayons donc de dégager les propriétés nécessaires pour l’algorithme d’Euclide :

Soit N un ensemble muni d’une relation d’ordre≤ tel que toute partie non videS⊂ N admette un plus petit
élément. Dans ce cas on dit que(N,≤) est unensemble bien ordonné. Montrer que toute suite décroissanten1 > n2 >
n3 > .. . dansN est forcément de longueur finie. Définir ce qui est un anneaueuclidien avec stathmeν : A→N. Vérifier
que l’algorithme d’Euclide reste correct dans ce cadre généralisé. Pour un exemple non trivial, regarder l’anneau
A = Z×Z avec le stathmeν : A→ N2, ν(a,b) = (|a| , |b|). Ici il convient de munirN2 de l’ordre lexicographique.
Vérifier queA admet une division euclidienne par rapport àν. (Avouons queA est facile à construire mais il n’est pas
intègre, il n’est donc pas euclidien dans le sens de la définition usuelle. Il existe aussi de tels exemples intègres.)

2.2. Le stathme minimal. Si A est euclidien, le stathmeν : A→N n’est pas unique : par exemple on
peut le composer avec une applicationφ : N→ N, φ(0) = 0, φ strictement croissante. Par contre on peut
s’intéresser au plus petit stathme euclidien surA.

Exercice2.3. Soit A un anneau euclidien. On définitµ : A→ N parµ(x) = minν ν(x) où ν parcourt tous les stathmes
euclidiens surA. Montrer queµ est un stathme euclidien.

Exercice2.4. Un corpsK est-il un anneau euclidien ? Est-ce que toute fonctionν : K→ N, avecν(a) = 0 ssia = 0,
est un stathme euclidien ? Quelle est donc le plus petit stathme euclidien surK ? Réciproquement, un anneau avec un
stathme euclidien qui ne prend que deux valeurs, est-il un corps ?

Exercice2.5. Même pourZ la valeur absoluea 7→ |a| n’est pas le seul stathme intéressant. Rappelons que len:Z→N

associe à chaque entiera la longueur de son développement binaire, c’est-à-dire lena := min{ℓ ∈ N | |a|< 2ℓ}, donc
len0= 0 et len(a) = 1+ ⌊log2 |a|⌋ poura 6= 0. Montrer que len est un stathme euclidien surZ : pour touta et b 6= 0
dansZ il existeq, r ∈ Z tels quea = bq+ r et len(r) < len(b). Prouver qu’il s’agit même du stathme minimal.

Exercice2.6. Le stathme euclidien minimal est canonique dans le sens qu’il ne dépend que de la structure d’anneau.
Soit A un anneau intègre. On définit une famille croissanteA0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ ·· · ⊂ A comme suit. On poseA0 = {0}
puis par récurrenceAn = An−1∪{a∈ A | aA+An−1 = A}. On constate par exemple queA1 = {0}∪A×. Montrer que
A est euclidien si et seulement siA =

⋃

An ; dans ce cas la fonctionµ : A→ N définie parµ(a) = min{n∈N | a∈ An}
est le stathme euclidien minimal surA.

Exercice2.7. Outre son intérêt théorique, le stathme euclidien minimal assure un fonctionnement efficace de l’algo-
rithme d’Euclide ; il évite en particulier la pathologie rencontrée dans l’exercice2.8 du chapitreIX. Montrer que le
stathme euclidien minimalµ a d’autres propriétés sympathiques :

(1) On aµ(a) = 1 si et seulement sia est inversible. Siµ(a) = 2 alorsa est irréductible.

(2) Pour touta,b∈ A∗ on aµ(ab)≥ µ(a), avec égalité si et seulement sib est inversible. (facile)

(3) Pour touta,b∈ A∗ on a mêmeµ(ab)≥ µ(a)+ µ(b)−1. (plus fort mais plus difficile)

(4) Soitδ une division euclidienne par rapport au stathmeµ. Si a = bqalorsδ (a,b) = (q,0).

Rappeler que ce sont des propriétés bien connues des stathmes euclidiens« raisonnables» surZ.

Exercice2.8. On rappelle queb 7→ |b| est un stathme euclidien surZ. À titre d’avertissement regardonsν : Z→ N

définie parν(b) = b si b ≥ 0, et ν(b) = −2b si b < 0. Montrer que c’est un stathme euclidien, mais aucune des
propriétés sympathiques énoncées dans l’exercice pr´ecédent n’est vérifiée. Ceci souligne que nous avons toutintérêt
d’utiliser le stathme minimal, ou au moins d’exiger certaines de ses propriétés.

Pour une discussion approfondie d’anneaux euclidiens, et des solutions aux exercices précédents, nous
renvoyons à l’article de P. Samuel,About Euclidean Rings, Journal of Algebra 19 (1971), pages 282–301,
dont le§4 traite du stathme euclidien minimal.
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3. Anneaux principaux

3.1. Motivation. Étant donnée une famille d’élémentsa1, . . . ,an ∈ A etb∈ A on considère l’équation
a1x1 + · · ·+anxn = b. On veut savoir si elle admet une solution(x1, . . . ,xn) ∈ An et on souhaite en trouver
une le cas échéant. Plus généralement on voudrait décrire toutes les solutions en terme d’une solution
particulière et une famille engendrant toutes les solutions du problème homogènea1x1 + · · ·+anxn = 0.

Remarque3.1. Supposons que notre anneauA admet une solution algorithmique à ce problème. Dans ce cas on peut
en particulier déterminer sib appartient à l’idéal(a1, . . . ,an). On peut ainsi déterminer : sia est inversible dansA, ce
qui équivaut à 1∈ (a) ; si a est divisible parb dansA, ce qui équivaut àa∈ (b) ; si a,b sont associés dansA, ce qui
équivaut à(a) = (b), c’est-à-direa∈ (b) etb∈ (a). La liste des applications est longue. . .

Un cadre adéquat pour traiter les équations linéaires sont les anneaux principaux :

Définition 3.2. Un idéalI ⊂ A estprincipal s’il est engendré par un seul élément, c’est-à-dire queI = (a)
pour un certaina∈ I . Un anneauA est ditprincipal s’il est intègre et tout idéalI dansA est principal.

Exercice3.3. On a vu que l’anneauZ est principal. L’anneauZ[X] des polynômes surZ, par contre, n’est pas principal :
l’idéal (2,X) par exemple n’est pas principal.

Exercice3.4. Vérifier que dans un anneau principald est un pgcd dex1, . . . ,xn si et seulement si(d) = (x1, . . . ,xn). En
déduire une identité de Bézout. Si l’anneau n’est pas principal, la situation se complique : DansZ[X], montrer que 1
est un pgcd de 2 etX, mais(1) ( (2,X). Dans un tel cas il est inutile de chercher des coefficients deBézout.

Exercice3.5. Montrer que tout anneau euclidien est principal, en s’inspirant de la preuve que nous avons vue pourZ.

Remarque3.6. Légèrement plus généraux que les anneaux euclidiens, les anneaux principaux forment une classe plus
grande mais encore bien maniable. Il existe des anneaux principaux non euclidiens, par exemple le fameux anneau
Z[
√
−19], mais une analyse détaillée nous entraı̂nerait trop loin.

3.2. Aspects algorithmiques.Comme dans le cas euclidien, une implémentation d’un anneau prin-
cipal nécessitera une fonction concrète pour les coefficients de Bézout. Voici une formulation précise :

Définition 3.7. SoitA un anneau. Unefonction de B́ezoutest une applicationβ : A×A→ A×A, (a,b) 7→
(u,v) telle queau+bvsoit un pgcd dea et b.

Remarque3.8. Sur un anneau principal il existe toujours des fonctions de Bézout. Comme on a vu dans le casZ, il est
illusoire d’espérer unicité ; le mieux que l’on puisse faire est d’en choisir une selon le contexte. Après l’existence, le
vrai problème est le calcul efficace : étant donné(a,b) dans un anneau principal, comment trouver des coefficients de
Bézout ? Heureusement cette difficulté disparaı̂t dans lecas euclidien :

Exercice3.9. Si A est euclidien, montrer que l’algorithme d’Euclide étendudéfinit une fonction de Bézout.

Exercice3.10. Étant donné une fonction de Bézout surA, montrer que tout idéal finiment engendré deA est principal.
(A priori il peut y avoir de méchants idéaux qui ne sont pas finiment engendrés, et donc non principaux. On exclut cette
pathologie en exigeant queA soit noethérien.)

Exercice3.11. L’équation a1x1 + · · ·+ anxn = b admet une solution si et seulement si l’idéal(a1, . . . ,an) contient
l’élémentb. Pourn = 1 il s’agit de tester la divisibilité deb para1 ; calculer la solutionx1 revient à diviserb para1.
Pourn= 2, supposons queA est principal avec fonction de Bézoutβ . Expliciter un algorithme pour résoudre l’équation
a1x1 +a2x2 = b. Esquisser un solution du problème générala1x1 + · · ·+anxn = b (par récurrence).

Remarque3.12. Le traitement algorithmique d’idéaux dansZ[X] etK[X,Y], voire dansK[X1, . . . ,Xn], est un problème
assez profond, et hors de la portée de ce cours. Il en existe une solution via lesbases de Gröbneret les algorithmes
associés. Si cela vous intéresse, lisez le premier chapitre deSome Tapas of Computer Algebraédité par A.M. Cohen,
H. Cuypers et H. Sterk (Springer-Verlag, Berlin 1999).

Exercice3.13. Dans tout anneauA on a les équivalences :a est premier⇔ l’idéal (a) est premier⇔ A/(a) est intègre.
DansZ par exemplen est premier ssiZ/(n) est intègre. Dans ce casZ/(n) est même un corps (rappeler pourquoi). On
conclut que(n) est même un idéal maximal. Ce phénomène n’est pas un hasard :

Exercice3.14. Pour un élémenta 6= 0 d’un anneau principalA sont équivalents : l’élémenta est irréductible⇔ l’idéal
(a) est premier⇔ l’idéal (a) est maximal. Expliquer en rétrospective pourquoi dansZ on ne voit pas certaines subtilités,
qui risquent de se produire dans des anneaux plus généraux.
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4. Anneaux factoriels

4.1. Factorisation. Au début du chapitre on a mentionné la structure factorielle de l’anneauZ. Dans
un cours d’algèbre on en extrait l’abstraction suivante.Étant donné une partieP⊂ A on noteN(P) l’en-
semble des fonctionsν : P→N à support fini, c’est-à-dire queνp = 0 pour toutp∈ P sauf un nombre fini.
Cette précaution permet de définir l’applicationΠP : A××N(P)→ A∗ parΠP(u,ν) = u·∏p∈P pνp. À noter
qu’il s’agit bien d’un produitfini, bien que l’ensembleP puisse être infini.

Définition 4.1. Une structure factoriellesur un anneauA est une partieP ⊂ A telle que l’application
ΠP : A××N(P)→ A∗ soit une bijection. Dans ce cas l’application inverseΠ−1

P est appelée lafactorisation
par rapport àP. Un anneau est ditfactoriels’il admet une structure factorielle.

Un anneau factoriel et forcément intègre. En général ilpeut être difficile à déterminer si un anneau
intègre donné est factoriel ou non. Pour les anneaux euclidiens ou principaux, par contre, la question devient
facile. Si vous l’avez déjà vu dans votre cours d’algèbre, essayez de redémontrer le théorème suivant :

Théorème 4.2.Tout anneau euclidien est principal. Tout anneau principalest factoriel.

Exercice4.3. En déduire en particulier que l’anneauZ est factoriel, comme énoncé au début de ce chapitre. Pourla
structure factorielle on choisit typiquement l’ensemble des nombres premierspositifs. (Vérifier que l’on pourrait aussi
choisir des signes différents.)Attention. —On pourrait être tenté de prendre la factorialité deZ comme une évidence.
Ce n’est pas du tout le cas. On explicitera un anneau non factoriel plus bas.

Exercice4.4. SoitA un anneau avec une structure factorielleP. Vérifier queΠP : A××N(P)→A∗ est un isomorphisme
de monoı̈des. (Rappeler d’abord les lois surA××N(P) et surA∗.) Montrer qu’une structure factorielleP⊂ A consiste
d’éléments irréductibles. Chaque élément irréductible deA est associé à exactement un élément deP. Ainsi P est un
système de représentantsdes éléments irréductibles deA.

Exercice4.5. Vérifier que pour toute applicationε : P→ A× l’ensembleεP= {ε(p) · p | p∈ P} donne également une
structure factorielle. Réciproquement, siP et P′ sont deux structures factorielles surA, alors il existeε : P→ A× de
sorte queP′= εP. Conclusion : s’il existe une structure factorielle surA elle est essentiellement unique (à multiplication
par des inversibles près).

Exercice4.6. Dans beaucoup d’anneaux qui apparaissent dans la nature c’est la non-unicitéde la factorisation qui
empêche la factorialité, c’est-à-dire queΠP est surjectif mais non injectif. Vous rencontrerez de tels anneaux dans
votre cours d’algèbre. En voici un exemple simple : les polynômesp ∈ R[X] vérifiant p′(0) = 0 forment un sous-
anneauA⊂ R[X]. Les polynômesX2 et X3 sont irréductibles dansA. (Pourquoi ?) Par conséquentX6 admetdeux
factorisations distinctesen facteurs irréductibles dansA, à savoirX6 = X2X2X2 etX6 = X3X3.

Exercice4.7. Montrer le lemme d’Euclide dans un anneau factoriel : si pgcd(a,b) = 1 etb | ac, alorsb | c. En déduire
tout élément irréductible est premier. Sans factorialité, il n’en est rien : dans l’anneauA de l’exemple précédent,X2 est
irréductible mais non premier : on aX2|X3X3 sans queX2|X3. De mêmeX3|X2X4 sans queX3|X2 ou X3|X4.

Exemple4.8. Remarquons finalement queZ[
√
−5] est intègre mais non factoriel : on peut vérifier que 3 et 2±

√
−5

sont irréductibles, et que 9= 3 · 3 = (2+
√
−5) · (2−

√
−5) sont deux décompositions distinctes. On voit dans cet

exemple que les éléments irréductibles 3 et 2±
√
−5 ne sont pas premiers (le détailler).

4.2. Aspects algorithmiques.Supposons queA admet une structure factorielleP. Il est en général
facile d’évaluer l’applicationΠP : A××N(P) → A∗, car il ne s’agit que des multiplications. Par contre,
l’application inverseΠ−1

P : A∗→ A××N(P) peut être très difficile à calculer sur des exemples concrets ! On
verra que c’est déjà très dur dans l’anneauZ, problème qui nous occupera dans le chapitreXI.

Exercice4.9. Vérifier que dans un anneau factoriel les formules donnéesau début du chapitre,

pgcd
(

u∏ pν(p),u′∏ pν ′(p)
)

= ∏ pmin(ν(p),ν ′(p)) et

ppcm
(

u∏ pν(p),u′∏ pν ′(p)) = ∏ pmax(ν(p),ν ′(p)),

définissent bien un pgcd et un ppcm.À noter en particulier que le choix deP spécifie un pgcd et un ppcmpréféré
et enlève ainsi l’ambiguı̈té notoire dans la définition d’un pgcd et d’un ppcm. Plus généralement, on peut définir
pref : A∗ → A∗ par pref(u∏ pµ(p)) = ∏ pµ(p) ce qui choisit un représentant préféré dans chaque classe d’éléments
associés. Cette construction a le bon goût d’être multiplicative, pref(xy) = pref(x) ·pref(y).
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PROJET IX

L’algorithme de Gauss-B́ezout et les diviseurśelémentaires

The source of all great mathematics is the special case, the concrete example.
It is frequent in mathematics that every instance of a concept of seemingly

great generality is in essence the same as a small and concrete special case.
Paul Halmos,I Want to be a Mathematician

Objectif. Nous souhaitons résoudre unsyst̀eme d’́equations lińeairessur les entiers :


















a11x1 +a12x2 + · · ·+a1nxn = y1

a21x1 +a22x2 + · · ·+a2nxn = y2
...

am1x1 +am2x2 + · · ·+amnxn = ym

Ici les coefficientsai j etyi sont des entiers et l’on cherche les solutionsxi également dans les entiers. En
algèbre linéaire on développe la théorie de ces systèmes sur un corpsK, et on apprend certaines méthodes
pour leur résolution, notamment la méthode de Gauss rappelée plus bas. Dans notre situation nous devons
adapter cet algorithme pour tenir compte du fait que l’on ne puisse pas toujours diviser par un pivotai j . On
verra comment l’algorithme d’Euclide-Bézout résout ce problème. Cette observation aboutit au théorème
des diviseurs élémentaires et sa version effective, l’algorithme de Gauss-Bézout. Ce résultat classique est
déjà très intéressant en lui-même, et il résout en particulier notre système d’équations linéaires.

Remarquons en passant que le théorème des diviseurs élémentaires sera tout aussi intéressant à plus
long terme car il se généralise à tout anneau euclidien, notamment l’anneau des polynômesK[X] sur un
corpsK, ou plus généralement à tout anneau principal. Comme application importante on en déduira la
classification des groupes abéliens finis, ou plus généralement des modules finiment engendrés sur un
anneau principal. Ne vous inquiétez pas si ces termes ne vous parlent pas encore pour le moment : c’est
juste le vocabulaire général pour les observations que nous dégagerons ici sur l’anneau des entiersZ.

Aperçu de l’approche. Comme vous en avez l’habitude, la matriceA = (ai j )
i=1,...,m
j=1,...,n et les vecteurs

x = (x j) j=1,...,n et y = (yi)i=1,...,m permettent d’écrire notre système plus succinctement commeAx = y.
Ayant fixé la matriceA ∈ Zm×n et le vecteury ∈ Zm, il s’agit de trouver les solutionsx ∈ Zn vérifiant
Ax= y. C’est bien plus qu’une notation commode : cette structuration des données est le point de départ de
tous les algorithmes pour la résolution de systèmes linéaires.

Remarquons d’abord que le problème devient trivial si la matriceA estdiagonale, c’est-à-direai j = 0
pour toute paire d’indicesi 6= j. Dans ce cas nos équationsaii xi = yi sont découplées les unes des autres,
ce qui ramène le calcul à l’anneau de baseZ : l’existence d’une solutionxi ∈ Z revient à une question de
divisibilité aii | yi , et dans le cas favorable l’unique solution estxi = yi/aii .

Signalons quelques cas exceptionnels évidents. Siaii = yi = 0, alors on a bienaii | yi et toutxi ∈ Z

est solution de l’équationaii xi = yi . De manière analogue, sim < n, alors les variablesxm+1, . . . ,xn ∈ Z

peuvent être choisies arbitrairement. Dans le cas contrairem> n notre système diagonal admet une solution
seulement si les coefficientsyn+1, . . . ,ym∈ Z s’annulent. (Le détailler.)

Dans le cas général l’idée est de se ramener à un systèmediagonal, en passant de la matrice donnée
A à une matrice diagonaleD = SAT où S et T sont des matrices inversibles, ditesmatrices de passage.
L’algorithme de Gauss-Bézout nous permet de calculer de telles matricesD, S et T, et le théorème des
diviseurs élémentaires affirme que la matrice diagonaleD est unique dans un certain sens.

Sommaire

1. L’algorithme de Gauss-B́ezout. 1.1. Calcul matriciel. 1.2. L’algorithme de Gauss-Bézout.
1.3. Preuve de correction. 1.4. Implémentation. 1.5. Calcul efficace du déterminant. 1.6. Le
théorème des diviseurs élémentaires. 1.7. Unicité durésultat.

2. Applications aux groupes ab́eliens. 2.1. Groupes abéliens libres. 2.2. Applications linéaires.
2.3. Sous-groupes deZm. 2.4. Groupes abéliens finiment engendrés.
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1. L’algorithme de Gauss-B́ezout

1.1. Calcul matriciel. Fixons deux nombres naturelsm,n ∈ N et posonsI = {1, . . . ,m} ainsi que
J = {1, . . . ,n}. Une matrice de taille m× n à coefficient dansK est une familleA = (ai j ) d’éléments
ai j ∈ K indexés par(i, j) ∈ I × J. Ce n’est rien autre qu’une applicationa: I × J→ K notée(i, j) 7→ ai j .
L’ensemble de ces matrices sera notéKm×n ou bien Mat(m×n;K).

Notation. Dans la pratique une telle matriceA s’écrit comme un schéma rectangulaire, aveci indexant les
lignes et j indexant les colonnes. Dans cette écriture les matricesm×1 sont les vecteurs colonnes, alors
que les matrices 1×n sont les vecteurs lignes.À chaque matriceA= (ai j )i j de taillem×n on peut associer
la matrice transposéeAt = (ai j ) ji de taillen×m.

Jusqu’iciK puisKm×n n’est qu’un ensemble sans structure spécifique. La théorie devient intéressante
quandK est un anneau : dans ce cas on peut définir une addition et une multiplication :

+ : Km×n×Km×n→Km×n, (A,B) 7→C = A+B avecci j = ai j +bi j ,(1)

∗ : Km×n×Kn×r →Km×r , (A,B) 7→C = A∗B aveccik = ∑n
j=1ai j b jk.(2)

En particulier on obtient une action des matrices sur les vecteurs par l’application∗ : Km×n×Kn→Km

avec(A,x) 7→ y = Axdéfini paryi = ∑n
j=1ai j x j . En plus on a la multiplication scalaire (à gauche)

(3) · : K×Km×n→Km×n, (λ ,A) 7→ B = λA avecbi j = λai j .

Toutes ces notions apparaissent naturellement en algèbrelinéaire, où les matrices sont un outil formi-
dable pour représenter les applications linéaires. On suppose connu ce contexte, et on se servira du langage
associé sans rentrer dans les détails d’une révision plus complète.

Exercice/M1.1 (structure additive). L’ensembleKm×n muni de l’addition (1) forme un groupe abélien. L’élément
neutre est la matrice nulle, notée 0m×n ou 0 simplement. La multiplication scalaire fait deKm×n un espace vectoriel
surK. Cette terminologie suppose queK est un corps. — SiK est un anneau on exprime le même constat par des mots
différents : on dit plus prudemment queKm×n est un module sur l’anneauK.

Exercice/M1.2 (structure multiplicative). La multiplication (2) est associative et admet pour élément neutre à gauche la
matrice identité 1m×m, ainsi que pour élément neutre à droite la matrice identité 1n×n. La multiplication est distributive
sur l’addition. (La matrice identité 1n×n est aussi notée 1n ou simplement 1 si la dimensionn est claire par le contexte.)

Exercice/M1.3 (structure d’anneau). L’ensembleKn×n des matrices carrées de taillen×n surK muni de l’addition
et de la multiplication définies ci-dessus forme un anneau.L’applicationK→Kn×n, λ 7→ λ1n×n est un isomorphisme
entre notre anneau de baseK et le sous-anneauK1n×n = {λ1n×n | λ ∈ K}. Dans le cas particuliern = 1 on retrouve
l’isomorphisme évidentK∼= K1×1. Pourn≥ 2 l’anneauKn×n est non commutatif, même si l’anneau de baseK l’est.

PuisqueKn×n est un anneau (non commutatif), on peut appliquer le vocabulaire usuel. Rappelons en
particulier la notion d’élément inversible, qui joue toujours un rôle très important :

Définition 1.4. On dit qu’une matriceA∈Kn×n estinversibledansKn×n s’il existe une matriceB∈Kn×n

telle queAB= BA= 1. Dans ce cas l’élémentB est unique, on l’appellel’inversedeA, et on le noteA−1.
Les éléments inversibles deKn×n forment un groupe, appelégroupe lińeaireet noté GL(n;K) ou GLn(K).

Tout ce que l’on vient de dire est vrai pour tout anneauK, supposé associatif et unitaire, non forcément
commutatif. Dans votre cours d’algèbre linéaire vous trouvez un développement beaucoup plus complet
sous l’hypothèse queK est un corps, c’est-à-dire un anneau unitaire commutatif dans lequel tout élément
non nul est inversible. Certains résultats s’étendent encore aux anneaux commutatifs :

Théorème 1.5(existence et unicité du déterminant). SoitK un anneau commutatif unitaire. Pour tout n∈N

il existe une et une seule applicationdet: Kn×n→K, appeĺeedéterminant, qui soit alterńee et multilińeaire
par rapport aux colonnes et norḿee dans le sens quedet(1n×n) = 1K. Elle jouit des propríet́es suivantes :

(1) Le d́eterminant se d́eveloppe en la formule polynomialedetA= ∑σ∈Sn sign(σ)·a1,σ(1) ·a2,σ(2) · · ·an,σ(n)

où σ parcourt toutes les permutations dans le groupe symétrique Sn.

(2) Le d́eterminant est invariant par transposition, c’est-à-dire il satisfait det(At) = det(A). Par
conśequent il est́egalement alterńe et multilińeaire par rapport aux lignes.
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(3) Le d́eterminant est multiplicatif dans le sens quedet(AB) = det(A)det(B). Par restriction on
obtient donc un homomorphisme de groupesdet : GLn(K)→K×, manifestement surjectif.

(4) Une matrice A est inversible dansKn×n si et seulement sidet(A) est inversible dansK.
(Ici «⇒ » est claire ; pour«⇐ » il existe une formule polynomiale qui exprime A−1 en fonction
de A.)

Si vous connaissez ce résultat pour les corps, vous êtes vivement invités à le redémontrer dans le
cadre général des anneaux commutatifs.À noter que ce théorème n’est plus valable pour un anneauK non
commutatif ; dégager donc bien les arguments de la preuve qui se servent de la commutativité.

Corollaire 1.6. L’ensembleSLn(K) = {A∈Kn×n | det(A) = 1} est un sous-groupe deGLn(K). �

Remarque 1.7. L’application det :Kn×n→ K est multiplicative, mais pourn≥ 2 elle n’est pas additive :
il ne s’agit pas d’un homomorphisme d’anneaux ! (Donner un contre-exemple de matrices 2×2.)

1.2. L’algorithme de Gauss-B́ezout. Ce paragraphe présente l’algorithme de Gauss-Bézout pour
transformer une matriceA en une matrice diagonaleD = SAT. L’algorithme comme nous le décrivons
est suffisamment efficace pour être intéressant dans la pratique ; on discutera l’implémentation plus bas.

Nous allons d’abord expliciter un sous-algorithme qui permet d’éliminer la première colonne de notre
matriceA. Considérons la première lignea1 et laième ligneai : les éléments en tête sontx= a11 ety= ai1,
respectivement. On calcule leur pgcdd avec des coefficients de Bézoutu,v∈ Z de sorte que

d = pgcd(x,y) = ux+vy.

Ces données nous permettent de définir la matrice

M :=

(

u v
−y/d x/d

)

.

Elle est à coefficients entiers puisqued est un diviseur commun dex et y. Par sa construction elle vérifie
M (x

y) =
(

d
0

)

ainsi que det(M) = 1. (Le vérifier.) Son inverse est d’ailleurs facile à expliciter :

M−1 =

(

x/d −v
y/d u

)

.

On peut maintenant appliquer la matriceM aux lignesa1 etai, ce qui revient à calculera′1← ua1+vai puis
a′i ←− y

da1 + x
dai . Dans la nouvelle matriceA′ le coefficienta′i1 s’annule comme souhaité. En parcourant

i = 2, . . . ,mon peut ainsi éliminer la première colonne. Les mêmes arguments se transposent aux opérations
sur les colonnes, ce qui permet d’éliminer la première ligne. En voici un exemple détaillé :

Exemple 1.8. Essayons de mettre sous forme diagonale la matrice

A0 =

(

48 12 18
36 21 9

)

.

Pour les coefficientsx = 48 ety = 36 dans la première colonne on trouved = pgcd(x,y) = 12 avec des
coefficients de Bézoutu = 1 etv =−1 vérifiantd = ux+vy. Ceci nous mène à

M0 :=

(

1 −1
−3 4

)

puis A1 := M0A0 =

(

12 −9 9
0 48 −18

)

.

Nous éliminons ensuite la première ligne de la même façon. Pour les coefficientsx = 12 ety = −9 dans
la première ligne nous trouvonsd = 3 ainsi queu = 1 et v = 1. Puisque nous effectuons maintenant les
transformations sur les colonnes, ceci se traduit par multiplier A à droite :

M1 :=





1 3 0
1 4 0
0 0 1



 donne A2 := A1M1 =

(

3 0 9
48 192 −18

)

.

Pourx = 3 ety = 9 on trouved = 3 ainsi queu = 1 etv = 0, donc la transformation par

M2 :=





1 0 −3
0 1 0
0 0 1



 donne A3 := A2M2 =

(

3 0 0
48 192 −162

)

.
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On vient d’éliminer la première ligne, mais en contrepartie on a gâché un peu la première colonne. Restons
optimiste et recommençons : pourx = 3 ety = 48 on trouved = 3 ainsi queu = 1 etv = 0, donc

M3 :=

(

1 0
−16 1

)

donne A4 := M3A3 =

(

3 0 0
0 192 −162

)

.

Nous avons finalement éliminé à la fois la première colonneet la première ligne. Nous pouvons passer à la
sous-matrice qui reste : pourx = 192 ety =−162 nous trouvonsd = 6 ainsi queu = 11 etv = 13 :

M4 :=





1 0 0
0 11 27
0 13 32



 donne A5 := A4M4 =

(

3 0 0
0 6 0

)

.

Ceci termine l’algorithme. Mettant tout ensemble, on obtient ainsi les matrices de passage

S:= M3M0 =

(

1 −1
−19 20

)

et T := M1M2M4 =





1 −6 −15
1 5 12
0 13 32



 vérifiant SAT=

(

3 0 0
0 6 0

)

.

Remarque 1.9(matrices de passage). Afin de construire les matrices de passageSet T lors du calcul, on
commence par les matricesS0 = 1m×m et T0 = 1n×n vérifiantA0 = S0AT0.

– Une opération sur les lignes correspond à une multiplication à gauche :Ak+1 := MkAk avec une
matrice inversibleMk comme ci-dessus. On poseSk+1 := MkSk etTk+1 := Tk.

– Une opération sur les colonnes correspond à une multiplication à droite :Ak+1 := AkMkavec une
matrice inversibleMk comme ci-dessus. On poseSk+1 := Sk et Tk+1 := TkMk.

Dans les deux cas on part deAk = SkATk et on assure queAk+1 = Sk+1ATk+1. Chaque transformation
correspond à une matriceMk de déterminant+1. Ceci assure que les matrices de passagesSk et Tk sont
également de déterminant+1. L’algorithme se termine avec une matrice diagonaleD = Ak pour un certain
k. AvecS= Sk etT = TK on obtientD = SATcomme souhaité.

En guise de résumé, voici la version concise de l’algorithme de Gauss-Bézout. Pour le moment nous
entendons parforme normaleune forme diagonale quelconque. Ceci sera précisé plus loin par une condition
supplémentaire.

Algorithme IX.4 Algorithme de Gauss-Bézout
Entr ée: une matriceA∈ Zm×n

Sortie: trois matricesD ∈ Zm×n, S∈ Zm×m, T ∈ Zn×n telles queD = SAT

Garanties: D est sous forme normale etSetT sont inversibles de déterminant 1.
InitialiserD← A et S← 1m×m etT← 1n×n // On assureD0 = S0AT0.
tant que D n’est pas encore sous forme normalefaire

Effectuer une transformation sur deux lignes ou deux colonnes // On s’approche du résultat souhaité.
Mettre à jour les matrices de passagesSetT // Dk = SkATk ⇒ Dk+1 = Sk+1ATk+1.

fin tant que
retourner (D,S,T) // Dk = SkATk est sous forme normale.

1.3. Preuve de correction.L’algorithme de Gauss-Bézout a bien marché sur l’exempleprécédent.
Montrons que l’approche réussit toujours :

Proposition 1.10. Les oṕerationsélémentaires sur les lignes et les colonnes permettent de transformer
toute matrice A∈Km×n en une matrice A′ telle que a′i1 = a′1 j = 0 pour tout i, j ≥ 2.

DÉMONSTRATION. On descend d’abord la première colonne ; les opérations sur les lignes décrites
ci-dessus permettent d’obtenirai1 = 0. Ensuite on traverse la première ligne pour obtenira1 j = 0. Or, ces
dernières opérations ajoutent des multiples des colonnes j ≥ 2 à la première colonne. Par conséquent on
ne préserve en général pas la conditionai1 = 0 et on est obligé de repasser la première colonne, puis la
première ligne, etc.

Heureusement ce processus se termine après un nombre fini d’itérations : dans chaque opération le
coefficienta11 est remplacé par un de ses diviseurs, a savoir pgcd(a11,ai j ) oùai j est le coefficient que l’on

MAE 22 juin 2009



§1 — L’algorithme de Gauss-Bézout 169

cherche à annuler. Ceci ne peut modifier la valeur dea11 qu’un nombre fini de fois. S’il ne change plus,
ceci veut dire quea11 divise tous les coefficientsai1 de la première colonne ainsi que tous les coefficients
a1 j de la première ligne. On arrive ainsi au cas simple de l’algorithme usuel sur un corps : avecd = a11,
u = 1, v = 0 la transformation revient à calculerA′i ← Ai − ai1

a11
A1 sans changer la ligneA1, et il en est de

même pour les opérations sur les colonnes. Après ce dernier passage on obtient l’annulation souhaitée.�

Proposition 1.11. Les oṕerationsélémentaires sur les lignes et les colonnes permettent de transformer
toute matrice A∈Km×n en une matrice diagonale D, c’est-à-dire di j = 0 pour toute paire d’indices i6= j.
En plus on peut assurer la divisibilité successive d11 | d22 | d33 | . . . des termes diagonaux.

DÉMONSTRATION. Supposons quem≤ n. Pourk = 1, . . . ,m on applique la proposition précédente à
la sous-matrice indexée par des paires(i, j) aveci, j ≥ k. Pourk = 1 on élimine ainsi la première ligne et la
première colonne. Pourk = 2 on élimine la seconde ligne et la seconde colonne de la sous-matrice, et ainsi
de suite. Le résultat final est une matriceD dont tous les coefficients hors de la diagonale s’annulent.

Étant donné deux termes diagonauxx,y∈ Z on calcule à nouveaud := pgcd(x,y) = ux+vy avec des
coefficients de Bézoutu,v∈ Z. On ae := ppcm(x,y) = xy/d, et on vérifie aisément que

(

u v
−y/d x/d

)

·
(

x 0
0 y

)

·
(

1 −vy/d
1 ux/d

)

=

(

d 0
0 e

)

·

Les deux matrices de passage sont inversibles car de déterminant 1. En traversant ainsi toute la diago-
nale on peut assurer qued11 soit le pgcd de tous les termes diagonaux. Ensuite on réitère pour assurer que
d22 soit le pgcd de tous les termes diagonaux suivants, et ainsi de suite. �

1.4. Implémentation. Dans le développement mathématique nous avons utilisé certaines matrices
M qui représentent des opérations sur les lignes (A′ ← MA) ou les colonnes (A′ ← AM). On pourrait
l’implémenter littéralement, c’est-à-dire, construire la matriceM puis faire appel à la multiplication des
matrices. Or, la matriceM est très creuse : c’est presque la matrice identité, avec seulement quatre coef-
ficients potentiellement non triviaux. Nous allons donc implémenter les transformations élémentaires par
deux fonctions spécialisées comme suit :

void gauss_gauche( const Integer& a, const Integer& b,

const Integer& c, const Integer& d,

Matrix<Integer>& mat, int i, int j, int k=1 );

void gauss_droite( const Integer& a, const Integer& b,

const Integer& c, const Integer& d,

Matrix<Integer>& mat, int i, int j, int k=1 );

Ici la matrice
(

a b
c d

)

opère sur les lignes/colonnesi et j de la matriceA. Par souci d’efficacité on songe
déjà au cas d’une réduction plus évoluée, où lesk−1 premières lignes et colonnes sont déjà diagonalisées
et ne jouent plus de rôle. Puisqu’il ne sert à rien de manipuler des zéros, les opérations ci- dessus ne
s’appliquent qu’à la sous-matricei, j ≥ k. Ainsi les fonctions suivantes annulent la ligne ou colonnek :

bool gauss_colonne( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& s, Dim k );

bool gauss_ligne( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& t, Dim k );

Exercice/P 1.12.En suivant le modèlegauss-bezout.cc , implémenter efficacement l’algorithme de
Gauss-Bézout en une fonction

void gauss_bezout( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& s, Matrix<K>& t );

Ici mat contient la matrice initiale qui sera transformée à fur età mesure en une matrice diagonale, en
modifiant directement la matricemat . Les matricess et t sont initialisées par les matrices identités
convenables. On fait agir les opérations à gauche surs et les opérations à droite surt comme ci-dessus.

Exercice/P 1.13.Testez votre implémentation sur des matrices variées. Comment peut-on vérifier effica-
cement les résultats ? Est-ce que votre implémentation est suffisamment efficace pour des matrices denses
aléatoires de taille 10×10? 20×20? 50×50? 100×100? Quels phénomènes observez-vous?

Remarque 1.14(résolution d’un système linéaire). L’algorithme de Gauss-Bézout résout notre problème
initial d’un systèmeAx= y. On passe à la matrice diagonaleD = SAT, puis le système diagonalDx̂ = ŷ se
résout aisément. Ici on pose ˆy = Sy, et la solutionx s’obtient ensuite parx = Tx̂.
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1.5. Calcul efficace du d́eterminant. Rappelons que dans le théorème du déterminant énoncé ci-
dessus, l’unicité et l’existence du déterminant sont établies par la formule explicite

detA = ∑
σ∈Sn

sign(σ) ·a1,σ(1) ·a2,σ(2) · · ·an,σ(n).

Traduite littéralement, cette formule donne un algorithme de complexitén! ce qui n’est pas du tout efficace
pour n grand. (Calculer 10! ou 20! voire 50! pour vous en convaincre.) Le développement récursif par
rapport à une ligne ou une colonne n’est qu’une reformulation de cette approche, et donc aussi inefficace. Le
seul cas lucratif est le développement par rapport à une ligne ou une colonnecreuse, c’est-à-dire contenant
peu de coefficients non nuls.

Dans le cas général d’une grande matrice dense, l’algorithme de Gauss-Bézout se révèle plus avanta-
geux, à savoir de complexité d’environn3 opérations dansK. Un problème notoire est« l’explosion des
coefficients» lors des calculs intermédiaires. Soulignons que le nombred’opérations dansK n’est qu’une
indication grossière : les opérations dansZ deviennent plus coûteuses en temps et en mémoire quand lesco-
efficients grandissent. Quelques exemples sur des matricesaléatoires vous convaincront que ce phénomène
est bien réel, même si la matrice initiale n’a que des coefficients de petite taille.

Bien sûr, une explosion des coefficients ne peut se produireque dans un anneau infini. Une astuce
éprouvée est donc de réduire modulo un nombre premierp afin d’effectuer le calcul dans le corps fini
Zp. Pour reconstituer le résultat dansZ on rassemble l’information modulo plusieurs nombres premiers
p1, p2, . . . . Pour un développement de cette idée voir Gathen-Gerhard[11], §5.5.

1.6. Le théorème des diviseurśelémentaires. D’après ce qui précède on sait maintenant transformer
une matrice donnéeA en une matrice diagonaleD : l’algorithme de Gauss-Bézout ci-dessus en explicite
une démarche. Il y a pourtant de nombreux choix : d’autres manières de procéder sont imaginables et leurs
matrices de passages seront très différentes. Le résultat suivant est donc tout à fait remarquable : il dit que
la matrice diagonale qui en résulte est toujours la même :

Théorème 1.15(le théorème des diviseurs élémentaires). Pour toute matrice A∈Mat(m×n;Z) il existe
des matrices inversibles S∈ SLm(Z) et T∈ SLn(Z) telles que la matrice produit D= SAT soit diagonale
et v́erifie la divisibilité successive d11 | d22 | d33 | . . . des termes diagonaux. Dans ce cas ces termes sont
uniques aux signes près : pour toute autre diagonalisation D′ = S′AT′ avec S′ ∈ SLm(Z) et T′ ∈ SLn(Z)
satisfaisant la condition d′11 | d′22 | d′33 | . . . on a d′ii =±dii pour tout i.

Définition 1.16. Une matriceD ∈ Zm×n est sousforme normalesi elle est diagonale et ses termes diago-
naux vérifientd11 | d22 | d33 | . . . . Le théorème des diviseurs élémentaires dit que toute matriceA∈ Zm×n

peut être mise sous forme normale. On appellediviseursélémentairesdeA la suited11 | d22 | d33 | . . . dont
l’existence et l’unicité (aux signes près) sont assurées par le théorème précédent.

Remarque 1.17.Pour la fonctionpgcd nous avons tacitement fait usage de notre convention :le pgcd de
deux entiers est entendu comme le pgcdpositif. Ainsi la matriceD retournée par notre algorithme satisfait
à la conditiond11 | d22 | d33 | . . . avec des termes diagonauxpositifs, à l’exception éventuelle du dernier.
Ainsi le signe du déterminant est retenu dans le tout dernier terme diagonal.

1.7. Unicité du résultat. Dans l’algorithme de Gauss-Bézout on a plusieurs choix : d´ejà les coef-
ficients de Bézout utilisés à chaque étape ne sont pas uniques, puis l’ordre par lequel on effectue les
opérations n’est pas canonique. Les matrices de passagesSetT obtenues à la fin dépendent de ces choix et
ne sont pas du tout uniques. On pourrait même imaginer des approches totalement différentes pour mettre
une matriceA sous une forme diagonale. Il n’y a donc a priori aucune raisonde croire que le résultat soit
canonique. Des exemples simples, comme le suivant, montrent que les termes diagonaux peuvent changer :

A =

(

4 0
0 6

)

se transforme en SAT=

(

2 0
0 12

)

avec S=

(

2 −1
−3 2

)

et T =

(

1 3
1 4

)

.

Il est donc tout à fait remarquable que les diviseurs élémentaires soient essentiellement uniques ! Pour
la preuve nous allons employer ce merveilleux outil qu’est le déterminant. Supposons queA est une matrice
de taillem× n. PourI ′ ⊂ I et J′ ⊂ J de cardinal|I | = |J| = k nous définissons la sous-matriceA|I ′×J′ =
(ai j )i∈I ′, j∈J′ par restriction des indices.
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Définition 1.18. On note∆k(A) le pgcd des déterminants de toutes les sous-matrices de taille k×k deA.

Lemme 1.19. ∆k(A) ne change pas lors d’une transformationélémentaire sur les lignes ou les colonnes.

DÉMONSTRATION. Il suffit de le prouver pour une transformation sur les lignes. Regardons une ma-
trice M =

(

a b
c d

)

∈ SL2(Z) agissant sur les lignesi et j. Si une sous-matriceB ne contient ni la lignei ni la
ligne j, alors la sous-matriceB et son déterminant det(B) ne changent pas. Si une sous-matriceB contient
les deux lignes, alors la matriceB change mais non son déterminant.

Le cas intéressant est celui où une sous-matriceB contient la lignei mais non la lignej. SoitC la sous-
matrice correspondante où l’on remplace la lignei par la ligne j. Notonsx = det(B) et y = det(C) leurs
déterminants. Après transformation nous obtenons deux sous-matrices modifiéesB′ etC′ avec déterminants
x′ = det(B′) et y′ = det(C′). Par multilinéarité du déterminant on trouvex′ = ax+byet y′ = cx+dy, donc
les diviseurs communs dex et y sont aussi des diviseurs communs dex′ et y′. La réciproque est également
vraie puisqueM est inversible surZ. Ceci veut dire que pgcd(x,y) = pgcd(x′,y′). On conclut que∆k(A) ne
change pas lors d’une transformation élémentaire, commeénoncé. �

Lemme 1.20. Le groupeSLn(Z) est engendŕe par les sous-groupesSLi j
2 (Z) avec1≤ i < j ≤ n.

DÉMONSTRATION. Précisons d’abord la notation : une matriceA ∈ Zn×n appartient à SLi j2 (Z) si la
sous-matrice

( aii ai j
a ji a j j

)

appartient à SL2(Z) alors que tous les autres coefficients sont ceux de la matrice
identité 1n×n. Ce sont précisément les matrices qui apparaissent dans l’algorithme de Gauss-Bézout lors
des transformations élémentaires. L’énoncé découlede l’application de cet algorithme à une matriceA ∈
SLn(Z) pour la transformer en une matrice diagonaleD = SAT. Par construction les matricesSet T sont
produits de matrices dans SLi j

2 (Z) avec 1≤ i < j ≤ n. PuisqueD ∈ SLn(Z) on adii = ±1, et avec notre
convention de signes on a mêmeD = 1n×n. �

PREUVE DU THÉORÈME. Supposons queA est une matrice diagonale de taillem× n, disons avec
m≤ n, vérifianta11 | a22 | · · · | amm. Cette propriété entraı̂ne que∆1(A) = ±a11, puis∆2(A) = ±a11a22,
. . . jusqu’à∆m(A) = ±a11a22· · ·amm. Supposons que l’on transformeA en une matrice diagonaleA′ =
SATavecS∈ SLm(Z) et T ∈ SLn(Z). D’après le lemme1.20ceci revient à effectuer des transformations
élémentaires sur les lignes et les colonnes. Ceci ne change pas les invariants∆1, . . . ,∆m, ce qui permet de
conclure quea11 =±a′11, puisa22 =±a′22, . . . jusqu’àamm=±a′mm, comme souhaité. �

2. Applications aux groupes ab́eliens

2.1. Groupes ab́eliens libres. Pour tout groupe(G,+) on a une unique applicationσ : Z×G→ G,
notée(λ ,a) 7→ λa, vérifiant 0a= 0 puis(λ +1)a= λa+a pour toutλ ∈ Z. On en déduit que 1a= a ainsi
que(λ +λ ′)a= λa+λ ′a et(λ λ ′)a= λ (λ ′a). Par contre, l’applicationσ vérifieλ (a+b) = λa+λb pour
tout λ ∈ Z et a,b∈ G si et seulement siG est abélien. (Exercice.) En termes savants on dit qu’un groupe
abélien est unmodulesur l’anneauZ.

Définition 2.1. Soit (G,+) un groupe abélien et soit(gi)i∈I une famille d’élémentsgi ∈ G indexés par
i ∈ I . Unecombinaison lińeaire (sur Z) est une somme∑i∈I λigi avec des coefficients entiersλi ∈ Z. Si
l’ensembleI est infini nous ajoutons toujours la condition que seul un nombre fini de coefficientsλi soient
non nuls. (La sommation sur une infinité de termes non nuls n’a pas de sens.)

Définition 2.2. La famille(gi)i∈I estgéńeratricepour le groupeG si tout élémentg∈G s’écrit comme une
combinaison linéaireg = ∑i∈I λigi avecλi ∈ Z. On dit queG estfiniment engendrés’il admet une famille
génératrice finie(g1, . . . ,gn).

Définition 2.3. La famille (gi)i∈I dans un groupe abélienG estlibre si la seule combinaison linéaire nulle
∑i∈I λigi = 0 est la somme triviale avecλi = 0 pour touti ∈ I . La famille (gi)i∈I est unebasede G si
elle est génératrice et libre. Ceci équivaut à dire que tout élémentg∈ G s’écrit de manière unique comme
g = ∑i∈I λigi avecλi ∈ Z. Le groupeG estlibre s’il admet une base.

Exemple 2.4. Le groupeZ est libre à base 1 (ou−1). Pour toutm∈N le groupeZm est libre : les éléments
ei ∈ Zm avecei j = 0 pour j 6= i et eii = 1 forment une base, ditebase canonique.
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Exemple 2.5. Pourn≥ 2 le groupe quotientZn = Z/nZ n’est pas libre. Un élément ¯a∈ Zn est générateur
si et seulement si pgcd(a,n) = 1. Il n’est pas libre carnā = 0ā = 0. (Que dire des casn = 1 etn = 0 ?)

Exemple 2.6. Soit I un ensemble et soitZ(I) l’ensemble des applicationsI → Z a support fini. C’est un
groupe libre : comme base on prendra les applicationsei : I → Z avecei( j) = 0 pour j 6= i et ei(i) = 1.

Proposition 2.7. Un groupe ab́elien G est libre si et seulement s’il est isomorpheà un groupeZ(I).

DÉMONSTRATION. Si G est libre, alors il existe une base(gi)i∈I et l’application f : Z(I)→G définie
par(λi)i∈I → ∑i∈I λigi est un isomorphisme de groupes avecei 7→ gi . Réciproquement, s’il existe un iso-
morphisme de groupesf : Z(I)→G, alors la famille(gi)i∈I avecgi = f (ei) est une base deG. �

2.2. Applications linéaires. Un homomorphismef : G→ H entre deux groupes abéliens est une
application vérifiantf (a+ b) = f (a)+ f (b) pour touta,b∈ G. Dans ce cas elle vérifie automatiquement
f (λa) = λ f (a) pour toutλ ∈Z eta∈G, et plus généralementf (∑i λiai) = ∑i λi f (ai) pourλi ∈Z etai ∈G.
(Exercice.) Au lieu d’homomorphismes de groupes abélienson peut donc parler d’applicationsZ-linéaires
(ou encore d’homomorphismes deZ-modules).

Proposition 2.8. Soit G un groupe ab́elien libreà base(gi)i∈I . Étant donńe un groupe ab́elien H est une
famille (hi)i∈I d’éléments hi ∈ H, il existe un unique homomorphisme de groupes f: G→ H vérifiant
f (gi) = hi pour tout i∈ I.

DÉMONSTRATION. Unicité. —Supposons quef , f ′ : G→ H vérifient f (gi) = f ′(gi) = hi. Puisque
(gi)i∈I est une famille génératrice, tout élémentg∈Gs’écrit commeg= ∑i∈I λigi , doncf (g) = f (∑i λigi)=

∑i λi f (gi) = ∑i λi f ′(gi) = f ′(∑i λigi) = f ′(g).
Existence. —On définit f : G→ H pour g = ∑i∈I λigi par f (g) = ∑i∈I λihi . Puisque(gi)i∈I est une

base, tout élémentg∈G s’écrit ainsi de manière unique, ce qui assure quef est bien définie. L’application
f est manifestement un homomorphisme de groupe qui vérifief (gi) = hi, comme souhaité. �

Corollaire 2.9. Soient G un groupe abélien libre à base(g1, . . . ,gn) et H un groupe ab́elien libre à base
(h1, . . . ,hm). À tout homomorphisme de groupe f: G→ H on peut associer une unique matrice A∈ Zm×n

de sorte que f(g j) = ∑m
i=0ai j hi pour tout j= 1, . . . ,n. Ŕeciproquement̀a toute matrice A∈ Zm×n on peut

associer un unique homomorphisme de groupe f: G→H vérifiant cette formule. �

Nous regarderons dans la suite seulement des groupes abéliens finiment engendrés. C’est une restric-
tion naturelle si l’on veut étudier des questions algorithmiques. Mais aussi mathématiquement c’est une
classe beaucoup plus maniable et très importante.

Proposition 2.10. Il existe un isomorphisme de groupesZn ∼= Zm si et seulement si n= m.

DÉMONSTRATION. Supposons par absurde qu’il existe un isomorphismef : Zn ∼−→ Zm pourn > m.
Soit A∈ Zm×n la matrice qui représentef dans les bases canoniques deZn et Zm. L’algorithme de Gauss-
Bézout transformeA en une matrice diagonaleD = SAT. Puisquen> m, la dernière colonne deD est nulle,
et doncDen = 0. Ainsi A = S−1DT−1 a aussi un noyau non trivial, carTen est envoyé sur 0. Ceci contredit
l’hypothèse quef était un isomorphisme. �

Corollaire 2.11. Si G est un groupe abélien libre avec deux bases(g1, . . . ,gn) et (h1, . . . ,hm) alors n= m.
Ceci permet de d́efinir le rangd’un groupe ab́elien libre G comme le cardinal d’une de ses bases. �

Remarque 2.12.Vous connaissez le résultat analogue pour les espaces vectoriels sur un corps, ce qui
permet de définir ladimension, notion puissante et omniprésente en algèbre linéaire.Pour les groupes
abéliens (les modules surZ) il faut se restreindre aux groupes abélienslibres pour parler de bases. Puis la
même question se pose : la notion de rang est-elle bien définie ? Nous avons choisi ici une preuve qui tire
profit de l’algorithme de Gauss-Bézout.

L’énoncé se généralise à tout anneau commutatif unitaire A. Dans cette généralité la preuve ne s’ap-
plique pas telle quelle, parce que nous n’avons plus l’algorithme de Gauss-Bézout à notre disposition. SiA
est intègre on peut passer à son corps des fractions. SiA n’est pas intègre on peut quotienter par un idéal
maximalI : commeF = A/I est un corps la preuve ci-dessus nous donne à nouveau le résultat souhaité. Si
vous connaissez ces outils, vous pouvez tenter une preuve.
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2.3. Sous-groupes deZm. Dans ce paragraphe nous allons classifier les sous-groupes de Zm. Notre
but sera d’abord de comprendre quels sous-groupes sont possibles, et ensuite de décrire comment ils sont
plongés dans le groupe ambiantZm.

Lemme 2.13. Tout sous-groupe H⊂ Zm est libre etrangH ≤m.

DÉMONSTRATION. Nous allons établir le résultat par récurrence surm. Pourm = 0 on n’a rien à
montrer : le seul sous-groupeH = Z0 = {0} est libre ayant la famille vide pour base. Sim= 1 nous avons
un sous-groupeH ⊂ Z : soit H = {0} soit H = Za pour un élémenta ∈ H r {0} de plus petite norme.
(L’anneauZ est principal, voir la proposition2.12.) Dans ce dernier cas la famille(a) forme une base.

Pourm≥ 2 soitp: Zm→Z, (x1, . . . ,xm) 7→ xm, la projection sur la dernière coordonnée. Nous pouvons
identifierZm−1 avec le noyau ker(p) via l’application(x1, . . . ,xm−1) 7→ (x1, . . . ,xm−1,0). La projectionp
nous permet de construire le sous-groupeK = ker(p|H) = H ∩Zm−1 de ker(p) ∼= Zm−1. Par hypothèse
de récurrenceK admet une basev1, . . . ,vn−1 ∈ K de cardinaln− 1≤ m− 1. L’image p(H) ⊂ Z est un
sous-groupe deZ. Si p(H) = 0 alorsH = K et il n’y a plus rien à montrer. Sinonp(H) = Za pour un
élémenta∈ p(H)r {0} de plus petite norme. Soitvn ∈ H un élément tel quep(vn) = a. Nous affirmons
quev1, . . . ,vn−1,vn est une base deH.

C’est une famille ǵeńeratrice. —Pour toutv∈H nous avonsp(v) = λna avecλn ∈ Z. Ainsi v−λnvn ∈
K, et doncv−λnvn = ∑n−1

i=0 λivi puisqueK est engendré parv1, . . . ,vn−1 par hypothèse de récurrence.
C’est une famille libre. —Si ∑n

i=0 λivi = 0 alors 0= p(∑n
i=0 λivi)= λna doncλn = 0. Ensuite∑n−1

i=0 λivi =
0 entraı̂neλ1 = · · ·= λn−1 = 0 parce que la famillev1, . . . ,vn−1 est libre par hypothèse de récurrence.�

Théorème 2.14.Soit H⊂ Zm un sous-groupe. Alors il existe

(1) une base b1, . . . ,bm deZm et

(2) un entier r avec0≤ r ≤m et

(3) des entiers e1, . . . ,er ≥ 1 vérifiant e1 | · · · | er

tels que e1b1, . . . ,erbr soit une base de H. La suite des entiers e1, . . . ,er est uniquement d́etermińee par H
et on les appelleles diviseurs élémentairesdu sous-groupe H⊂ Zm.

DÉMONSTRATION. Existence. —Le lemme précédent nous assure l’existence d’une famillegénératrice
finie v1, . . . ,vn. (Il n’est pas nécessaire de la supposer libre.) Ceci permet de définir une applicationZ-
linéaire f : Zn→Zm par(λ1, . . . ,λn) 7→ λ1v1+ · · ·+λnvn. La matriceA∈Zm×n qui représentef est formée
par les colonnesv1, . . . ,vn. L’algorithme de Gauss-Bézout transformeA en une matrice diagonaleD = SAT.
Notonse1, . . . ,er ses termes diagonaux non nuls et considéronsA = S−1DT−1. Les colonnesb1, . . . ,bm de
S−1 forment une base deZm. Visiblement, les élémentse1b1, . . . ,erbr forment une base de l’image deA.
On conclut que c’est une base deH, comme énoncé.

Unicité. —L’application f : Zr → Zm définie par(λ1, . . . ,λr) 7→ λ1e1b1 + · · ·+ λrerbr est un isomor-
phisme entreZr et son imageH ⊂Zm. SoitA∈ Zm×n la matrice associée par rapport aux bases canoniques
deZn etZm. Par construction ses diviseurs élémentaires sonte1, . . . ,er ,0. . . ,0.

Supposons queb′1, . . . ,b
′
m est une autre base deZm telle quee′1b′1, . . . ,e

′
rb
′
r soit une base deH avec

e′1, . . . ,e
′
r ≥ 1 vérifiante′1 | · · · | e′r . Si A′ ∈ Zm×n est la matrice associée, comme avant, alors ses diviseurs

élémentaires sonte′1, . . . ,e
′
r ,0. . . ,0. Par construction on aA′ = SAT avec certaines matrices de passage

S∈ SLm(Z) et T ∈ SLr(Z). (Leur construction détaillée est laissée en exercice.) L’unicité énoncée dans le
théorème1.15assure quee′i =±ei pour touti = 1, . . . , r. �

Corollaire 2.15. Soit G un groupe ab́elien libre de rang fini. Alors tout sous-groupe H de G est libre et
rangH ≤ rangG. Il existe une base g1, . . . ,gm de G et un entier r avec0≤ r ≤m et des entiers e1, . . . ,er ≥ 1
vérifiant e1 | · · · | er tels que e1g1, . . . ,ergr soit une base de H. La suite des entiers e1, . . . ,er est uniquement
détermińee par H, aux signes près, et on les appelleles diviseurs élémentairesdu sous-groupe H⊂G. �

Corollaire 2.16. Soient H et H′ deux sous-groupes dans G ayant les familles(e1, . . . ,er) et (e′1, . . . ,e
′
r ′),

respectivement, pour diviseursélémentaires. Il existe un automorphismeφ : G→G vérifiantφ(H) = H ′ si
et seulement si(e1, . . . ,er) = (e′1, . . . ,e

′
r ′). �

2.4. Groupes ab́eliens finiment engendŕes. Nous concluons avec un très beau théorème, la classifi-
cation des groupes abéliens finiment engendrés :
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Théorème 2.17.Soit G un groupe ab́elien finiment engendré. Alors il existe un isomophisme de groupes

G∼= Ze1×Ze2×·· ·×Zek×Zr

où e1,e2, . . . ,ek ≥ 2 sont des entiers satisfaisant e1 | e2 | · · · | ek. Ces nombres sont uniquement détermińes
par G. On appelle r lerangde la partie libre et e1,e2, . . . ,ek lesdiviseurs élémentairesde G.

DÉMONSTRATION. Existence. —Par hypothèseG admet une famille génératrice finie(g1, . . . ,gm).
Soit f : Zm→G l’homomorphisme de groupes défini par(λ1, . . . ,λm) 7→ λ1g1+ · · ·+λmgm. Par hypothèse
f est surjectif, le théorème d’isomorphisme nous assure doncG∼= Zn/K oùK := ker( f )⊂Zm est le noyau
de f . D’après le théorème2.14il existe une baseb1, . . . ,bm deZm deZm et des entierse1,e2, . . . ,ek ≥ 1
vérifiante1 | e2 | · · · | ek tels quee1b1, . . . ,ekbk soit une base deK. Par conséquent le groupe quotientZm/K
est isomorphe au groupeZe1×Ze2×·· ·×Zek×Zr oùr = m−k est le rang de la partie libre. En supprimant
d’éventuels facteurs triviauxZ1 = Z/Z∼= {0}, nous arrivons à la forme souhaitée avece1,e2, . . . ,ek ≥ 2.

Unicité. —Si l’on ajoute un générateurgm+1 à la famille génératrice(g1, . . . ,gm), ceci élargitZm à
Zm+1 mais aussi le noyau par une relationgm+1 = ∑m

i=1λigi . Les diviseurs élémentaires ne changent que
par un facteure= 1 supplémentaire, ce qui ne change pas le résultat. Cet argument prouve que les diviseurs
élémentaires sont indépendants du choix de la famille g´enératrice : si(g1, . . . ,gm) et(g′1, . . . ,g

′
m′) sont deux

familles génératrices, alors(g1, . . . ,gm,g′1, . . . ,g
′
m′) est aussi une famille génératrice. D’après l’argument

précédent, les diviseurs élémentaires calculés à partir de ces trois familles sont les mêmes. �

Rappelons qu’un groupeG est le produit direct de sous-groupesG1, . . . ,Gn, notéG = G1× ·· · ×
Gn, si et seulement si l’applicationG1× ·· · ×Gn→ G donnée par le produit(g1, . . . ,gn) 7→ g1 · · ·gn est
un isomorphisme de groupes. L’algorithme de Gauss-Bézoutentraı̂ne que tout groupe abélien finiment
engendré est un produit direct de sous-groupes cycliques :

Corollaire 2.18. Soit G un groupe ab́elien finiment engendré. Alors il existe deśeléments non triviaux
g1, . . . ,gn ∈ G tels que G= 〈g1〉× · · · × 〈gn〉 et les ordres ei = ord(gi) vérifient e1 | · · · | en. Les nombres
(e1, . . . ,em) sont uniquement d́etermińes par G et caract́erisent le groupe G̀a isomorphisme près.

Plus explicitement : supposons que H est un autre groupe abélien tels que H= 〈h1〉× · · ·×〈hm〉 pour
certainséléments non triviaux h1, . . . ,hm dont les ordres fj = ord(h j) vérifient f1 | · · · | fm. Alors il existe
un isomorphisme G∼= H si et seulement si(e1, . . . ,en) = ( f1, . . . , fm). �

Exemple 2.19.Voici la liste des groupes abéliens d’ordre≤ 12 à isomorphismes près. Ordre 1 :Z1 ;
ordre 2 :Z2 ; ordre 3 :Z3 ; ordre 4 :Z4, Z2×Z2 ; ordre 5 :Z5 ; ordre 6 :Z6 ; ordre 7 :Z7 ; ordre 8 :
Z8, Z2×Z4, Z2×Z2×Z2 ; ordre 9 :Z9 ; ordre 10 :Z10 ; ordre 11 :Z11 ; ordre 12 :Z12, Z2×Z6.

Le théorème de classification assure que cette liste est complète et ne contient pas de doublons : pour
tout groupe abélienG d’ordre≤ 12 il existe un et un seul groupe dans la liste qui soit isomorphe àG.

Exercice 2.20.Les groupesZ×5 et Z×8 et Z×12 sont tous d’ordre 4. Pour chacun entre eux trouver le groupe
isomorphe dans la liste. Même question pour le groupeZ×13 d’ordre 12.

Exercice 2.21.Continuer la liste des groupes abéliens jusqu’à l’ordre 32 (ou plus loin si vous voulez).
Comment énumérer les groupes d’ordrepe où p est un nombre premier ? Comment le faire dans le cas
général d’ordrepe1

1 · · · p
ek
k ? À titre d’illustration, énumérer les groupes d’ordre 8000 à isomorphisme près.
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