Unsere Allergrof3ten, wie Archimedes, Newton, Gauf3,
haben stets Theorie und Anwendung gleichmaRig umfafit.
Felix Klein, Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt 5238

CHAPITRE IX

Le pgcd et I'algorithme d’Euclide-Bézout

Objectifs

Ce chapitre reprend I'arithmétique des nombres entiessamment I'algorithme d’Euclide et ses
nombreuses ramifications. C’est une relecture de I'awtfiopée sous un aspect algorithmique : structures
algébriques sous-jacentes, preuve de correction, andg/somplexité.

C’est aussi une étape charniere pour I'algebre, dortHesitres suivants traiteront différents aspects.
On parlera plus en détail des anneaux quoti@htsu chapitreX, de la primalité et de la factorisation
d’entiers au chapitr&I, on implémentera le corps des fractidsau chapitreXll, suivi de 'annealZli
dans le projeXll et des anneaux des polyndmes au chapithe

Implementation. —Afin de réaliser des implémentations complexes, songégtebuer le travail en
équipe puis a mutualiser vos solutions. Le but sera deirés fonctions d’intérét général dans le fichier
integer.cc commencé en chapitte Vous obtenez ainsi une mini-bibliothéque portant suithanétique
des entiers. Les implémentations continueront tout ag s chapitres suivants. Comme d’habitude il
convient de bien tester et commenter vos implémentatiastant plus en vue d’une réutilisation.
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Approfondissement. —t'annexelX résume brievement le vocabulaire des anneaux comnautptif
sera essentiel pour la suite. On saisit I'occasion de seettiguelques aspects algorithmiques et de préparer
ainsi nos futures implémentations d’anneaux plus gamnérLe projetX présente I'algorithme de Gauss-
Bézout pour la résolution de systemes d’'équatioreslire's suZ. On en déduit le théoreme des diviseurs
élémentaires et la classification des groupes abélirimsdnt engendrés.

1. Structure de 'anneauZ

1.1. Structure d’anneau factoriel. Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tauties
positif a s’exprime de maniére unique comme produit de nombres pramositifs :
a=2"2.3"%.5%.7"7... = |‘| p’p
p premier

avec des exposanty = Vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls. Pour le plus grand camm
diviseur (pgcd) et le plus petit commun multiple (ppcm) ottt alors

pgcda,b) = |—| pmin(ve(2),vp(b)) et ppcnia, b) = |—| pmaXvp(@).vp(b))
p premier p premier
Bien que ces deux formules soient importantes d’'un pointwethéorique, elles n’offrent pas de
solution efficace pour le calcul du pgcd ou du ppcm : pour o fikifaudrait d’abord factorisea et b.
Or, pour les grands entiers, la factorisation est un probl&rés dur, dont on ne connait pas de méthode

rapide (nousy reviendrons au chapilg. Heureusement pour le pgcd il existe un algorithme triéseefe,
l'algorithme d’Euclide, qui évite entierement le prebie de factorisation.
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152 Chapitre IX — Le pgcd et 'algorithme d’Euclide-Bézout

1.2. Structure d’anneau euclidien. Etant donnésa € Z etb € Z* il existeq,r € Z tels quea=bg+r
et|r| < |b|. Ceci est appelé ungivision euclidiennevec quotient) et rester. Le couple(q,r) n’est en
général pas unique : poar= 22 eth = 9, par exemple, on a= 2b+ 4 = 3b— 5. (On a toujours deux
solutions : I'une aveq = |§|, l'autre avecg = [ 2] ; elles coincident si et seulementtsilivise a dans
7 avec restg = 0.) Cette ambiguité n’est pas génante d’'un point de vuih@maatique, mais pour une
implémentation sur ordinateur il faut bien fixer un choixééisons d’abord les exigences générales.

Définition 1.1. SoitA un anneau commutatif. Urdbvision euclidiennaurA est la donnée

— d’une fonctionv: A — N vérifiantv(a) = 0 si et seulement si=0, et

— d’une applicatiod: Ax A* — Ax A, (a,b) — (q,r) telle quea=bg-+r etv(r) < v(b).
Dans ce cas on appelleun stathme euclidigret & unedivision euclidienn@ar rapport au stathme

Définition 1.2. Un annealA est diteuclidiens’il est integre et admet une division euclidienne.

D’apres ce qui précedé, est euclidien par rapport au stathm@) = |a|. Quant a la division eucli-
dienned, on a une infinité de choix possibles. Les conventions st@gsemblent les plus utiles : elles
choisissent les quotients= [g],q=[&|, a=[2], etq= | 2] respectivement.

Exercice/P 1.3.Pour les types entiers en C++ 'opératiarb donne[%‘], la partie entiere du quotient,
appelé quotient tronqué», ou encores arrondi vers zére. Par exemples/3 vaut 1 et 5%3 vaut 2, ainsi
que (-5)/3 vaut -1 et (-5)%3 vaut -2. Par conséquent le res&;,b est ou zéro ou du méme signe que
a. Cette convention a été adoptée également pour laeclasseger . Le vérifier sur des exemples.

Optimisation. — Tres souvent on veut calculer le quotientet le rester en méme temps. Bien sdr on
pourrait écrireq=a/b puis r=ajb, mais ceci effectue deux fois la méme division (expliqueanguoi).
Dans ce cas il est plus efficace de n’effectuer qu’une sevisiai euclidiennga, b) — (g,r) comme suit :

void tdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r )

{ mpz_tdiv_qr( q.get_mpz_t(), r.get_mpz_t(), a.get_mpz_t(), b.get_mpz_t( ); }

Integer tdiv( const Integer& a, const Integer& b )

{ return a/b; }

Integer tmod( const Integer& a, const Integer& b )

{ if( b == 0 ) return a; else return a%b; }

Au lieu des opérateurg et % on peut aussi utiliser deux fonctionsiiv et tmod. Ceci permet
de rectifier un petit défaut de I'opérateljr, & savoir quetmod (a,0) est toujours bien défini, bien que
tdiv(a,0) ne le soit pas. (Expliquer pourquoi c’est mathématiquemasonnable.)

Exercice/P 1.4.0n peut définir une deuxieme division euclidienne en dbsét 'unique coupléq,r)
aveca = bg+r et 0<r < |b|. Dans ce cas nous écrivogs= adivb etr = amodb; c’est la division
euclidienne aveteste positifusuelle en mathématique. L'implémenter sous la forme

void pdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer pdiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer pmod( const Integer& a, const Integer& b );
De la méme maniére on pourra définir et implémenter l&siia euclidienne aveeste regatif :

void ndiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer ndiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer nmod( const Integer& a, const Integer& b );
Indication. — Dans le souci d’efficacité on pourra commencer pé&iv(a,b,q,r) puiscorrigerq etr.
Vous pouvez aussi consulter la documentationiaigo gmp pour vous informer sur les fonction®iiv
et cdiv de la bibliotheque GMP.

Exercice/P 1.5.Une fagon économique de choiéq, r) est d’exigera = bq+r avec|r| < %|b| : C'est la
division aveaeste syratrique Veérifier qu’elleminimise|r|. Limplémenter sous la forme

void sdiv( const Integer& a, const Integer& b, Integer& q, Integer& r );

Integer sdiv( const Integer& a, const Integer& b );

Integer smod( const Integer& a, const Integer& b );
Remarque. —La définition laisse un choix seulement dans le cab et2n etr = +n. Afin de résoudre
cette derniere ambiguité, on pourra choisir 'uniquepe (g, r) avecq pair.
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62 — Le pgcd et 'algorithme d’Euclide 153

2. Le pgcd et I'algorithme d’Euclide
2.1. Definition du pgcd. Rappelons la définition du pged en di détail :

Définition 2.1. On dit qued divise adansZ, notéd | a, s'il existed’ € Z de sorte queld’ = a. On dit que
c est un diviseur commun dg, . ..,an dansZ si ¢ | ax pour toutk. On dit qued est unplus grand commun
diviseurdeay, ..., a, s'il est un diviseur commun et que tout autre diviseur comimdivise aussd.

Attention. — Le pgcd n’est pas unique : diest un pgcd dey,...,a,, alors—d en est un autre. Cette
ambiguité fait qu’il faut dire correctemenh pgcd et norle pged. Pour nos futures implémentations ceci
pose un probleme de spécification. Heureusement damsekai, I'ambiguité se limite au signe. On peut
s’en tirer en choisissaie pgcd positifpour pgcd préfére, ce qui rend la définition univoque.

Remarque 2.2. Le pgcd jouit des propriétés suivantes (les montrer) :
— Sia=bq+r alors pgcda,b) = pgcdb,r) carcla& clb<=c|b& cr.
— Pour touta € Z on a pgcda, 0) = pgcda) = |a.
— Onapgcdas,ay,....an) = pgcdaq, pgeday, . .., an)).
I suffit donc de savoir calculer le pgced de deux entiers.

2.2. L'algorithme d’Euclide. Rappelons l'algorithme d’Euclide comme il est typiquemientmulé
dans un cours d'algébré&tant donnés deux entiessb on construit une suite finiér;) de la maniére
suivante : comme valeurs initiales on poge= a etr; = b. Tant quer; # 0 on définitr;, 1 par une division
euclidienne;_1 = riqi +ri;1 avec|ri;1| < |ri|. Finalement, .1 = 0, donc la derniére division,_1 = rngn
est exacte. On vérifie aisement queest un pgcd da etb, donc|ry| est le pged positif cherché.

Pour I'implémentation il est inutile de stocker toute lasug,r1,...,rn; il suffita chaque moment de
travailler avec les deux derniers éléementg etr;. Voici un tel algorithmex prét a programmer :

Algorithme IX.1  Calcul du pgcd de deux entiers selon Euclide
Entree: deux entiera etb
Sortie: le pgcd positif dea etb

tant que b# 0 faire division euclidienndq,r) < &(a,b), puis affectem «— betb «—r
si a> 0 alors retourner a sinon retourner —a

Proposition 2.3. L’algorithmelX.1 est correct.

DEMONSTRATION. Notonsag = aethg = bles valeurs initiales, puig etby les valeurs des variables
aetb apres l&ieme itération.

Terminaison Soitv: Z — N un stathme pour la division euclidiendautilisée ici : par définition on a
v(bg) > v(by) > v(by) > .... Comme c’est une valeur dais ceci ne peut durer éternellement. On arrive
donc av(b,) = 0 apres un certain nombned'itérations.A ce moment-la la boucle s’arréte avac= 0.

Correction : Si a = bqg+r alors pgcda,b) = pgcdb,r). Autrement dit, le pgcd est préservé lors
de chaque itération de la boucle. Ainsi on obtient ggety) = pgcdas,b;) = --- = pgedan, b)) =
pgcdan, 0) = |an|. L'algorithme renvoie donc le pgcd cherché. O

Exercice/P 2.4.Implémenter une fonctiorinteger pgcd( Integer a, Integer b ). Motiver le
mode de passage des parametres. On souhaiterait nomtalEsged a la fin de sorte qu'il soit toujours
positif ou nul. Pour visualiser le comportement de cet athore et pour compter le nombre d’itérations
effectuées, vous pouvez faire afficher les calculs inéelimifes. Testez votre fonction sur des entiers de
plus en plus grands ; combien d'itérations faut-il enviton

Exemple 2.5. Calculer le pgcd da = 33!+ 1 etbh = 32!+ 1. Peut-on trouver aussi facilement le pgcd via
la décomposition en facteurs premiers ? Pour informal&snfactorisations sont

33!4+1=10100271674873811143446529175433 50989 67 et
32!+ 1=28894190494740737761146083652931: 2281

Justifier la supériorité de I'algorithme d’Euclide pappart au calcul du pgcd via factorisation.

MAE 22 juin 2009



154 Chapitre IX — Le pgcd et 'algorithme d’Euclide-Bézout

2.3. Analyse de complexi&. Rappelons que pouw,b vérifiant ler(a),len(b) < ¢ la division eucli-
dienne nécessite un tem@$/?) avec la méthode scolaire, voi@" (¢) avec des méthodes sophistiquées.
Par construction la suite des restes successifs vérifie- [ra| > --- > |rn| > |rhp1] = 0. Le codt total de
I'algorithme d’Euclide appliqué au couple, b) est donc d’ordré(n¢?), voire O* (n¢). Que peut-on dire
du nombren d’itérations nécessaires ?

Exercice/M 2.6. En utilisant la division euclidienne avec reste minimal,aom;1| < 1 |ri|. En déduire
quen < ¢, donc cet algorithme d’Euclide est de comple@?), voire O (¢£2).

Remarque2.7. Pour une analyse plus fine voir Gathen-Gerhdrt], [§3.3. Il se trouve que la complexité e3t(?)
méme avec la division scolaire. Darid], §11.1 vous trouverez un raffinement de complegité&(¢) seulement!

Exercice/M2.8. Expliciter une division euclidienng, b) — (g,r) qui maximiser|. L'algorithme d’Euclide aboutit-il
toujours a trouver le pged ? Quelle est sa complexité dapge des cas ? (Voieuclide.cc.)

Exercice/M 2.9. En utilisant pmod ou tmod , montrer queri,»| < 3 |ri| pour touti > 1. En déduire que
n < 2lenb) < 2¢, donc la complexité est au plus un facteur deux plus grant€c smod .

Exercice/M2.10 On peut expliciter le pire cas de I'algorithme d’Euclideligtint la division euclidienne avec reste
positif. La suite de Fibonacgify)ken est définie parfg = 1, f1 = 1 puis fy o = fyr1 + fk. Les premiers termes sont
1,1,2,3,5,8,13 21, 34,...
(1) Montrer que poua= f,, 1 etb= f, I'algorithme d’Euclide nécessite exactemaiitérations. Réciproquement,
si poura > b > 0 I'algorithme d’Euclide nécessiteitérations, alors > f.1 etb > fp.

(2) En déduire que I'usage demod est plus efficace quemod dans I'algorithme d’Euclide.

(3) Montrer la formule closdp = (A"ﬁl — A1) /V/5 avecAs = (1++/5)/2, et en déduire le théoréme de
Lameé : pour la division euclidienne avec reste positif lenboe d'itérations dans I'algorithme d’Euclide est
majoré par 5legp(b).

Exercice/P2.11 Un théoreme de Dirichlet affirme que deux entiarb « aléatoiresy sont premiers entre eux avec

probabilité 6717 ~ 60%. Pour vérification empirique vous pouvez &crire urggamme qui parcourta, b) € [1, N]]2

et compte les couples vérifiant pgegb) = 1. Que trouvez-vous poldt = 10 ?N = 100 ?N = 1000 ?N = 10000 ?
Analogie. —imaginez une« forét mathematique formée d’une infinité d’arbres tres fins, avec un arbref@a

chaque position du résedif dans le plarR?. Vous &tes & I'origine. Quelle fraction d'arbres voyemis ?

2.4. Bézout ou Euclideétendu. Rappelons une propriété principale de I'anngau
Proposition 2.12. Tout sous-groupe | d&Z,+) est de la forme & aZ pour un entier & Z.

DEMONSTRATION. Sil = {0} alorsl = 0Z et on prench = 0. Sinon on d # {0}, il existe dona@ € |
aveca # 0. On choisita avec|a] minimal. Comme-a € |, on peut supposer que> 0. Commel est un
sous-groupe, on a déja aZ. Réciproquement, poure | quelconque on consideére la division euclidienne
para: il existeq,r € Z tels quex = ga+r et|r| < a. Avecac | onaaussgac | etdoncr =x—qael.
Notre choix minimal dea veut dire qudr| < a n’est possible que pour= 0, doncx est un multiple de,
autrement dik € aZ. On conclut qué = aZ. O

Proposition 2.13. Pour tout couple gb € Z on a & + bZ = dZ ou d est un pgcd de a et b. |l existe donc
u,v € Z, appeescoefficients de Bézoutels que au- bv= pgcd a, b). Ces coefficients ne sont pas uniques :
les solutions endires de lequation aU+ bV = d sont donges par{ (u,v) + k(g, -8 keZ}.

DEMONSTRATION. Soitd un pged dea eth. Commed|a etd|b on ad|au+ bvpour toutu,v € Z, donc
aZ + bZ c dZ. D’autre part le sous-grou. + bZ est de la formeZ pour unc € Z. Commea,b € cZ
on acla etclb, il s’agit donc d’'un diviseur commun deeetb. Pour celui-ci on sait queld, autrement dit
CZ > dZ. On conclut que&Z + bZ = dZ comme énoncé. (Le reste est laissé en exercice.) O

Aprées avoir établi leur existence, il se pose la questatumelle de savoir comment trouver efficace-
ment des coefficients de Bézout. Dans un anneau euclidietispose de I'algorithme suivant :

Comme avant on construit une suite fiiig) commencant pary = a etry = b puisri;1 = ri_1 —rig
par une division euclidienne itérée. Parallelementasepio = (1,0) etwy = (0,1) puiswiy1 =W_1 — Qiwi.
On assure ainsi que = w; (§) pour touti. On arrive finalement &, = pgcda,b) et w, = (u,v) avec
rn = au+ bvcomme souhaité. Voici un tel algorithmeprét a programmer :
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§3 — Premiéres applications 155

Algorithme 1X.2  Algorithme d’Euclide-Bézout
Entr ée: deux entiersg etbg

Sortie: trois entierdd, u, v tels qued = agu+ bgv soit un pged dey etby
a u v a 1 0 - _ _
b s t) < (bo 0 1) /I Initialementa = agu+ bov et b = ags+ bot
tant que b # 0 faire
division euclidienngq,r) < d6(a,b)
a u v b S t ,
(b < t) — (r —a-gb u-gs v- qt) /I Préservea = agu+ bpv etb = ags+ bot

fin tant que
si a> 0 alors retourner a, u,v sinon retourner —a, —u,—v  // On renvoie toujours le pgcd positif

Exercice/M 2.14. Montrer que l'algorithmdX.2 est correctlndication. — Comme pour 'algorithme
d’Euclide on voit que l'algorithméX.2 s’arréte et trouve un pgcd dg et by. Pour les coefficients de
Bézout vérifier les égalitém = aguy + bovk etby = aps¢ + botk avant et apres chaque itération de la boucle.

Exercice/P 2.15.Afin d’optimiser on peut finalement remplacer le calculétélev ett pendant la boucle
par un seul calcul deapres la boucle. Prouver la correction de I'algoritHX.@ ci-dessus et I'implémenter
en une fonctionIinteger pgcd( Integer a0, Integer b0, Integer& u, Integer& v ).

Attention. —Les affectations matriciellesy sont une écriture commode qui ne se traduit pas litterafem
en C++ il faudra des variables auxiliaires pour ne pas éci@ss valeurs dont on aura encore besoin.

Algorithme IX.3  Algorithme d’Euclide-Bézout (Iegerement optimisé)

Entr ée: deux entiersy, bg
Sortie: trois entiersd, u, v tels qued = agu+ bgVv soit un pgcd dey etbg
a u a 1 L _ _
(b s) — (bo 0) /I Initialementa = apu etb = aps (mod byp)

tant que b# 0 faire
division euclidienndq,r) < d(a,b)

a u b s ; - -
(b S) — (r _a-gb u- qs) Il Préservea = apu etb = ags (mod byp)
fin tant que
si bg=0 alors v« 0 sinon v« (a—agu)/bg /I On sait quéyg divisea— agu sans reste

si a> 0 alors retourner a, u,v sinon retourner —a, —u,—v  // On renvoie toujours le pgcd positif

3. Premieres applications

3.1. Inversion dans I'anneau quotientZ,. Les anneaux quotien%/nZ interviennent dans nombre
d’'applications. On va utiliser I'écriture abréggg := Z/nZ qui est moins standard mais plus concise. (Si
les algorithmiciens la trouvent bien commode, les algiésila réservent pour un tout autre objet.)

Chaque entiea représente un élement ddhsvia I'application quotientt,: Z — Zn, a— m(a). Pour
les implémentations il est commode de prendre l'inteevfdln] := {0,1,2,...,n— 1} comme systeme
préféré de représentants. Airmgiétablit une bijection entré0,1,2,...,n— 1} etZ,.

Exercice/M 3.1. Montrer qu’un entiera représente un élément inversible défssi et seulement si
pgcda,n) = 1. Conclure en particulier qu&, est un corps si et seulemenisést premier.

Exercice/P 3.2.Ecrire une fonctionInteger inverse( Integer a, Integer n ) quirenvoie I'in-
verseu € [1,n] deamodulon lorsque c’est possible, et renvoie 0 sinon. Pour un traitepleis net du cas
non inversible, vous pouvez implémenter, si vous pefédeux fonctions

bool inversible( Integer a, Integer n )

bool inversible( Integer a, Integer n, Integer& u )
La premiére teste simplementzsest inversible modulq, la deuxieéme calcule parallelement I'inversde
alorsque c’est possibléndication. — Dans chaque cas on pourra adapter I'algoritt¥i8 sur mesure.
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156 Chapitre IX — Le pgcd et 'algorithme d’Euclide-Bézout

3.2. Le theoreme des restes chinoisSoienta et b deux entiers premiers entre eux, autrement dit
pgcda,b) = 1. Le théoréme des restes chinois affirme que pountaut Z le systeme

{xz y (moda)
x=z (modb)

admet une solutior € Z, et quex+ Zab est I'ensemble de toutes les solutions. Par exemple lemsgst’
X=7 (mod 8 etx=48 (mod 125 admet une unique solutione [0,1000, mais laquelle Evidemment
il est facile de trouvey etz a partir dex, mais comment retrouvera partir dey etz?

Théoreme 3.3(Théoreme chinois)Soit m,...,mg > 1 une famille d’entiers et soit i my - - - m leur
produit. Alors il existe un unigue homomorphisme d’anneBUXm — Zm, X - - X Zm,, & Savoir

D(7in(¥) = (T (%), -, T (X))

Si m et my sont premiers entre eux pour tout4 j, alors @ est un isomorphisme. Plus explicitement,
m=m/m= [1j- M est inversible modulo mil existe donc un ref@sentant pe [0, m[ de I'inverse de
m modulo m. L'application inverse dep est alors donée par¥: Zm, x -+ X Zm, — Zm

W (T (Y1), - - - Ty (Vi) ) = Tl (Y2ULI) A+ -+ ViU ) -

Attention. — Si les entiersmy,...,mg ne sont pas premiers entre eux, alors 'homomorphignexiste
toujours mais il n’est plus un isomorphisme. Le détailleup®: Z4 — Z, x Z, en explicitant image et
noyau. Montrer plus généralement qu'il n’existe pas dioonorphisme de groupes enfig etZ, x Z.

Exercice/M 3.4. Prouver le théoreme : montrer qdeest bien définie (existence) et qu'ici c’est le seul
homomorphisme d’anneaux possible (unicité). Les formpleur® et W sont explicites ; on peut donc
calculer directemer o ® et ® o W pour montrer que ces applications sont inverses 'uneuria

Exemple 3.5. Appliquons le théoréme pour résoudre le systeme stiivan

{x 18000  (mod 19687
X

13 (mod 17
Aveca = 19687 etb = 17 on trouve pgc@, b) = 1 avec des coefficients de Bézaut 1 etv = —1158.
On aab= 334679 ebv= —19686 etlau= 19687, et ainsi I'application inverse cherchée est ici

W(T(y), (2)) = Tapn(—19686/+19687%).

Poury = 18000 etz= 13 on trouve la solutior = —354092069. On réduit ensuite ce nombre modido
ce qui donnex = 332992. Vous pouvez finalement vérifier que y (moda) etx=z (modb).

A noter que malgreé la petitesse du nombre cherckd0,ab] le calcul provoque I'apparition d’'une
guantité mille fois plus grande. Ce phénomene est agsezrgl et montre que la formule explicitée dans
le theoreme n’est pas optimale pour le calcul : une impgl@m@tion maladroite de I'applicatio® peut
largement dépasser I'intervall®, m[. Soulignons donc qukapplication W est unique, mais léormule
explicitepour son calcul ne I'est pas! Il convient donc d’en dévelapme autre qui soit plus efficace.

3.3. Un ceveloppement plus efficaceNous donnons ici une démonstration alternative du #veer”
chinois qui reprend 'idée de numération en base mixt&teGgproche a le mérite de produire une formule
plus efficace. Rappelons que tout enier [0, myny - - - my[ s’€crit de maniére uniqgue comme

X= X1+ MXo +MMpX3+ -+ MMy - - - M1 Xk

avec dex chiffres» x; € [0,m;[. Ceci n’est rien autre que la numération dans la base motia&k par les
« poidsy my, mp, ... M. (Voir le chapitrell et 'annexdl.)

Comment trouvek tel quex=y; (modnmy)? Evidemment il faut posex; = y; modm,. Comment
satisfaire en plus & =y, (modnmy) ? Ici il suffit de résoudreg + mix2 =y» (modny), posons donc
X2 = [U2(Y2 — X1)] modmy, ou I'entieruy € [0, mp[ représente l'inverse dey modulom,. On peut ainsi
continuer a calculer un par un les coefficiexts<, . .., Xn :
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Théoreme 3.6.Soitm,....m¢>1 une famille d’entiers, premiers entre eux déwoteux. Soit e [0, M|
linverse de m...m¢ 3 modulo m. Etantdon@ yi, ..., Yk € Z I'algorithme suivant calcule I'unique entier
X=a € [0,my---m] de sorte que x y; (modmy), ..., X= Yk (modmy) :

X1 < Y1 modmy ai «— X1

X2 — [U2(y2 — a1)] modmy az — ay+mxp

X3 < [Us(y3 — @)] modmg ag < @+ MyMpXs

X — [Uk(Yk — &-1)] modm By — a1+ My M1

De plus, cet algorithme est le pléeonome possible dans le sens que tous les calculs iedéaires se
placent dans I'intervalld0, my - - - myJ.

Exercice/M 3.7. Prouver ce théoreme. Vérifier gquec [0, mi] et quea; € [0,my ---m[ par construction.
Il ne reste qu’a montrer les congruences souha#gesy; (modm;) pourj <i.

Exemple 3.8. Reprenons I'exemple précédent avee 19687,b = 17, doncu = 1. Poury = 18000 et
z=13 on calcule = u(z—y) modb = 16, puisx=y+ ar = 332992, ce qui est bien le nombre cherché.

Exemple 3.9.Pour son examen oral un étudiant X doit réunir deux exataina : Le professeur A ne
peut que tous les 12 jours a partir de lundi, ler janvier. lcégsseur B ne peut que les mercredis. Quelles
sont les dates possibles ? (Mous pouvez trouver la solutios sucune théorie, bien sdr. Il sera néanmoins
instructif de comparer votre solution avec les formuledessus en précisant les étapes du calcul.)

Remarque 3.10.Ce genre de calcul permettait aux généraux chinois derdbrer leur troupe, sans trop
d’efforts pour eux-mémes, en ordonnartrangez-vous 7 par 7, puis 11 par 11, puis 13 par 13, puis 17 par
17 ». Si cette anecdote est vraie on peut en déduire une bornienmaixdu nombre des soldats dans une
troupe, et une grande agitation pendant le dénombrement.

Exercice/P 3.11.Ecrire un programme qui lit un par un les couples,y1), ..., (M Yy). || S'arréte si
I'utilisateur entre la valeumy = 0 ou bien simy, mp, ..., M ne sont plus premiers entre eux. Autrement
il affiche I'unique solutiorx € [0,mymy - - - Mg [ vérifiant les congruences=y; (modm;) pour touti <Kk,
puis continue a demandémy, 1,Yk:1)-

Exercice 3.12.Une fermiere va au marché avec une charrette plein d’oeefsinistre de I'agriculture
(plus exactement son chauffeur) brlle un feu rouge et dasseles oeufs. Bien sir un fond de I'Union
Européenne est prévu précisement pour de tels acsiddatheureusement la fermiére, traumatisée par le
choc, se souvient seulement qu’elle avait essayé de raageeufs par,3,4,5, 6 et chaque fois il en restait
un, et qu’elle avait pu finalement les ranger par 7. Le mieistippose qu’elle avait moins de 600 oeufs,
ce qui est le plafond exigé par I'administration (dont onate les raisons). Les intéressés arrivent-ils a
remplir les formulaires nécessaires ? La fermiere comtiieeufs avait-elle ? Quel est I'age du chauffeur ?
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Une astuce qui sert plus qu’une fois est une théorie.
anonyme

COMPLEMENT IX

Le vocabulaire des anneaux

Le bref résumé qui suit est une invitation a relire votoeirs d’algebre. Pour notre propos I'exemple
phare est 'anneald des entiers et I'algorithme d’Euclide. Avant tout nous gssans donc d’approfondir
la notion d’anneau euclidien introduite &h.2 au début de ce chapitre. En méme temps il semble utile de
rappeler les notions de base afin de fixer le vocabulaire desaam commutatifs, surtout de la trilogie des
anneauweuclidiens, principaux, factoriel€eci servira a mieux situer le cas particulieet de préparer de
futures implémentations d’anneaux plus généraux.

Sommaire

1. Anneaux et corps.1.1. Anneaux. 1.2. Divisibilité. 1.3. Homomorphismes4.1déaux.
2. Anneaux euclidiens.2.1. Stathmes euclidiens. 2.2. Le stathme minimal.

3. Anneaux principaux. 3.1. Motivation. 3.2. Aspects algorithmiques.

4. Anneaux factoriels. 4.1. Factorisation. 4.2. Aspects algorithmiques.

1. Anneaux et corps
1.1. Anneaux. Commencons par le tout début (ou presque) :

Définition 1.1. UnanneauA, +, -) est un ensembl& muni de deux applicationBaddition +: Ax A— A
et lamultiplication-: Ax A— A, de sorte quéA, +) soit un groupe abélien, qy#\ -) soit un monoide, et
que la multiplication soit distributive sur I'addition. ldistributivité veut dire que pour touty,z€ Aon a

X-(y+2) = (x-y)+(x-2),
(X+y)-z=(X-2)+(y-2).

On note 0= 0a I'€lément neutre pour I'addition et 14 I'€lément neutre pour la multiplication; ils sont
uniguementdéterminés par la structure d’anneau. Oreepig 1 0 pour exclure le cas dégéné&é- {0}.

Remarquel.2 La distributivité implique pour touhd € Aquea-0=a- (0+0) =a-0+a-0donca-0=0. De la méme
maniérea- (—1)+a=a-(—-1)+a-1=a(-1+1) =a-0=0donca- (—1) = —a. Deméme Oa=0et(—-1)-a= —a.
Définition 1.3. Un anneayA, +, -) est ditcommutatifsi la multiplication- est commutative.

Sauf mention du contraire nous supposerons dans la suitegi@eneaux considérés sont commutatifs.

Exemplel.4. Voici quelques exemples d’'anneaux : I'anneau des entiet§,7h; les entiers modulm, notéZy ; les
nombres rationnel§), réelsR, complexesC, tous avec leurs opérations usuelles. Les nombres naftiralec leur
addition et leur multiplication usuelles ne forment pas oneau cafN, +) n’est pas un groupe.

Exemplel.5. Si(A)ic estune famille d'anneaux, alors leur produit cartégien[];c; A est un anneau pour I'addition
(&@)iel + (by)icl = (aj+by)ic etla multiplication(a )ic - (bi)iel = (& - by)ier- Dans le cas d’une famille finie d’anneaux
Aq,...,An0n écritaussA = A1 x --- x Ay pour leur produit cartésien.

Exemplel.6. SiAestun anneau, on peut construire 'anndgXi des polyndmes en une variatdex coefficients dans
A. (Le chapitreXIll présentera un développement détaillée.) Cette cartgtrupeut étre itereeA[X,Y] = A[X][Y] est
I'anneau des polyndmes en deux variabl¥,Y,Z] = A[X,Y][Z] est I'anneau des polyndmes en trois variables, etc.

Définition 1.7. Un sous-annead’un anneauA, +, -) est une parti® C A telle que(B,+) soit un sous-
groupe dgA, +) ainsi qui(B, -) soit un sous-monoide dé, -). Dans ce caéB, +, ) est un anneau pour la
restriction de I'addition et de la multiplication.
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Remarquel.8 Si (Bj)ic| est une famille de sous-anneaux d’un ann&aalors l'intersectiorB = ¢, B; est un sous-
anneau dé\. Attention. —La réunion de sous-anneaux n’est en général pas un so@sa

Définition 1.9. SoientA un anneauB C A un sous-anneau &C A une partie quelconque. On nd¢g
le plus petit sous-anneau decontenanB et S, appeléanneau engenérpar SsurB.

Exemplel.10 DansC on noteZ|i] I'anneau engendré pasurZ. Montrer quéeZ[i| = {a+bi | a,b e Z}.
Exemplel.11 DansR on noteQ[v/2] I'anneau engendré par2 surQ. Montrer queQ[v/2] = {a+bv2|a b€ Q}.

Trés souvent on veut conclure gale= 0 impliquea= 0 oub = 0. Cette propriété ne fait pas partie
de la définition d’anneau, et elle n’est pas vérifie daggpar exemple.

Définition 1.12. On noteA* = A~ {0} I'ensemble des éléments non nuls. Un élémeert A* est un
diviseur de &ro s'il existeb € A* tel queab= 0. L'anneauA estintegres’il n'admet pas de diviseurs de
zéro, c’est-a-dire ab= 0 impliquea = 0 oub = 0. Autrement ditA est integre s{A*,-) est un monoide.

Exemplel.13 L'anneauZ est integre. L'anneaid,, est integre si et seulementrsest premier.
Exemplel.14 Dans un anneau integre tout sous-anneau est integre.riicupar Z[i] C C est intéegre.
Exemplel.15 Un anneau produih = A; x --- X Ap avecn > 2 n'est jamais intégre. (Pourquoi ?)

Définition 1.16. Un élémentu € A est ditinversibles’il existev € A de sorte queiv= 1. On noteA* le
groupe multiplicatif des éléments inversibles dAn®©n dit queA est uncorpssi A* = A*, c’est-a-dire si
tout élément non nul admet un inverse. AutrementAlgst un corps (A", -) est un groupe.

Exemplel.17. Bien strQ, R etC sont des corps, & ne I'est pas Z* = {+1} differe deZ* = Z . {0}. Les éléments
deZ; correspondent aux entiers qui sont premiers avetZp est un corps ssi est premier.

Exercicel.18 Un anneau integre firh est un corpsindication. — Poura € A* la multiplicationx — ax définit une
applicationy,: A — A. Montrer qu’elle est injective, puis bijective. Conclure.

Deéfinition 1.19. Le groupeA™ agit naturellement suk via la restrictionA™ x A — A de la multiplication.
Deux éléements, b € A sontassoceés notéa ~ b, s’ils sont dans la méme orbite sous cette action, c'est-a
dire s'il existeu € A* tel queua= b. (Vérifier qu'il s’agit d’'une relation d’équivalence.)

Exemplel.20 DansZ on aZ* = {£1}, donca et —a sont associés. Dans chaque classe d’élements assuciés
distingue ici un élement préféré : 'unique élémeon négatif. Par exemple, pour calculer le pgcd de deux nesnb
entiers, on préfere le pgcd positif. Pour le moment ceesngu’une convention pour rendre le pgcd unique.

Exercicel.21 Sia~ balorsa|betb|a. Dans un anneau intégre on a aussi la conclusion réciproqu

1.2. Divisibilité. Bien connue des entiers, la notion de divisibilité se n@tmnaturellement dans la
théorie des anneaux :

Définition 1.22. On dit quea divise bdansA, notéa | b, s'il existec € A de sorte quac= b. On dit que
c est un diviseur commun da, ..., Xy dansA si c | x; pour touti. On dit qued est unplus grand commun
diviseurdexa, ..., X, s'il est un diviseur commun et que tout autre diviseur commdivise aussd.

Exercicel.23 La divisibilite a | b définit un ordre partiel suh, dont 1 est un plus petit €lément et O est le plus grand
élément (le vérifier). Les éléments inversibles som@totement les diviseurs de 1. Dans un anneau ing&gbeetb | a
entrainea ~ b (le vérifier). Dans ce cas les pgcd xig. . ., X, Sont associés entre eux.

On connait les notionsr éductibleet premierde I'anneauZ, ou elles coincident. Pour un anneau
général il faut les distinguer par une définition précis

Définition 1.24. Un élément € A estirr éductiblesi a = bcentraine olb € A* ouc € A*.
Définition 1.25. Un élémentp € A estpremiers’il n’est pas inversible et 9 | abentrainep| aou p | b.

Exercice1.26 Par définition un €léement irréductible n’est ni nul nivémsible. (Relire la définition.) Par contre,
I'element O peut étre premier (expliciter sous quelladiton exactement). Lirréductibilité deveut dire quea n’ad-
met pas de facteurs non triviaux :tsj a, alorsb ~ 1 oub ~ a. Montrer qu’un €léement premier non nul est irréductible
(La réciproque est fausse en générale, voir I'exer4iég

MAR 22 juin 2009



81 — Anneaux et corps 161

1.3. Homomorphismes.Comme pour tout objet algébrique, la notion d’homomonplagst primor-
diale pour la théorie des anneaux.

Définition 1.27. Un homomorphismentre deux anneaux unitairdset A’ est une applicatiog: A — A’
vérifiant¢ (a+b) = ¢ (a) + ¢ (b) pour touta,b € A, ainsi quep (a-b) = ¢(a)- ¢(b) etp(1) =1.

Exemplel.28 Pour tout anneaA I'identité ida est un homomorphisme. $i A— Betg: B — C sont des homomor-
phismes d’anneaux, alors leur compogee : A — C est un homomorphisme d’anneaux.

Remarquel.29 SiB C A est un sous-anneau, alors I'inclusiBr— A est un homomorphisme d’anneaux.

Remarquel.3Q Soit¢: A— A" un homomorphisme d’'anneaux. Alors pour tout sous-anifBedeA, I'image @(B)
est un sous-anneau #é Pour tout sous-annedi deA', I'image réciproquap—1(B') est un sous-anneau ée

Définition 1.31. Unisomorphismel’anneaux est un homomorphisme bijectif.

Remarquel.32 Un homomorphisme d’anneayx: A — A’ est un isomorphisme si et seulement s'il existe un homo-
morphisme d’'anneau: A’ — Atel queo¢ =ida et o = id,. (Le montrer.)

Exemplel.33 La projection canoniqu& — Z, est un homomorphisme surjectif mais non injectif (pourva ioped).
L'inclusion Z — Q est un homomorphisme injectif mais non surjectif.

Exemplel.34 Pour toute pairen,n € Z il existe un unigue homomorphisme d’anneguxZmn — Zm x Zn. C'est un
isomorphisme si et seulementsietn sont premiers entre eux. (Le montrer.) Dans ce cas on ohfieisomorphisme
des groupes multiplicatif¢ ™ : Zxy, — Zpy X Z5 .

1.4. Idéaux. Apres les homomorphismes il est naturel de regarder besuixl ¢

Définition 1.35. Pour un sous-ensemble_ A on définitAl := {ax| a< A,x e |}. Unidéal | est un sous-
groupe additif deA tel queAl =1, c’est-a-dire pour toud € Aetx €| on aaxe l.

Exemplel.36 Pourx € Al'ensemble(x) = Ax= {ax|a € A} est un idéal, dit I'idéaprincipal engendré pax. Plus
généralement toute familla, ..., xn € Aengendrent un idédk,...,xn) :={a1Xy +--- +anXn | & € A}, et tout sous-
ensembleX C Aengendre un idédX) := {Y ajx | a € A,x € X}. (Vérifier qu'il s’agit d’idéaux.)

Exemplel.37. Lidéal (0) est réduit a I'element 0. L'idédll) est I'annealA tout entier. Il se peut que ce soient les
seuls :A est un corps si et seulement(6) et (1) sont les seuls idéaux daAgle montrer).

Exercicel.38 Toute question de divisibilité se reformule en terme e&idx. Veérifier par exemple que| b équivaut
a(b) C (a). Ensuite montrer qud est un pgcd deg, ..., X, si et seulement gid) est le plus petit idéal principal qui
contienng(xy, ..., Xn). Formuler puis montrer un énoncé analogue pour le ppcm.

Proposition 1.39. Pour un homomorphismg: A — A’ on noteker(¢) := {a€ A| ¢(a) = 0} sonnoyau
Il s’agit d’'un idéal de A. Rciproquement tout &hl | de A donne lieé un anneau quotient /A tel que la
projection canoniquer: A— A/l soit un homomorphisme d’anneaux awex(m) = I.

Exercicel.40 SoitAun anneau dtC Aunidéal. Alors la projection canonique A— A/I établit une bijection entre
les ideauxJ contenant et les idéaux de 'anneau quotieitl, définie pard — J/I. Montrer ainsi que les idéaux de
'anneauZm = Z/mZ sont de la forme&Z,/mz oun modm. Expliciter le treilli des idéaux d&j.

Définition 1.41. Unidéall C A est ditpremiersi A/l est integre, etnaximalsi A/l est un corps.

Remarquel.42 Autrement dit, un idéal C A est premier si et seulemein# A etabe | impliqgueac | oubell.

Si A/l est un corps, alors en particuligy| est intégre, donc tout idéal maximat- A est premier.

Si A/l est un corps alors ses seuls idéaux sontA)yetLes seuls idéaux d& contenant sont dond etA. Ceci
implique quel est maximal si et seulement si tout id8alérifiantl c J C A est soit] = | soitJ = A.

Théoréme 1.43.Tout homomorphismé¢: A — A’ factorise de maire unique comme = (¢ par la
projectionrt: A— A/ker(¢), un isomorphisme: A/ker(¢) — im(¢), et 'inclusion: : im(¢) — A

Exemplel.44 Tout anneatA admet un uniqgue homomorphisnpe Z — A. (Le construire.) Son image est le plus
petit sous-anneau dke (Pourquoi ?) Son noyau Ker) = (n) est engendré par un certain entier 0. On appellen la
caractéristiquede I'annealA. Ainsi tout anneau de caractéristiqueontient donc un sous-anneau isomorplig a
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2. Anneaux euclidiens

2.1. Stathmes euclidiensLes notions de division euclidienne et de stathme euclidiegté précisées
dans la définitionl.1 du chapitrelX. Pour un stathme donn&: A — N il existe en général plusieurs
divisions euclidiennes possibles ; pour une implémemnidatifaut donc spécifier laquelle on choisit.

Exercice2.1 Soitv: A — N un stathme euclidien ; on fixe deux applications,died: A x A* — A de sorte que le
quotientq = adiv b et le rester = amodb satisfasserd = bg+r et v(r) < v(b). Bien que commode, la donnée de
deux applications div et mod est un peu redondante : explicprement définir mod a partir de div, et réciproquement
comment définir div a partir de mod (dans un anneau injegre

Exercice2.2. Dans ce cours nous considérons des stathmes euclidietsuas/dan®N. Apres réflexion, on n'utilise
que I'ordre sulN. Essayons donc de dégager les propriétés nécessaireBgbgorithme d’Euclide :

Soit N un ensemble muni d’'une relation d’ordretel que toute partie non vid® C N admette un plus petit
éléement. Dans ce cas on dit g{i¢, <) est unensemble bien ordonn®ontrer que toute suite décroissante> np >
nz > ... dansN est forcement de longueur finie. Dé&finir ce qui est un aneealidien avec stathme: A — N. Vérifier
que l'algorithme d’Euclide reste correct dans ce cadretg#isé. Pour un exemple non trivial, regarder I'anneau
A =17 x 7 avec le stathme: A — N?, v(a,b) = (|a,|b|). Ici il convient de munimN? de I'ordre lexicographique.
Verifier queA admet une division euclidienne par rappost.{Avouons queéA est facile a construire mais il n’est pas
integre, il n’est donc pas euclidien dans le sens de laitiéfirusuelle. Il existe aussi de tels exemples integres.)

2.2. Le stathme minimal. Si A est euclidien, le stathme: A— N n’est pas unique : par exemple on
peut le composer avec une applicatpnN — N, ¢(0) = 0, @ strictement croissante. Par contre on peut
s'intéresser au plus petit stathme euclidien&sur

Exercice2.3 SoitA un anneau euclidien. On définit A — N par u(x) = miny v(x) ou v parcourt tous les stathmes
euclidiens suA. Montrer queu est un stathme euclidien.

Exercice2.4. Un corpsK est-il un anneau euclidien ? Est-ce que toute fonctioi — N, avecv(a) = 0 ssia= 0,
est un stathme euclidien ? Quelle est donc le plus petitra@tuclidien suK ? Réciproquement, un anneau avec un
stathme euclidien qui ne prend que deux valeurs, est-il grscd

Exercice2.5. Méme pourZ la valeur absolua — |a| n’est pas le seul stathme intéressant. Rappelons qué&lenN
associe a chaque entiefa longueur de son développement binaire, c’est-a-éina 1= min{¢ € N | |a| < 2}, donc
len0=0 et ler{a) = 1+ |logz |a|| poura# 0. Montrer que len est un stathme euclidien Burpour touta etb # 0
dansZ il existeq,r € Z tels quea= bg+r et lenr) < len(b). Prouver gu'’il s’agit méme du stathme minimal.

Exercice2.6. Le stathme euclidien minimal est canonique dans le senkrutiépend que de la structure d’anneau.
Soit A un anneau integre. On définit une famille croissafige- A; C Ay C --- C A comme suit. On pos8g = {0}
puis par récurrenc8, = A,_1U{a€ A| aA+ A,_1 = A}. On constate par exemple gage = {0} UA*. Montrer que
Aest euclidien si et seulement&i= [JAn; dans ce cas la fonction: A— N définie paru(a) = min{ne N|ac Ay}

est le stathme euclidien minimal sér

Exercice2.7. Outre son intérét theorique, le stathme euclidien matiassure un fonctionnement efficace de I'algo-
rithme d’Euclide ; il évite en particulier la pathologien@ntrée dans I'exercic2.8 du chapitrelX. Montrer que le
stathme euclidien minimal a d’autres propriétés sympathiques :

(1) Onapu(a) =1 si et seulement siest inversible. Sii(a) = 2 alorsa est irréductible.

(2) Pour touta,b € A" on ap(ab) > u(a), avec égalité si et seulementosést inversible. (facile)

(3) Pour touta,b € A* on a mémeu(ab) > p(a) + p(b) — 1. (plus fort mais plus difficile)

(4) Soitd une division euclidienne par rapport au stathméia = bgalorsd(a,b) = (g, 0).
Rappeler que ce sont des propriétés bien connues desisetaduclidiens raisonnables surZ.

Exercice2.8. On rappelle quéd — |b| est un stathme euclidien sr A titre d'avertissement regardons Z — N
définie parv(b) =b sib > 0, etv(b) = —2b si b < 0. Montrer que c’est un stathme euclidien, mais aucune des
proprietés sympathiques énoncées dans I'exercieecpient n’est vérifiee. Ceci souligne que nous avonsinteret
d'utiliser le stathme minimal, ou au moins d’exiger cer&simle ses propriétés.

Pour une discussion approfondie d’anneaux euclidiengssaolutions aux exercices précédents, nous
renvoyons a l'article de P. Samudlbout Euclidean Ringslournal of Algebra 19 (1971), pages 282-301,
dont leg4 traite du stathme euclidien minimal.
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3. Anneaux principaux

3.1. Motivation. Etantdonnée une famille d’élemets. .., a, € Aetb € Aon considére I'équation
;X1 + - - - + anXn = b. On veut savoir si elle admet une solutipq, ..., xn) € A" et on souhaite en trouver
une le cas échéant. Plus généralement on voudraitreéoutes les solutions en terme d’une solution
particuliere et une famille engendrant toutes les sahstiu probleme homogeagx; + - - - + apXny = 0.

Remarque3.1 Supposons que notre anneaadmet une solution algorithmique a ce probleme. Dans s@ggeut
en particulier déterminer & appartient a I'idéalay, . ..,an). On peut ainsi déterminer : aiest inversible dana, ce
qui équivaut a ¥ (a); si a est divisible paib dansA, ce qui équivaut @ € (b) ; si a,b sont associés das ce qui
équivaut §a) = (b), c'est-a-direa € (b) etb € (a). La liste des applications est longue. ..

Un cadre adéquat pour traiter les équations linéairesles anneaux principaux :

Définition 3.2. Un idéall C A estprincipal s'il est engendré par un seul élément, c’est-a-direlquda)
pour un certaira € |. Un annea est ditprincipal s'il est integre et tout idédldansA est principal.

Exercice3.3. Onavu que I'anneald est principal. L'anneal[X] des polyndmes s, par contre, n'est pas principal :
I'idéal (2,X) par exemple n'est pas principal.

Exercice3.4. Veérifier que dans un anneau principbést un pged deq, . .., X, Si et seulement sd) = (xg,...,%n). En
déeduire une identité de Bézout. Si 'anneau n’est pascjpal, la situation se complique : Daf$X], montrer que 1
est un pged de 2 ef, mais(1) C (2,X). Dans un tel cas il est inutile de chercher des coefficienB&ai®ut.

Exercice3.5. Montrer que tout anneau euclidien est principal, en s’iesytide la preuve que nous avons vue gour

Remarques.6. Légérement plus généraux que les anneaux euclidiensnineaux principaux forment une classe plus
grande mais encore bien maniable. Il existe des anneaugigmink non euclidiens, par exemple le fameux anneau
Z[v/—19], mais une analyse détaillée nous entrainerait trop loin

3.2. Aspects algorithmiques.Comme dans le cas euclidien, une implémentation d’un anpea-
cipal nécessitera une fonction concréete pour les coeffiside Bézout. Voici une formulation précise :

Définition 3.7. SoitA un anneau. Unonction de Bzoutest une applicatioi: Ax A— Ax A, (a,b) —
(u,v) telle queau+ bvsoit un pged de etb.

Remarque3.8 Sur un anneau principal il existe toujours des fonctions @eoat. Comme on a vu dans le ¢agl est
illusoire d’espérer unicité ; le mieux que I'on puisseréagst d’en choisir une selon le contexte. Apres I'existeie
vrai probleme est le calcul efficace : étant doifaé) dans un anneau principal, comment trouver des coefficients d
Bézout ? Heureusement cette difficulté disparait danadesuclidien :

Exercice3.9. Si A est euclidien, montrer que I'algorithme d’Euclide étemni@dinit une fonction de Bézout.

Exercice3.10 Etant donné une fonction de Bézout #ymontrer que tout idéal finiment engendréAlest principal.
(A priori il peut y avoir de méchants ideaux qui ne sont pasifent engendrés, et donc non principaux. On exclut cette
pathologie en exigeant quesoit noethérien)

Exercice3.11 L'équationaix; + --- + anXn = b admet une solution si et seulement si I'idéai,...,an) contient
I'elementb. Pourn = 1 il s’agit de tester la divisibilite db para; ; calculer la solutiorx; revient a diviselb para;.
Pourn= 2, supposons qu&est principal avec fonction de BézqBit Expliciter un algorithme pour résoudre I'équation
a1X; + axXe = b. Esquisser un solution du probleme génésad + - - - + anxn = b (par récurrence).

Remarqued.12 Le traitement algorithmique d’ideéaux dargX] etK[X,Y], voire danK[X,...,Xn], est un probleme
assez profond, et hors de la portée de ce cours. Il en existsalution via ledases de Grobnegt les algorithmes
associés. Si cela vous intéresse, lisez le premier chaggiSome Tapas of Computer Algel&dité par A.M. Cohen,
H. Cuypers et H. Sterk (Springer-Verlag, Berlin 1999).

Exercice3.13 Dans tout anneaf on a les équivalencestest premier= I'idéal (a) est premier= A/(a) est integre.
DansZ par exemple est premier ssz./(n) est integre. Dans ce c&g'(n) est méme un corps (rappeler pourquoi). On
conclut que(n) est méme un idéal maximal. Ce phénomeéne n’est pas unchasa

Exercice3.14 Pour un élémerd # 0 d’'un anneau principa sont équivalents : I'eléemeiatest irréductible= I'idéal
(a) est premier= l'idéal (a) est maximal. Expliquer en rétrospective pourquoi daes ne voit pas certaines subtilités,
qui risquent de se produire dans des anneaux plus généraux
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Complément IX — Le vocabulaire des anneaux

4. Anneaux factoriels

4.1. Factorisation. Au début du chapitre on a mentionné la structure facterg 'anneal.. Dans
un cours d’algebre on en extrait I'abstraction suivafiant donné une partie C A on noteNP) I'en-
semble des fonctions: P — N a support fini, c’est-a-dire qug, = 0 pour toutp € P sauf un nombre fini.
Cette précaution permet de définir 'applicatidp: A* x N(P) — A* parMp(u,v) = u- Mpep PP A noter
gu'il s’agit bien d’un produifini, bien que I'ensemblB puisse &tre infini.

Définition 4.1. Une structure factoriellesur un anneald\ est une partie® C A telle que I'application
Mp: A% x N(P) — A* soit une bijection. Dans ce cas I'application invelﬂ{e1 est appelée l&actorisation
par rapport &. Un anneau est dftictoriel s'il admet une structure factorielle.

Un anneau factoriel et forcément integre. En générpeilt etre difficile a déterminer si un anneau
integre donné est factoriel ou non. Pour les anneauxdiank ou principaux, par contre, la question devient
facile. Si vous I'avez déja vu dans votre cours d'algébssayez de redémontrer le théoréme suivant :

Théoreme 4.2. Tout anneau euclidien est principal. Tout anneau princigstlfactoriel.

Exercice4.3. En déduire en particulier que I'anneduest factoriel, comme énoncé au début de ce chapitre. IRour
structure factorielle on choisit typiqguement I'ensemkds dombres premiepositifs (Vérifier que I'on pourrait aussi
choisir des signes differentsftention. —On pourrait &tre tenté de prendre la factorialit€Zdeomme une évidence.
Ce n’est pas du tout le cas. On explicitera un anneau norrielgdus bas.

Exercice4.4. SoitAun anneau avec une structure factoriell&/erifier quelp: A* x N(P) — A* est un isomorphisme
de monoides. (Rappeler d'abord les lois Atir< N(P) et surA*.) Montrer qu’une structure factorielle C A consiste
d’élements irréductibles. Chaque élement irrétiletde A est associé a exactement un éléemenPdainsi P est un
systeme de représentaniss éléements irréductibles de

Exercice4.5. Veérifier que pour toute application: P — A* I'ensemblesP = {g(p) - p| p € P} donne également une
structure factorielle. Réciproquement,Pset P’ sont deux structures factorielles shiralors il existes: P — AX de
sorte queé®’ = eP. Conclusion : s'il existe une structure factorielle Alelle est essentiellement unique (a multiplication
par des inversibles pres).

Exercice4.6. Dans beaucoup d’anneaux qui apparaissent dans la natstdaten-unicitéde la factorisation qui
empéche la factorialité, c'est-a-dire qlie est surjectif mais non injectif. Vous rencontrerez de telsemux dans
votre cours d'algebre. En voici un exemple simple : les potyesp € R[X] vérifiant p’(0) = 0 forment un sous-
anneauA C R[X]. Les polyndmesX? et X2 sont irréductibles dans. (Pourquoi?) Par conséquexf admetdeux
factorisations distincteen facteurs irréductibles dansa savoirx® = X2X?x? et X6 = x3x3,

Exerciced.7. Montrer le lemme d’Euclide dans un anneau factoriel : si pgdg) = 1 etb | ac, alorsb| c. En déduire
tout element irreductible est premier. Sans factdgall n'en est rien : dans I'anneaide I'exemple précédenX? est
irreductible mais non premier : on¥%Z|X3X3 sans quex?|X3. De mémex3|X2x* sans quéx®|X? ou X3|x%.

Exemple4.8. Remarquons finalement q@&,/—5] est intégre mais non factoriel : on peut vérifier que 3 £t,2—5
sont irréductibles, et que9 3-3 = (2++/-5)- (2—+/-5) sont deux décompositions distinctes. On voit dans cet
exemple que les éléments irréductibles 3 £tyZ—5 ne sont pas premiers (le détailler).

4.2. Aspects algorithmiques.Supposons quA admet une structure factoriele 1l est en général
facile d’evaluer I'applicatiormp: A* x N(P) — A* car il ne s’agit que des multiplications. Par contre,
I'application inversel ,;1: A* — A x N(P) peut étre trés difficile & calculer sur des exemples ata¢iOn
verra que c’'est déja tres dur dans I'ann&ayprobleme qui nous occupera dans le chapfire

Exercice4.9. Veérifier que dans un anneau factoriel les formules dona&etebut du chapitre,

pged(u |—| p(P |—| pV’<p)) — |—| pmin(v(p).V'(P) gt

ppem(u[] pPu [ p” () = [ PV PV (P),
définissent bien un pgcd et un ppcAinoter en particulier que le choix d@ spécifie un pged et un ppcpréferée
et enléve ainsi I'ambiguité notoire dans la définitidnrdpged et d'un ppcm. Plus généralement, on peut définir
pref: A* — A* par prefu[] p*(P)) = 1p*(P) ce qui choisit un représentant préféere dans chaqueeldélements
associés. Cette construction a le bon goQt d'étre nidéfive, prefxy) = pref(x) - pref(y).
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The source of all great mathematics is the special case,dherete example.
It is frequent in mathematics that every instance of a conaepeemingly
great generality is in essence the same as a small and censpetcial case.
Paul Halmos| Want to be a Mathematician

PROJET IX

L'algorithme de Gauss-Bézout et les diviseursglementaires

Objectif. Nous souhaitons résoudre syseme déquations ligairessur les entiers :

apXgtapXo+---+amXn = Y1
QXptapXo+---+anXn = Y2
AmiXy +amXe + -+ amr¥n - = Ym

Ici les coefficientsy; ety; sontdes entiers etl'on cherche les solutigréisyalement dans les entiers. En
algebre linéaire on développe la théorie de ces sys$esur un corpK, et on apprend certaines méthodes
pour leur résolution, notamment la méthode de Gauss leg@péus bas. Dans notre situation nous devons
adapter cet algorithme pour tenir compte du fait que I'onuisge pas toujours diviser par un piegt On
verra comment I'algorithme d’Euclide-Bézout résout celjjeme. Cette observation aboutit au théoreme
des diviseurs élémentaires et sa version effectivegdidhme de Gauss-Bézout. Ce résultat classique est
déja tres intéressant en lui-méme, et il résout etiquaier notre systeme d’équations linéaires.

Remarquons en passant que le théoreme des diviseursrétéires sera tout aussi intéressant a plus
long terme car il se généralise a tout anneau euclidie@mment 'anneau des polyndmE$sX] sur un
corpsk, ou plus généralement a tout anneau principal. Commécagipn importante on en déduira la
classification des groupes abéliens finis, ou plus gésr@ent des modules finiment engendrés sur un
anneau principal. Ne vous inquiétez pas si ces termes repanent pas encore pour le moment : c’est
juste le vocabulaire général pour les observations que dégagerons ici sur 'anneau des entiars

X = (Xj)j=1...n €Y = (¥i)i=1...m permettent d’écrire notre systeme plus succinctememnoeAx = y.
Ayant fixé la matriceA € Z™" et le vecteury € Z™, il s’agit de trouver les solutions € Z" vérifiant
Ax=y. C’est bien plus qu’une notation commode : cette strudomates données est le point de départ de
tous les algorithmes pour la résolution de systemesiliag.

Remarquons d’abord que le probléme devient trivial si l&riteA estdiagonale c’est-a-direajj =0
pour toute paire d’'indicess# j. Dans ce cas nos équatiomsg = y; sont découplées les unes des autres,
ce qui rameéne le calcul a I'anneau de bsel’existence d’une solutiow; € Z revient & une question de
divisibilité a; | yi, et dans le cas favorable I'unique solutionxest y; /a;i.

Signalons quelques cas exceptionnels évidents; Siy; = 0, alors on a biemy; | y; et toutx € Z
est solution de I'equatior; x; = y;. De maniére analogue, Bi < n, alors les variablegmn.1,...,X, € Z
peuvent étre choisies arbitrairement. Dans le cas coatrai- n notre systeme diagonal admet une solution
seulement si les coefficienyg, 1,...,ym € Z s'annulent. (Le détailler.)

Dans le cas général I'idée est de se ramener a un systgenal, en passant de la matrice donnée
A a une matrice diagonale = SATou SetT sont des matrices inversibles, ditestrices de passage
L'algorithme de Gauss-Bézout nous permet de calculer kiestmatriceD, Set T, et le theoreme des
diviseurs élémentaires affirme que la matrice diagoBadst unique dans un certain sens.

Sommaire

1. Lalgorithme de Gauss-Bezout. 1.1. Calcul matriciel. 1.2. L'algorithme de Gauss-Bézout
1.3. Preuve de correction. 1.4. Implémentation. 1.5. @aéficace du déterminant. 1.6. Le
théoréme des diviseurs élémentaires. 1.7. Unicitéédultat.

2. Applications aux groupes aleliens. 2.1. Groupes abéliens libres. 2.2. Applications lingsir
2.3. Sous-groupes d&". 2.4. Groupes abéliens finiment engendreés.
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166 Projet IX — L'algorithme de Gauss-Bézout et les divisegisrientaires

1. Lalgorithme de Gauss-Bezout

1.1. Calcul matriciel. Fixons deux nombres natureign € N et posond = {1,...,m} ainsi que
J = {1,...,n}. Une matrice de taillem x n & coefficient dan& est une familleA = (a;) d’éléments
ajj € K indexés pafi, j) € | x J. Ce n’est rien autre qu'une applicatian | x J — K notée(i, j) — &j.
L'ensemble de ces matrices sera n&f&" ou bien Matm x n; K).

Notation. Dans la pratique une telle matriges’écrit comme un schéma rectangulaire, aviecexant les
lignes etj indexant les colonnes. Dans cette écriture les matricesl sont les vecteurs colonnes, alors
gue les matrices & nsont les vecteurs Iigneé.chaque matricé = (&;j)ij de taillemx non peut associer
la matrice transposéd = (aj);i de taillen x m.

Jusqu’iciK puisK™" n’est qu’'un ensemble sans structure spécifique. La th&esient intéressante
guandK est un anneau : dans ce cas on peut définir une addition etuitiplication :

(1) +: K™ x K™ - K™" (AB)—C=A+B aveccj = aj + hij,
(2) w KM K™ - K™ (AB) — C=AxB  avecck = y|_jaijbj.

En particulier on obtient une action des matrices sur letewes par I'application : K™ " x K" — K™
avec(A,X) — y = Ax défini pary; = Z?:la.ij Xj. En plus on a la multiplication scalaire (& gauche)

(3) S Kx K™ K™ (A,A)—B=AA avechjj = Ag;j.

Toutes ces notions apparaissent naturellement en altigéba@re, ou les matrices sont un outil formi-
dable pour représenter les applications linéaires. @p@se connu ce contexte, et on se servira du langage
associé sans rentrer dans les détails d’une révisianqumpléte.

Exercice/M1.1 (structure additive)L’ensembleK™" muni de I'addition () forme un groupe abélien. L'élement
neutre est la matrice nulle, notég,Q, ou 0 simplement. La multiplication scalaire fait #&"™" un espace vectoriel
surkK. Cette terminologie suppose gieest un corps. — SK est un anneau on exprime le méme constat par des mots
différents : on dit plus prudemment gi&™" est un module sur I'annedki.

Exercice/ML1.2 (structure multiplicative) La multiplication @) est associative et admet pour €lément neutre a gauche la
matrice identité hxm, ainsi que pour éléement neutre a droite la matrice idedgi.,. La multiplication est distributive
sur I'addition. (La matrice identité L, est aussi notée,Jou simplement 1 si la dimensiarest claire par le contexte.)

Exercice/M1.3 (structure d’anneau)’ensembleK™" des matrices carrées de taiflex n surK muni de I'addition
et de la multiplication définies ci-dessus forme un annEapplication K — K™", A — A 15 est un isomorphisme
entre notre anneau de bakeet le sous-annedkilyxn = {A1nxn | A € K}. Dans le cas particulier= 1 on retrouve
I'isomorphisme évidenk =2 K1, Pourn > 2 I'anneauk™" est non commutatif, méme si 'anneau de bEd&est.

PuisqueK"™" est un anneau (non commutatif), on peut appliquer le voedeulisuel. Rappelons en
particulier la notion d’€lément inversible, qui joue jours un rdle tres important :

Définition 1.4. On dit qu'une matricé € K™" estinversibledansK™" s'il existe une matric® € K"™"
telle queAB = BA= 1. Dans ce cas 'elemetest unique, on l'appelléinversedeA, et on le noteA 2.
Les éléements inversibles @"" forment un groupe, appetfroupe lirtaireet noté Gl(n; K) ou GL,(K).

Tout ce que I'on vient de dire est vrai pour tout annBasupposé associatif et unitaire, non forcément
commutatif. Dans votre cours d’algebre linéaire vousivez un développement beaucoup plus complet
sous I'hypothese qu& est un corps, c’est-a-dire un anneau unitaire commutatisdequel tout élément
non nul est inversible. Certains résultats s'étendecdenaux anneaux commutatifs :

Théoreme 1.5existence et unicité du déterminangoitK un anneau commutatif unitaire. Pour toueriN
il existe une et une seule applicatidat: K"™" — K, appetedéterminantqui soit alterree et multiligaire
par rapport aux colonnes et noger dans le sens quet1,.,) = 1x. Elle jouit des proprétes suivantes :

(1) Le ceterminantseéveloppe en la formule polynomialetA= 3 ;s SignN(0) a1 ¢(1) @2,0(2) " * @n,o(n)
ou o parcourt toutes les permutations dans le groupeé&yique 3.

(2) Le determinant est invariant par transposition, c’'eswire il satisfait detAl) = detA). Par
congquent il eseégalement altera et multilireaire par rapport aux lignes.

MAR 22 juin 2009



§1 — L'algorithme de Gauss-Bézout 167

(3) Le ceterminant est multiplicatif dans le sens qdet AB) = detA)detB). Par restriction on
obtient donc un homomorphisme de grouges GL,(K) — K*, manifestement surjectif.

(4) Une matrice A est inversible daii&" si et seulement sietA) est inversible dank.
(Ici « = » est claire ; pour« < » il existe une formule polynomiale qui exprimelen fonction
de A)

Si vous connaissez ce résultat pour les corps, vous &ement invités a le redémontrer dans le
cadre général des anneaux commutadifaoter que ce théoreme n’est plus valable pour un anieaon
commutatif ; dégager donc bien les arguments de la preuvsegervent de la commutativité.

Corollaire 1.6. L'ensembleSLy(K) = {A€ K™"| defA) = 1} est un sous-groupe d&lLy(K). O

Remarque 1.7. L'application det:K™" — K est multiplicative, mais pour > 2 elle n’est pas additive :
il ne s’agit pas d’'un homomorphisme d’anneaux! (Donner untreeexemple de matrices22.)

1.2. Lalgorithme de Gauss-Eezout. Ce paragraphe présente I'algorithme de Gauss-Bézout pou
transformer une matricA en une matrice diagonal®@ = SAT. L'algorithme comme nous le décrivons
est suffisamment efficace pour étre intéressant danstigyea on discutera I'implémentation plus bas.

Nous allons d’abord expliciter un sous-algorithme qui petrdiéliminer la premiere colonne de notre
matriceA. Considérons la premiere ligiag et laieme ligneg; : les éléements en téte sont a;1 ety = a1,
respectivement. On calcule leur pgtdvec des coefficients de Bézauv € Z de sorte que

d = pgcdXx,y) = ux+vy.
Ces données nous permettent de définir la matrice

M= (—;/d x)ld)'

Elle est a coefficients entiers puisqdi@st un diviseur commun deety. Par sa construction elle vérifie
M (y) = (4) ainsi que dgM) = 1. (Le vérifier.) Son inverse est d'ailleurs facile a exjtér :

M= <§§g _u)

On peut maintenant appliquer la matriMeaux lignesa; eta;, ce qui revient & calculet; < uay + va puis

a «— —Ya; + 4a. Dans la nouvelle matricd’ le coefficienta;; s'annule comme souhaité. En parcourant
i =2,...,mon peutainsi éliminer la premiere colonne. Les mémegragnts se transposent aux opérations
sur les colonnes, ce qui permet d’éliminer la premiénedig=n voici un exemple détaillé :

Exemple 1.8. Essayons de mettre sous forme diagonale la matrice
48 12 1
Ao = <36 21 3 '
Pour les coefficients = 48 ety = 36 dans la premiére colonne on trouve- pgcdx,y) = 12 avec des
coefficients de Bézout= 1 etv = —1 vérifiantd = ux+ vy. Ceci nous mene a

(1 -1 . . (12 -9 9
Mo := <_3 4> puis A :=MoAg= < 0 48 —18) .
Nous éliminons ensuite la premiére ligne de la mémerfaBour les coefficients = 12 ety = —9 dans

la premiére ligne nous trouvork= 3 ainsi queu = 1 etv = 1. Puisque nous effectuons maintenant les
transformations sur les colonnes, ceci se traduit par pligltiA & droite :

1 30 3 0 9
My:=(1 4 0 donne Ag:i=AM; = (48 192 —18) '
0 01
Pourx = 3 ety = 9 on trouved = 3 ainsi queu = 1 etv = 0, donc la transformation par
1 0 -3
- o (3 0 0
My = 8 é 2 donne Ag:=AcM; = <48 192 —162> :
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On vient d’éliminer la premiére ligne, mais en contrefgaoh a gaché un peu la premiére colonne. Restons
optimiste et recommencons : pous 3 ety = 48 on trouved = 3 ainsi quau = 1 etv =0, donc

[ 10 . (3 0 0
Ms = (—16 1) donne A4'_M3A3_(o 192 —162)'

Nous avons finalement éliminé a la fois la premiére cotmt la premiere ligne. Nous pouvons passer a la
sous-matrice qui reste : poxe= 192 ety = —162 nous trouvond = 6 ainsi queu = 11 etv=13:

1 0 O
Mg:=|(0 11 27 donne A5:_A4M4_(g g 8>
0 13 3
Ceci termine 'algorithme. Mettant tout ensemble, on afiténsi les matrices de passage
1 -6 -15
S:=M3Mg = i T:=MiMMg=|1 5 12| vérifiant SAT= 3.0 0y
-19 20 0 13 3 0 6 0

Remarque 1.9(matrices de passageifin de construire les matrices de pass&gd T lors du calcul, on
commence par les matric€s = 1mxm et To = 1y« VerifiantAg = SHAT.
— Une opération sur les lignes correspond a une multipioaa gauche Ag 1 := M A avec une
matrice inversiblévly comme ci-dessus. On poSg, 1 := MiS et T, 1 1= Tk
— Une opération sur les colonnes correspond a une makiin a droite Ay, 1 := AcMyavec une
matrice inversiblévly comme ci-dessus. On poSg, 1 := S et Tx, 1 := TeMk.
Dans les deux cas on part dg = S(AT et on assure quéy.; = S 1ATk 1. Chaque transformation
correspond a une matridd, de déterminant-1. Ceci assure que les matrices de pass&ges$ T sont
également de déterminantl. L'algorithme se termine avec une matrice diagoiate A, pour un certain
k. AvecS= S etT = Tk on obtientD = SATcomme souhaité.

En guise de résumé, voici la version concise de I'algorélde Gauss-Bézout. Pour le moment nous
entendons pgdorme normalaine forme diagonale quelconque. Ceci sera précisé ptupdm une condition
supplémentaire.

Algorithme IX.4  Algorithme de Gauss-Bézout

Entr ée: une matriceA € Z™m*n
Sortie: trois matricedd € Z™", Se Z™M T € Z"™" telles queD = SAT
Garanties: D est sous forme normale 8t T sont inversibles de déterminant 1.
InitialiserD «— AetS«— InxmetT « 1nxn /I On assurd®g = HAT,.
tant que D n’est pas encore sous forme normizie
Effectuer une transformation sur deux lignes ou deux caenn /1 On s’approche du résultat souhaité.
Mettre a jour les matrices de passa§et T /I Dy = ATk = Dyi1 = Sr1ATks1-
fin tant que
retourner (D,ST) /I Dy = S(ATy est sous forme normale.

1.3. Preuve de correction.l’algorithme de Gauss-Bézout a bien marché sur I'exerppbeédent.
Montrons que I'approche réussit toujours :

Proposition 1.10. Les oggrationsélémentaires sur les lignes et les colonnes permettent dsfoamer
toute matrice A2 K™" en une matrice Aelle que g = &; = 0 pour tout i j > 2.

DEMONSTRATION. On descend d’abord la premiére colonne; les opérationtes lignes décrites
ci-dessus permettent d’obtemif = 0. Ensuite on traverse la premiere ligne pour obteagir= 0. Or, ces
derniéres opérations ajoutent des multiples des cobpre2 a la premiére colonne. Par conséquent on
ne préserve en général pas la conditgn= 0 et on est obligé de repasser la premiére colonne, puis la
premiere ligne, etc.

Heureusement ce processus se termine apres un nombretinatibns : dans chaque opération le
coefficientay est remplacé par un de ses diviseurs, a savoir (@gg@j) ol &; est le coefficient que I'on
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cherche a annuler. Ceci ne peut modifier la valeuadequ’un nombre fini de fois. S’il ne change plus,
ceci veut dire quey divise tous les coefficientg, de la premiere colonne ainsi que tous les coefficients
a1j de la premiere ligne. On arrive ainsi au cas simple de |%lgme usuel sur un corps : avec= ay1,
u=1,v=0 la transformation revient a calculaf — A — %Al sans changer la lign&y, et il en est de
méme pour les opérations sur les colonnes. Apres ceatgrassage on obtient I'annulation souhaitéel.
Proposition 1.11. Les oggrationsélémentaires sur les lignes et les colonnes permettent dsforamer
toute matrice Ac K™" en une matrice diagonale D, c’eatdire d; = 0 pour toute paire d'indices# j.

En plus on peut assurer la divisibiéitsuccessiveyd | doz | ds3 | ... des termes diagonaux.

DEMONSTRATION. Supposons qua < n. Pourk=1,...,mon applique la proposition précédente a
la sous-matrice indexée par des pafiie$) aveci, j > k. Pourk =1 on élimine ainsi la premiére ligne et la
premiere colonne. Polir= 2 on élimine la seconde ligne et la seconde colonne de larsatrice, et ainsi
de suite. Le résultat final est une matrigelont tous les coefficients hors de la diagonale s’annulent.

Etant donné deux termes diagonauy € Z on calcule & nouveat:= pgcdX,y) = ux+ vy avec des
coefficients de Bézout,v € Z. On ae:= ppcm(x,y) = xy/d, et on vérifie aisément que

u v) (x 0\ (1 —vy/d) _ (d 0\
—y/d x/d 0 vy 1 ux/d) \0 e
Les deux matrices de passage sont inversibles car de diegeira. En traversant ainsi toute la diago-

nale on peut assurer qde; soit le pgcd de tous les termes diagonaux. Ensuite orregitgur assurer que
d»» soit le pged de tous les termes diagonaux suivants, et armiite. O

1.4. Implémentation. Dans le développement mathématique nous avons utiéig@ines matrices
M qui représentent des opérations sur les ligiés<{ MA) ou les colonnesA «— AM). On pourrait
l'implémenter litteralement, c’est-a-dire, constaila matriceM puis faire appel a la multiplication des
matrices. Or, la matric® est trés creuse : c’est presque la matrice identité, amglement quatre coef-
ficients potentiellement non triviaux. Nous allons donc liempenter les transformations €lémentaires par
deux fonctions spécialisées comme suit :

void gauss_gauche( const Integer& a, const Integer& b,

const Integer& c, const Integer& d,
Matrix<Integer>& mat, int i, int j, int k=1 );

void gauss_droite( const Integer& a, const Integer& b,
const Integer& c, const Integer& d,
Matrix<Integer>& mat, int i, int j, int k=1 );

Icila matrice(g 3) opere sur les lignes/colonniest j de la matriceA. Par souci d’efficacité on songe
déja au cas d’'une réduction plus évoluée, otklesl premiéres lignes et colonnes sont déja diagonalisées
et ne jouent plus de rble. Puisqu'il ne sert a rien de mdaeipdes zéros, les opérations ci- dessus ne
s'appliquent qu’a la sous-matricg > k. Ainsi les fonctions suivantes annulent la ligne ou colokne

bool gauss_colonne( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& s, Dim k );

bool gauss_ligne( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& t, Dim k );

Exercice/P 1.12.En suivant le modelggauss-bezout.cc, implémenter efficacement I'algorithme de
Gauss-Bézout en une fonction

void gauss_bezout( Matrix<K>& mat, Matrix<K>& s, Matrix<K>& t );
Ici mat contient la matrice initiale qui sera transformée a fuaehesure en une matrice diagonale, en
modifiant directement la matriceat . Les matricess et t sont initialisées par les matrices identités
convenables. On fait agir les opérations a gauchesset les opérations a droite stircomme ci-dessus.

Exercice/P 1.13.Testez votre implémentation sur des matrices varieesi@ent peut-on vérifier effica-
cement les résultats ? Est-ce que votre implémentaticsuéfisamment efficace pour des matrices denses
aléatoires de taille 12 10? 20x 20? 50x 50? 100x 100? Quels phénomenes observez-vous ?

Remarque 1.14(résolution d’'un systeme linéaire)’algorithme de Gauss-Bézout résout notre probleme
initial d'un systemeAx=y. On passe a la matrice diagon8le= SAT, puis le systeme diagonBik =y se
résout aisement. Ici on poye="Sy; et la solutiorx s’obtient ensuite pat= TX.
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1.5. Calcul efficace du éterminant. Rappelons que dans le théoreme du déterminant énancé c
dessus, l'unicité et I'existence du déterminant soabkés par la formule explicite

detA = %Sign(G) 81,001 &,0(2)  @no(n)-
oc

Traduite littéralement, cette formule donne un algorighohe complexit@! ce qui n’est pas du tout efficace
pour n grand. (Calculer 10! ou 20! voire 50! pour vous en convaindre développement récursif par
rapporta une ligne ou une colonne n’est qu’une reformuiade cette approche, et donc aussi inefficace. Le
seul cas lucratif est le développement par rapport a gne lou une colonnereuse c’est-a-dire contenant
peu de coefficients non nuls.

Dans le cas général d’'une grande matrice dense, I'algnatde Gauss-Bézout se révele plus avanta-
geux, a savoir de complexité d’envirod opérations dank. Un probléme notoire estI’explosion des
coefficients» lors des calculs intermédiaires. Soulignons que le nomm@erations dank n’est qu’une
indication grossiere : les opérations d@ndeviennent plus coliteuses en temps et en mémoire quacatles
efficients grandissent. Quelques exemples sur des madlEea®ires vous convaincront que ce phénoméne
est bien réel, méme si la matrice initiale n’a que des auefits de petite taille.

Bien sir, une explosion des coefficients ne peut se produieedans un anneau infini. Une astuce
éprouvée est donc de réduire modulo un nombre premifin d’effectuer le calcul dans le corps fini
Zy. Pour reconstituer le résultat dafison rassemble I'information modulo plusieurs nombres peesi
P1, P2,- ... Pour un développement de cette idée voir Gathen-Geftd}d5.5.

1.6. Le theoréme des diviseur&lémentaires. D’apres ce qui précéde on sait maintenant transformer
une matrice donnéA en une matrice diagonal® : I'algorithme de Gauss-Bézout ci-dessus en explicite
une démarche. Il y a pourtant de nombreux choix : d’autresi@nes de procéder sont imaginables et leurs
matrices de passages seront tres differentes. Le aésultzant est donc tout a fait remarquable : il dit que
la matrice diagonale qui en résulte est toujours la méme :

Théoreme 1.15le théoréme des diviseurs élémentairdX)ur toute matrice A& Mat(m x n;Z) il existe

des matrices inversibles&SSLn(Z) et T € SLy(Z) telles que la matrice produit B- SAT soit diagonale

et \erifie la divisibilitt successivesd | dyo | d33 | ... des termes diagonaux. Dans ce cas ces termes sont
uniques aux signes @s : pour toute autre diagonalisation’ B: SAT’ avec $€ SLn(Z) et T € SLy(Z)
satisfaisant la condition/d | d5, | d35| ... ona d; = +d; pour tout .

Définition 1.16. Une matriceD € Z™" est sousorme normalesi elle est diagonale et ses termes diago-
naux vérifientd;; | dyp | das | .. .. Le théoreme des diviseurs élémentaires dit que toateice A € Z™<"
peut étre mise sous forme normale. On appailleseursélementairesie A la suiteds | do2 | dsz | ... dont
I'existence et I'unicité (aux signes pres) sont asssifi le théoreme précédent.

Remarque 1.17.Pour la fonctionpgcd nous avons tacitement fait usage de notre convent®pgcd de
deux entiers est entendu comme le ppoditif. Ainsi la matriceD retournée par notre algorithme satisfait
a la conditionds; | dpp | d33 | ... avec des termes diagonapasitifs a I'exception éventuelle du dernier.
Ainsi le signe du déterminant est retenu dans le tout deteime diagonal.

1.7. Unicité du résultat. Dans I'algorithme de Gauss-Bézout on a plusieurs choigja tEs coef-
ficients de Bézout utilisés a chaque étape ne sont papiesi puis I'ordre par lequel on effectue les
opérations n’est pas canonique. Les matrices de pasSag&sobtenues a la fin dépendent de ces choix et
ne sont pas du tout uniques. On pourrait méme imaginer deselpes totalement differentes pour mettre
une matriceA sous une forme diagonale. Il n'y a donc a priori aucune raisooroire que le résultat soit
canonique. Des exemples simples, comme le suivant, magueries termes diagonaux peuvent changer :

4 0 2 0 2 -1 1 3
A= (0 6) se transforme en SAT= (0 12) avec S= (_3 2) et T:(1 4).

Il est donc tout a fait remarquable que les diviseurs él@aires soient essentiellement uniques! Pour
la preuve nous allons employer ce merveilleux outil qu'estdterminant. Supposons guest une matrice
de taillemx n. Pourl” C | etJ c J de cardinall| = |J| = k nous définissons la sous-matrig, y =
(&j)icrr, jey Par restriction des indices.
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Définition 1.18. On noteA(A) le pgcd des déterminants de toutes les sous-matricedldektaik de A.
Lemme 1.19. A¢(A) ne change pas lors d’'une transformatiel@mentaire sur les lignes ou les colonnes.

DEMONSTRATION. Il suffit de le prouver pour une transformation sur les ligrRegardons une ma-
triceM = (2 3) € SLy(Z) agissant sur les lignest j. Si une sous-matric® ne contient ni la ligné ni la
ligne j, alors la sous-matricB et son déterminant dé@) ne changent pas. Si une sous-matBaeontient
les deux lignes, alors la matri@echange mais non son déterminant.

Le cas intéressant est celui ol une sous-maBicentient la ligna mais non la ligng. SoitC la sous-
matrice correspondante ou I'on remplace la ligpar la lignej. Notonsx = detB) ety = defC) leurs
déterminants. Apres transformation nous obtenons deuscmatrices modified® etC’ avec déterminants
X = detB') ety = detC’). Par multilinéarité du déterminant on trouxe= ax+ by ety = cx+ dy, donc
les diviseurs communs deety sont aussi des diviseurs communsdiety'. La réciproque est également
vraie puisqueM est inversible suZ. Ceci veut dire que pg¢g,y) = pged X, y'). On conclut qué\(A) ne
change pas lors d’une transformation élémentaire, coémoaceé. O

Lemme 1.20. Le groupeSL,(Z) est engend par les sous-groupéﬂ_g (Z)avecl<i< j<n.

DEMONSTRATION. Précisons d'abord la notation : une matrice Z"™" appartient & S{.(Z) si la
sous—matrice( 2‘,'. S*JJJ) appartient & Si(Z) alors que tous les autres coefficients sont ceux de la matrice
identité %xn. Ce sont précisément les matrices qui apparaissent tdgsrithme de Gauss-Bézout lors
des transformations élémentaires. L'énoncé décdelkapplication de cet algorithme a une matrkce
SLn(Z) pour la transformer en une matrice diagoniale- SAT. Par construction les matric&et T sont
produits de matrices dans ;LZ) avec 1< i < j < n. PuisqueD € SLy(Z) on ad; = 41, et avec notre

convention de signes on a méme= 1,,p. O

PREUVE DU THEOREME. Supposons qué est une matrice diagonale de taitlex n, disons avec
m < n, vérifiantays | ax2 | --- | amm. Cette propriété entraine qég(A) = +ag1, puisAy(A) = tajiaz2,
... jusqu'alm(A) = +ajja2---amm Supposons que l'on transformdeen une matrice diagonald =
SATavecSe SLn(Z) etT € SLy(Z). D’aprés le lemmé..20ceci revient a effectuer des transformations
élémentaires sur les lignes et les colonnes. Ceci ne ehgagles invariantd,,...,Am, ce qui permet de
conclure quey 1 = +a/;, puisagy = tab,, ... jusqu’'d@mm= +ap,,;, comme souhaité. O

2. Applications aux groupes algliens

2.1. Groupes alliens libres. Pour tout group€G, +) on a une unique applicatiom: Z x G — G,
notée(A,a) — Aa, vérifiant Ga= 0 puis(A +1)a= Aa+apour touth € Z. On en déduit qued= a ainsi
que(A +A)a=Aa+A’aet(AAr)a=A(A’a). Par contre, 'applicatioo vérifie A (a+b) = Aa+ Abpour
toutA € Z eta,b € G si et seulement $b est abélien. (Exercice.) En termes savants on dit qu'uogo
abélien est umodulesur 'annealZ.

Définition 2.1. Soit (G,+) un groupe abélien et sofgi)ici une famille d’éléements; € G indexés par
i € I. Unecombinaison ligaire (surZ) est une sommg ;. Aig; avec des coefficients enties € Z. Si
'ensembld est infini nous ajoutons toujours la condition que seul unim@fini de coefficients; soient
non nuls. (La sommation sur une infinité de termes non nalpas de sens.)

Définition 2.2. La famille (g )ic estgérératricepour le groupés si tout élémeng € G s’écrit comme une
combinaison linéairg = i Aigi avecA; € Z. On dit queG estfiniment engendrs’il admet une famille
génératrice fini€ga,...,0n).

Définition 2.3. La famille (gi)ici dans un groupe abélignestlibre si la seule combinaison linéaire nulle
Yic1 Aigi = 0 est la somme triviale ave; = 0 pour touti € |. La famille (gi)ici est unebasede G si
elle est génératrice et libre. Ceci équivaut a dire que Elémeng € G s’écrit de maniére unique comme
0= Yic Aigi avecA; € Z. Le groupeG estlibre s'il admet une base.

Exemple 2.4. Le group€Z est libre a base 1 (oul). Pour toume N le groupeZ™ est libre : les éléments
e € Z™ avecej = 0 pourj # i etej = 1 forment une base, ditease canonique

MAR 22 juin 2009



172

Projet IX — L'algorithme de Gauss-Bézout et les divisegisrientaires

Exemple 2.5. Pourn > 2 le groupe quotieriZ,, = Z/nZ n’est pas libre. Un élémeate Zy, est générateur
si et seulement si pg¢d, n) = 1. Il n’est pas libre cana= 0a= 0. (Que dire des cas=1etn=07?)

Exemple 2.6. Soit| un ensemble et so(") I'ensemble des applicatiois— Z a support fini. C’est un
groupe libre : comme base on prendra les applicaipns— Z avece (j) = 0 pourj #i ete(i) = 1.

Proposition 2.7. Un groupe aklien G est libre si et seulement s'il est isomorghen groupez!).

DEMONSTRATION. SiG est libre, alors il existe une bagg )ic et I'applicationf : 7)) — G définie
par (Ai)iel — Sic AiGi est un isomorphisme de groupes aeee- gi. Réciproquement, s'il existe un iso-
morphisme de groupés 7\) — G, alors la famille(g; )ic) avecgi = f(&) est une base de. O

2.2. Applications linéaires. Un homomorphisme : G — H entre deux groupes abéliens est une
application vérifiantf (a+ b) = f(a) + f(b) pour touta,b € G. Dans ce cas elle vérifie automatiquement
f(Aa) =Af(a) pourtouth € Z etac G, etplus généralemefty;Aiai) = 3; A f (&) pourA; € Z etg; € G.
(Exercice.) Au lieu d’homomorphismes de groupes abélingeut donc parler d’applicatiodslinéaires
(ou encore d’homomorphismes @emodules).

Proposition 2.8. Soit G un groupe a&ien librea base(gi)ici . Etant doni@ un groupe ablien H est une
famille (hy)ic; d’é€lements he H, il existe un unigue homomorphisme de groupessf— H vérifiant
f(gi) = hi pourtoutie l.

DEMONSTRATION. Unicite. —Supposons qué, f’: G — H veérifient f(gi) = f/(gi) = h;. Puisque
(9i)iel estune famille génératrice, tout élemgrt G s’écrit commey = i Aigi, doncf (g) = (3 Aigi) =
SiAif(g) = %At (g) = F'(3iAig) = ().

Existence. —On définitf: G — H pourg = 3. Aigi par f(g) = Tic Aihi. Puisque(gi)ici est une
base, tout éléememgte G s’écrit ainsi de maniere unique, ce qui assure fjest bien définie. L'application
f est manifestement un homomorphisme de groupe qui vé&igie¢ = h;, comme souhaité. O

Corollaire 2.9. Soient G un groupe d@bien librea base(gs,...,gn) et H un groupe ablien libre a base
(ha,...,hm). A tout homomorphisme de groupe & — H on peut associer une unique matricesAL™*"
de sorte que gj) = Y{"yajhi pour tout j=1,...,n. Reciproquemena toute matrice Ac Z™" on peut
associer un uniqgue homomorphisme de group& f— H vérifiant cette formule. O

Nous regarderons dans la suite seulement des groupesrabfliment engendrés. C’est une restric-
tion naturelle si I'on veut étudier des questions alganitues. Mais aussi mathématiquement c’est une
classe beaucoup plus maniable et tres importante.

Proposition 2.10. Il existe un isomorphisme de grouggs= Z™ si et seulement si & m.

DEMONSTRATION. Supposons par absurde qu'il existe un isomorphi$mg" =~ Z™ pourn > m.
SoitA € Z™" la matrice qui représentiedans les bases canoniquesfeet Z™. L'algorithme de Gauss-
Bézout transform@ en une matrice diagonale= SAT. Puisquen > m, la derniére colonne de est nulle,
et doncDe, = 0. AinsiA= S~ 1DT ! a aussi un noyau non trivial, c@e, est envoyé sur 0. Ceci contredit
I'hypothése qué était un isomorphisme. O

Corollaire 2.11. Si G est un groupe d@ien libre avec deux baségy, ..., gn) et(ha,...,hm) alors n=m.
Ceci permet deé&finir lerangd’un groupe aklien libre G comme le cardinal d'une de ses bases. [

Remarque 2.12.Vous connaissez le résultat analogue pour les espacesieécisur un corps, ce qui
permet de définir lalimension notion puissante et omniprésente en algeébre linéRioer les groupes
abéliens (les modules s il faut se restreindre aux groupes abéliébees pour parler de bases. Puis la
méme question se pose : la notion de rang est-elle bieni@@fidous avons choisi ici une preuve qui tire
profit de I'algorithme de Gauss-Bézout.

L'énoncé se généralise a tout anneau commutatif weita Dans cette généralité la preuve ne s’ap-
plique pas telle quelle, parce que nous n'avons plus I'dlgme de Gauss-Bézout a notre dispositionASi
est integre on peut passer a son corps des fractiodsn®ist pas intégre on peut quotienter par un idéal
maximall : commeF = A/I est un corps la preuve ci-dessus nous donne a nouveaul@at&suhaité. Si
VOUS connaissez ces outils, vous pouvez tenter une preuve.
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2.3. Sous-groupes d&™. Dans ce paragraphe nous allons classifier les sous-groaf#® dNotre
but sera d’abord de comprendre quels sous-groupes soriblessst ensuite de décrire comment ils sont
plongés dans le groupe ambiaiit.

Lemme 2.13. Tout sous-groupe k- Z™ est libre etrangH < m.

DEMONSTRATION. Nous allons établir le résultat par récurrence suPourm = 0 on n’a rien a
montrer : le seul sous-groupe= Z° = {0} est libre ayant la famille vide pour base.rSi= 1 nous avons
un sous-groupél C Z : soit H = {0} soitH = Za pour un élémena € H ~. {0} de plus petite norme.
(L'anneauZ est principal, voir la propositio.12) Dans ce dernier cas la famille) forme une base.

Pourm > 2 soitp: Z™ — Z, (X4, .., Xm) — Xm, la projection sur la derniere coordonnée. Nous pouvons
identifier Z™* avec le noyau kép) via I'application(xq,...,Xm 1) — (X1,...,%n_1,0). La projectionp
nous permet de construire le sous-grotpe: ker(p|y) = HNZ™ ! de ke(p) = Z™ 1. Par hypothése
de récurrenc& admet une basey,...,v, 1 € K de cardinain—1 <m-—1. L'image p(H) C Z est un
sous-groupe dé&. Si p(H) = 0 alorsH = K et il n’y a plus rien a montrer. Sinop(H) = Za pour un
éléementa € p(H) ~ {0} de plus petite norme. Soit, € H un élément tel qu@(vy) = a. Nous affirmons
quevs,...,Vh_1,Vy €St une base dd.

C’est une famille grératrice. —Pour toutv € H nous avon®(v) = Apa avecA, € Z. Ainsiv— Apvy, €
K, etdonov — Apv, = 2{‘;01)\ivi puisqueK est engendré pa#, ..., v, 1 par hypothese de récurrence.

C’estune famille libre. —Si 3y Aivi = 0 alors 0= p(3[_oAivi) = AnhadoncA, = 0. Ensuitezi“;&/\ivi =
0 entraine\; = --- = A,_1 = 0 parce que la familley, ..., v,_1 est libre par hypothéese de récurrencél

Théoréme 2.14.Soit HC Z™ un sous-groupe. Alors il existe
(1) une baseh...,b,deZMet
(2) unentierrave®d <r <m et
(3) desentiersg...,e > 1verifiante |-+ | &

tels que gbs,...,eb, soit une base de H. La suite des entiers e, e est uniguementéermirée par H
et on les appellées diviseurs élémentaires sous-groupe H- Z™.

DEMONSTRATION. Existence.—elemme précédentnous assure I'existence d’une fagélératrice
finie v1,...,vyh. (Il n'est pas nécessaire de la supposer libre.) Ceci pede@éfinir une applicatiof-
linéairef: Z" — ZMpar(A1,...,An) — A1vi+ - - -+ Apvyp. La matriceA € Z™" qui représenté est formée
par les colonneg,, ..., vy. L'algorithme de Gauss-Bézout transfordien une matrice diagonalz= SAT.
Notonsey, ..., & ses termes diagonaux non nuls et considéfoasS DT L. Les colonnesy, ..., by de
S 1 forment une base d&™. Visiblement, les élementsby, ..., eb, forment une base de l'image de
On conclut que c’est une baseldecomme énoncé.

Unicite. —L'application f : Z" — Z™ définie par(Ay,...,Ar) — A1e1by +--- + Arerby est un isomor-
phisme entr&’ et son imagél C Z™. SoitA € Z™" la matrice associée par rapport aux bases canoniques
deZ" etZ™. Par construction ses diviseurs élémentairesesgnt. ,e,0...,0.

Supposons qub, ..., by, est une autre base @&" telle quee;b....,eb; soit une base del avec
€,...,e > 1 verifiante] | --- | €. SiA' € Z™" est la matrice associée, comme avant, alors ses diviseurs
élementaires sore,,...,€,0...,0. Par construction on &' = SAT avec certaines matrices de passage
Se SLn(Z) etT € SL(Z). (Leur construction détaillée est laissée en exergicenicité énoncée dans le
théorémel.15assure quel = e pour touti = 1,...,r. O

Corollaire 2.15. Soit G un groupe adien libre de rang fini. Alors tout sous-groupe H de G estdilet
rangH <rangG. Il existe une baseg...,gn de G etun entierr ave@<r < metdes entiersie..., e > 1
vérifiante | --- | e tels que g0y, ..., &0 Soit une base de H. La suite des entiers e, e est uniquement
détermiree par H, aux signes ps, et on les appelles diviseurs élémentairelsi sous-groupe H- G. [

Corollaire 2.16. Soient H et H deux sous-groupes dans G ayant les familis. .., &) et (€},...,€,),
respectivement, pour diviseugtementaires. Il existe un automorphispeG — G vérifiantp(H) = H’ si

et seulementger,....&) = (€),...,€,). O

2.4. Groupes aleliens finiment engendés. Nous concluons avec un tres beau théoreme, la classifi-
cation des groupes abéliens finiment engendrés :
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Théoreme 2.17.Soit G un groupe ailien finiment engenér Alors il existe un isomophisme de groupes
G Zg X Ly X -+ X Lg X I

ou e, e, ...,6 > 2 sont des entiers satisfaisantlee; | - - - | &. Ces nombres sont uniguemeétermirés
par G. On appelle r lgangde la partie libre et ¢, e, ..., & lesdiviseurs élémentairete G.

DEMONSTRATION. Existence. —Par hypothés& admet une famille génératrice finig, .. .,gm).
Soit f: Z™— G I'homomorphisme de groupes défini gas, ..., Am) — A101+ - - - + Am@m. Par hypothése
f est surjectif, le théoréme d’isomorphisme nous assune 8¢~ Z" /K ou K := ker(f) ¢ Z™ est le noyau
de f. D’aprés le théorem@.14il existe une baséy,..., by, deZ™ de Z™M et des entierg;,e,..., 6> 1
verifiante; | e | --- | e tels quee by, ..., by soit une base di€. Par conséquent le groupe quoti&fit/K
estisomorphe au groufig, x Ze, x - - - X Zg X Z" our =m—k est le rang de la partie libre. En supprimant
d’éventuels facteurs triviau®, = Z/Z = {0}, nous arrivons a la forme souhaitée aeg®y, ..., e > 2.

Unicite. —Si I'on ajoute un génératew,1 a la famille génératricég;,...,gm), ceci élargitZ™ a
7™ mais aussi le noyau par une relatign; 1 = Y™, Aigi. Les diviseurs élémentaires ne changent que
par un facteue = 1 supplémentaire, ce qui ne change pas le résultat. Qatnangt prouve que les diviseurs
élementaires sont indépendants du choix de la famélfegatrice : s{g, ...,gm) et(g},. .., gr,) sont deux
familles génératrices, alofgy,...,gm,9;,.-.,9,,) est aussi une famille génératrice. D’aprés I'argument
précédent, les diviseurs élémentaires calculéstir pa ces trois familles sont les mémes. O

Rappelons qu’un group® est le produit direct de sous-group®s,...,Gy, noteG = Gy x --- x
G, si et seulement si I'applicatioB; x --- x G, — G donnée par le produiigs,...,gn) — J1---0n est
un isomorphisme de groupes. L'algorithme de Gauss-Béeptiaine que tout groupe abélien finiment
engendré est un produit direct de sous-groupes cycliques :

Corollaire 2.18. Soit G un groupe aklien finiment engenér Alors il existe deglements non triviaux
01,.--,0n € G tels que G= (g1) x --- x (gn) et les ordres g= ord(g;) vérifientq | --- | en. Les nombres
(e1,...,em) sont uniquementé&termirés par G et caraérisent le groupe @ isomorphisme f@s.

Plus explicitement : supposons que H est un autre groupéeabtels que H= (hy) x --- x (hy,) pour
certainsélements non triviaux{). .., hy dont les ordres jf= ord(h;) vérifient f | --- | fm. Alors il existe
un isomorphisme G H si et seulement gey,...,en) = (f1,..., fm). O

Exemple 2.19.Voici la liste des groupes abéliens d’ordrel2 a isomorphismes prés. Ordre Zz;
ordre 2 :Z,; ordre 3 :Zs; ordre 4 :Z4, 7o x Zy; ordreb :Zs; ordre6 :Zg; ordre7 :Z7; ordre8:
7, Lo X La, Lip X Ty X T, Ordre 9 :Zg; ordre 10 Zqig; ordre 11 Zq1; ordre 12 Zqo, Zo X Ze.

Le théoréme de classification assure que cette liste egbléte et ne contient pas de doublons : pour
tout groupe abélies d'ordre < 12 il existe un et un seul groupe dans la liste qui soit isomeqG.

Exercice 2.20.Les groupe¥.; etZg etZ;, sont tous d’ordre 4. Pour chacun entre eux trouver le groupe
isomorphe dans la liste. Méme question pour le grdiped’ordre 12.

Exercice 2.21.Continuer la liste des groupes abéliens jusqu’a I'ord2d@u plus loin si vous voulez).
Comment énumeérer les groupes d’orgfeol p est un nombre premier ? Comment le faire dans le cas
général d’ordrepf* - - - pﬁ‘ ? A titre d'illustration, @énumérer les groupes d’ordre 8G0isomorphisme pres.
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