Cherchez et vous trouverez,
... car qui cherche trouve.
Matthieu7 7-8 et Luc119-10

CHAPITRE V

Recherche et tri

Objectif. Comprendre les techniques de base pour organiser desaoronnées.

Ce chapitre discute quelques méthodes de recherche etldsstapplications sont abondantes ; imagi-
nez par exemple a quel point un dictionnaire serait difiailitiliser si les mots clés n’étaient pas ordonnés!
lIs le sont, heureusement, car I'éditeur a pris le soin deriler. Vous en profitez en appliquant une méthode
efficace deecherchele projet a la fin de ce chapitre illustre une applicationma@vidente : la recherche
des solutions d’une équation diophantienne (par exexfipley* + z2* = w* avecx,y,zw € Z.,).
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Exemple 0.1. Les deux problemes fondamentaux, tri et recherche, pégedormuler ainsi :

(1) Trier une liste donnée afin d’établir 'ordeg < a, < --- < ap.

(2) Chercher un éléemebtdans une liste ordonnée; < ap < --- < ay).

Ajoutons que le tri résout bien d’autres problemes comaetles listes, a priori non triées :

(3) Trouver les elements doubles dans une liste (probl@emultiplicité).

(4) Vérifier si deux listes sont les mémes a permutati@s gprobleme d’anagramme).

(5) Trouver la médiane d’'une longue liste de valeurs esglprobleme de rang).
Remarqued.2 D.E. Knuth dansThe Art of Computer Programmirgjscute diverses méthodes de tri dans le tome 3,
intitulé Sorting and Searchinglout au début il fait le constat suivant, toujours valaidenos jours :

Computer manufacturers estimate that over 25% of the rgnimime on their computers is cur-
rently being spent on sorting (. . .) We may conclude thah@)¢ are many important applications
of sorting, or (ii) many people sort when they shouldn't, o) inefficient sorting algorithms are
in common use. The real truth probably involves some of a#lehalternatives. In any event we
can see that sorting is worthy of serious study, as a practiater.

Ce chapitre tente d’expliquer puis de comparer differentéthodes de recherchd) et de tri §2—53).
Les exercices mathématiques permettront d’établir faection des méthodes proposées et de comparer
leur performance. Cette partie peut sembler un peu théerigis elle est trés bénéfique pour comprendre
ce qu’est I'algorithmique. La morale a retenir : préf@es bons algorithmes aux solutions naives!
O Sivous étes impatient ou insouciant, vous pouvez liredaeeche dichotomique (algorithive?) puis
le tri fusion (algorithméV.6) et le tri rapide (algorithm¥.7), afin de passer directement a I'implémentation
(§4). En§5 nous regardons brievement quelles solutions offre la STL.
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Chapitre V — Recherche et tri

1. Recherche lireaire vs recherche dichotomique

Dans la pratique les données a chercher ou a trier pe@mnties nombres ou des chaines de ca-
racteres ou bien d'autres objets encore. Les méthodseptées ici s’étendent sans aucune modification
aux elements d’'un ensemble ordorihguelconque. Ceci veut dire qeest muni d’'une relation d’ordre
< de sorte que pour towsb € E on ait oua < boua=boub < a (trichotomie), et qua < betb < c
impliquea < c (transitivité).Etant donné un tel ordre on définit les relations:, >, > comme d’habitude,
afin d’avoir une écriture plus commode.

1.1. Recherche ligaire. Pour commencer nous allons considérer le probleme delerehe d’'un
élement dans une liste= (ay,ay, . .., an). Etant donné un élémehton souhaite déterminer s'il appartient
a la listeA, et si oui, trouver le premier indidetel queayx = b. La méthode évidente consiste a parcourir
toute la liste jusqu’a atteindre I'élément cherché :

Algorithme V.1  Recherche linéaire
Entr ée: Un élémenb et une listeA = (ag,ap, .. .,an).
Sortie: Le premier indicek tel queay = b, ou bien non trouvési b n’appartient pas &A.

pour k de 1 a n faire

si ax = b alors retourner k
fin pour
retourner non trouvé

Exercice/M 1.1. Expliquer pourquoi la recherche linéaire nécessiti&rations dans le pire des cas, une
iteration seulement dans le meilleur des caé‘,izrétitérations en moyenne (en supposant que I'on chbisit
dansA au hasard). Pourquoi cette recherche est-elle appe&are?

1.2. Recherche dichotomiqueLarecherche linéaire se révele assez inefficace si lonedieléements
dans la liste est €levé. Larecherche peut étre coraditlment accélérée si la liste est ordonnée dans le sens
quea; < ap < --- < an. La méthode suivante est un exemple classique du paradiyiser pour egner:
on compare d'abord I'élément cherchavecay, au milieu de la liste, puis on continue la recherche sur la
moitié adéquate de la liste.

Algorithme V.2 Recherche dichotomique

Entr ée: Un élémenb et une liste ordonné& = (a3, az,...,an).
Sortie: Le premier indicek tel queay = b, ou bien non trouvési b n’appartient pas A.
i—1, j<n /I Si A contientb, alors le premier indice est entret j.
tantque i < j faire
m«— HT] /I calculer I'indice au milieu, arrondi arbitrairement
si b<amy alors j« m sinon i —m+1 /I continuer avec la moitié gauche ou droite
fin tant que

si aj = b alors retourner i sinon retourner non trouvé

Exemple 1.2. Pour voir le fonctionnement de I'algorithmé2 sur un exemple concret, faites le tourner
« a la main» sur la liste ordonnée suivante :

(1) (12,17,20,34, 37,37,36,42, 48,57,61,64, 67,70,77,94).

Chercher ainsi la premiére occurrence de 61, puis 37 (q@urdideux fois), finalement 50 (qui n'y est
pas). Pour un exemple plus réaliste vous pouvez ensuitgdegune liste dont la taille n’est pas une
puissance de 2, et vérifier que le principe s’applique parei

Exercice/M 1.3. Prouver que I'algorithm¥.2 est correct. Pour ce faire montrer d’abord qu'il se termine :
la differencej —i est un entier positif ou nul qui diminue a chaque itérafisyu’a ce que = j. Vérifier
ensuite que chaque itération préserve la propriét@ate : siA contientb, alors le premier indick tel que

ax = b se trouve dans I'intervallf, j]. Conclure.
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§2 — Trois méthodes de tri élémentaires 85

Exemplel.4. Comme dans I'exemple précédent, regardons une listerdpiéur 16 mais contenant cette fois-ci les
nombres binaire®000yn, ..., 1111hin. VErifiez que la premiere itération de la recherche dicimque divise cette
liste en deux partie, & savai0000p;p, - . ., 0111pin) €t (1000pip,...,1111hjn). On détermine ainsi le premier bit. La

deuxieme iteration détermine le deuxieme bit, et ailessuite. Pour cette raison la recherche dichotomique est au
appeléaecherche binaireou binary searcten anglais.

Exercice/M 1.5. Pourn = 2K vérifier que I'algorithmeé/.2 nécessite exactemehitérations : initialement
lintervalle [i, j] contient ¥ élements, et chaque itération divise la longueur paxdelus généralement,
montrer le théoreme suivant. Justifier ainsi pourquatterche dichotomique est préférable a la recherche
linéaire, voire indispensable siest grand.

Théoreme 1.6.Pour trouver urélement dans une liste ordo@@de longueur n, la recherche dichotomique
définie par I'algorithmeV.2 nécessitdlogy n| ou |logz n| itérations seulement.

Remarquel.7. Comme une variante de la recherche dichotomique vous paepeendre le jew trop petit, trop
grand» esquissé en chapitteexercices3.6 et 8.7. Pour trouver un nombre dafi, 127] explicitez une stratégie qui
ne nécessite que 6 questions. Explicitez ensuite uné@gieadans le cas général. Expliquez pourquoi il s’agit’iene
recherche trichotomique» plutdt que« dichotomique».

1.3. Attention aux détails! Rappelons que le but d’un algorithme est de préciser samsalam-
biguité le procédé a exécuter. L'avantage d’'une fdation précise est, bien évidemment, que I'on puisse
établir sa correction une fois pour toutes, pour ensuitiliser la conscience tranquille. Pour cette raison
il faut faire attention au moindre détail ; toute erreuem® minuscule, peut s’avérer catastrophique dans
des futures implémentations :

Exercice/M 1.8. Dans I'algorithmeV.2, si I'on remplagait la condition< j par la conditiori < j, I'algo-
rithme modifié serait-il correct ? Donner une preuve ou umtr@sexemple.

Exercice/M 1.9. Dans I'algorithmeV.2, si I'on remplacait la comparaisdn< an, parb < an, I'algorithme
modifié serait-il correct ? Donner une preuve ou un conkesyple.

Exercice/M 1.10. Dans l'algorithméV.2, si I'on remplacaiim « {'%JJ parm « P%JW I'algorithme mo-
difié serait-il correct? Donner une preuve ou un contravgte.

2. Trois méthodes de trieléementaires

Etant donnée une familla = (a1,a,...,an) d’éléments dans un ensemble ordoimée but d'un tri
estde déterminerune permutaton{1,2,...,n} — {1,2,...,n} qui mette les éléments en ordre croissant,
c'est-a-direag ) < agp) <+ < ag(n)-

Dans ce qui suit, nous regarderons la variante suivante ommence par une famillé stockée sous
forme d’'un tableau, et on souhaite le permuter de sorte gtableauA’ qui en résulte soit ordonné. Afin
d’économiser la mémoire et le temps de copie, c’est untablédau qui est utilisé, qui au début représdénte
et qui finit par représentdy . Ainsi on ne construira pas explicitement la permutatipmais directement
le résultat de son action sur le tablefau

2.1. Les plus petits exemplesAvant de discuter des méthodes plus générales, il sentlidéede
regarder le tri de deux, trois, ou quatre éléments.
Exercice 2.1. Commencons par le plus petit exemple, le tri de deux étésnele typeint disons :

void trier( int& a, int& b ) { if ( a > b ) { int c=a; a=b; b=c; }; };
Expliquer le fonctionnement de cette fonction en distingues deux configurations initiales possibles, &

savoira < b eta > h. La fonction est-elle correcte ? Expliquer I'importancesyubole ‘¢’ dans la liste
des parametres.

Remarque 2.2. Comme I'opération d’échanger deux éléments sera oreésgnte dans la suite, il est plus
commode de définir une fonction qui effectue ce travaiétij. On pourrait donc écrire :

void echanger( int& a, int& b ) { int c=a; a=b; b=c; };
void trier( int& a, int& b ) { if ( a > b ) echanger(a,b); };

Dans cet exemple I'écriture est plus longue, mais elleete@conomique a partir de trois €lements.
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Chapitre V — Recherche et tri

Exercice 2.3. Apres deux, regardons le tri de trois éléments. En vaicdandidat :
void trier( int& a, int& b, int& c )
{ if ( a > b ) echanger(a,b);
if ( b > ¢ ) echanger(b,c);
if ( a > b ) echanger(a,b); };
Expliquer le fonctionnement de cette fonction en distingti@autes les six configurations initiales possibles,
allant dea < b < cjusqu’ac < b < a. La fonction est-elle correcte ?

Exercice 2.4. Remarquons que la fonction précédente nécessite tafocomparaisons et effectue entre
0 et 3 échanges. Peut-on trouver une fonction plus effickoePun candidat :

void trier( int& a, int& b, int& c )

{ if ( a > b ) echanger(a,b);

if ( b > ¢ ) { echanger(b,c); if ( a > b ) echanger(a,b); }; };

Expliquer le fonctionnement de cette fonction puis mongarcorrection. Vérifier que cette fonction
nécessite le méme nombre d’échanges, mais seulemeatzet 3 comparaisons. Quel est le nombre
moyen de comparaisons si toutes les six configurationsli@estisont equiprobables ?

Remarque2.5. Pourn > 4 élements on souhaiterait sans doute une méthodeajértk tri, ce que nous discuterons
dans les paragraphes suivants. Néanmoins on peut s'sstraux méthodeptimalesde tri, pour une taille donnée.
Une autre facon de ce voir est de regarder un tournai jdeieurs, que I'on veut classer dans I'ordre de performance
(la liste triee) avec un nombre minimum de matchs (compare). Si cette question vous intéresse, consultez Knuth
[8], §5.3.1.

Exercice2.6. Ecrire une fonction optimale pour trier quatre eélemeBtst-ce possible en effectuant au plus 4 compa-
raisons ? au plus 5 comparaisons ? (Contempler I'in@galit 4! < 25.)

Exercice2.7. Essayez d'écrire une fonction optimale pour trier cingpéénts. Est-ce possible en effectuant au plus 6
comparaisons ? au plus 7 comparaisons ? (Contemplers? < 27.)

Exercice 2.8. Avant de continuer, expliqguez par quelle méthode voug wiens la vie quotidienne. Par
exemple, comment triez-vous une main de cartes ? Appliqoiee méthode a la famille

(2) (7,6,1,3,1,7,2,4)
Il'y a des fortes chances que votre méthode soit une destriviantes :

2.2. Tri par sélection. C’est sans doute la méthode de tri la plus élémentairel@rche le plus petit
éléement, parmiag, ay, ..., an, puis on le place au début de la liste. Cette opératiorepétee pour la liste
restante, jusqu’a ce que tous les éléments soient danase.

Exercice 2.9. L'algorithmeV.3 réalise un tri par sélection. Montrer sa correction, g&slire montrer qu'il
produit bien une suite ordonnée comme énonceé.

Algorithme V.3 Tri par sélection gelection soren anglais)

Entr ée: Une famille(as, ap, . ..,an) d’€lements d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qye< ay < --- < ap.
pour i de 1 a n—1 faire
m«— i

pour j dei+1 a n faire
Si aj < am alors m« j
fin pour
échangeg; < anm
fin pour

Exercice/M 2.10. Essayons d’estimer plus précisément le colit de cetitiigoe. Supposons que chaque
iteration de la boucle intérieure nécessite un temp®t que chaque itération de la boucle extérieure ajoute
un colitB,. Verifier que le colt total de I'algorithmé3 est alorsc; (n) = %aln(n — 1)+ Bi(n—1). Pourn
grand, expliquer pourquoi c’est le terme dominémm2 qui 'emporte.
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§2 — Trois méthodes de tri élémentaires 87

2.3. Tri par transposition. Une variante du tri par sélection est le tri par transposjtaussi appelé
le tri bulle. On regarde si deux éléments voisins sont dans le mauxdiis, i oui on les échange. Cette
opération est itérée jusqu’a ce que tous les élénsmignt dans I'ordre.

Exercice 2.11.’algorithmeV.4 réalise un tri par transposition. Montrer sa correctioon®ien d’itérations
faut-il ? VVérifier que son colt est(n) = %azn(n —1)+ B2(n—1). Pouvez-vous trouver des améliorations ?

Algorithme V.4 Tri par transposition (tri bulle obubble sorien anglais)
Entr ée: Une famille(as,ap, . ..,an) d’éléments d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qie< ap < --- < ap.
pour i de 1 a n—1 faire
pour j de 1 a n—i faire
si aj >ajy1 alors échangen; « aj1
fin pour
fin pour

2.4. Tri par insertion. C’est le tri du joueur de cartes. On considere que les @fsnde la liste a
trier sont donnés un par un. Avant de recevoir I'elénagohn a déja trié les éléemenrds, . ..,a 1. Oninsere
alors I'eléementy; a la position appropriée. Apres cette opération l& kst . .., a; est ordonnée, et on itere
jusqu’a ce que tous les éléments soient dans I'ordre.

Exercice 2.12.L’algorithme V.5 réalise un tri par insertion. Montrer sa correction. Cosnbd’itérations
faut-il en moyenne ? Vérifier que son colit moyen @gh) = %agn(n— 1) + B3(n—1). Peut-on déja
conclure que cet algorithme est supérieur aux précé@aQtiel est I'intérét des comparaisons empiriques ?

Algorithme V.5  Tri par insertion §traight insertion sorn anglais)
Entr ée: Une famille(as, ap, . ..,an) d’€lements d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qye< ar < --- < ap.
pour i de 2 a n faire
a—a, j«—i—-1
tant que j > Oetaj >a faire aj ;1 «aj, j— -1
ajy1<-a
fin pour

2.5. En sommes-nous contents 2es méthodes de tri discutées dans ce paragraphe sontanpées
et elles suffisent pour trier les petites listes. Pourtaarisda pratique il faut souvent trier des listes assez
grandes, disons de 4@léments, voire beaucoup plus. (On rencontrera de teimples dans le projat.)

Pour tester dans quelles limites nos méthodes sont pola/ous pouvez les tester sur des données
réelles, par exemple sur des listealéatoires . Pour ceci vous pouvez utiliser la fonction suivante :

#include <cstdlib>
void aleatoire( vector<int>& vec )
{ for ( int i=0; i<vec.size(); ++i ) vec[il= random()%vec.size(); };

Exercice/P 2.13.Implémenter une ou plusieurs des méthodes de tri préssmi-dessus. Laquelle des
méthodes vous semble la plus simple a implémenter et/pluis efficace ? Les tester sur des listes aléatoires.
Arrive-t-on ainsi & trier une liste de longueur’®1G? 1¢*? 16?2 16 ?

Exemple 2.14.Regardons un annuaire comme les pages blanahs pages-blanches. fr) qui stocke
quelques millions d’entrées, disonsi@éments. Une méthode de tri de complexité quadratjgquettra
environ 189 itérations. M@me a une vitesse foudroyante deiéations par seconde, I'annuaire ne sera
prét que dans trois ans — et déja dépasseé.

Exercice 2.15.Pour un exemple encore plus impressionnant pensez a Goagie google . fr) qui se
dit de stocker quelques milliards d’entrées. Estimer l@dwl’un tri avec une des méthodes ci-dessus.
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88 Chapitre V — Recherche et tri

3. Diviser pour trier

Les exemples précédents nous mene a la conclusiongui@thode de complexité quadratique n’est
pas acceptable pour trier de grands fichiers. Les méthaéssmtées ci-dessus sont donc inappropriées.
Existe-t-il des méthodes de tri qui soient plus efficaceg@reusement que oui! Ceci fait I'objet de ce
paragraphe.

L'idée géniale de la recherche dichotomique est de dides@robleme en deux sous-problemes de
taille moitié. C’est le paradigme dediviser pour régnes. Vu la réussite de cette approche on essaiera de
faire pareil pour le tri. Cette idée a donné lieu a un bomhre d’algorithmes de tri, dont on ne présentera
gue deux : le tri fusion et le tri rapide.

3.1. Le tri fusion. Lidée du tri fusion est simple : on divise en deux moitiadiste a trier, on trie
chacune d’elles, puis on fusionne les deux moitiés pownrstituer la liste compléte triee.

Algorithme V.6  Tri fusion (merge soren anglais)

Entree: Une familleA = (aj,ay,...,an) d’€léments d’'un ensemble ordonné.

Sortie: La méme famille, permutée de sorte qe< ap < --- < ap.
si n< 1 alors retourner A /I Sin=0oun=1iln'y arien atrier.
p—[n/2], g« [n/2] /I décomposen en deux moitiep etq
B=(by,...,bp) — (ay,...,ap) /I produire une copie de la moitié gauche
C=(c,...,Cq) «— (Apt1.---»an) /I produire une copie de la moitié droite
trier la listeB et la listeC /l on sait déja trier des listes de taifpeet g
fusionnerB etC dans une liste trieA /I voir exercice3.1ci-dessous

retourner A

Exercice 3.1. Compléter I'algorithme en explicitant comment fusionies listesB et C dans une seule
liste trieeA avecn itérations seulement. On pourra traifelet C comme deux files d’attente». Votre
algorithme ainsi complété est-il correct? Comment asstilrla terminaison ?

Exemple 3.2. Pour voir comment fonctionne I'algorithme, appliquezeta de la liste p).

Exercice 3.3. En appliquant le tri fusion a quatre équipes, montrerlgxXiste un tournoi qui ne nécessite
gue cing matchs pour établir le classement. Expliquerguoairon ne peut pas faire mieux.

3.2. Analyse de complex#. En quoi I'algorithmeV.6 est-il interessant? Pour y répondre il faut
analyser son colt, c’est-a-dire le temps nécessaire gmuexécution. Soit(n) le colt de I'algorithme
V.6 quand on I'applique a une liste de longueuCeci comprend : (1) le colit pour diviser la liste en deux
moitiés, (2) le colt pour trier les deux parties, et (3)dé@tgpour fusionner les deux listes en une seule.

Les étapes (1) et (3) nécessitent chacuiitérations ; leur codt est linéaire en disonsan avec une
certaine constante > 0. L'étape(2) nécessite le tri de la moitié gaucBeale taillep = {gj et de la moitié
droiteC de tailleq = [g} S’ajoute un colt constayt > 0 pour le calcul dep et deq etc. Au total, pour
n> 2, on arrive a un codt

n n
3) c(n)—c(bJ)Jrc(bbjLanjLB
Exercice/M 3.4. Pour les puissances= 2X vérifier les premiéres valeurs dén) :
n 1 2 4 8 16 32
c(n) || O 20+ 8a + 3 24a +7pB 64a + 158 | 160a + 313

On devine déja que la croissance est moins que quadrafuge précisément, pour= 2K vous pouvez
montrer par récurrence quén) = anlogan+ B(n—1). Par une variante de cette récurrence, essayez de
prouver le théoreme suivant :

Théoreme 3.5.Soienta, 8 > 0. Avec la valeur initiale €1) = 0 la relation de ecurrence(3) définit une
fonction ¢ Z, — R. Pour tout ne Z . cette fonction é&rifie 'inégalite

anllogzn|+B(n—=1) < c¢(n) < anflogan]+pB(n—1).
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§3 — Diviser pour trier 89

Remarque 3.6.Sia, 3 > 0, alors le terme dominant dans cette majoratiome@giog, n|, qui croit un peu
plus rapidement que le terme linéaBén — 1). On conclut que poun grand le tri fusion a un colt d’ordre
nlogzn. Ceci est une amélioration énorme vis-a-vis un colidgatiquen?. Le justifier, par exemple en
tracant les deux fonctions; les évaluer pous 107, 10%, 10%, 10°, 1.

Remarquel.7. Le tri fusion est fait sur mésure pour les listes. Dans celzaspartition en deux sous-listes et la
fusion en une liste finale ne sont que des manipulationsffieaces de pointeurs et ne nécessitent pas de copier les
objets eux-mémes. En particulier, le tri fusion appliguéles listes ne nécessite pas de mémoire temporairkeduexi
(Essayez de le détailler si vous connaissez les listes.)

Quand on I'applique sur des vecteurs, par contre, le trbfusiecessite beaucoup de copie inutiles, ce qui est
coliteux en temps et en mémoire. L'algorithme est toujoarsect, mais les vecteurs ne sont visiblement pas la streict
des données optimale pour cette méthode. Dans une applicaaliste il faut parfois tenir compte de cette resiwit
et du couplage étroit entre algorithme et structure de éesn

3.3. Le tri rapide. Le tri fusion discutée ci-dessus est une méthode lucidepatuvée. Son seul
inconvenient est la copie des deux moitiés dans des ligtékadres. Le tri rapide ci-dessous évite de telles
copies, il est plus rapiden moyenngnais malheureusement sa performance est moins pré&visibl

A nouveau l'idée de cet algorithme consiste a separeeanr k liste initiale. Cette fois-ci on réorganise
la liste afin d’obtenir deux partidd= (a, .. .,aq) etC = (ap,...,an) de sorte que; < a;j pour touti € [1,q]
etj € [p,n]. La séparation en deux listes se fait & I'aide ddivot an, choisi arbitrairement : on place dans
la premiere partie de la liste les éléments plus petitslgpivot et dans la seconde les éléments plus grands
que le pivot. Il suffit ensuite de trier les partiBset C séparément pour arriver a une liste completement
triée.

Algorithme V.7 Tri rapide Quicksorten anglais)

Entr ée: Une famille(as, ap, . ..,an) d’€lements d’un ensemble ordonné.
Sortie: La méme famille, permutée de sorte qye< ar < --- < ap.
si n>1 alors
m«— [%ﬂ pivot « am /I chaisir un pivot, ici on prend I'elément au milieu
p<—1, g<n /I p parcourt de gauche a droig@de droite a gauche
réepéter
tant que ap < pivot faire p« p+1 Il trouver le premier élémeat, trop grand
tant que aq > pivot faire q—q—1 Il trouver le dernier éléemeat; trop petit
si p> q alors terminer la boucle /I condition d’arrét anticipé
si p<q alors échangeny < aq Il échangeny, etag pour qu'ils soient dans I'ordre
p—p+1, g—q-1 /[ faire avancer les indices
jusqu'a p>q
trier (ag,...,aq) puis (ap,...,an) /I appliquer le tri rapide a chacune des deux parties
fin si

Exemple 3.8.Pour avoir une idée de son fonctionnement, faites toummdri Irapide sur les listes de
longueur 2 (deux configurations initiales) puis sur leegstle longueur 3 (six configurations initiales).
Finalement, pour un exemple plus réaliste, appliquetiteliste @).

Exercice/M 3.9. Montrer que I'algorithme/.7 est correct, c’est-a-dire expliquer pourquoi il produérb
une liste ordonnée comme il le préterddication. — Evidemment la partie délicate est la boucle qui
réorganise la liste en séparant la partie basse et lapeatite.

(1) Montrer d’abord que chaque itération de la bouclegneehtep et/ou décrémentg Par conséquent
la boucle se termine apres un nombre fini d'itérations snrastp > q.

(2) Reste a comprendre les opérations effectuées sistda Imontrer par récurrence que la boucle
garantie toujours I'inégalitg < a; pour(i, j) vérifiant 1<i < petg< j <n.

Comme on finit pap > g, on obtient alors deux sous-listés, ..., aq) et(ayp,...,an) de sorte quey < a;
pour touti € [1,q] etj € [p,n], comme souhaité. Conclure.
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3.4. Analyse de complexié. L'approche« diviser pour réegnes n’est efficace que si les deux sous-
problémes sont de tailles a peu pres égales. Pour lefiidle il est donc souhaitable que le pivot soit la
médiane Malheureusement nous ne disposons pas de méthode rapidgquver la médiane ; on choisit
donc le pivot au milieu, en espérant le mieux. (On pournagisabien prendra; ou a, ou a, avecmun
indice aléatoire entre 1 et) Il se peut, bien sir, que le pivot soit mal choisi ; dansite des cas une des
deux sous-listes ne contient qu’un seul élément et kaatr contienh — 1. Heureusement, ce cas arrive
assez rarement. (Dans un certain sens le tri rapide pr&férdonnées aléatoires, mais il peut bloquer sur
des listes avec un méchant ordre initial.) Plus préceésérn peut montrer ;

Théoreme 3.10.Le tri rapide doni@ par I'algorithmeV.7 est correct dans le sens qu'il trie toute liste
donrée d’'une longueur n quelconque. Dans le pire des cas cetithgoe rv'acessite}n2 itérations environ,
mais en moyenne il n'erécessite quéninn. O

Malgré ses inconvénients, beaucoup de programmeugspréle tri rapide, car il est facile a implémenter
et évite toute copie dans des listes auxiliaires. Avec umEémentation optimisée, il est (en moyenne!)
entre 30% et 50% plus rapide que d’autres méthodes de tri.uh@ analyse détaillée et des améliorations
possibles voir Knuthg], §5.2.2, ou Sedgewick?], chapitre 9.

4. Fonctions genériques

4.1. Les calami€s de la €écriture inutile. Dans les exemples du paragrafgheous avons traité le
tri d’entiers. Dans un autre contexte vous voulez pewd@igr des chaines de caracteres, puis des nombres
de typedouble, etc... Apres réflexion, le probleme de tri est toujoersiéme ! Cependant, pour notre
implémentation en C++, nous devons spécifier le type. Que ?

Une facon répandue de réaliser ces differentes fons#st, hélas, I'usage decopier-collem puis le
remplacement a la main» de int par string, et la semaine prochaine dering par double etc.
Supposons que la semaine d’apres vous découvrez une eahée dans votre méthode de tri. Vous cor-
rigez alors trois variantes : la varianiat , la variantestring puis la variantedouble . Apres réflexion
vous voulez améliorer votre méthode de tri, donc vous gham nouveau trois variantes. . . Il va sans dire
gue cette approche se révelera infernale!

4.2. L'usage des fonctions @gnériques. Heureusement le C++ prévoit un concept qui permet de
mieux organiser la programmation, economiser du tempayigtr les fautes de frappes d’un recopiage
erroné. Dans notre exemple, on veut éviter d’écrireiplus fonctions quasi identiques :

void echanger( int& a, int& b ) { int c=a; a=b; b=c; }

void echanger( string& a, string& b ) { string c=a; a=b; b=c; }

void echanger( double& a, double& b ) { double c=a; a=b; b=c; }

Il sera beaucoup plus économique d’écrire une seuleifamgénérique :

template <typename T>
void echanger( T& a, T& b ) { T c=a; a=b; b=c; }

Ici le mot réservétemplate signale qu'il s’agit non d’une fonction, mais d'umoctle de fonctionaussi
appelé undonction ¢gerérigue Le mot réservétypename précede le type indéterminé, en I'occurrence
appeléT. Ensuite dans la liste des parametres et les instructierla onctions, on utiliseT comme
si c’était un type usuel. Si vous appelez la fonctiechanger avec deux parametres de typet le
compilateur prendra le modele ci-dessus et créera atussifonction concretevoid echanger (int&
a,int& b) comme souhaitée, simplement en remplacamar int . Malin, non ? La fonction concréte
ainsi générée est appelée unstancedu modele.

Les versions génériques de nos fonctions de tri s’éctiators ainsi :

template <typename T>
void trier( T& a, T&« b ) { if ( a > b ) echanger(a,b); }

template <typename T>
void trier( T& a, T& b, T& c )
{ if ( a > b ) echanger(a,b);
if ( b > ¢ ) { echanger(b,c); if ( a > b ) echanger(a,b); }; }
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Remarquet.1 Nous avons déja fait la connaissance de la programmaénéargjue en chapitre: la classevector
est en fait une classe générique dans le sens expligaédali. Sa déclaration est donc

template <typename T>
class vector;

Si I'on veut l'utiliser pour les élements de typent , par exemple, le compilateur prend le modé&lector et en
construit la classe souhaitéector<int> simplement en remplacarit par int . Avec le méme effort de program-
mation, la classe générique peut ainsi étre utilis@es dies situations les plus variées.

Exercice/P4.2. En s'inspirant de I'opérateur de sorti& défini dans le programmiel 8, définir un opérateur de sortie
générique qui soit capable d'afficher un vecteur d’'un tffpguelconque. (Pour une solution voeiectorio.cc).

4.3. Implémentation de recherche et tri en C++.Si vous voulez, vous pouvez mettre en ceuvre
les méthodes de recherche et de tri discutées ci-dessuspégmentant une ou plusieurs des fonctions
suivantes en C++. Essayez dés le début d"écrire desdasaiénériques comme expliqué &h Si pour
certaines fonctions vous n'y arrivez pas, vous pouvez agoours aux solutions offertes par la bibliotheque
STL, discutées dans le paragraphe suivant.

Exercice/P 4.3.Ecrire une fonction générique qui teste si le vecteur@assparamétre est trié :

template <typename T>
bool est_trie( const vector<T>& vec );

Expliquer pourquoi ce mode de passage est le mieux adapté&ptie tache.

Exercice/P 4.4.Ecrire une fonction générique qui effectue une recheditti@otomique :

template <typename T>
int recherche_dichotomique( const vector<T>& vec, const T& element );

Expliquer a nouveau pourquoi ce mode de passage est le rieypté.
Pour les méthodes de tri vous pouvez choisir entre le tideagt le tri fusion :

Exercice/P 4.5.Implémenter le tri rapide en définissant la fonctiong@mie suivante :

template <typename T>
void tri_rapide( vector<T>& vec, int gauche, int droite )

Ensuite, pour I'appel initial du tri rapide, on pourrait foir la fonction suivante :

template <typename T>
void tri_rapide( vector<T>& vec ) { tri_rapide( vec, 0, vec.size()-1 ); }

A noter que les appels récursifs passent le vecteur toigrer@mme parametre par référence; ce sont les
indices gauche et droite qui spécifie la partie a trier. Expliquer pourquoi ce mo@epadssage est le
mieux adapté pour éviter tout recopiage inutile.

Exercice/P 4.6.Implémenter le tri fusion en définissant la fonction soiea:

template <typename T>
void tri_fusion( vector<T>& vec )

Contrairement au tri rapide le tri fusion nécessitera agses dans des vecteurs auxiliaires.
Remarque. —Dans le tri fusion ainsi que le tri rapide il est en génélakpefficace de trier les toutes
petites listes (disons < 3) « a la mainy comme er}2.1Voyez-vous pourquoi?

Exercice/P 4.7.Vérifiez votre implémentation puis testez sa correctionteaucoup d’exemples. Si vous
voulez tester systématiquement un grand nombre d’exesmadeis pouvez écrire une fonction qui le fait
pour vous : d’abord on crée un vecteur aléatoire, ensuile trie puis vérifie le résultat par la fonction de
I'exercice4.3 Sur un tel vecteur ordonné on peut finalement tester lzereble dichotomique en cherchant
un par un les éléments du vecteur.

Exercice/P 4.8.Mesurer la performance de votre impléementation : combierednps faut-il pour trier
une liste de taille 19? 1¢? 10*? 16 ? 16 ? Comparer avec une méthode de tri élément&ites-vous
content?
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5. Solutions fournies par la STL

5.1. Algorithmes de recherche et tri. Comme le tri et la recherche sont omniprésents dans la pro-
grammation, la bibliothéque STL en fournit un bon nombréahetions génériques. Elles sont disponibles
apres inclusion du fichier en-téte correspondant par&ctive #include <algorithm> ;le programme
V.1 ci-dessous en illustre 'usage.

Programme V.1 Tri et recherche avec les algorithmes de la STL tri.cc

1 #include <iostream> // pour déclarer 1’entrée-sortie standard

2 #include <algorithm> // pour définir les fonctions de tri et de recherche
3  #include <vector> // pour définir la class générique vector

4 #include <cstdlib> // pour déclarer la fonction random()

5 using namespace std;
6

7

8

9

template <typename T>
ostream& operator << ( ostream& out, const vector<T>& vec )

{
10 out << "( ";
11 for ( size_t i=0; i<vec.size(); ++i ) out << vec[i] << " ";
12 out << ")";
13 return out;
14 3
15
16 void aleatoire( vector<int>& vec )
17 A
18 for ( size_t i=0; i<vec.size(); ++i ) vec[il= random() % vec.size(Q);
19 %
20
21  int main(Q)
22 A
23 cout << "\nBienvenue aux vecteurs aléatoires !" << endl;
24 cout << "Entrez la longueur svp : ";
25 int longueur;
26 cin >> longueur;
27 vector<int> vec(longueur) ;
28 aleatoire(vec);
29 cout << "\nvoici un vecteur aléatoire : " << vec << endl;
30 sort( vec.begin(), vec.end() );
31 cout << "\naprés un tri rapide : " << vec << endl;
32 random_shuffle( vec.begin(), vec.end() );
33 cout << "\naprés une mélange aléatoire : " << vec << endl;
34 stable_sort( vec.begin(), vec.end() );
35 cout << "\naprés un tri fusion : " << vec << endl;
36 cout << "\nEntrez un nombre & chercher svp : ";
37 int element;
38 cin >> element;
39 bool trouve= binary_search( vec.begin(), vec.end(), element );
40 if ( trouve ) cout << "L’é&lément " << element << " appartient & la liste.\n";
41 else cout << "L’élément " << element << " n’appartient pas & la liste.\n";
42 cout << "Au revoir.\n" << endl;
43 }

Pour trier un vecteurec, la STL prévoit entre autre les deux fonctions suivantes :

sort( vec.begin(), vec.end() ); // tri rapide (quick sort)
stable_sort( vec.begin(), vec.end() ); // tri fusion (merge sort)

La premiere effectue un tri rapide, la deuxieme un tridnsiComme expliqué plus haut le tri fusion est
legérement moins rapide et nécessite de la mémoirdia@iv mais ilgarantitun temps d’exécution majoré
paranlogyn. Le tri rapide, par contre, est un peu plus rapgtiemoyennemais tres lent dans le pire des
cas.A choisir en fonction des applications envisagées.
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Ajoutons qu'il existe une fonctior inverse» qui mélange un vecteur de maniere aléatoire :
random_shuffle( vec.begin(), vec.end() );

La fonction binary_search effectue une recherche dichotomique d’'un élémerdans un vecteur
ordonné :

binary_search( vec.begin(), vec.end(), a );

Elle renvoie le booléertrue si a est un élément du vecteur, éalse sinon. Il existe aussi des va-
riantes qui renvoient le premier ou le dernier indicegel que vec [k] vaut a. Pour en savoir plus sur les
algorithmes de la STL, consulter la documentation sur &lsittp: //www.sgi.com/stl/.

Le plus simple de tous ces algorithmes est I'échange de &léments, déja rencontré g

template <typename T>
void swap( T& a, T& b ) { T c=a; a=b; b=c; };

Notons cependant que la fonctiewap peut encore &tre optimisée : si les objects a échangégsands,

il est plus efficace d’échanger des pointer au lieu des eeselles-mémes. Pour cette raison la STL
implémente des fonctionswap spécialisée et optimisée sur mesure pour des vecteessligles, des
chaines de catactéres, etc. Lorsqu’une version sig@matst disponible, c’est elle qui sera utilisée. Seule-
ment par défaut utilise-t-on la version générique csies.

5.2. Laclasse grérique set. La bibliotheque STL fournit une classe générigises pour modéliser
un ensemble find’'objets d'un type donné. Dans I'exemple qui suit on regande variableensemble
du type set<int>, mais tout s'adapte a n'importe quel autre type au lieuide. \Voici les principales
opérations que I'on veut effectuer sur un tel ensemble :

(1) Ajouter un éléement : ceci se réalise par la fonctiosnsemble . insert (a) .
(2) Enlever un éléemend : ceci se réalise par la fonctiosnsemble.erase(a) .
(3) Tester sia est un élément densemble : ceci peut se réaliser p@nsemble.count (a).

Remarque 5.1. On voit déja que I'implémentation des ensembles esitetnent liee aux questions de tri
et de recherche. Bien slrr on peut implémenter un enserobiiene une liste non ordonnée déléments.
Pourtant, ceci entrainerait que le test appartient aensemble » doit parcourir toute la liste, ce qui
nécessite un temps proportionnehgvoir §1). Pour des applications réalistes cette méthode n’est pa
praticable.

Dans le souci d’efficacité il est donc nécessaire de stdeketléments de maniére ordonnée. Dans ce
cas le test d’appartenance se réalise en teapgy n, par une recherche dichotomique (véil). Pour que
les opérationsinsert et erase soient aussi efficaces, on stocke les éléments non dansateuv mais
dans une structure mieux adaptée : un arbre binaire.

En faisant abstraction des détails d'une telle implémigor, la conclusion est la suivante :

Théoreme 5.2.0n peut impdmenter un ensemble fini de sorte que lesraflonsélémentaires ci-dessus
s'effectuent en un temps magopar a logzn, ol n est la taille de I'ensemble. O

Soulignons a nouveau l'importance d’une implémentagéfitace : Pour traiter un ensemble d’'un
million d’éléments, disons, on préfere attendre quekjsecondes plutdt que quelques heures!

Le programmé/.2 illustre I'utilisation de la classeet . Comme vous constaterez, les éléments d’'un
ensemble sont toujours stockés de maniere ordonnéeagtie €lémenty apparait au plus une fois (ce qui
sont les principales difféerences entre un ensemble etiste. |

Pour modéliser des familles avec répétitions possitiastilise la classe génériqueiltiset . Rem-
placerset parmultiset dans le programm¥2, le tester puis expliquer les differences dans le compor-
tement du logiciel. Le souci d’harmoniser les fonctionsipest et multiset explique aussile nom, a
priori bizarre, de la fonctiorset . count (a) .

5.3. Lesitrateurs. Ily a un concept annexe qui est d’une grande importancequetipour afficher
un ensemble on souhaite le parcourir du début a la fin. Comdigué plus haut, les éléments ne sont
pas stockés dans un vecteur, en particulier I'utilisateupeut pas les adresser par indice. La solution : on
parcourt un ensemble a l'aide d'uterateur. Ceci est illustré dans le programide : I'itérateur it est
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Programme V.2 Ensemble d’entiers modélisé pagt<int> set.cc
1 #include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
2 #include <set> // pour définir la class générique set
3 using namespace std;
4
5 template <typename T>
6 ostream& operator << ( ostream& out, const set<T>& ens )
7 A
8 out << "{ ";
9 typename set<T>::const_iterator it;
10 for ( it= ens.begin(); it!=ens.end(); ++it )
11 out << *it << " ";
12 out << "}";
13 return out;
14 3}
15
16  int main()
17 A
18 cout << "\nBienvenue aux ensembles ! On teste ici la classe set.\n"
19 << "Entrez un entier positif pour 1l’ajouter, négatif pour effacer, "
20 << "0 pour terminer." << endl;
21 set<int> ensemble;
22 for(;;)
23 {
24 cout << "ensemble = " << ensemble << endl;
25 cout << "Entrez un entier svp : ";
26 int element;
27 cin >> element;
28 if ( element == 0 ) break;
29 if ( element > 0 ) ensemble.insert( element );
30 else ensemble.erase( -element );
31 }
32 for(;;)
33 {
34 cout << "Entrez un nombre a chercher svp : ";
35 int element;
36 cin >> element;
37 if ( element == 0 ) break;
38 if ( ensemble.count( element ) > 0 )
39 cout << "L’é&lément " << element << " appartient & 1’ensemble.\n";
40 else
41 cout << "L’élément " << element << " n’appartient pas & 1’ensemble.\n";
42 }
43 cout << "Au revoir.\n" << endl;
44 3

une sorte de pointeur sur un élément de notre ensemblee@r’imcrémenter par+it et décrémenter
par --it, pour avancer ou reculer. Puis on peut accéder a I'élémars lequel il pointe pakit. Pour
parcourir du début a la fin, I'ensembéais fournit les itérateursns.begin() et ens.end() . Comme
vous pouvez le constater, la construction d’une boucleetidinsi facile et naturelle.
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Mais vérifiez tout : ce qui est bon, retenez-le!
1 Thess521

PROJET V

Applications du tri aux équations diophantiennes

Objectif. Le tri peut se révéler un outil magnifiqgue méme dans desiitns inattendues. Dans ce
projet nous allons appliquer le tri aux équatiaist b® = ¢ 4 d° et a* + b* = ¢* + d*. Finalement on
reprend la conjecture d’Euler concernant 'equatidr- b* + c* = d*. Il y aura des surprises. . .

Ce projet nous permet entre autre de tester nos méthodes etede recherche sur des exemples
réalistes, et avec des algorithmes efficaces le tempcdigion restera raisonnable. On constatera que la
mémoire disponible peut également &tre une ressouemiguise.

Sommaire

1. Le taxi de Ramanujan. 1.1.Equations diophantiennes, recherche et tri.
2. L équationa® + b*+ c* = d* reconsicerée. 2.1. Restrictions modulaires.

1. Le taxi de Ramanujan

L'anecdote suivante est devenue légendaire : Un jour gleaméthématicien G.H. Hardy rendit visite
a son collegue et ami S. Ramanujan, il mentionna le nuéri@axi avec lequel il était venu, en ajoutant
« C'est sans doute un nombre sans aucune paipinteressantes « Au contraire !» répondit Ramanujan
« C’est le plus petit nombre qui sé&@dompose de deux manes diferentes en somme de deux cubes d’en-
tiers positifs.» Peut-étre vous connaissez cette histoire mais vous av@ie deinuméro du taxi. Comment
le retrouver rapidement ?

— * —
Nous nous proposonsici de chercher les plus petits nombre&¥grivent de deux maniéres differentes

comme somme de deux cubes d’entiers positifs. Autrementalis cherchons les petites solutions de
I'equationa®+b® = ¢+ d3 aveca,b,c,d € Z, et{a,b} # {c,d}. Voici trois démarches qui se présentent :

Exercice 1.1.On peut effectuer une recherche exhaustive qui parcouguladrupletsa, b, c,d) vérifiant
1<a<c<d<b<N /(lejustifier). Vérifier que cette méthode néceséﬁél) itérations.

Exercice 1.2. En s'inspirant du projel, expliciter une méthode qui ne nécessite Q’g‘l)eit’erations grace a
une fonction auxiliairen — | /n|. En quoi cette approche est-elle préférable a la mé&tipoéicédente ?

Exercice 1.3. Détaillez une méthode utilisant le tri : pourla < b < N on construit une liste des valeurs
a®+bq, on la trie, puis on cherche les doublons. Combien de mé&nesirnecessaire pour stocker la liste ?
Combien d'itérations sont nécessaire pour le tri puigtherche ?

Remarque 1.4. Comme quatrieme approche vous pouvez effectuer une @ehsur internet. Esquisser
en quoi cette derniere approche, elle aussi, est bas@éesuéthodes de tri et de recherche.

Exercice/P 1.5.Choisissez la méthode qui vous semble la plus efficace ktfalus simple a réaliser, puis
justifier votre choix. Implémentez-la afin de trouver le rermdu taxi de Ramanujan. Ce résultat serait-il
également accessible par les autres méthodes ? Combsatutiens y a-t-il pouN = 500 ?N = 1000 ?

N = 5000 ? Jusqu’ou peut-on aller ?

Exercicel.6. Trouver le plus petit nombre qui s’écrive tleis manieres differentes comme somme de deux cubes
d’entiers positifs. A I'heure actuelle on connait la réponse pour les multifils 2, 3, 4, et 5 seulement.)

Exercicel.7. Pouvez-vous trouver le plus petit nombre qui s’écrive dexdmanieres differentes comme somme de
deux bicarrés d’entiers positifa? + b* = c* +d* ? (Dans ce cas on ne connait aucun exemple de multiplci8
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1.1. Equations diophantiennes, recherche et tri.En généralisant I'exemple précédent on arrive
a la formulation suivante : étant données deux fonctigi®: Z x Z — 7, comment énumeérer rapide-
ment toutes les solutions de I'equati®a,b) = Q(c,d) avec(a,b,c,d) € [1,N]*? Bien strr on peut
parcourir tous les quadrupleta,b,c,d) et tester si 'equatiofP(a,b) = Q(c,d) est satisfaite. Ceci peut
s'implémenter par quatre boucles imbriquées, et niteds$ itérations au total. Peut-on faire mieux ?

Exercice 1.8. Expliciter une méthode bénéficiant d’'une méthode efiade tri :
(1) Ondresse une liste de tous les tripldéa, b),a, b), puis on la trie par rapport®.
(2) Ondresse une liste de tous les triplg@éc, d),c,d), puis on la trie par rapport@.
(3) On parcourt les listes simultanément en cherchandgsidence®(a,b) = Q(c,d).

Estimer la mémoire nécessaire et le temps d’exécutionrqioi est-il hors de question d’utiliser un tri de
complexité quadratique ici ?

Exercice 1.9. Expliciter une variante bénéficiant des méthodes effisae tri et de recherche :
(1) On dresse une liste de tous les triplg@éc, d),c,d), puis on la trie par rapport@.
(2) On parcourt tous les triplet®(a, b), a,b) en cherchant les coincidences avec la liste.

Estimer la mémoire nécessaire et le temps d’exécutionrdrioi est-il hors de question d’utiliser une
recherche linéaire ici ?

2. L'équationa*+b*+ c* = d* reconsicerée

Regardons a nouveau I'équatieh+ b* 4 ¢* = d* vue en projet. L'approche ci-dessus s’applique
avecP(a,b) = a* + b*etQ(c,d) = d* - c*. Nos nouvelles méthodes sont plus efficaces que I'apprieche
projetl et nous permettrons de chercher des solutions dans un debeancoup plus large ! Le but ultime
sera de trouver toutes les solutidiasb, ¢, d) € [1, N]]4 avecN = 10°. Comme dans le proj¢nous posons

typedef unsigned long long int Integer;

Exercice/P 2.1.Chercher les solutions jusquia= 2000 par la méthode esquissée ci-dessus : stocker les
valeursd® — ¢* avec 1< ¢ < d < N dans un vecteur de typesctor<Integer>, le trier, puis chercher les
valeursa® + b* avec 1< a < b < N dans la liste.

O Etapes interradiaires :Comme d’habitude il sera utile que le programme affiche gréntes étapes
(construction, tri, recherche) et 'avancement du trag@alur les boucles extérieures). Si vous avez bien
programme, votre logiciel s’exécute en quelques secartddicitations !

Remarque2.2 PourN = 2000 il faut construire un vecteur de Iongue}M(N —1) =1999000. Comme on connait sa
taille d’avance, il est utile deeserverla mémoire tout au début, par I'instruction suivante :

vector<Integer> imageQ; imageQ.reserve(max*(max-1)/2);
Ceci définit un vecteur vide mais prévoit déja la mémairdiquée. Ensuite vous pouvez remplir le vecteur par la
fonction imageQ . push_back () , tout en évitant la réallocation inutile pendant la camstion.

Remarque2.3. Notre approche marche encore pduE 5000, peut-etre méme jusquia= 10000, mais au dela les
limites de cette méthode se font sentir : le tester. il savieayu’ici la mémoire devient le facteur limitant. De coei

de mémoire vive dispose la machine sur laquelle vous ftez& Quand la mémoire commence a manquer il se peut
que le tri fusion n'aboutit plus alors que le tri rapide maremcore (expliquer pourquoi).

2.1. Restrictions modulaires.Jusqu’ici notre méthode est tres générale est s’applicdes fonctions
P,Q: Z x Z — 7Z quelconques. Pour aller plus loin nous utilisons le fait (& b) = a* + b* etQ(c,d) =
d* — c* sont depolyrdmeset de plushomognes

Exercice/M 2.4. Verifier que toute solutiotia,b,c,d) € Z* de I'equationP(a,b) = Q(c,d) entraine une
famille infinie de solutiongka, kb, kc, kd) aveck € Z. Justifier que notre recherche peut se restreindre aux
solutionsprimitives c’est-a-dire celles qui vérifient pg@lb, c,d) = 1.

Exercice/M 2.5. Vérifier que toute solutiorfa,b,c,d) € Z* de I'équationP(a,b) = Q(c,d) induit une
solution (a,b,c,d) € Zg de I'equationP(a,b) = Q(c,d) modulon. Par contraposé, comment I'inégalité

P(a,b) # Q(c,d) peut-elle simplifier la recherche des solutions d&h8
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Exercice/M 2.6. Montrer que I'applicatiorZy — Z4, x+— x* a pour I'image I'ensembl€0, 1}. En déduire
que, quitte & permutex, b, ¢, toute solution(a, b, c,d) € Z* vérifiea= b= 0 (mod 2. Pour une solution
primitive on peut de plus conclure qee=d =1 (mod 2.

Exercice/M 2.7. Montrer que I'applicatiorZs — Zs, x — x* a pour 'image I'ensembl¢0,1}. Quitte &
permutem, b, ¢, toute solution(a, b, c,d) € Z* vérifie donca=b =0 (mod 5). Pour une solution primitive
on peut de plus conclure quez 0£d (mod 5).

Avec cette technique on arrive au résultat suivant, queddmettra (cf. M. Wardiuler’s problem on
sums of three fourth power®Buke Mathematical Journal 15 (1948) 827-837) :

Théoréme 2.8(d0i a M. Ward, 1948) Si(a, b, c,d) € Z* est une solution primitive dedguation & + b* +
c*=d* alorsd#0 (mod 5 etd=1 (mod §. Quittea permuter les variables &,conaa=0 (mod §
et b=0 (mod 40 ainsi que c= +d (mod 1024. O

0 Optimisation :L'intérét pratique de ce théoréme est qu'il suffit désais de parcourir les couples
(a,b) et(c,d) vérifiant les dites congruences. En C++ ceci peut se g¥glar les boucles suivantes :
for ( Integer a=8; a<=max; a+=8 )
for ( Integer b=40; b<=max; b+=40 ) { ... };
for ( Integer d=1; d<=max; d+=8 ) if ( d%5 != 0 )
{ for ( Integer c=d%1024; c<d; c+=1024 ) { ... };
for ( Integer c=1024-d%1024; c<d; c+=1024 ) { ... }; };

Cette astuce écarte plus de 99% de coufsds) € [1,N]? car on n’en retient qu’une fractioﬁ—o; mieux
encore, il écarte 999% des couple&,d) € [1, N]]2 car on n’en retient qu’une fracti 1240 (le justifier).

Exercice/P 2.9.Chercher toutes les solutions jusgiNa= 100000 par la méthode améliorée. Vérifier que
I'on construit un vecteur de longueur 971529 seulement.

Si vous voulez aller encore un peu plus loin, vous pouvert&c@9% des couple®,d) restants en
appliquant d’autres cribles modulaires : on fixe un nonmbeeon regarde quels couplésd) apparaissent
dans les solutions de I'equatiaf +b* = d* — ¢* modulon. Si (c,d) est impossible moduln, alors il est
impossible dang. Le programm&/.3 montre une implémentation de cette idée en C++.

Exercice/P 2.10.Chercher toutes les solutions jusqi¥a= 500000 par la méthode améliorée. Veérifier que
I'on construit un vecteur de longueur 418127 seulement.

O Avertissement. —Le choix du typelong long int entraine que nous travaillons moduff 2sile
logiciel trouve une solution, ceci ne veut dire cafer- b* +c* = d* (mod $4). Interprété correctement,
c’est un résultat précieux, car une fois trouvée, il gt facile de confirmer ou réfuter une solution :
Pour une solution prospectieeb donnée, chercher les valewsl associéés, puis afficher le quadru-
plet (a,b,c,d) comme« candidat. Ensuite on peut effectuer un calcul déhgour vérifier si(a, b, c,d)
est effectivement une solution. (On pourra utiliggiz_class pour le calcul avec des grands entiers.)

Remarque2.11 Pour réesumer, nous avons raffiné successivement noodesth I'idee de la méthode 1, notre point
de départ, est de stocker les valeB(s,d) dans un vecteur trie. La méthode 2 restreint les coufdg$) par cer-
taines congruences (théored). La méthode 3 généralise cette idée et implémentsiglus cribles modulaires
(programmeV.3). Pour souligner I'utiliteé de ces raffinements succes$ifsableau ci-dessus présente le nombre des
couples(c,d) a considérer avec & ¢ < d < N. Grace aux restrictions modulaires exploitées par lthoue 3, la
construction du vecteur se fait assez rapidement, et leitrist se passe également sans probleme. C'est la dernie
phase, la recherche des coincidences, qui est la plususgien temps. Por= 10° il faut compter environ une heure
d’exécution.

N= 5000 10000 50000 100000 500000 1000000
méthode 1|| 12497500 49995000| 1249975000 4999950000 124999750000 499999500000
méthode 2 2194 9268 241627 971529 24388874 97605862
méthode 3 61 183 3623 15373 418127 1672259

Remarque2.12 On peut encore optimiser la mémoire nécessaire poun@&mnation exhaustive, en utilisant ufile
de prioritéau lieu d’'un tableau. Pour en savoir plus, consultez I'ertite Daniel J. Bernsteifznumerating solutions
to p(a) +q(b) = r(c) +s(d), Mathematics of Computation 70 (2001), 389-394.
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Programme V.3 Cribles modulaires pour le probleme d’Euler crible.cc
1 #include <iostream>
2  #include <vector>
3 using namespace std;
4 typedef unsigned long long int Integer;
5
6 // Calculer P(a,b) = a”4 + b”4 modulo mod (sans débordement)
7 Integer lePolynomeP( Integer a, Integer b, Integer mod )
8 {
9 a%=mod; ax=a; aj,=mod; a*=a; al=mod;
10 bj%=mod; b*=b; bl%=mod; b*=b; bY=mod;
11 return (a+b) % mod;
12 3}

14 // Calculer Q(c,d) = d"4 - c¢c”4 modulo mod (sans débordement)
15 1Integer lePolynomeQ( Integer c, Integer d, Integer mod )

16 {

17 ch=mod; c*=c; cl=mod; c*=c; cl=mod;
18 d%=mod; d*=d; d)=mod; d*=d; d%=mod;
19 return ( c<=d ? d-c : d-c+mod );

20 %}

21

22 // Pour tenir compte des restrictions modulaires, la fonction suivante

23 // construit un vecteur image du type vector<bool> et de longueur mod
24 // de sorte que image[x]==true ssi x est dans 1’image de P modulo mod.
25 vector<bool> imagePmod( const int& mod )

26 {

27 cout << "construction de 1’image de P mod " << mod << " ... " << flush;
28 vector<bool> image(mod,false);

29 for ( int a=0; a<mod; ++a )

30 for ( int b=0; b<mod; ++b )

31 image[ lePolynomeP(a,b,mod) ]= true;

32 cout << "statistique : " << flush;

33 Integer possibles=0;

34 for ( int c=0; c<mod; ++c )

35 for ( int d=0; d<mod; ++d )

36 if ( image[ lePolynomeQ(c,d,mod) ] ) ++possibles;

37 cout << (100*possibles)/(mod*mod) << "Y, retenus" << endl;
38 return image;

39 }

40

41 // Construction des images modulo 574,1372,374,2972,7°3,1172,1972,31"2.
42 // (Dans 1’ordre d’efficacité, d’aprés de nombreux tests empiriques.)
43 // Les images sont précalculées comme des vecteurs constants,

44  // ce qui permettra d’accéder rapidement & ces informations.

45 const vector<bool>

46 image625= imagePmod(625), imagel69= imagePmod(169),
a7 image81 = imagePmod(81), image841= imagePmod(841),
48 image343= imagePmod(343), imagel21= imagePmod(121),
49 image361= imagePmod(361), image961= imagePmod(961);
50

51 // La fonction crible(c,d) teste si le couple (c,d) passe les cribles.
52 // Si non, elle renvoie false et on peut supprimer (c,d) dans la suite.
53 Dbool crible( Integer c, Integer d )

54 {

55 return image625[lePolynomeQ(c,d,625)] && imagel69[lePolynomeQ(c,d,169)]
56 && image81 [lePolynomeQ(c,d,81) ] && image841[lePolynomeQ(c,d,841)]
57 && image343[lePolynomeQ(c,d,343)] && imagel21[lePolynomeQ(c,d,121)]
58 && image361[lePolynomeQ(c,d,361)] && image961[lePolynomeQ(c,d,961)];
59 }
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