Numbers have neither substance, nor meaning, nor qualities
They are nothing but marks, and all that is in them
we have put into them by the simple rule of straight succassio
Hermann Weyl (1885 - 1955Mathematics and the Laws of Nature

CHAPITRE I

La biblioth eque GMP

Ce chapitre présente une solutierindustrielle» du probleme des grands entiers en C++ : la bi-
bliotheque GMP. Par rapport a notre implémentatidaite maison elle se distingue seulement par son
niveau d’optimisation (une journée de programmation pumire classélaturel contre plusieurs années
de développement pour la bibliotheqa®P .) En contrepartie nous sommes obligés d’accepter ure tell
bibliotheque comme une boite noire : on apprendra fa@hgraon interface mais non son fonctionnement
intérieur. (Vous pouvez lire sa documentation en ligneefa wous intéresse.)
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1. Une implementation « professionnelle» des nombres entiers

On discutera dans ce chapitre l'utilisation d’une classeeger , issue de la bibliotheque GMIBNU
Muiltiple Precision Library, qui modélise lesc grands entiers, c’est-a-dire, les nombres entiers sans
limitation de taille. Contrairement au chapitre préa@gdaous ne tentons pas ici une implémentation nous-
mémes, mais nous nous servirons d’une bibliotheque faiige

1.1. Avant-propos. Les bibliotheques les plus courantes offrent des solstirertains problemes
omniprésents dans la programmation. Il est tres commedgeh servir pour ne pas réinventer la roue.
Ainsi, utiliser une bibliotheque de haute qualité offesdvantages importants :

— Les fonctions sont soigneusement implémentées et bstdds,

— en particulier elles sont plus fiables et plus efficacesmisolution ad hoc,

— elles fournissent une fonctionnalité assez compléeseaeidardisée,

— le code de votre application ainsi créé sera plus conghus lisible.

De maniere générale, le partage de bibliotheques dit@permet de mutualiser des implémentations
éprouvées, de minimiser des réimplémentations iesititt de se concentrer sur I'essentiel.

O Bref, les bibliotleques c’est bon, mangez-en! O

En contrepartie, avouons qu'il existe aussi des incoraréai:

— Lutilisation d’'une bibliotheque demande, bien évidaent, comme investissement initial la lecture
du « mode d’emplok plus ou moins complexe. D’ou 'intérét des bibliothégibien construites et
d’utilisation intuitive !

— Pour ce cours de programmation I'autre inconvénient ‘estice pédagogique : on utilise souvent
une bibliotheque comme une boite noire, c’est-a-dineamprend sa fonctionnalité externe (en par-
ticulier 'interface), mais on n'apprend pas comment ek¢ @nstruite (on particulier on ignore
souvent la structure des données et les algorithmesasiilis

Afin de remédier a ces défauts dans le cas des grandssemigers le chapitrd discute les élements d’une
implémentation assez compléte dans notre exeripleurel . On ferra pareil dans des chapitres plus
avanceés : permutations au chafb, quelques anneaux au chagdl, puis des polyndmes au chaflll , par
exemple. Bien qu'il existe de bibliothéques adéquategeut ainsi apprendre en détail le développement
mathématique, souvent intéressant en lui-méme. Pauapplication non pédagogique on utilisera plutdt
une bibliotheque professionnelle, si possible.
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60 Chapitre Il — La bibliothéeque GMP

La biblioth eque STL. Le C++ vient déja avec une bibliothéque standard : eitepfartie du C++ et
n’est donc souvent pas remarquée comme bibliothequeté&pgere. La bibliotheque la plus connue est
sans doute la STL. Elle fut développée ptawlett-Packard Comparg partir de 1994, puis pa8ilicon
Graphics Computer Systeragartir de 1996. Elle fut standardisée et acceptée coparie intégrante du
langage C++ en 1998; tout systeme conforme a ce standamdiffdonc une version de la STL.

La STL offre une classe générique pour modéliser lesevgst(vector ) que nous avons regardée au
chapitrel. La STL offre aussi d’autres structures de données quifsegiemment utilisées et tres utiles,
suivant I'application envisagée : les listesigt ), les listes bidirectionnellesieque), les piles gtack),
les files (queue), les files de priorité priority_queue), les ensemblesset ), et d’autres encore.

Pour en savoir plus vous pouvez consultez la page. sgi.com/stl. Il existe €galement d’excel-
lentes introductions a la STL ; consultez votre bibliathe universitaire.

La biblioth eque GMP. Le GNU Multiple Precision Projeca développé la bibliotheque GMP pour
des calculs efficaces en précision arbitraire en C/C++e &lfre des classes pour les nombres entiers
et rationnels, et les nombres a virgule flottante en pic@tiarbitraire. Vous pouvez consultez le site of-
ficiel www.swox.com/gmp 0OU vous trouverez une ample documentation. La bibliale&gMP se trouve
également sur le site de GNyw . gnu. org/manual /gmp . Avec votre installation sous GNU/Linux vous
pouvez également tapanfo gmp C++ pour lire la documentation locale en ligne.

Que faut-il pour modéliser les entiers ?En tenant compte de nos expériences précédentessqnéci
nos exigences. On souhaite disposer d'un tgpeeger qui modélise les entiers dans le sens suivant :

Repiesentation et enre-sortie: Tout d’abord, on veut que tout nombre entier puisse etreesgmté
comme une valeur de typEnteger . Les opérateurs d’entrée> et de sortie<< permettent de
lire et d’écrire ces valeurs; ils traduisent alors entref@ésentation externe (I'écriture décimale)
et la représentation interne (que nous ignorons).

Opérateurs d’affectation: On voudra utiliser I'opérateur d’affectation avec la syntaxe et la semantique
usuelle : il prend deux arguments, une variable de tipeeger a gauche et une valeur de type
Integer adroite, puis il affecte la valeur a la variable.

Conversion de typela conversion devra permettre d'affecter une valeur du tifpe a une variable
var de typeInteger.On pourra donc écrirear=Integer (1) pour une conversion explicite
ou bienvar=1 pour une conversion implicite.

Opérateurs de comparaisonOn voudra utiliser les opérateurs de comparaisen ! =, ainsi que<,
<=, >, >= avec la syntaxe usuelle, a savoir : ils prennent deux argtswie typeInteger et
renvoient un résultat de typeool , qui correspond a la comparaison d@ns

Opérateurs arithnétiques: On voudra utiliser les opérateurs arithmétiques-, *, /, % avec la
syntaxe usuelle, & savoir : ils prennent deux argumentgdelinteger et renvoient un résultat
de type Integer. Quant & leur sémantique, on exige que le résultat quorete au résultat de
I'opération respective SUk.

Opérateurs mixtes:Les opérateurs=, -=, *=, /=, = devront s'utiliser d’'une maniére naturelle,
de sorte quea+=b équivaille aa=a+b etc. De méme pour les opérateurs et --, pour les-
guels on exige que+a équivaille aa=a+1 etc. L'intérét pourra étre une meilleure lisibilit&, e
éventuellement une plus grande performance. (Cela déheniveau d’optimisation.)

Ces opérations élémentaires décrivent alors la bagése pour travailler avec des entiers sur ordi-
nateur. D’autres fonctions seraient également souHagabommefactorielle, binomial, racine,
pgcd, ppem, est_premier, factoriser etc. On en développera quelques-unes dans la suite, mais to
développement ultérieure sera basé sur les opératlénentaires ci-dessus.

1.2. Les entiers de la bibliotieque GMP. Comme on a vu au chapithe implémenter I'arithmétique
des nombres entiers est faisable mais tres laborieux ddeament il existe déja de telles implémentations,
soigneusement testées et optimisées. Nous utiliseraria guite la classepz_class de la bibliotheque
GMP (GNU Muiltiple Precision Library. Elle satisfait a toutes nos exigences ci-dessus, et uke Ipb
calculs s’effectuent tres rapidement. Son utilisatidressez intuitive :
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Programme lll.1  Exemple d'utilisation de la classenteger gmp-exemple.cc

#include <iostream> // déclarer 1’entrée-sortie standard
using namespace std; // accés direct aux fonctions standard

1
2
3
4 // **x Attention : & compiler avec g++ -lgmpxx

5 #include <gmpxx.h> // accéder a la bibliothéque gmp pour C++

6  typedef mpz_class Integer; // Integer semble plus parlant que gmp_class
7

8

9

int main()

{
10 cout << "Entrez deux entiers svp : ";
11 Integer a, b;
12 cin >> a >> b;
13 cout << "a =" << a << endl <K "pb ="<Kb << endl
14 << "atb = " << atb << endl << "a-b = " << a-b << endl
15 << "axb = " << a*b << endl;
16 if (b != 0 ) cout << "a/b = " << a/b << endl
17 << "a%b = " << a%b << endl;
18 else cout << "La division par zéro n’est pas définie." << endl;
19 3}

0 On accede a la bibliotheque GMP pour le C++ en incluaniractive #include <gmpxx.h>, qui
effectue legléclarationsnécessaires. Ensuite la compilation s’effectue avedibop-1gmpxx pour établir
le lien vers legdéfinitionsde cette bibliotheque. Sinon, le compilateur émettralangue liste d’erreurs,
réclamantundefined reference to

0 Comme vous voyez dans le programithd, nous avons renommeé la classgz_class en Integer,

ce qui semble plus parlant. Si jamais vous voulez remplaperclass par une future classgouveau modele,
il suffit de modifier une seule Iigné\ condition, bien sir, queiouveau modele implémente les entiers
conformément a notre spécification.

Remarqud.l Pour utiliser le typelnteger avec des constantes, vous pouvez bien évidemment ukiseonstantes
littérales du typeint et les convertir eninteger . Pour les constantes plus grandes ce n’est plus jouableay&s
d’expliquer pourquoi). On fait alors appel aux chainesamcteres :

Integer a(12345); // ok : constructeur a partir d’un int
Integer b("98765432109876543210"); // ok : constructeur a partir d’une chaine
a = Integer("98765432109876543210"); // ok : conversion explicite

a "123456789012345678901234567891"; // ok : conversion implicite

a = 123456789012345678901234567890; // constante littérale trop longue !

Dans le méme esprit, ou est I'erreur logique dans le caligiveint ? Comment le rectifier ?
Integer f= 1*2*3%4*5x6*7+8*9*10%11%12+13*14*15+%16*17*18%19*20;

Quels sont les principes de cette imgimentation ? Rappelons que le chapitfe partant du type
int, fut lourdemenbrientte machine il fallait d’abord comprendre la réalisation du tygeit sur la
machine, et ensuite en se demandait dans quelles limitegeepburrait bien servir pour nos calculs.
L'approcheorientee objetprocéde dans le sens inverse : on spécifie d’abord lesiptépret opérations
nécessaires pour modéliser une classe d'objets (matites ou autres), et ensuite on cherche a les
satisfaire par une implémentation convenable. C’eseaidtixieme approche que nous poursuivons ici, et
notre implémentation du typBaturel en &tait un premier exemple.

En gros, la classapz_class est implémentée comme notre exempleturel , en particulier elle
utilise un tableau de taille adaptable pour stocker ledrelsitd’'un nombre entier. La principale difference
entre mpz_class et notre candidaNaturel est laperformanceEn effet, les programmeurs de la bi-
bliotheque GMP ont fait un énorme effort d’optimisation :

— Au niveau algorithmique, la bibliotheque GMP implénetgs meilleurs algorithmes connus a ce

jour. De nombreuses variantes ont été testées et opsiipuis les meilleures ont été retenues.
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62 Chapitre Il — La bibliothéeque GMP

O Sile choix de I'algorithme le mieux adapté dépend des éesnce choix se fait au moment de
I'exécution, typiguement en fonction de la taille des dees Pour la multiplication notamment on
choisira entre scolaire et Karatsuba, puis d’autres ergpoegious n’avons pas présentés ici.

— Les fonctions les plus frequentes (comme I'addition caolastraction, ou d’autres routines de base)
sont codées en langage machine et non en C/C++, afin dentiéiplus efficacement les instructions
fournies par le microprocesseur.

O Cette approche est tres laborieuse car on doit reimplénees fonctions sur chaque type de
processeur. Ceci n’est justifié que dans les rares cas @irlegpéré est significatif.

— La représentation interne n’est pas en base 10 mais er2bpes précisement en bas& 2pour
profiter pleinement de la structure du microprocesseurc{lraersion en base 10 se fait uniquement
a I'entrée-sortie, considérée comme peu frequemeégligeable devant les calculs.)

0 Meéme pour la GMP le principe de base reste incontournables: [ps nombres sont grands,
plus ils occupent de mémoire, et plus les opérationsecafent lentement. Mis a part ce constat, la
représentation interne ne nous regardera pas dans lalsestentiel est quapz_class fonctionne
suivant la spécification ci-dessus.

Tests empiriques. Les résultats sont assez impressionnants : vous pouverdezgle programme
gmp-chrono.cc pour comparer la performance de la clasge_class et notre candidaliaturel . Re-
marquez a ce propos que notre addition semble comp&#tie facteur constant pres), mais la complexité
quadratique de la multiplication scolaire se révele statghique pour les nombres de plus en plus grands.
La GMP, par contre, utilise les meilleurs algorithmes canmetiarrive ainsi a une complexité quasi-linéaire.

1.3. Exemple pratique : calcul de coefficients binomiauxApres les opérations de base, regardons
une fonction un peu moins élémentaire : le coefficient biied (') : Z x Z — Z, défini par () = ﬁlk),
si0< k< n, et(}) = 0 sinon. M&me pour de tels calculs tres simples, il y a evegd# plusieurs méthodes
possibles. Elles sont basées sur les mémes opéraliamer@aires, elles aboutissent toutes au résultat
cherché, mais elles passent par des calculs intermésliaien differents.

Tres souvent nous devons choisir la méthode la plus effipacmi celles qui sont a notre disposition.
Dans notre exemple, il y a au moins quatre méthodes difféssqui viennent a I'esprit :

Exercice/P 1.2.La définition () = ﬁlk), se traduit littéralement en une méthode de calcul. Lgnpénter
en deux fonctionsfactorielle et binomiall. Quel mode de passage des parametres convient le
mieux ? Combien d’opérations arithmétiques effectigdlets, multiplications et divisions confondues, pour
calculer (E) ? Quel est le plus grand entier qui apparaisse dans les saftefrmédiaires? Est-ce une

méthode efficace pour calculéroogoo‘a ?

Exercice/P 1.3.La fraction simplifiee(}) = % suggere une deuxieme méthode : on calcule

d’abord le numérateur, puis on divise par le denominatexpliquer brievement en quoi cette méthode est
avantageuse, puis I'implémenter en une fonctimomial?2.

Exercice/P 1.4.La formule (}) = W peut &tre lue commég;) = (kfl)”’—‘;“ avec condition
initiale () = 1. Ceci donne lieu & une troisieme méthode de calcul : vuelb ol multiplications et divi-
sions sont effectuées en alternance. Expliquer brieméerequoi cette méthode pourrait étre avantageuse,
puis I'implémenter en une fonctiobinomial3.

Exercice/P 1.5.La proprieté(y) = (;_1) + ("") donne lieu & une récurrence qui évite toute multiplimati
en se basant sur les valeurs initia{@s= () = 1. Limplémenter en une fonction récursitgnomialo.
Comme avant, veillez qug) = 0 pourk < 0 ouk > n.

Exercice/P 1.6.Ecrire un programme qui lit au clavier deux entierset k, puis affiche les résultats des
fonctionsbinomial3, binomial2, binomiall, binomialO (dans cet ordre-ci). Tester soigneusement
les fonctions pour quelques petites valeurs, puis pour xErmgles plus grandes. Les résultats coincident-
ils comme il se doit? Si oui, on veut alors comparer leur penénce :
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(1) Calculer(lso), @0 , (fg) ... Qu'observez-vous? Comment expliquer le ralentisseahela fonc-

tion binomial0 ? (Mous pouvez arréter le programme ad®L c.)

(2) Enexcluantinomialo, calculer(1d), (12), (1509, (*%%°, ... Qu'observez-vous? Comment

expliquer le ralentissement de la fonctibfinomiall ?

(3) En utilisant seulemertinomial3 et binomial2, calculer(1909), (3090 (3000, - - - Au début
il 'y a pas de difference significative, puisinomial2 devient plus lente qué&inomial3.
Comment expliquer cette difféerence ?

Justifiez ainsi la conclusion suivante : bien que les quatnetfons calculent toutes le coefficient binomial
cherché, leur temps d’exécution peut differer. Poupletiis nombres: et k c’est binomial2 quigagne,
tandis que pour les grands nombres la foncthanomial3 semble la plus efficace.

Bien évidemment on ne peut comparer que les méthodesauedhnait. Question naturelle : existe-
t-il des méthodes encore meilleures ou des astuces d'@jtion ? Stratégie générale : plus on sait sur la
fonction a calculer, plus de méthodes se présentent o wn exemple :

Exercice/P 1.7.Veérifier d’'abord que votre fonctiorpinomial3 calcule aisémen(loggoo‘j mais elle

bloque sur({ey). Comment expliquer ce comportement? En quoi la syméfiie= (,",) peut-elle

étre utilisee pour optimiser le calcul ? Limplémenter ene fonctionbinomial4. Vérifier qu'ainsi les
calculs intermédiaires n’excedent jamais la valey.

2. Evaluation d’expressions al@briques

Jusqu’ici on ne peut entrer des entiers qu’en numératmmukle. Or, entrer un grand entier comme
10'9%4-949 par son écriture décimale de 101 chiffres n’est msdommode. Il sera plus naturel justement
d’utiliser une expression semblable &9+ 949.

La lecture des données en entrée constitue souvent la [zaplus négligée d’un pro-
gramme. Ce dernier devant communiquer avec une persondeit ifaire face aux
fantaisies, aux conventions et aux erreurs apparemmeatodés de celle-ci. Toute
tentative pour forcer la personne a se comporter d'unafgfus adaptée a la machine
est souvent considérée (avec raison) comme offensiyarn(® Stroustrup, e langage
C++)

Le but de ce paragraphe est de développer une fonction fjuisgmable de lire et d’évaluer de telles
expressions, et qui soit raisonnablement commode aattil@eci n’introduit aucun nouveau concept
mathématique, il s’agit surtout d’'un exercice de prograatiom.

2.1. Notations. Il'y a plusieurs conventions possibles pour I'écriturer@expression algébrique : on
choisira ici le compromis d’'une notation qui soit a la fossr@mode a utiliser et facile a programmer.

Notation infixe: On est habitué & I'ecriture 18P+ 949 qui correspond £10~100) +949 ou le sym-
bole ~ représente I'opérateur de puissance. C'est ce que I'palkgla notationnfixeparce que
les opérateurs binaires figurent entre leurs opérandes.

Notation préfixe: Pour les fonctions on utilise traditionnellement la naapréfixecommee(a) ou
f(x,y). Ici la fonction précede les parametres.

Notation postfixe: Dans certains domaines mathématiques (comme la thézsigrdupes) on préfere
la notationpostfixecommea?® ou ag. C'est aussi le cas pour la factorielie ot le parametre
précede la fonction.

Evidemment toutes ces notations sont équivalentes diesedans le sens que I'on peut traduire I'une
a l'autre : au lieu d’écrire(10°100)+949 en notation infixe, on peut écrire+ = 10 100 949 en
notation préfixe ou encore10 100 ~ 949 + en notation postfixe.

Question 2.1. Pourquoi la notation infixe nécessite-t-elle des pareseh alors que les notations préfixe et
postfixe peuvent s’en passer ? Expliquer comment transfdesidifférentes écritures linéaires en un arbre,
et réeciproquement comment transformer un arbre en chabemécritures linéaires. On ne poursuivra pas
cette approche ici, mais elle sera indispensable pourctement stocker/analyser/évaluer des expressions
d’'une maniére plus approfondie.
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Dans la suite on développera une fonctiemal _postfix qui évalue une expression en notation
postfixe. On obtient ainsi une sorte de calculette, quoigo@easte, qui permet de commodément calculer
avec des grands entiers. On mettra les fonctions de calogl leafichier integer.cc et les fonctions
d’entrée/sortie dans le fichierval-postfixe.cc.

O Au-dela de son but & court terme, ce projet s’inscrit dansé@veloppement durabley tout le long

ce semestre : nous commencons ici le travail sur le fichigreger . cc qui augmentera & fur et a mesure
(si vous le maintenez comme souhaité, bien siir). Chadsef@ vous programmez une fonction d’intérét
général pour la classenteger, elle devrait étre placée darisiteger.cc. Idéalement vous inclurez ce
fichier dans vos programmes ultérieurs, pour avoir toufaddité d’'une mini-bibliotheque (bien écrite et
bien testée, si vous suivez les regles de I'art).

2.2. Evaluation en notation postfixe. Précisons d’abord ce que nous voulons faire. On souhaite di
poser d’'une fonction d’entrée avec (au moins) les pos&Ebisuivantes :

— On peut entrer un entier en numération décimale.
Exemple. —’entrée 123 produit la valeur 123.

— On peut entrer toute une expression, délimitée de pateas ‘(" et‘ ) .
Exemple. —’entrée ( 5 ! ) donne la valeur 120.

— On peut empiler plusieurs entiers, séparés d’espaeesoinmandedel’ efface le dernier entier
(il le dépile). Le passage a la ligne (la toucheturn) fait afficher la pile.
Exemple. —I'entrée ( 123 456 789 del <return> affiche ( 123 456 de sorte que I'on
puisse contrdler le résultat intermédiaire et contirlieatrée.

— On peutentrer le nom d’une fonction ou un opérateur aétiqne commer, -, *, /, % en notation
postfixe. Une telle fonction dépile ses arguments puis kngpin résultat.
Exemple. —’entrée ( 123 456 + <return> affiche ( 579

— D’autres fonctions seront faciles a ajouter a fur et sume.
Exemple. —’entrée ( 100 20 binomial ) calculera le coefficient binomiéilz% .

Exercice/P 2.2.Vous trouvez le début d’'une implémentation dans le fickiesl postfixe.cc. Lire le
code source, le compiler puis le tester. Regarder en phetitusage de la pile.

Compléter I'implémentation en incluant les opératianthmétiques : I'addition+, la soustraction-,
la multiplication =, la division euclidienne/ , le reste de la divisior},. En chaque instance on récupere
les deux opérandes de la pile, puis on y remet le résultabthwl. Veillez a I'ordre des opérandes ainsi
gu'a d’éventuelles erreurs, par exemple la division @0z

Exercice/P 2.3.Ecrire une fonctionbinomial dansinteger.cc, issue de vos expériences &3 et
la rendre disponible dansval postfixe.cc viala commandéinomial .

Exercice/P 2.4.Ecrire une fonction

Integer puissance( Integer base, Integer exp )
dansinteger.cc, etlarendre disponible dansral postfixe.cc vial'opérateur~. Ajouter

Integer puissance( Integer base, Integer exp, const Integer& mod )
qui calcule la puissance modulaire, c’est-a-dire le restelulo mod . (Discuter le mode de passage des
parametres.) La rendre disponible via I'opérateur teend/, . Remarque. —Cette approche vous semblera
peut-étre redondante. Essayons donc de le justifier : Enlgymissance modulaire peut-elle étre plus
efficace que la puissance ordinaire suivie d’'une réductiodulaire ? Si possible, optimisez vos fonctions,
puis tester leur performance. (On y reviendra dans le pxjét)

Exercice/P 2.5.Le programmepostfixe.cc permet d’évaluer une expression passée par la ligne de
commande. Aprés compilation avge+ postfixe.cc -lgmpxx -o postfixe oOn peut ainsi écrire

$> postfixe "( 1 5! + )"
ce qui calcule 15! = 121. (Il s'agit donc d'une calculette en miniature.) AjoutBautres fonctions qui
vous semblent intéressantes : pgcd, ppcm, factorisagence primalité, etc.
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“l only took the regular course.” “What was that?” enquiredlite.
“Reeling and Writhing, of course, to begin with,” the Mockrila replied:
“and then the different branches of Arithmetic —
Ambition, Distraction, Uglification, and Derision.”
Lewis Carroll,Alice’s Adventures in Wonderland

PROJET IlI

Calcul de la racinenieme

Objectifs

» Etudier deux algorithmes importants : la recherche diahajae et la méthode de Newton
» Développer une preuve de correction pour un algorithmetrizal.

Ce projet vous propose d’'implémenter deux méthodes afoalbeler la racinaieéme entiere| J/a|,
pour des nombres natur@®ssez grands. Pour cela nous n'aurons besoin que desiopg&émentaires
+,—,%,/ implémentées au préalable ; nous nous servirons ici 8életheque GMP. (En principe notre
implémentation du typ&laturel marcherait aussi, mais elle serait plus lente.)

Pour un probléme difficile on est déja content de trouvesolution. S'il peut &tre résolu par plusieurs
méthodes, on a tout intérét a en choisir la plus efficBegs ce projet on regardera la situation suivante :

Lemme 0.1. Soit f: N — N une application @rifiant0 = f(0) < f(1) < f(2) < ... avecsupf = +o.
Alors pour tout ye N il existe un unique x N de sorte que (x) <y < f(x+1). O

En appliquant ce lemme &(x) = X", on voit que le nombre cherché est {\wj C’est bon a savoir
gu'il existe et qu'’il est unique, mais comment le trouveraftiement ?
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1. Recherche dichotomique
Exercice 1.1. Commencons par la solution la plus évidente. Montrer ¢algdrithmelll.1 est correct :
Pourquoi s’arréte-t-il? Pourquoi renvoie-t-il la valelmerchée ? Vérifier qu'il nécessiter 1 évaluations
de la fonctionf.

Algorithme IIl.L1  Encadrement (x) <y < f(x+ 1) par une recherche linéaire

Entree: une fonction croissanté: N — N comme ci-dessus et un nombre natyrelN

Sortie: Funiquex € N tel quef(x) <y < f(x+1).
r—=o /1 On commence par= 0 doncf(r) <y.
tantque f(r+1) <y faire r—r+1 /I On assurd (r) <y apres chaque itération.
retourner r /1 On sait finalement (r) <y < f(r + 1), doncr = x.

Le colt linéaire de I'algorithméll.1 est prohibitif pour des exemples réalistes,>opeut étre tres
grand.A l'instar de la recherche dichotomique discutée au chapfit I'algorithme suivant met en ceuvre
une variante astucieuse, qui améliore considérablelag@erformance :

Exercice 1.2. Prouver que I'algorithm#l.2 est correct : montrer d’abord la terminaison, puis la cdioec
en suivant les commentaires dans la description de la rdétho

Exercice 1.3. Vérifier pourx = 0 que I'algorithmdll.2 n’effectue qu’une seule évaluation flePourx > 1
déterminer le nombre exact d’évaluationsfdeffectuées dans la premiere puis la seconde boucle.
Indication. — Vous pouvez commencer par les gas 1,...,8 et ainsi vérifier le tableau suivant.
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66 Projet Ill — Calcul de la racinaiéme

Algorithme [1.2 Encadrement(x) <y < f(x+ 1) par une recherche dichotomique

Entrée: une fonction croissanté: N — N comme ci-dessus et un nombre natyrelN
Sortie: l'uniquex € N tel quef(x) <y < f(x+1).
r—0, s—1 /1 On commence par= 0 doncf(r) <y.
tantque f(s) <y faire r s, s—2s /1 On assure ainsi quE(r) <y < f(s).
tantque s—r > 1 faire /I Tant que l'intervalle n'est pas réduit a un point ...
m— | 5 /I ... ondivise l'intervalle au milieu et . ..
si f(m) <y alors r < m sinon s«<—m Il ... onassure anouveau qbir) <y < f(s).
fin tant que Il finalemens=r+1etf(r) <y< f(s)
retourner r /I On conclut que = x.

Conclusion. —Pour des valeurs minuscules< 5) I'algorithme linéaire est au moins aussi efficace
gue son concurrent dichotomique, paus 2 etx = 4 il est méme légérement supérieur. Mais déja aparti
dex = 6 la recherche dichotomique s’amortit :

Evaluationsdd | x=0|x=1|xXx=2 | Xx=3|X=4|X=5|x=6|x=7|x=8
linéaire 1 2 3 4 5 6 7 8 9
dichotomique 1 2 4 4 6 6 6 6 8

Pourx grand la recherche dichotomique est nettement plus effigaeda recherche linéaire. Pour
x = 1P, par exemple, elle ne nécessite que 40 évaluations, glergalgorithme linéaire en nécessite un
million. Pourx = 10° c’est 60 contre un milliard !

Exercice 1.4.0n peut appliquer les méthodes précédentes a la fonétidN — N, f(x) = xb et une
valeura € N, afin de trouver I'unique € N vérifiantgb < a < (q+ 1)b. On obtient ainsi le quotiert de

la division euclidienne da parb (avec reste = a— qb). Détailler pourquoi la recherche linéaire revient a
la méthode des soustractions itérées, alors que lang@hdichotomique correspond a la division scolaire
en numeération binaire. (Voir chapittg §1.7.)

2. La méthode de Newton-Hron

La recherche dichotomique s’applique a toute fonctiomssamtef : N — N. Peut-on faire mieux dans
le cas spécifique ou la fonction est donnée fia) = x" ? Pour ceci on s'inspire du résultat suivant, que
vous reconnaissez de votre cours d’analyse :

Théoreme 2.1(Calcul de la racin@ieme d’aprés Newton-HérongBoit n> 2 un entier et a> 0 un nombre
réel. Pour toute valeur initialeds> 0 la suite ecurrente w1 := £ ((n— 1)ug+a/uf ) converge vers la
racine r= y/a. Pour k> 1 on a convergence monotong t, r. Synétriguement poury= a/uE*1 on a
Vi /' r. On obtient ainsi des encadrements explicitesiy < uk de plus en plus fins :

ViSVo<vg< - <r<---<uz3<p<uU

Ajoutons que poury proche de la racine la convergence est exponentielle : a chaque itération le
nombre de décimales valables double a peu pres. C'estlacgence exponentielle qui fait de ce théoreme
un outil trés puissant : si vous avez calculé un encadréjweny] a~ 10~2 prés, disons, I'itération suivante
ne laissera qu'un écaat 104, celle d’apress 108, puis~ 10 1® etc.

Pour la racineieme entiere d’'un nombre naturel il reste a mettre en eaunialgorithme qui donne le
résultat exact en n’utilisant que I'arithmétique des hoes entiers. Pour ceci on imite la récursion ci-dessus
en remplacant les nombres réels par les entiers :

Proposition 2.2. Soient yXp € Z. deux entiers positifs. Orédinie une suite&currente x € Z.. par

X1 = [((n=Lx+ ly/ ¢ ) /n].
On a alors le comportement suivant :
— Sif <yalors ;1 > X
— Sif >yalors %1 < X mais toujourg1+ X 1)" >y.
On conclut qu’une valeur initialegveérifiant ¥} > y donne une suite initialemenédroissante, x> x; >
> X1 > X< Xey1. .-, €t que x = | (/Y| est la valeur chercke.
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Exercice 2.3.Ecrire un programme qui affiche la suite récurrente défitars la proposition, afin de
vérifier empiriquement ces affirmations, et pour motivaigorithmell.3 ci-dessous. Montrer la correction
de cet algorithme (en admettant la proposition) : étaldibdrd la terminaison, puis la correction du résultat
en suivant les commentaires dans la description de la rdétho

Algorithme 1Il.3  Racineniéme entiere d’apres Newton-Héron

Entr ée: deux entiery > 1 etn > 2
Sortie: l'unique entier > 1 vérifiantr" <y < (r +1)"
choisir une valeur initiale tel quex" >y /I voir la remarque3.1plus bas
réepéter
rex x—|:((n-Dx+|4])] I/ variante entiere de la récursion de Newton-Héron
jusqu'ax>r /l condition d’'arrét motivée ci-dessus

retourner r

Exercice/M2.4. Sivous étes courageux, Vous pouvez essayez de prouverpasgiion.

Indication. — Dans la version réelle, on itere la fonction R+ — R, donnée parf (x) = r—l] ((n— 1)x+yx1*”). Elle
est strictement croissante gy, +|, elle vérifie Yy < f(x) < x pour toutx > /Yy, ainsi quef (\/y) = y/y, ceci est
donc le seul point fixe et il est attractif. (Le détailler.afis la version entiere nous iterogsZ., — Z. définie par
9(x) = | ((n—1)x+ |y/x"~1|) /n|. Veérifier queg(x) = | f(x)] pour toutx € Z..

Remarque 2.5(complexité) On remarque que la décroissance dans les entiers estiéget plus rapide
gue dans la version réelle, grace aux arrondis. Ceci geti@endre le résultat sur I'excellente convergence
de la méthode de Newton a notre calcul dans les entiers.

3. Implémentation et tests empiriques

Remarque 3.1(approximation grossiere)Au début de I'algorithméll.3 il faut choisir une valeur initiale

x tel quex" >y. Bien s{r on pourrait prendse=y, mais pour accélérer il vaut mieux choisir une valeur
proche de la racing/y mais bien entendu plus grande que celle-ci. Il y a plusie@thades de le faire de
maniere efficace. En s'inspirant de la recherche dichajamon pourrait écrire :

Integer x=1; while ( puissance(x,n) <y ) x*=2;
Il existe une variante plus rapide, qui profite du fait quaetier y soit stocké en base 2. Ainsi il est facile
de déterminer sa longuetie= 1+ [logz |y| |, qui n'est rien d’autre que le nombre de chiffres binaires :

int len( const Integer& y ) { return mpz_sizeinbase(y.get_mpz_t(),2); };

int log2( const Integer& y ) { return len(y) - 1; };
Ensuite on calcule aisement= 21+111092y)/n] - en systéme binaire il ne s'agit que d’'un décalage :

Integer x= Integer(2) << ( log2(y)/n ); // décalage bit par bit
Verifier quex ~ [/y tout en assurant” >y, comme exigé dans I'algorithme. Veérifier que cette astuce
s'applique également a la recherche dichotomique, fawtltrouver,stels quer < yy <s:

Integer r= Integer(1l) << ( log2(y)/n ), s=r << 1; // décalages bit par bit

Exercice/P 3.2.Implémenter la recherche dichotomique (algoritithg) et la méthode de Newton-Héron
(algorithmelll.3) afin de calculeryy. Ici y sera de typelnteger, tandis que poun le type int suffira.
(Pourquoi ?) Tester les deux fonctions sur des exemplesudespl plus grands. (Il sera intéressant de faire
afficher les étapes intermédiaires du calcul.) Les tasusont-ils identiques, comme il se doit ?

Exercice/P 3.3.Comment déterminer quelle méthode est plus efficace ? Golmoomparaison des colits
exacts s’avere difficile, on fait recours aux tests empi:

— Calculer| v/n!| pourn=1,...,1000.

— Calculer| v/nl| pourn=1,...,1000.
Vous pouvez mesurer le temps d’exécution avec le programaeéne . cc. Formulez vos observations,
puis essayez d’en tirer une conclusion ou une regle h@uespour choisir la meilleure méthode.
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68 Projet Ill — Calcul de la racinaiéme

4. Criteres de qualie d'un logiciel

En guise de conclusion, et afin de clarifier les termes, axmtis les qualités que I'on souhaiterait
de tout logiciel. Plus I'application envisagée est impate, plus les criteres suivants deviennent cruciaux.
Pensez par exemple a un logiciel de pilotage d’un avion cotaluite d’'un métro sans conducteur.

Fiabilité: Un programme edfiable s'il fait toujours exactement ce pour quoi il est fait, enfpde
conformité avec ses spécifications. Cette qualité eisfrensable. Pour une application impor-
tante on n'acceptera pas un logiciel qui marche 9 fois sur 10.

Clarté: Dans le souci de fiabilite, on doit insister sur un code segtair et net Un programme
embrouillé ou incompréhensible est inutilisable : d'abon n’arrive pas a se convaincre de sa
fiabilité, puis il sera difficile, voire impossible, de le mgenir ou modifier. Que vaut un pro-
gramme qui semble marcher mais on ne comprend pas pourquoi ?

Efficacité: Un programmeefficaces’exécute rapidement et utilise @conomiquement la nidared
toute autre ressource de l'ordinateBridemment, cette qualité est assez importante dans la
pratique : que vaut une réponse correcte si elle arriveténaids?

O Lefficacité ne doit &tre recherchée qu’'apres satisfacde deux exigences précédentes, qui
sont primordiales : que vaut une réponse rapide si elleaesse ?

RobustesseUn programme fiable travaille correctement dans les sdnafprévues par sa spécification.
Il est robustesi de plus il réagit de maniere raisonnable dans des mihsatmprévues. Par
exemple, si I'utilisateur entre des données hors domadintgiciel, au lieu de dérailler, les
refuse poliment et propose une maniere de rectifier latsituadpres la fiabilitée et I'efficacité,
la robustesse sera trés appréciée par I'utilisateur.

Reéutilisabilite: Comme la programmation soigneuse nécessite un invasgsgémportant, il convient
deréutiliser, si possible, le code source déja développé. Biensineoseut réutiliser que de code
qui soit fiable, clair, et efficace. Si ces qualités sontséates, tout programmeur appréciera la
possibilité de s’en servir. (Reconnaissons a ce propesigus avons déja profité des superbes
bibliotheques STL et GMP.) Pour un développement durdi#st donc important de prévoir les
réutilisations possibles dans d’autres contextes.

Documentation: Pour qu’un logiciel soit utile dans un contexte plus largsilisateur souhaitera une
documentation indépendante de I'implémentation. Eddresse a I'utilisateur envisagé, que ce
soit un programmeur qui réutilise certaines composamiesjn usager qui se sert du logiciel
comme application toute faite. Dans la pratique une utiisa intuitive » et une documentation
de qualité sont souvent cruciales.

Il va sans dire qu’on devrait appliquer ces criteres almgitiel, non seulement dans ce cours. Avouons
cependant que ces exigences draconiennes sont rarenisfaitest soit par manque de temps, soit tout
simplement par négligence.

0 En tenant compte des critéres ci-dessus, essayez dameexat d’optimiser votre implémentation.
Est-elle fiable ? (Le vérifier sur beaucoup d’exemplesadrixi et non-triviaux. Enfin, peut-oprouversa
correction ?) Le code source est-il clair et bien commeifis8ayez de lire et vérifier la solution de quel-
gu'un d’autre.) Le logiciel s’exécute-t-il rapidementdjorer si possible la complexité théorique, puis ef-
fectuez de nombreux tests empiriques.) Est-il robuste dasgirconstances imprévues ? (Soyez méchant
et essayez de provoquer une erreur grave, puis invitez guelg’autre a le faire.) Réagit-il toujours de
maniere aimable envers I'utilisateur ? (Le tester sur umspecialiste.) L'usage dans d’autres programmes
sera-t-il facile ? A revoir dans des applications ultérieures, plus tard pahde semestre.)
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