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I’ALGORITHME PAGERANK DE GOOGLE:
UNE PROMENADE SUR LA TOILE

MICHAEL EISERMANN

Depuis plus d’une décennie Google domine
le marché des moteurs de recherche sur inter-
net. Son point fort est qu’il trie intelligemment
ses résultats par ordre de pertinence. Com-
ment est-ce possible ? Depuis sa conception en
1998, Google continue a évoluer et la plupart
des améliorations demeurent des secrets bien
gardés. L’idée principale, par contre, a été pu-
bliée [1] : le pilier de son succes est une judi-
cieuse modélisation mathématique.

QUE FAIT UN MOTEUR DE RECHERCHE ?

Une base de données a une structure
prédéfinie qui permet d’en extraire des infor-
mations, par exemple « nom, rue, code pos-
tal, téléphone, ... ». L’internet, par contre, est
peu structuré : ¢’est une immense collection de
textes de nature variée. Toute tentative de clas-
sification semble vouée a I’échec, d’autant plus
que le web évolue rapidement : une multitude
d’auteurs ajoutent constamment de nouvelles
pages et modifient les pages existantes.

Pour trouver une information dans ce tas
amorphe, l'utilisateur pourra lancer une re-
cherche de mots-clés. Ceci nécessite une cer-
taine préparation pour étre efficace : le mo-
teur de recherche copie préalablement les pages
web en mémoire locale et trie les mots par
ordre alphabétique. Le résultat est un annuaire
de mots-clés avec leurs pages web associées.

Pour un mot-clé donné il y a typiquement des
milliers de pages correspondantes (plus d’un
million pour « tangente », par exemple). Com-
ment aider 'utilisateur a repérer les résultats
potentiellement intéressants ? C’est ici que
Google a apporté sa grande innovation.

LE WEB EST UN GRAPHE !

Profitons du peu de structure qui soit dis-
ponible. L’internet n’est pas une collection de
textes indépendants mais un immense hyper-
texte : les pages se citent mutuellement.

Afin d’analyser cette structure nous allons
négliger le contenu des pages et ne tenir compte
que des liens entre elles. Ce que nous obtenons
est la structure d’un graphe. La figure suivante
montre un exemple en miniature.

Dans la suite je note les pages web par
P,P, P, ... P, etjécris j—isilapage P;cite
la page P,. Dans notre graphe nous avons un
lien 1 — 5, par exemple, mais pas de lien 5— 1.

COMMENT EXPLOITER CE GRAPHE ?

Les liens sur internet ne sont pas aléatoires

/////

ments pourrait nous donner ce graphe ?

L’idée de base, encore a formaliser, est qu’un
lien j— i est une recommandation de la page P;
d’aller lire la page P;. C’est ainsi un vote de P;
en faveur de I’autorité de la page P,.
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Analysons notre exemple sous cet aspect. La
présentation suivante de notre graphe suggere
une hiérarchie possible — encore a justifier.

Parmi les pages P, P>, P3, Py la page P; sert
de référence commune et semble un bon point
de départ pour chercher des informations. Il en
est de méme dans le groupe Py, Pjg, Pi1, P12 ou
la page Py sert de référence commune. La struc-
ture du groupe Ps, P, P7, Pg est similaire, ou Py
est la plus citée. A noter toutefois que les pages
Py et Py, déja reconnues comme importantes,
font référence a la page Ps. On pourrait ainsi
soupconner que la page Ps contient de 1’infor-
mation essentielle pour I’ensemble, qu’elle est
la plus pertinente.

PREMIER MODELE : COMPTAGE NAIF

Il est plausible qu’une page importante recoit
beaucoup de liens. Avec un peu de naiveté, on
croira aussi I’affirmation réciproque : si une
page recoit beaucoup de liens, alors elle est im-
portante. Ainsi on pourrait définir I’importance
y; de la page P; comme le nombre des liens
Jj—i. En formule ceci s’écrit comme suit :

(1) pi=Y 1.

ji

Autrement dit, y; est égal au nombre de
« votes » pour la page P;, ou chaque vote contri-
bue par la méme valeur 1. C’est facile a définir
et a calculer, mais ne correspond souvent pas
a I’importance ressentie par 1’utilisateur : dans
notre exemple on trouve [ = Uy = 4 devant
Us = 7 = 3. Ce qui est pire, ce comptage
naif est trop facile a manipuler en ajoutant
des pages sans intérét recommandant une page
quelconque.

SECOND MODELE : COMPTAGE PONDERE

Certaines pages émettent beaucoup de liens :
ceux-ci semblent moins spécifiques et leur
poids sera plus faible. Nous partageons donc
le vote de la page P; en {; parts égales, ol /;
dénote le nombre de liens émis. Ainsi on pour-
rait définir une mesure plus fine :

1
@ =Y o
J

ji

Autrement dit, y; compte le nombre de
« votes pondérés » pour la page P;. C’est facile
a définir et a calculer, mais ne correspond tou-
jours pas bien a I’importance ressentie : dans
notre exemple on trouve [} = lg = 2 devant
Us = 3/2 et g7 = 4/3. Et comme avant ce comp-
tage est trop facile a truquer.

TROISIEME MODELE : COMPTAGE RECURSIF

Heuristiquement, une page P; parait impor-
tante si beaucoup de pages importantes la
citent. Ceci nous mene a définir I’importance
Wi de maniere récursive comme suit :

=y

=

1
(3) W

Ici le poids du vote j —1i est proportionnel
au poids u; de la page émettrice. C’est facile
a formuler mais moins évident a calculer. (Une
méthode efficace sera expliquée dans la suite.)
Pour vous rassurer vous pouvez déja vérifier
que notre exemple admet bien la solution

P P, Py Py Ps Fs P; B3 Py Pig Py Py
p=(21,1,1,3,1,2,1,2, 1, 1, 1 ).
Contrairement aux modeles précédents, la page
Ps est repérée comme la plus importante. C’est

bon signe, nous sommes sur la bonne piste. ..

Remarquons que (3) est un systeme de n
équations linéaires a n inconnues. Dans notre
exemple, ou n = 12, il est déja pénible a
résoudre a la main, mais encore facile sur ordi-
nateur. Pour les graphes beaucoup plus grands
nous aurons besoin de méthodes spécialisées.
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PROMENADE ALEATOIRE

Avant de tenter de résoudre 1’équation (3),
essayons d’en développer une intuition. Pour
ceci imaginons un surfeur aléatoire qui se ba-
lade sur internet en cliquant sur les liens au ha-
sard. Comment évolue sa position ?

A titre d’exemple, supposons que notre sur-
feur démarre au temps ¢ = O sur la page Py. Le
seul lien pointe vers Ps, donc au temps ¢ = 1
le surfeur s’y retrouve avec probabilité 1. D’ici
partent trois liens, donc au temps ¢ = 2 il se
trouve sur une des pages FPs, P;, Py avec pro-
babilité 1/3. Voici les probabilités suivantes :
PP P P P P P R P
000 .000 .000 .000 .000 .000 1.00 .000 .000
2000 -000 -000 -000 1.00 .000 .000 000 000

0

1

2 .000 .000 .000 .000 .000 .333 .333 .333 .000
2 .167 .000 .000 .000 .333 .000 .333 .000 .167
5

P P
.000 .000
.000 .000
.000 .000
.000 .000
.042 .042
.021 .021

.059 .059
.059 .059

Py

.000
.000
.000
.000
.042
.021

.059
.059

.000 .042 .042 .042 417 .111 .111 .111 .000
118 .021 .021 .021 .111 .139 .250 .139 .118

.059 .059 .059 .177 .059 .117 .059 .117
.059 .059 .059 .177 .059 .117 .059 .117

NN N N S~

9.117
0.117
On observe une diffusion qui converge as-
sez rapidement vers une distribution station-
naire. Vérifions cette observation par un second
exemple, partant cette fois-ci de la page P :

N,

Bien que la diffusion mette plus de temps,
la mesure stationnaire est la méme! FElle
coincide d’ailleurs avec notre solution u =
(2,1,1,1,3,1,2,1,2,1,1,1), ici divisée par 17
pour normaliser la somme a 1. Les pages ou
W; est grand sont les plus « fréquentées » ou les
plus « populaires ». Dans la quéte de classer les
pages web, c’est encore un argument pour uti-
liser la mesure y comme indicateur.

LA LOI DE TRANSITION

Comment formaliser la diffusion illustrée ci-
dessus ? Supposons qu’au temps ¢ notre surfeur
aléatoire se trouve sur la page P; avec une pro-
babilit€ p;. La probabilité de partir de P; et de

suivre le lien j— i est alors éij p ;- La probabilité
d’arriver au temps 7 + 1 sur la page P; est donc

1
pi=3 7P
J

=

“4)

Etant donnée la distribution initiale p, la loi
de transition (4) définit la distribution suivante
p' =T(p). C’est ainsi que I’on obtient la ligne
t + 1 a partir de la ligne ¢ dans nos exemples.
(En théorie des probabilités ceci s’appelle une
chaine de Markov.) La mesure stationnaire
est caractérisée par I’équation d’équilibre u =
T(u), qui est justement notre équation (3).

ATTENTION AUX TROUS NOIRS

Que se passe-t-il quand notre graphe contient
une page (ou un groupe de pages) sans issue ?
Pour illustration, voici notre graphe modifié :

L’interprétation comme marche aléatoire
permet de résoudre I’équation (3) sans au-
cun calcul : la page P;3 absorbe toute la
probabilité car notre surfeur aléatoire tom-
bera tot ou tard sur cette page, ou il de-
meure pour le reste de sa vie. Ainsi la solution
est u = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1). Notre
modele n’est donc pas encore satisfaisant.

LE MODELE UTILISE PAR GOOGLE

Pour échapper aux trous noirs, Google utilise
un modele plus raffiné : avec une probabilité
fixée c¢ le surfeur abandonne sa page actuelle
Pj et recommence sur une des n pages du web,
choisie de maniere équiprobable ; sinon, avec
probabilité 1 — ¢, le surfeur suit un des liens de
la page P;, choisi de maniere équiprobable.
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Cette astuce de « téléportation » évite de se
faire piéger par une page sans issue, et ga-
rantit d’arriver n’importe ot dans le graphe,
indépendamment des questions de connexité.

Dans ce modele la transition est donnée par
5) pii=—+
n

Le premier terme ;- provient de la téléportation,
le second terme est la marche aléatoire
précédente. La mesure d’équilibre vérifie donc

“i_c+zl

n j—i

—C
6 .

Le parametre ¢ est encore a calibrer. Pour
¢ = 0 nous obtenons le modele précédent. Pour
0 < ¢ <1 la valeur 1/c est le nombre moyen de
pages visitées, c’est-a-dire le nombre de liens
suivis plus un, avant de recommencer sur une
page aléatoire (processus de Bernoulli).

Par exemple, le choix ¢ = 0.15 correspond
a suivre environ 6 liens en moyenne, ce qui
semble une description réaliste.

Pour conclure I’analyse de notre exemple,
voici la marche aléatoire partant de la page P :

P P P P P B PP B P
.000 .000 .000 .000 .000 . .000 .
225 .225 225 . 013 . 013 .
11 111 111 . .076 . .076 .
124 124 124 . .021 . 021 .
.105 .105 .105 . .057 . .057 .
.095 .095 .095 . .052 . .052 .

.120 .066 .066 .066 . .055 . .055 .
t=30 .120 .066 .066 .066 . .055 . .055 .

La mesure stationnaire est vite atteinte, et la
page Ps arrive en téte avec s = 0.15 avant les
pages P; et Py avec U = tg = 0.12.

P Py
.000 .

Py

nhwWN—OoO
o0
[o)}

B

=29

LE THEOREME DU POINT FIXE

Afin de développer un modele promet-
teur nous avons utilisé des arguments heu-
ristiques et des illustrations expérimentales.
Fixons maintenant ce modele et posons-le sur
un solide fondement théorique. Nos calculs
aboutissent bel et bien dans notre exemple mi-
niature, mais est-ce toujours le cas ? Le beau
résultat suivant y répond en toute généralité :

Théoreme du point fixe. Considérons un
graphe fini quelconque et fixons le parametre c
tel que 0 < ¢ < 1. Alors I’équation (6) admet
une unique solution vérifiant iy +---+ U, = 1.
Dans cette solution Uy,..., U, sont tous posi-
tifs. Pour toute distribution de probabilité ini-
tiale le processus de diffusion (5) converge vers
cette unique mesure stationnaire . La conver-
gence est au moins aussi rapide que celle de la
suite géométrique (1 —c)" vers 0.

L’idée de la preuve est simple : on montre
que la loi de transition (5) définit une applica-
tion T: p — p’ qui est contractante de rapport
1 —c. Le résultat découle ainsi du théoreme du
point fixe de Banach.

CONCLUSION

Pour étre utile, un moteur de recherche doit
non seulement énumérer les résultats d’une
requéte mais les classer par ordre d’importance.
Or, estimer la pertinence des pages web est un
profond défi de modélisation.

En premiere approximation Google analyse
le graphe formé par les liens entre pages web.
Interprétant un lien j — i comme « vote » de la
page P; en faveur de la page P, le modele Page-
Rank (6) définit une mesure de « popularité ».

Le théoreme du point fixe assure que cette
équation admet une unique solution, et justi-
fie I’algorithme itératif (5) pour 1’approcher.
Celui-ci est facile a implémenter et assez effi-
cace pour les graphes de grandeur nature.

Muni de ces outils mathématiques et d’une
habile stratégie d’entreprise, Google gagne des
milliards de dollars. Il fallait y penser !
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DEVELOPPEMENT MATHEMATIQUE

L’ objectif de cet appendice est de démontrer
le théoreme du point fixe énoncé ci-dessus.
Les outils nécessaires sont de niveau licence :
nous aurons besoin d’un peu de calcul matriciel
(essentiellement pour une notation commode)
et du théoreme de point fixe de Banach pour
les fonctions contractantes f: R" — R". Je re-
prends ici le développement de mon article [2].

REFORMULATION MATRICIELLE

Remarquons d’abord que 1’équation (3)
n’est rien d’autre qu’un systeme d’équations
linéaires. Plus explicitement, pour tout couple
d’indices i, j € {1,...,n}, on définit a;; par

1 [ .
(7) aj = 7; S?]—M,
0 sinon.

On obtient ainsi une matrice A = (g;;), et
notre équation d’équilibre (3) s’écrit comme

8) n=Au

ou encore

) (A—Du =0,

ce qui est un honnéte systeme lin€aire a n
équations et n inconnues i, ..., l,.

Dans notre exemple miniature discuté ci-
dessus, A est la matrice 12 x 12 suivante :

o 1/21/21/2 0 1/20 0 o o o o

/4 o o120 000 o o o o

1/4 1/2 o o o oo o0 O O O o

1/4 o 1/2 o o oo o O o o ©o

/4 0 o o o o1l olf4a o0 o o

A— o o o o 1/3 0o o o o o o
- o o o o 1/3 1201/2 0 o o o
o o o o 1/’5 o oo o o o o

o o o o o oo 1/2 o 1/2 1/2 1/2

©c o 0o o o o0o0o0 /40 olp

©c o 0o o o ooo l/4l/20 o

©c 0o o o o oo o lfaolpo

Comme énoncé, dans cet exemple 1’équation
W = Au admet comme solution le vecteur

w=(2,1,1,1,3,1,2,1,2,1,1,1)7.

MATRICES STOCHASTIQUES

Bien que nous n’utilisions que des argu-
ments d’algebre linéaire et un peu d’analyse
dans R", nous ne nous priverons pas du voca-
bulaire stochastique, car c’est le point de vue et
le langage naturel de notre développement.

Par définition, notre matrice A = (a;;) vérifie
aij Z 0
Yiaij=1

ce que I’on appelle une matrice stochastique.
(La somme de chaque colonne vaut 1, mais
on ne peut en général rien dire sur la somme
dans une ligne.) Nous supposons ici que toute
page emet des liens. Ce n’est pas une restric-
tion sérieuse : si jamais une page n’émet aucun
lien on peut la faire pointer vers elle-méme.

pour tout i, j et

pour tout j,

Nous interprétons a;; comme la probabilité
d’aller de la page P; a la page P, en suivant
un des ¢; liens au hasard. La marche aléatoire
associée consiste a se balader sur le graphe sui-
vant les probabilités a;;.

MARCHE ALEATOIRE

Supposons qu’un vecteur x € R” vérifie

ijjzla

ce que ’on appelle un vecteur stochastique
ou une mesure de probabilité sur les pages
Py,...,PB, : on interprete x; comme la probabi-
lité€ de se trouver sur la page P;.

xj >0 pour tout j et

Effectuons un pas dans la marche aléatoire :
avec probabilit€ x; on démarre sur la page P,
puis on suit le lien j — i avec probabilité a;;.
Ceci nous fait tomber sur la page P; avec une
probabilit€ a;;x;. Au total, la probabilit€ d’arri-
ver sur la page P, par n’importe quel lien est

(10) Yi = YjaijX;.

Autrement dit, un pas dans la marche

aléatoire correspond a I’application linéaire

(11) T:R"->R", x—y=Ax
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La marche aléatoire partant d’une probabi-
lité initiale x° est I’itération de la transition
Kt =T(x') pourt € N.

PRESERVATION DE LA MASSE

Si x est un vecteur stochastique, alors son
image y = Ax I’est aussi. Effectivement, y; > 0
car y; = ). ;a;;jx; est une somme de termes po-
sitifs ou nuls. De plus on trouve

Yyi=Y Y aixi=) Y aix
1 1 1

J J

— ;(;aij)xj = ;xj =1.

MESURE INVARIANTE

Une mesure de probabilité u vérifiant u =
T(u) est appelée une mesure invariante ou
une mesure Sstationnaire Ou €ncore une me-
sure d’équilibre. En termes d’algebre linéaire
(8) c’est un vecteur propre associé a la valeur
propre 1. En termes d’analyse, c’est un point
fixe de I’application T. C’est ce dernier point
de vue que nous allons exploiter ici.

LE MODELE PAGERANK

Dans le modele PageRank la loi de transition
(5) se formalise comme 1’application affine

(12) T:R"—=R", x+—ce+(1—c)Ax.

Ici le vecteur stochastique € = (%, ey %) cor-

respond a I’équiprobabilité, et A est la matrice
stochastique définie par (7).

Remarque. Restreinte aux vecteurs stochas-
tiques, I’application T est donnée par

(13) T(x) =cEx+(1—c)Ax

ou E est la matrice dont tous les coefficients
valent 1/n. Effectivement, sur le sous-espace af-
fine des vecteurs x € R" vérifiant }_ ;x; = 1 nous
avons Ex = €. Larestriction de 7" coincide donc
avec ’application induite par la matrice sto-
chastique A, = cE + (1 — ¢)A.

LE THEOREME DU POINT FIXE

Pour un vecteur x € R"” on définit sa norme
par |x| := Y, |x;|. C’est une honnéte norme, qui
a toutes les bonnes propriétés usuelles. Ainsi
|x — y| mesure la distance entre deux points
x,y € R" relative a la norme |- |.

Définition. Une fonction f: R” —R" est dite
contractante de rapport k < 1 si elle vérifie
£ (x) = f(»)| < klx—y| pour tout x,y € R".

Théoreme du point fixe (S. Banach 1922).
Si f: R"—R" est une fonction contractante de
rapport k < 1, alors :

— Il existe un et un seul point u € R"

vérifiant f([L) = U.
— Pour tout vecteur initial x° € R la suite
itérative X" 1 = f(x™) converge vers \L.
—On a |¥" —u| < k"x® — ul, la conver-
gence de X" vers UL est donc au moins aussi
rapide que celle de la suite géométrique

k™ vers .
— Pour le calcul concret on a l’estimation de
Pécart |X" — u| < %{|xm—x’”_1]. O

Dans la pratique, on ignore la limite ¢ mais
on peut facilement calculer la suite itérative x".
Pour contrdler la qualité de I’approximation x™,
on majore 1’écart |x — | entre x™ et la limite
inconnue par la quantité %{ e — xm= 1

APPLICATION AU MODELE PAGERANK

Nous disposons maintenant de tous les outils
nécessaires pour montrer que le modele Page-
Rank admet un unique solution :

Proposition. Soit A € R"*" une matrice sto-
chastique quelconque et soit ¢ une constante
vérifiant 0 < ¢ < 1. Alors 'application affine
T: R" — R" définie par (12) est contractante
de rapportk=1—c.

Démonstration. Regardons deux vecteurs
x,y € R" et majorons lanorme de z:=Tx—Ty
en fonction de |x —y|. On a z = kA(x —y) donc
zi=kY;ajj(xj—yj) pourtouti=1,...,n.
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Ceci nous permet de calculer la norme :

Tx—Ty| =|z| = )|zl

,
=Xi:’k;aij(xj'—yj)‘
Skzi‘,;mij(xj_yj”
:k;;aij\xj—yﬂ
:kzj;@a,-j) xj =il
=k;|xj—yj'l

=klx—y|.

Ceci prouve que 7: R" — R" est contractante
de rapport k comme énoncé. U

Remarque. La proposition inclut le cas tri-
vial ¢ =1 : dans ce cas T (x) = € est constante,
donc x = € est ’'unique point fixe. Dans 1I’autre
extréme on pourrait considérer ¢ = 0, mais
T = A n’est pas forcément contractante. Par
exemple pour un graphe a n sommets sans
arétes entre eux, nous obtenons la matrice iden-
tit¢, A = I, qui admet tout vecteur x € R"
comme point fixe. Un bon choix de ¢ se situe
donc quelque part entre O et 1.

Corollaire. Pour 0 < ¢ <1 l'application T
admet une unique mesure invariante L = T (L)
et pour tout vecteur initial x° la suite itérative
X" = T (x™) converge vers le point fixe |, au
moins aussi rapidement que (1 —c)"™ — 0.

Démonstration. L’application 7  étant
contractante, elle admet un unique point fixe
u € R". 1l ne reste qu’a vérifier que le point fixe
est un vecteur stochastique, c’est-a-dire qu’il
satisfait ; > O et ) ;it; = 1 : si 'on démarre
avec un vecteur stochastique K0, alors tous les
itérés X" restent stochastiques, donc leur limite
u I’est aussi. (Exercice.) O

Remarque. Le résultat précédent se
généralise au théoreme de Perron—Frobenius :
si une matrice réelle A a tous ses coefficients
positifs, a;; > 0 pour i, j = 1,...,n, alors le

rayon spectral de A est donné par une valeur
propre A € R, I’espace propre associé Ej est
de dimension 1, et il existe un vecteur propre
v € E; dont tous les coefficients sont positifs.

Remarque. L’algorithme itératif correspon-
dant est souvent appelé la « méthode de la puis-
sance ». Il se généralise a une matrice A quel-
conque et permet d’approcher numériquement
un vecteur propre v associé a la valeur propre
A de module |A| maximal, pourvu que cette va-
leur propre soit unique et simple.

QUELQUES APPROFONDISSEMENTS

DE L’ALGORITHME A L’IMPLEMENTATION

Rappelons que la matrice A représentant le
graphe du web est tres grande : en 2004 Google
affirmait que « le classement est effectué grace
a la résolution d’une équation de 500 mil-
lions de variables et de plus de 3 milliards de
termes. » Comment est-ce possible ?

La maniere usuelle de stocker une matrice
de taille n x n est un grand tableau de n”
coefficients indexés par (i, ) € {1,...,n}2. 1l
est envisageable de stocker ainsi une matrice
1000 x 1000, c’est-a-dire un million de coeffi-
cients mais ceci est hors de question pour une
matrice n X n ol n & 10°, voire n =~ 108,

Dans notre cas la plupart des coefficients de
la matrice valent zéro car une page n’émet que
quelques douzaines de liens typiquement. Dans
ce cas, il suffit de stocker les coefficients non
nuls, dont le nombre est d’ordre n et non n2.

Une telle matrice est appelée creuse.

Pour des applications réalistes, il est donc
nécessaire d’implémenter des structures de
données et des méthodes adaptées aux matrices
creuses. La méthode du point fixe est faite sur
mesure pour ce genre d’application, et la loi de
transition (5) est facile a implémenter, voir [2].
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CHAINES DE MARKOV ET ERGODICITE

Ce que nous venons d’étudier sont des
chaines de Markov, a temps discret et ici a es-
pace d’états fini. En plus nos chaines de Mar-
kov sont homogenes dans le sens que la loi de
transition ne change pas au cours du temps.

Le choix du paramétre ¢ € ]0,1], qui gere
la téléportation sur le graphe, garantit que
notre chaine de Markov est irréductible et
apériodique. Dans cette situation on a toujours
convergence vers une unique mesure station-
naire U : les puissances A’, ou 7 € N, convergent
vers la matrice dont chaque colonne est y. En
particulier, la mesure x' = A’x? converge vers
indépendamment de la mesure initiale x°.

Dans cette situation dite « ergodique » la loi
des grands nombres est en vigueur : la moyenne
« en temps » d’une observable & le long d’une
trajectoire est égale a sa moyenne « en es-
pace ». Plus précis€ément, pour presque toute
trajectoire (@y);cn on a I’égalité

1 T
(14)  dim =} h(er) =Y h(j)hy-
=1 j

En particulier, u; est la fréquentation
moyenne de la page P,. Ceci justifie notre in-
terprétation que les pages avec une grande pro-
babilité u; sont les plus fréquentées, autrement
dit les plus populaires.

QUELQUES POINTS DE REFLEXION

LE MODELE EST-IL PLAUSIBLE ?

La structure caractéristique des documents
hypertextes sont les citations mutuelles : I’au-
teur d’une page web ajoute des liens vers les
pages qu’il considere utiles ou intéressantes.

L’hypothese a la base du modele PageRank
est que I'on peut interpréter un lien comme
un vote ou une recommandation. Des millions
d’auteurs de pages web lisent et jugent mu-
tuellement leurs pages, et leurs jugements s’ex-
priment par leurs liens. Le modele de la marche
aléatoire en profite en transformant 1’évaluation
mutuelle en une mesure globale de popularité.

Cet argument de plausibilité sera a débattre
et a analyser plus en détail. L’ultime argument
en faveur du modele PageRank, par contre, est
son succes : le classement des résultats semble
bien refléter les attentes des utilisateurs.

DESCRIPTIF OU NORMATIF ?

Au début de son existence, Google se voulait
un outil descriptif : si une page est importante,
alors elle figure en téte du classement.

Son écrasant succes a fait de Google une
référence normative : si une page figure en téte
du classement, alors elle est importante.

Pour des sites web commerciaux, I’optimi-
sation de leur classement PageRank est ainsi
devenue un enjeu vital. Afin d’améliorer son
classement, il suffit d’attirer des liens, de
préférence ceux émis des pages importantes, et
il vaut mieux en émettre tres peu.

Ces stratégies et astuces sont devenues
un domaine tres actif, dit « search engine
optimization » (SEO). Cette évolution rend
I’évaluation des pages web encore plus dif-
ficile : comme 1’approche et I’importance de
Google sont mondialement connues, les liens
s’utilisent différemment de nos jours.

Ainsi I’omniprésence de Google change
I"utilisation des liens par les auteurs des pages
web. .. ce qui remet en question 1’hypothese a
la base méme du modele PageRank.
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