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En Décembre 2001, le premier numéro de votre journal de vulgarisation
scientifique paraissait. Pour féter dignement cet anniversaire, nous vous proposons
ce mois-ci de vous faire quelques noeuds au cerveau. En effet, Olivier Pierre-
Louis nous initie aux noeuds de I'infiniment petit avec les polymeéres tandis que
Michael Eisermann compare et multiplie les noeuds, ces objets courants mais
encore assez mystérieux. Bonne lecture et bonnes fétes... en espérant que vous

saurez dénouer vos paquets-cadeaux.

Mécanique et géométrie des p-1
noeuds

Rendez-vous grenoblois p.3
Noeuds et tresses p-3

Retrouvez le Gluon sur le Net : http://www.ujf-grenoble.fr/

Rubrique actualites/kiosque/gluon

Mécanique et géométrie des noeuds

Physique

Les noeuds, dans les cordes de marins ou les fils de péche, sont des objets de la vie de tous les jours. Mais
d'autres noeuds plus surprenants, avec des brins d ADN ou des nanotubes, excitent depuis peu l'intéret des

chercheurs.

Les noeuds : des objets familiers
Depuis les temps reculés, les noeuds,
entrelacs et enchevétrements ont été utili-
sés pour attacher les voiles des bateaux,
pour suspendre des objets, ou pour tisser
des habits. Une grande variété de
noeuds de la vie de tous les jours ont
donc été développés tout au long de
notre histoire. Par exemple, la plupart
d'entre nous connaissent le noeud de
trefle et le noeud de huit, et les marins
aguéris connaissent le noeud d'alouette
et le noeud de cabestan. De par leur com-
plexité et leurs étranges symétries, les
noeuds ont aussi été des objets de fascina-
tion pour les artistes dans de nom-
breuses civilisations.

On peut, par exemple, citer les jeux de fi-
celle qu'affectionnaient les indiens Nava-
jo, ou les fameux entrelacs celtes (cf.
figure 1). Cependant, malgré toute cette
expérience historique ainsi que 'intérét ré-
cent des mathématiciens et des physi-
ciens, de nombreux aspects et propiétées
des noeuds nous échappent encore au-

jourd'hui [1].

Des cordes aux polymeéres

Commengons par faire un noeud avec
une corde. Puis serrons-le. Quelle lon-
gueur de corde y-a-t'il dans le noeud ?
Voila notre premier probléme non réso-

| Figure 1. Les entrelacs celtes. |
lu ! Tout ce que nous savons faire est
une simulation numérique. Vous devez
vous dire que cecl est un probléme pure-
ment géométrique, et qui reléve plutot
des mathématiques que de la physique...
Eh bien, regardons de plus prés des ob-
jets qui semblent susciter plus d'excita-
tion chez les physiciens : les polyméres
(cf. glossaire).

Leur épaisseur est typiquement de
l'ordre du nanomeétre, mais leur lon-
gueur peut étre 100000 fois plus
grande ! Les polyméres sont si fins que
la température les fait fluctuer de fagon
trés importante. IlIs sont donc, depuis les
années 70, un sujet de prédilection pour
la physique statistique, qui traite juste-
ment des systémes sujets aux fluctuations
thermiques.

Source : www.kitzbueheler-baeren.at

Ces fluctuations s'apparentent au mouve-
ment aléatoire, dit Brownien, des petites
particules, qui a été observé pour la pre-
miere fois par le biologiste R. Brown en
1827 avec des grains de pollen dans
l'eau. Les polyméres sont aussi soumis a
ce mouvement Brownien, mais le fait
qu'lls soient de longues chaines leur
donnent des propriétés particulieres. En
effet, ils peuvent étre noués ! On peut
d'ailleurs montrer que la probabilité que
le polymére soit noué augmente avec sa
longueur, et les longs polymeéres ont de
fortes chances d'étre noués.

Une découverte récente et étonnante est
que les noeuds des polymeéres se serrent
tout seul, grice aux fluctuations
thermiques : ce phénomeéne est appelé lo-
calisation des noeuds. Serrés oui, mais
jusqu'ol ?

Il semble, comme l'a remarqué PG. de
Gennes, que les noeuds peuvent étre ser-
rés au maximum comme la corde serrée
mentionnée plus haut. Mais selon les
conditions auxquelles sont soumis les
polyméres, les noeuds peuvent étre
moins serrés, et rester fluctuants.
Comment alors modéliser ces fluctua-
tions a 'intérieur du noeud ? Le modéele
le plus simple, une fois de plus inspiré
par PG. de Gennes, est de dire que les
fluctuations créent une sorte de tube ef-
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fectif autour du polymeére, qu'elles I'épais-
sissent comme une corde de guitare qui
a l'air d'étre floue et plus épaisse lors-
qu'elle vibre. Maintenant, le polymeére
épaissi par des fluctuations, peut étre ser-
ré. Le modeéle ainsi obtenu, appelé mo-
dele de tube, décrit de facon assez
précise le comportement des noeuds ob-
servés sur l'un des polymeres les plus cé-

lebres : 'ADN (df. glossaire).

L'ADN emmélé et démélé

Le modéle de tube a en effet permis de
prédire quantitativement la vitesse de dé-
rive de brins d'’ADN noués en électro-
phoreése (c-a-d en présence d'un champ
électrique), ainsi que la diffusion (mouve-
ment aléatoire) de noeuds le long de
I'ADN. Loin d'étre anecdotiques, les
noeuds de I'ADN sont monnaie cou-
rante. La duplication de I'ADN de-
mande en effet de séparer les brins
enroulés de sa double hélice, ce qui ne
se fait pas sans noeuds. Mais la nature a
prévu une machinerie complexe de pro-
téines telle que la topo-isomérase, qui
savent couper et re-souder les brins pour
dénouer 'ADN [2]. Si I'ADN obéit
bien au modéle des polymeéres, c'est
parce qu'll est suffisament flexible. Une
échelle de longueur caractéristique, appe-
lée longueur de persistence, décrit la rigidi-
té des polymeéres. Pour des longueurs
plus grandes que la longueur de per-
sistence, les fluctuations sont impor-
tantes et le polymeére a l'air trés flexible.
Pour des longueurs inférieures, il est peu
déformé par les fluctuations thermiques.

Et les filaments plus rigides ?

La longeur de persistence de 'ADN est
de 50nm, mais celle d'un nanotube (cf.
glossaire) est de 800 nm. Avec cette lon-
gueur de persistence géante, les noeuds
de nanotubes ressemblent plus a ceux

Figure 2. Un noeud avec un filament peu flexible :

des fils de nylons ou des cheveux. Les
fluctuations sont alors négligeables, et
nous arrivons a un probléme de mé-
canique quelle configuration va
prendre un noeud dans un filament peu
flexible ? Ici, des tresses serrées appa-
raissent dues aux tensions qui se forment
dans le filament : c'est la localisation de
tresse. L'étude de ce phénomeéne ainsi
que de la mécanique de ces noeuds est
I'un de mes sujets de recherches actuels
(cf. figure 2). J'ai par exemple relié la mé-
canique de ces noeuds a des invariants to-
pologiques, tels que ceux qui sont décrits
dans l'article de M. Eisermann dans ce
numéro.

La localisation des tresses et des noeuds
a des conséquences importantes pour la
friction (le long d'un filament certains
noeud glissent et d'autres non), mais
aussi pour la rupture. En effet, prenez
l'un de vos cheveux, faites un noeud,
puis tirez. Le cheveu cassera a l'endroit
ou était le noeud. Ces phénomenes res-
tent encore mal compris, et sont actuelle-
ment des sujets actifs de recherche.

Ubiquité des noeuds

Les noeuds nous offrent donc des prob-
lémes variés a la frontiere — toujours po-
reuse — entre la physique, les
mathématiques, et la biologie. Mais ceci
n'est qu'un bref apercu : la physique des
lignes nouées s'étend au-dela des fila-
ments et polymeéres, et concerne de nom-
breuses structures, telles que les lignes
de vortex en mécanique des fluides, ou
les lignes de dislocations dans les so-
lides. Globalement, dés qu'on a un objet
linéaire, on peut se demander s'il est
noue.

Finalement, par des liens plus abstraits,
les noeuds sont aussi au coeur de nom-
breux autres domaines de la physique
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a gauche une expérience avec un tube en

plastique d'un centimétre d'epaisseur, a droite, une simulation numérique.

LE GLUON | DECEMBRE 2006 | 2

tels que la théorie des cordes (modeéle
pour les particules élémentaires), les mo-
deles exacts en physique statistique, ou
la théorie du chaos.

O. Pierre-Louis

Polymeére :
Un polymere est une longue chaine de molécules
accrochées les unes aux autres. Les polymeres les
plus communs sont le polyéthyléne (plastique) et le
polystyréne.

ADN :

L'ADN est un polymére avec une structure en
double hélice, stocké dans les cellules, qui contient
le code génétique des étres vivants.

Nanotube :

Un nanotube est une structure formée d'un tube
cylindrique composée uniquement d'atomes de
carbone. Sa largeur est de quelques nanométres, et
sa longueur peut aller jusqu'au millimétre !

[1] Pour la Science, La science des noeuds, Hors

Série avril 1997.

[2] SA. Wasserman
Biochemical  topology:

and NR. Cozzarelli,
applications to DNA

recombination and replication, Science vol. 232

p. 951 (1986).

Pour  Olivier

Louis, la science est avant

Pierre-

tout un plaisir. Le goit
pour la science et pour la
recherche lui sont venus
doucement, pendant ses
) S N
études  universitaires  a
I'Université de Nantes,

puis a I'ENS de Lyon.

Apres une thése 2 Grenoble et un post-doc a 'Uni-

versité du Maryland aux Etats-Unis, il a intégré le
CNRS en 1998. Depuis, il travaille au Labora-
toire de Spectrométrie Physique a2 Grenoble, tout
en développant plusieurs collaborations internatio-
nales. Sa recherche s'articule autour des théories de
la morphogénése (apparition spontanée et évolution
des formes dans les systtmes physiques ou biolo-
giques), de la physique nonlinéaire, et de la phy-
sique des systtmes hors équilibre. Ses centres
d'intéréts récents sont le démouillage des couches so-
lides d'épaisseur nanométrique, ainsi que la mé-
canique des noeuds.

Olivier Pierre-Louis

Chercheur CNRS,

Laboratoire de Spectrométrie Physique, UJF,
www-lIsp.ujf-grenoble.fr/equipe/dyfcom/opl/home-
page.html

opl@spectro.ujf-grenoble.fr
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L'UJF et le CIES vous présentent une conférence Midisciences, mardi 12 dévembre 2006, de 12h15 a 13h30 a I' amphi D2 du DSU,

P sur le theme :
Midi | |ciences

"Usage et sauvegarde des plantes médicinales, une alternative cruciale dans les pays défavorisés"

avec Jean-Pierre NICOLAS, de l'association Jardin du Monde, docteur en botanique et anthropologie de 'Université de Lille.

Noeuds et tresses

Mathématiques

Des noeuds, des tresses, et d'autres objets noués apparaissent non seulement dans la vie quotidienne, la
marine et l'art décoratif, mais aussi en sciences. En biologie moléculaire, par exemple, [ADN peut étre
noué, et généralement il l'est. En physique, certains modéles quantiques font apparaitre des structures qui
ressemblent a des tresses. En mathématiques, finalement, ['étude des noeuds sert a comprendre les espaces de
dimension 3. Méme a un niveau élémentaire le sujet révéle une richesse surprenante...

Vers la fin du XIXe siécle les physiciens
spéculaient sur la nature des atomes. En
1867 Lord Kelvin proposa une nouvelle
théorie, suivant laquelle les atomes sont
des noeuds dans l'éther. Congue pour ex-
pliquer les éléments chimiques, cette ap-
proche a donné lieu aux premieres
tabulations et tentatives de classification
de noeuds.

La théorie de Kelvin fut étudiée pendant
deux décennies, avant d'étre abandonnée
au profit des modéles concurrents qui ex-
pliquaient mieux les expériences, de plus
en plus fines. Ironiquement, la physique
a récemment repris l'approche des
noeuds, bien qu'a un tout autre niveau,
avec la théorie des cordes.

Entre-temps, les mathématiciens se sont
emparés de cette belle mais difficile théo-
rie. La question de base reste la méme :
comment reconnaitre et comment distin-
guer les noeuds ? Aprés un siecle
d'importants progrés dans ce domaine, la
réponse reste partielle.

Qu'est-ce qu'un noeud ?

Toute démarche théorique demande
d'abord de formaliser les objets dont on
veut parler, et souvent le premier défi est
de développer un modele adéquat.

Pour un mathématicien, un noeud est
une courbe dans l'espace, sans auto-inter-
sections. Afin d'éviter que toute courbe
ne se dénoue trop aisément, nous
sommes obligés de recoller les deux
bouts (pour former un cercle noué) ou
bien de les fixer & deux murs opposés
(comme dans les dessins suivants).

05D-
229-

Définition - On considére deux noeuds
comme équivalents si l'on peut trans-
former l'un en l'autre de maniére conti-
nue, sans jamais couper le noeud, ni
passer par des auto-intersections.

Ndlr. A partir d'ici, munissez-vous d'une
feuille de papier, d'un crayon, et amusez-
vous bien!

Par exemple, le dessin suivant montre le
noeud simple T appelé par la suite
noeud trivial et un noeud équivalent T" :

Bien entendu, nos dessins ne montrent
que des diagrammes de noeuds, c'est-a-
dire, des projections sur un plan. La fi-
gure suivante explicite trois transforma-
tions appelés aussi mouvements de
Reidemeister, permettant de changer un
noeud donné en un noeud équivalent :

\ow S

IIs sont nommés en lhonneur de Kurt
Reidemeister, qui montra en 1927 que
ces trois mouvements suffisent :
Théoreme - Deux diagrammes re-
présentent deux noeuds équivalents si et
seulement si I'on peut transformer I'un en
l'autre par une suite de mouvements de
Reidemeister.

Ce résultat nous arrange bien, car il ré-
duit 1'étude des noeuds a I'étude de leurs
diagrammes, qui se révelent plus
maniables.

Exemple - Vous pouvez montrer que les
noeuds C et D sont équivalents : il suffit

de les relier par une suite de mouve-
ments élémentaires. Deux bouts de fi-
celles pourraient aider...

Il est beaucoup plus dur de montrer que
A et B sont non équivalents, c'est-a-dire
« chiraux », ni équivalents a C d'ailleurs.
Essayez et vous verrez... Apres ré-
flexion, il ne suffit pas d'échouer; pour
une preuve 1l faut identifier I'obstacle.

Invariants

Un invariant est une propriété qui ne
change pas quand on passe d'un noeud
a un noeud équivalent. L.e nombre de
croisements d'un  diagramme, par
exemple, n'est pas un invariant : il
change lors d'un mouvement R1 ou R2.
Pour illustration, regardons un invariant
simple mais Ingénieux, Inventé par
Ralph Fox dans les années 1950.

Les reégles du jeu sont simples. On colo-
rie chacun des arcs (cf. glossaire) d'un
diagramme avec une des trois couleurs
rouge (r), bleu (b), vert (v). Seule res-
triction : a chaque croisement se ren-
contrent soit trois couleurs, soit une
seule, mais jamais deux. Le résultat est
appelé un tricoloriage.

Exemple - Avec un peu de patience
vous trouverez que les diagramme A et
B admettent 9 tricoloriages chacun, alors
que C et D n'en admettent que 3. On
peut montrer le théoréme suivant :
Théoréeme - lLe nombre des tricolo-
riages d'un diagramme ne change pas
lors d'un mouvement de Reidemeister :
c'est un invariant du noeud.

Grace au théroreme précédent on en
déduit alors que A et C ne peuvent pas
étre équivalents. Par contre, cela ne nous
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dit rien sur A et B.

Ayant le langage des diagrammes a
notre disposition, la preuve ne demande
qu'une analyse soignée des mouvements
R1, R2, R3. (Le résultat n'est pas diffi-
cile 2 montrer. Si vous voulez tenter
l'aventure, n'hésitez pas a découvrir les ar-
guments vous-méme.)

Multiplication
On peut multiplier des noeuds comme
dans la figure suivante :

Ce produit est tout a fait remarquable :
il est tout a fait comparable au produit
classique de nombres et admet le noeud
triviaAl T pour élément neutre (tout
comme | est I'élément neutre de la multi-
plication classique). Autrement dit, on
peut trés bien « calculer » avec les
noeuds.

Question - Le noeud A admet-il un
noeud inverse A' tel que A*A' soit
équivalent au noeud trivial? (Vous trouve-
rez la réponse a l'aide des tricoloriages.)

?

B D
D'ailleurs, un noeud est dit composé s'il
peut s'écrire comme produit K*L. de
deux noeuds non triviaux. Sinon, 1l est
dit premier. Cette appellation n'a pas été
choisie par hasard : il existe une cor-
respondance entre les noeuds et les
nombres naturels 1, 2, 3, ..., qui pré-
serve la multiplication et qui met en cor-
respondance  noeuds  premiers et
nombres premiers.

Tresses

Aprés un bon nombre d'expériences on
constate que tout noeud peut étre re-
présenté par une tresse comme suit :

Prenez une corde

d'environ  5mm

| d'épaisseur et au
1,5m de
puis at-
bout
une balle de ten-

moins
long,
{ tachez au

nis, ou un autre
contrepoids conve-
J nable. Mainte-
nant, en ne tenant que le bout libre de la corde,

effectuez un geste pour que la balle saute et pro-
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Plus précisément, une tresse consiste en
. ~ . '

n brins allant de gauche a droite en s'enla-

cant, mais sans jamais s'intersecter ni se

retourner. Le dessin suivant montre la

tresse dite triviale a trois brins ainsi

qu'une tresse plus compliquée :

—— XX~

Comme avant les mouvements R2 et R3
engendrent l'équivalence des dia-
grammes de tresses (R1 ne s'applique
plus). Tout comme les noeuds, les
tresses peuvent étre multipliées par conca-
ténation. A nouveau le produit admet la
tresse triviale comme élément neutre.
Mais cette fois-ci toute tresse a admet
une tresse inverse b telle que le produit
a * b soit équivalent a la tresse triviale.
En termes mathématiques, les tresses
forment un groupe, notion trés impor-
tante en mathématiques et physique.

Exemple - Une tresse a deux brins est
décrite par le nombre de demi-tours que
font les deux brins. Ainsi ces tresses
forment un groupe comparable aux
nombres entiers.

Les tresses a trois brins sont plus compli-
quées, néanmoins elles peuvent étre re-
présentées par des matrices, ce qui nous
meéne a des recherches trés récentes.

Cette démarche mathématique et ses
interactions avec la physique théorique
ont vu un succes spectaculaire depuis les
années 1980. On a ainsi découvert des
liens et des structures inattendus, ainsi
que de nouveaux invariants, dits
quantiques, beaucoup plus puissants
que les tricoloriages. Ces progres ont
énormément fait avancer notre compré-
hension de ces objets noués, pas si ordi-
naires apres tout.

M. Eisermann

duise un noeud.

Ce n'est pas facile, mais on peut y arriver... Me
contacter pour des astuces de bricolage ou d'entrai-
nement. (En aucun cas l'auteur ne sera tenu res-
ponsable d'éventuels dégats. Ne commencez pas
lorsque vous étes entouré d'objets fragiles ou
d'ames sensibles.)

Question maths. --- Supposons que vous avez
produit le noeud A. (Félicitations!) Pouvez-vous
le faire disparaitre par un geste similaire? (Voir
l'article.)

'y N .
) faire connaitre vos recherches, vous étes les

Arc (d'un noeud) :

En mathématiques, un arc relie deux sommets d'un

graphe. Dans notre cas, le

diagramme de noeud et les sommets en sont les
intersections. Un arc de noeud est un parcours de
la "corde" qui relie deux sommets de nature
identique (dessus/dessous). On ne tient pas compte

des extrémités du noeud.

Alexei Sossinsky, Noeuds :
mathématique, Editions du Seuil, Paris 1999.

Charles Knot
mathematical monographs, Washington 1993.

Livingston, theory,

Originaire de Wiesbaden en Allemagne, j'ai étudié

mathématiques et physique a Oldenburg puis

Bonn, en passant par Edinburgh et Strasbourg. J'ai
enseigné pendant deux ans a I'ENS Lyon, avant

Maitre de

d'obtenir en 2002 un poste de

Conférences a Grenoble, au sein de 1'équipe de to-

pologie a I'Institut Fourier. Mes recherches portent
sur la topologie en petite dimension, notamment les
noeuds, les tresses, et les espaces de dimension
trois. J'aime jongler non seulement avec des objets
mathématiques, mais aussi avec des boules, des
quilles ou des torches. Lors de la Féte de la
Science j'ai méme jonglé avec des noeuds (cf. photo

sur le jonglage topologique).
Michael Eisermann

Institut Fourier
michael.eisermann@ujf-grenoble.fr

Le gluon, pourquoi pas vous ?

Si comme les auteurs de ce numéro vous souhaitez

bienvenus !

1 contact : nicolas.arnaud @imag.fr
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