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Objectifs de ce chapitre

Développement mathématique :
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m Etablir la décomposition en facteurs premiers : existence et unicité.
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Développement algorithmique :
m Etablir I'algorithme d’Euclide : correction et complexité.
m Etablir I'algorithme d’Euclide-Bézout : correction et complexité.
m Discuter les problémes liés a la factorisation de grands entiers.



Sommaire

Les algorithmes d’Euclide et d’Euclide—Bézout
Le théoreme fondamental de I'arithmétique

Exercices



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2".3" .5 .77... = H PP

p premier

avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2".3" .5 .77... = H PP
p premier

avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.

Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2%2.3Y3 .5Y5 .7V ... — H pvr

p premier
avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.
Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.

Pour le pgcd et le ppcm on obtient alors les formules

pged(a,b) H prRmEp(@)vp(®)

P premler

ppem(a,b) = [ pmexCr@we®),

p premier



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2%2.3Y3 .5Y5 .7V ... — H pvr
p premier
avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.
Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.
Pour le pgcd et le ppcm on obtient alors les formules

pged(a,b) H prRmEp(@)vp(®)

P premler

ppem(a,b) = [ pmexCr@we®),

p premier

Bien que importantes pour la théorie, elles sont inefficace pour le calcul du
pgcd ou du ppcm :



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2%2.3Y3 .5Y5 .7V ... — H pvr
p premier
avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.
Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.
Pour le pgcd et le ppcm on obtient alors les formules

pged(a,b) H prRmEp(@)vp(®)

P premler

ppem(a,b) = [ pmexCr@we®),

p premier

Bien que importantes pour la théorie, elles sont inefficace pour le calcul du
pgcd ou du ppcm : il faudrait d’abord factoriser a et b.



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2%2.3Y3 .5Y5 .7V ... — H pvr
p premier
avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.
Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.
Pour le pgcd et le ppcm on obtient alors les formules

pged(a,b) H prRmEp(@)vp(®)

P premler

ppem(a,b) = ] prexp(@)vp(®))

p premier

Bien que importantes pour la théorie, elles sont inefficace pour le calcul du
pgcd ou du ppcm : il faudrait d’abord factoriser a et b. Or, pour les grands
entiers, la factorisation est un probléme trés dur.



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2%2.3Y3 .5Y5 .7V ... — H pvr
p premier
avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.
Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.
Pour le pgcd et le ppcm on obtient alors les formules

pged(a,b) H prRmEp(@)vp(®)

P premler

ppem(a,b) = ] prexp(@)vp(®))

p premier

Bien que importantes pour la théorie, elles sont inefficace pour le calcul du
pgcd ou du ppcm : il faudrait d’abord factoriser a et b. Or, pour les grands
entiers, la factorisation est un probléme trés dur.

Heureusement il existe une méthode trés efficace, 'algorithme d’Euclide, qui
évite entierement le probleme de factorisation.



Motivation

Le théoreme fondamental de I'arithmétique dit que tout entier positif a s’écrit
de maniére unique comme produit de nombres premiers positifs :

a=2%2.3Y3 .5Y5 .7V ... — H pvr
p premier
avec des exposants v, = vp(a) € N dont tous sauf un nombre fini sont nuls.
Ce théoreme est I'objectif mathématique de ce chapitre.
Pour le pgcd et le ppcm on obtient alors les formules

pged(a,b) H prRmEp(@)vp(®)

P premler

ppem(a,b) = ] prexp(@)vp(®))

p premier

Bien que importantes pour la théorie, elles sont inefficace pour le calcul du
pgcd ou du ppcm : il faudrait d’abord factoriser a et b. Or, pour les grands
entiers, la factorisation est un probléme trés dur.

Heureusement il existe une méthode trés efficace, 'algorithme d’Euclide, qui
évite entierement le probleme de factorisation.

Cet algorithme est I'objectif algorithmique de ce chapitre.
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De plus, pour tout a,b,c € Z on a :
ml|aeta]O.
m Sia|b, alorsa | be.
m Sia|beta|calorsa|b+ec
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Nombres premiers

Définition
Un entier p € Z est dit nombre premier sip ¢ {+1, -1}
et si les seuls diviseurs de p sont +1 et £p.

Si p est premier, alors —p I'est aussi. Par nombre premier on sous-entendra
toujours nombre premier positif.
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La non-unicité nous oblige de dire « un pgcd » au lieu de « le pged ».
Dans Z on sous-entendra par le pgcd toujours le pgcd positif (ou nul).

Cette convention assure 'unicité du pgcd et servira de spécification dans nos
algorithmes. Il reste encore a montrer I'existence du pgcd.
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Proposition

L'ensemble N muni de sa relation d’ordre < est bien ordonné :
Tout sous-ensemble non vide X C N admet un plus petit élément,
c’est-a-dire qu'’il existe m € X tel que m < z pour toutxz € X.

Corollaire
Dans N il n’existe pas de suite infinie décroissante xo > x1 > x2 > .. ..

Autrement dit, dans N toute suite décroissante s’arréte.
Démonstration. Supposons par absurde que f: N — N, n — =, était
décroissante, c’est-a-dire que =, > z,41 pour tout n € N.

Lensemble X = {z, | n € N} admet un plus petit élément, x,,, pour un
certain m € N. Ceci contredit 'hypothése que z,, > Tm+1-
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Soit a, b € Z deux entiers. On itére la division euclidienne :

To — a
T1<—b

To +— To rem cad o = T1q1 + T2, 0 <72 <|r|
Trn ¢ Tp_oremrp_1 Cad 7Th_2 =Tn—1qn-1+7Tn, 0<7n <|rpn_1]

Tant que r,, # 0 on itére jusqu’a un reste nul :

Tn4l < T'n—1Te€mry, cad 7n—1 =7Tnqn + Tnt1, Tny1 =0

Proposition

Le dernier reste non nul, noté ici r.,, est un pgcd de a et b.

Démonstration. Par construction on a r,,+1 = 0, donc r,, divise r,,_1.
En remontant, on voit que r,, divise aussi r,—2,...,72,71 = b, 10 = a.
Ceci montre que r,, est un diviseur commun de a et b.

Si un entier c divise a et b, alors c divise o, 71,72, ..., 7n.
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Ainsi pged(ai, . . .,an) = pged(ar, pged(az, . . ., an)). O

Il suffit donc de savoir calculer le pgcd de deux entiers.
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Propriétés du pgcd

Ona %(ai,...,an) = Z(a1,pged(az, ... an)).
Ainsi pged(ai, . . .,an) = pged(ar, pged(az, . . ., an)). O

Il suffit donc de savoir calculer le pgcd de deux entiers.

Pour tout a,b,c € Z ona Z(a,b) = 2(b,a) = 2(b,a — bc).
Ainsi pged(a, b) = pged(b, a) = pged(b, a — be). O

C’est I'observation clé pour I'algorithme d’Euclide.

On a finalement le cas trivial pged(a, 0) = pged(a) = |al. O

C’est la condition d’arrét dans I'algorithme d’Euclide.



Lalgorithme d’Euclide, prét a programmer

Algorithme 3.1 calcul du pgcd selon Euclide

Entrée: deux entiers ag,bo € Z
Sortie: le pgcd positif de ag et by

a+ ap, b« by /l'invariant pged(a, b) = pged(ao, bo)
tant que b # 0 faire

r+« aremb /la=qgb+retd<r<|b

a«—b, b—r /I pged(a, b) reste invariant
fin tant que

retourner || 1/ pged(a, 0) = |a




Lalgorithme d’Euclide, prét a programmer

Algorithme 3.2 calcul du pgcd selon Euclide

Entrée: deux entiers ag,bo € Z
Sortie: le pgcd positif de ag et by

a+ ap, b« by /l'invariant pged(a, b) = pged(ao, bo)
tant que b # 0 faire
r+« aremb /la=qgb+retd<r<|b
a«—b, b—r /I pged(a, b) reste invariant
fin tant que
retourner |a| /l pged(a,0) = |al
Théoreme

Lalgorithme d’Euclide explicité ci-dessus est correct :
m // se termine aprés un nombre fini d’itérations (au plus |bo|).
m Il renvoie le pgcd positif de ao et by comme specifie.



Lalgorithme d’Euclide : preuve de correction

Preuve de correction. Il faut montrer la terminaison de 'algorithme
puis la correction du résultat renvoyé.



Lalgorithme d’Euclide : preuve de correction

Preuve de correction. Il faut montrer la terminaison de 'algorithme
puis la correction du résultat renvoyé.

Terminaison : Tant que b # 0, chaque itération diminue la valeur absolue |b]|.
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On arrive donc a b = 0 et I'algorithme s’arréte.
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Preuve de correction. Il faut montrer la terminaison de 'algorithme
puis la correction du résultat renvoyé.

Terminaison : Tant que b # 0, chaque itération diminue la valeur absolue |b]|.
Or, dans N il n’existe pas de suite décroissante infinie.
On arrive donc a b = 0 et I'algorithme s’arréte.

Correction : On cherche a calculer la valeur pged(ao, ao).
Initialement @ = ag et b = by donc pged(a, b) = pged(ao, bo).

Dans chaque itération les valeurs a et b changent,
mais pgcd(a, b) est invariant car pged(a, b) = pged (b, a — ¢b).



Lalgorithme d’Euclide : preuve de correction

Preuve de correction. Il faut montrer la terminaison de 'algorithme
puis la correction du résultat renvoyé.

Terminaison : Tant que b # 0, chaque itération diminue la valeur absolue |b]|.
Or, dans N il n’existe pas de suite décroissante infinie.
On arrive donc a b = 0 et I'algorithme s’arréte.

Correction : On cherche a calculer la valeur pged(ao, ao).
Initialement @ = ag et b = by donc pged(a, b) = pged(ao, bo).

Dans chaque itération les valeurs a et b changent,
mais pgcd(a, b) est invariant car pged(a, b) = pged (b, a — ¢b).

Si finalement b = 0, alors I'algorithme s’arréte
et renvoie |a| = pged(a, 0) = pged(a, b) = pged(ao, bo).
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Proposition

Si0 < by < 2", alors l'algorithme d’Euclide effectue au plus 2n itérations.
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Lalgorithme d’Euclide : complexité

Proposition

Si0 < by < 2", alors l'algorithme d’Euclide effectue au plus 2n itérations.

Démonstration. Si n = 0, alors by = 0 et 'algorithme s’arréte.
Sin > 1, aprés au plus deux itérationsona 0 < b < %bo <ont:
Posons ro = ao et r1 = by puis ra := ro rem 1.

m Siry = 0, I'algorithme s’arréte aprés une itération.
Sinon, regardons I'étape suivante, r3 := 71 rem r2.

B Si0<ry<iby alors0<rs<ry < Sbo.

B Siiby <71y <bg,alorsby=1-ry+7r300rs < by < 7.
On conclut par récurrence : pour (r2,73) ou 0 < r3 < 2"~ ! l'algorithme
nécessite au plus 2(n — 1) itérations, donc au plus 2n pour (ag, bo).
Corollaire
Pourlen(ao), len(by) < n l'algorithme d’Euclide est de complexité O(n?).



Lalgorithme d’Euclide : complexité

Proposition

Si0 < by < 2", alors l'algorithme d’Euclide effectue au plus 2n itérations.

Démonstration. Si n = 0, alors by = 0 et 'algorithme s’arréte.
Sin > 1, aprés au plus deux itérationsona 0 < b < %bo <ont:
Posons ro = ao et r1 = by puis ra := ro rem 1.

m Siry = 0, I'algorithme s’arréte aprés une itération.
Sinon, regardons I'étape suivante, r3 := 71 rem r2.

B Si0<ry<iby alors0<rs<ry < Sbo.

B Siiby <71y <bg,alorsby=1-ry+7r300rs < by < 7.
On conclut par récurrence : pour (r2,73) ou 0 < r3 < 2"~ ! l'algorithme
nécessite au plus 2(n — 1) itérations, donc au plus 2n pour (ag, bo).

Corollaire
Pourlen(ao), len(by) < n l'algorithme d’Euclide est de complexité O(n?).

Remarque. On peut calculer le pgcd en O(n), voir Gathen-Gerhard §11.1.
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Le théoréme de Bézout

Théoréme (identité de Bézout)

Pour toute paire a,b € Z il existe des coefficients u,v € Z (en général non
uniques) tels que pged(a, b) = au + bu.

Démonstration. Reconsidérons 'algorithme d’Euclide :

To < a
ry«—b

To < To Tem 71 cad o = T1q1 + T2, 0<ry<|r]

Tr < Tp—arem7r,_1 €ad Th_2 =Tp_1qn—1+7"n, 0 <7y <|rp—i]

Tn4l < T'n—1Te€mry, cad 7n—1 = 7Tnqn + Tnt1, Tny1 =0
On a pged(a, b) = |rn| = rpun + rny1v, 00 u, € {£1} etv, € Z.
Dans pged(a, b) = rruk + rr+1vr ON substitue ry41 = re—1 — TR :

pged(a,b) = rrpup + (Ph—1 — TRQR)VE = Th—1 Uk Tk (Ur — QEVE) -
-~

Uk —1 V1

En remontant on trouve finalement pged(a, b) = aug + bvo.
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Lalgorithme d’Euclide—Bézout, prét a programmer

La description précédente ne se préte pas bien a la programmation.
Voici une version préte a programmer :

Algorithme 3.4 I'algorithme d’Euclide—Bézout

Entrée: deux entiers ag,bg € Z
Sortie: trois entiers d, u, v tels que d = apu + bov soit le pged positif de ag et bo.

a u v ap 1 O . . a = apu + bov
(b s t) — (bo 0 1) // invariant {b — aps + bot
tant que b # 0 faire

_ b a uw vy __ b s t
g aquob, b s t a—qgb u—qs v—gqt

fin tant que
sia < 0alors (a,u,v) — —(a,u,v)
retourner le triplet (a, u, v)




Lalgorithme d’Euclide—Bézout, prét a programmer

La description précédente ne se préte pas bien a la programmation.
Voici une version préte a programmer :

Algorithme 3.5 I'algorithme d’Euclide—Bézout
Entrée: deux entiers ag,bg € Z
Sortie: trois entiers d, u, v tels que d = apu + bov soit le pged positif de ag et bo.

a u v ap 1 O . . a = apu + bov
(b s t)‘_(bo 0 1) //mvarlant{

b= ags + bot
tant que b # 0 faire

v\ _ b s t
t a—qgb u—qs v—gqt
fin tant que

sia < 0alors (a,u,v) — —(a,u,v)
retourner le triplet (a, u, v)

IS

q <+ a quo b,

a
b

»

Prouver que I'algorithme 3.3 est correct et majorer le temps de calcul.
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Définition
On dit que a, b € Z sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1.
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Deux entiers a,b € 7Z sont premiers entre eux si et seulement s’il existe
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Entiers premiers entre eux

Définition
On dit que a, b € Z sont premiers entre eux si pged(a,b) = 1.

Proposition

Deux entiers a,b € 7Z sont premiers entre eux si et seulement s’il existe
u,v € 7 tels que au + bv = 1.

Démonstration.
« = » Sipged(a,b) = 1 alors le théoréme de Bézout assure I'existence de
coefficients u, v € Z tels que au + bv = 1.

«<»Sid|aetd|balorsd|auetd|bv,puisd | au+ bv.
Or, d | 1 implique d = +1, donc pged(a, b) = 1.
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Les lemmes de Gauss et d’'Euclide

Les deux résultats fondamentaux suivants sont souvent utiles.

Lemme (de Gauss)

Soient a,b, c € Z. Sipged(a,b) =1, alors a | be implique a | c.
Démonstration. Si pgcd(a, b) = 1, on a au + bv = 1 d’aprés Bézout.
La divisibilité a | bc veut dire qu'il existe o’ € Z tel que aa’ = be.

On trouve a(uc + a’v) = auc + bev = (au + bv)c = cdol a | c.

Lemme (d’Euclide)

Si p est un nombre premier, alors p | ab implique p | a oup | b.

Démonstration. Pour d = pged(p,a) onad | p,doncd =1oud = p.
Sid =1, alors p | b par le lemme de Gauss. Sid = p, alors p | a.
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Tout entier n > 1 s’écrit de maniere unique comme produitn = p1ps - - - p; de
nombres premiers 1 < p1 < pz < -+ < py.

Encore plus que I'existence c’est I'unicité qui est remarquable !
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Théoreme fondamental de I'arithmétique

Théoreme (décomposition en facteurs premiers)

Tout entier n > 1 s’écrit de maniere unique comme produit n = pip2 - - - pe de
nombres premiers 1 < p1 < pz < -+ < py.

Encore plus que I'existence c’est I'unicité qui est remarquable !

Explicitons donc I'énoncé d’unicité : Sin = p; ---pe et n = q1 - - - g, sont deux
décompositions en facteurs premiers telles que 1 < p1 < pa < --- < py et
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Tout entier n > 1 s’écrit de maniere unique comme produit n = pip2 - - - pe de
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Encore plus que I'existence c’est I'unicité qui est remarquable !

Explicitons donc I'énoncé d’unicité : Sin = p; ---pe et n = q1 - - - g, sont deux
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l<qp<qgp<---<ggalorsl=ketpi =q1,...,pe = qu.

On peut décomposer n = 60 de différentes maniéres :
60=6-10=(—4)-3-(-5) =...
Si I'on exige des facteurs premiers, il reste encore des ambiguités :
60=(—-2)-2-(—3)-5=3-2-(=5)-(-2) =...
Sil'on exige en plus que 1 < p1 < p2 < --- < py, il ne reste que
60=2-2-3-5.
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Etant donné un entier n, trois problémes pratiques se posent :
Déterminer rapidement si n est premier ou composeé.
Si n est premier, en trouver une preuve concise et facilement vérifiable.
Si n est composé, trouver sa décomposition en facteurs premiers.

Expliciter les méthodes évidentes et estimer leur colt. Combien de temps
faut-il dans le pire cas pour n ~ 10?° ? pour n =~ 10*° ? pour n ~ 10%° ?

Conclusion. Pour les entiers de taille modeste, les méthodes naives sont
suffisamment efficaces. Pour les grands entiers, par contre, elles échouent !

On discutera plus tard des méthodes plus efficaces.
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Définition
La suite de Fibonacci (fx)xen est définie par fo =1et f1 =1
puis par la formule de récurrence fr12 = frt+1 + fx pour tout & > 0.

Pour illustration, les premiers termes sont 1,1,2,3,5,8,13,21,34, ...

Montrer que 'algorithme d’Euclide nécessite exactement k itérations
pour calculer pged( fr+1, fx) OU k > 1.

Réciproquement, si I'algorithme d’Euclide nécessite k itérations pour
calculer pged(a,b) ola >b >0, alors a > fry1 €tb > fi.

Montrer que fi = (AT — X¥H1) /v/Bou As = (1 £V/5)/2.
Pour information : on a v/5 ~ 2.24 donc A\, ~ 1.62 et \_ ~ —0.62.

B Pour |b| < 27, dans le pire cas I'algorithme d’Euclide calcule pged(a, b)
avec k ~ m itérations, soit environ 1.44n itérations.

On peut aussi s’intéresser au nombre moyen d'itérations.
Pour plus d’information voir Knuth, vol. 2, §4.5.3.
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Soient a, b € Z deux entiers et soit d = pged(a, b) = aup + bvo.
Montrer que I'ensemble des coefficients de Bézout (u,v) € Z>
vérifiant au + bv = d est donné par {(uo + k%, vo — k%) | k € Z}

Solution.
On constate que u = uo + k% et v = vy — k2 vérifient au + bv = d.

Réciproguement on veut montrer que l'identité au + bv = d
implique que u = uo + k% et v = vy — k< pour un certain k € Z.

On pose ag = a/d et by = b/d pour avoir agug + bovo = 1 et apu + bov = 1.
La différence uy := u — ug et vy := v — vg Vérifie alors agu1 + bov1 = 0.

Or, pged(ao, bo) = 1 et ap | bovr implique ao | v1 d’aprés Gauss.

On conclut que vi = kao, puis u; = —kbo. ©®
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Factorielle et coefficient binomial

Pour tout nombre naturel n € N on définit la factorielle n! par récurrence, en
posant 0! :=1etn!:=(n—1)!-nsin > 1. Pour0 < k < n on définit le

coefficient binomial par (}) := #Lk), et (}):=0sik<Oouk>n.

Montrer la régle du triangle de Pascal () + (,7,) = (\11)-

En déduire que () est en fait un entier pour tout n, k.

Soit p un nombre premier et 0 < k < p. Montrer que p divise (7). (Quel
résultat du cours sert ici ?) Est-ce que n divise (}) si n n’est pas premier ?

Montrer que (a +b)" = Y_1_, (7)a"b"~*. Préciser les hypothéses implicites.
Quelles réegles de calcul sont utilisées ?

Implémenter une fonction (en C++, disons) qui calcule (}) a partir des quatre
opérations élémentaires des entiers. Essayer de le faire le plus efficacement
possible pour des valeurs n et k éventuellement grandes.



Un joli théoreme de Dirichlet

Un joli théoréme de Dirichlet affirme que deux entiers aléatoires sont
premiers entre eux avec probabilité 6/72, soit environ 60%.



Un joli théoreme de Dirichlet

Un joli théoréme de Dirichlet affirme que deux entiers aléatoires sont
premiers entre eux avec probabilité 6/72, soit environ 60%.

Heuristiguement, qu’est-ce que le théoréme de Dirichlet signifie pour le
calcul de pged(aq, az, ..., an)?



Un joli théoreme de Dirichlet

Un joli théoréme de Dirichlet affirme que deux entiers aléatoires sont
premiers entre eux avec probabilité 6/72, soit environ 60%.

Heuristiguement, qu’est-ce que le théoréme de Dirichlet signifie pour le
calcul de pged(aq, az, ..., an)?

Imaginez une « forét mathématique » formée d’'une infinité d’arbres trés fins,
avec un arbre planté & chaque position du réseau Z? dans le plan R?. Vous
étes a l'origine. Quelle fraction d’arbres voyez-vous ?



Un joli théoreme de Dirichlet

Un joli théoréme de Dirichlet affirme que deux entiers aléatoires sont
premiers entre eux avec probabilité 6/72, soit environ 60%.

Heuristiguement, qu’est-ce que le théoréme de Dirichlet signifie pour le
calcul de pged(aq, az, ..., an)?

Imaginez une « forét mathématique » formée d’'une infinité d’arbres trés fins,
avec un arbre planté & chaque position du réseau Z? dans le plan R?. Vous
étes a l'origine. Quelle fraction d’arbres voyez-vous ?

Pour vérifier empiriguement le théoréme écrire un programme qui parcourt
les paires (a,b) € {1,..., N} et qui compte celles vérifiant pged(a, b) = 1.
Que trouve-t-on pour N =10? N = 100? N = 1000? N = 10000 ?



Un joli théoreme de Dirichlet

Un joli théoréme de Dirichlet affirme que deux entiers aléatoires sont
premiers entre eux avec probabilité 6/72, soit environ 60%.

Heuristiquement, qu’est-ce que le théoreme de Dirichlet signifie pour le
calcul de pged(aq, az, ..., an)?

Imaginez une « forét mathématique » formée d’'une infinité d’arbres trés fins,
avec un arbre planté & chaque position du réseau Z? dans le plan R?. Vous
étes a l'origine. Quelle fraction d’arbres voyez-vous ?

Pour vérifier empiriguement le théoréme écrire un programme qui parcourt
les paires (a,b) € {1,..., N} et qui compte celles vérifiant pged(a, b) = 1.
Que trouve-t-on pour N =10? N = 100? N = 1000 ? N = 10000 ?

Si vous connaissez les techniques mathématiques, vous pouvez essayez
d’expliciter puis de prouver ce théoréme.
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