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Nous connaissons déja le corps F, = Z/pZ ou p est un nombre premier.
Ce chapitre établit d’abord la classification de tous les corps finis :

Tout corps fini est de cardinal p™ ou p est premier et n > 1.
Pour tout tel couple (p, n) il existe un corps de cardinal p™.
Deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

Ce superbe résultat, di a Galois, est un bijou de I'algébre du 19e siecle.
Pour le rendre effectif sur ordinateur, il faut néanmoins étre plus explicite.

Le développement choisi ici explicitera comment construire concrétement un
corps de cardinal p™ donné puis comment 'implémenter sur ordinateur.
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En outre, on aura besoin d'un concept basique omniprésent :
m La théorie des espaces vectoriels sur un corps K quelconque (ici F,)
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Pour tout corps I, de cardinal ¢, le groupe F; est cyclique d'ordre n = g — 1.
Toute racine primitive ¢ de F, définit alors un isomorphisme de groupes
expe: (Zn,+) = (FF,-), k — &*, et soninverse log, : (Fy,-) = (Z/n, +).
C’est une situation typique de la cryptographie (Diffie—Hellman, Elgamal).
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Soit K un sous-corps d’'un anneau F. Alors l'addition +: F x F — F etla
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Corollaire
Si F' est un corps fini, alors son cardinal est p® ot p est premieretd > 1. O
Ici p = car(F') est le cardinal du sous-corps premier K, et d = dimg (F).

Toute base (u1, ..., uq) de F définit un isomorphisme K¢ = F d’espaces
vectoriels sur K par (ki1,...,kq) — kiui + - - - + kquq, d'ob |F| = |K%| = p?.
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Le polyndme X2 + X + 1 de degré 2 est irréductible sur F,, car sans racine.
(Nous avons vu que c’est le seul polyndme irréductible de degré 2 sur Fs.)
Le quotient Fy := F2[X]/(X? 4+ X + 1) est donc un corps de cardinal 4.

Comme [F2-base on peut choisir (1,z) ol z = X est image de X dans F,.
Les tables d’addition et de multiplication sont (en abrégeant 1 + x par y) :

—

+10|1l|xz|y 101z |y
0(0|1|z|y 0/0{0]0]|0
111|0|y|z 110|1|x|y
z|lz|ly|0]1 z|0jx|y|l
ylylxz|1|0 y|0ly|l|z

On voit que 2? = z + 1, et ainsi la multiplication peut étre reformulée comme
(a+ pz)(a + f'z) = (ad’ + BF') + (af’ + Ba’ + BF)z.
Ceci permet d'implémenter IF, comme F% avec les opérations ci-dessus.

Par contre, il n’est pas évident de partir d’une telle formule « tombée du ciel »
pour établir qu'il s’agit d’un corps. On préférera la construction F, [ X]/(P).

De maniere analogue, expliciter des corps de cardinal 8, 9, 25, 27.
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Soit K un corps et soit a un élément d’un anneau A contenant K.

On a dimg (K[a]) < oo si et seulement s'il existe P € K[X|* tel que
P(a) = 0. Dans ce cas on dit que I'élément a est algébrique sur K.
On peut alors choisir P de degré minimal et unitaire, appelé polynéme
minimal de a. Si A est intégre, le polyndme minimal est irréductible.

Si a est annulé par un polynéme irréductible P € K[X]*, P(a) =0,
alors le morphisme d'anneaux ¢: K[X] — A défini par ¢(X) = a
induit un isomorphisme de corps ¢: K[X]/(P) = K]la].
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Q=Y*+2Y?—Y +2, F=F5[Y]/(Q)
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Comme un exemple un peu plus complexe et plus intéressant, on se propose
d’analyser puis de comparer deux quotients de F5[X] de cardinal 125 :

P=X3+X+17 E:FS[X}/(P)v
Q=Y*+2Y?—Y +2, F=F5[Y]/(Q)

Quel est le cardinal de E et de F' ? Ces anneaux sont-ils des corps ?
Notons z I'image de X dans E. Expliciter les lois d’addition et de
multiplication par rapport a la Fs-base (1, z, z?) :
m Comment additionner a = ag + a1z + azz? et b = by + b1z + boz?
pour obtenir un résultat de la forme ¢ = cg + c1z + cpa? ?
m Comment multiplier a = ag + a1z + asz? etb = bo + b1z + box?
pour obtenir un résultat de la forme ¢ = co + c1z + cpx? ?

Pour y = 2> — 2 calculer Q(y) dans E.
En déduire le noyau du morphisme ¢: F5[Y] — E, Y — y.
Construire un isomorphisme F5[Y]/(Q) = F5[X]/(P).



Lautomorphisme de Frobenius d’un corps fini

Proposition

Soit F' un corps fini de caracteéristique p. Alors l'application f: F — F
définie par x — x est un automorphisme du corps F'.
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Lautomorphisme de Frobenius d’un corps fini

Proposition

Soit F' un corps fini de caracteéristique p. Alors l'application f: F — F
définie par x — x est un automorphisme du corps F'.
On appelle § 'automorphisme de Frobenius de F.

Dans F4 = {0,1, z,y} 'automorphisme f fixe 0 et 1 mais échange z et y.



Le groupe d’automorphismes d’un corps fini

Proposition

Soit F' un corps de cardinal p™.
m Le groupe Aut(F') des automorphismes de F est cyclique d’ordre n,
engendré par I'automorphisme de Frobenius f: F — F, z — x".
m Ainsi Aut(F) = (f) =2 Z/n et pour tout d | n il existe un unique
sous-groupe H C Aut(F) d'indice d, a savoir H = (§*).



Sous-corps fixé par des automorphismes

Lemme

Soit F' un corps et soit h: F — F un automorphisme.
Alors K = {z € F | h(z) = x} est un sous-corps de F'.
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Sous-corps fixé par des automorphismes

Lemme

Soit F' un corps et soit h: F — F un automorphisme.
Alors K = {z € F | h(z) = x} est un sous-corps de F'.

Corollaire

Soit F un corps et soit H C Aut(F') un groupe d’automorphismes.
Alors F = {x € F | h(z) = = pour tout h € H} est un sous-corps de F.



Sous-corps fixé par des automorphismes

Lemme

Soit F' un corps et soit h: F — F un automorphisme.
Alors K = {z € F | h(z) = x} est un sous-corps de F'.

Corollaire

Soit F un corps et soit H C Aut(F') un groupe d’automorphismes.
Alors FH = {x € F | h(z) = = pour tout h € H} est un sous-corps de F. [

Pour tout corps fini F nous avons F" = {z € F | 2? = z} = F,,.



Soit F un corps fini de cardinal q. Alors X? — X =[],.p(X —a).



Polyndmes remarquables sur un corps fini

Lemme
Soit F' un corps fini de cardinal q. Alors X? — X =[], (X —a).

Lemme
Dans I'anneau euclidien F,[X| des polynémes sur F,, nous avons
pged(XP" — X, X*" —X)=X"" - X o0 d=rpged(m,n).

En particulier, X*™ — X divise X*" — X si et seulement si m divise n.



Sous-corps d’un corps fini

Proposition
Soit F' un corps fini de cardinal p™.
m Si K estun sous-corps de F, alors |K| = p® ot d | n.
m Pour tout d | n il existe un unique sous-corps K C F de cardinal p°.
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Correspondance de Galois pour un corps fini

Théoréme

Pour tout corps fini F nous avons une correspondance naturelle
entre les sous-corps de F et les sous-groupes de Aut(F) :

A tout sous-corps K C F on associe le sous-groupe
Gal(F|K) := {h € Aut(F) | h(z) = =z pour tout z € K}.
A tout sous-groupe H C Aut(F) on associe le sous-corps
H.={x e F|h(z) =z pourtouth € H}.

Ce sont des bijections mutuellement inverses :
Pour tout sous-corps K C F nous avons FE(FIK) — [
Pour tout sous-groupe H C Aut(F) nous avons Gal(F|F™) = H.

Explicitement, si K est de cardinal p®, alors Gal(F|K) = ().
Si H C Aut(F) est d’indice d, alors F¥ est le sous-corps de cardinal p°.

Soit K C F un sous-corps. Tout automorphisme h: F — F se restreint a un
automorphisme de K car h(K) = K. On obtient ainsi un épimorphisme de
groupes Aut(F) — Aut(K), h — h|x, qui a pour noyau le groupe Gal(F'|K).
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Si P € F,[X] est un polynéme irréductible de degré n,
alors P divise X?" — X mais ne divise pas X P X pourd < n
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Proposition
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Critére d’irréductibilité dans F,[ X ]

Proposition

Un polynéme P € F,,[X] de degré n est irréductible si et seulement si P
divise X*" — X etpged(P, X?"'" — X) = 1 pour tout diviseur premier t de n.

A Souvent le degré n = deg(P) est raisonnablement petit,
mais le degré p™ de X? — X est déraisonnablement grand !

&> Lalgorithme suivant réduit tous les calculs au degré < n.



Algorithme pour tester l'irréductibilité dans [, [ X]

Algorithme 11.1 Tester 'irréductibilité de P € F,[X]

Entrée: un polyndbme P € F,[X] de degré n ainsi que
la décomposition n = n{! ---ni* en facteurs premiers.

Sortie:  «irréductible » si P est irréductible, « composé » sinon.
Q — XP" rem P // puissance dichotomique modulaire
si Q # X alors retourner « composé » //car Pt XP" — X
pour i de 1 a k faire
m «— n/n;
Q«— XP™" rem P // puissance dichotomique modulaire
R «— pged(P,Q — X) // algorithme d’Euclide
si R# 1 alors retourner « composé » //car pged(P, XP"" — X) # 1
fin pour
retourner « irréductible » /l d’apres la proposition précédente

Prouver que I'algorithme ci-dessus est correct. Estimer sa complexité.



Corps finis et polynd6mes irréductibles

Proposition

Soit F' un corps fini de cardinal p™. Alors il existe un polynéme P € F,[X]
unitaire irréductible de degré n tel que F = F,[X]/(P).



Corps finis et polynd6mes irréductibles

Proposition

Soit F' un corps fini de cardinal p™. Alors il existe un polynéme P € F,[X]
unitaire irréductible de degré n tel que F = F,[X]/(P).

Corollaire

Il existe un corps de cardinal p® si et seulement s'il existe
un polynéme irréductible P € F,,[X] de degré d.



Unicité du corps de cardinal p™

A priori deux polynémes différents P, Q € F,[X], supposés irréductibles
de degré n, ménent a deux corps différents F,,[X]/(P) et F,[X]/(Q).



Unicité du corps de cardinal p™

A priori deux polynémes différents P, Q € F,[X], supposés irréductibles
de degré n, ménent a deux corps différents F,[X]/(P) et F,[X]/(Q).
Or, le résultat est toujours le méme a isomorphisme pres :



Unicité du corps de cardinal p™

A priori deux polynémes différents P, Q € F,[X], supposés irréductibles
de degré n, ménent a deux corps différents F,,[X]/(P) et F,[X]/(Q).
Or, le résultat est toujours le méme a isomorphisme pres :

Proposition

Soit F' un corps de cardinal p™. Alors pour tout polynéme irréductible
P € F,[X] de degré n I'anneau quotient F,,[X]/(P) est isomorphe a F'.



Deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.



Unicité du corps de cardinal p™

Corollaire
Deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

Il 'y a pas d’identification canonique entre les éléments de FE et F'!



Unicité du corps de cardinal p™

Corollaire
Deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

Il 'y a pas d’identification canonique entre les éléments de FE et F'!

Notation

Il est souvent commode de noter par F, un corps de cardinal q.
Par un Iéger abus de langage on appelle F, /e corps de cardinal g.



Sommaire

Construction des corps finis
m Décomposition de X?" — X dans F,[X]
m Comptage des polynémes irréductibles
m Construction du corps fini de cardinal p"



Décomposition de X?" — X dans F,[X]

Lemme

Le polynéme Q = X*" — X dans F,[X] n'a pas de facteurs multiples.
Autrement dit : si Q = U?V ou U,V € F,p[X], alors degU = 0.



Décomposition de X?" — X dans F,[X]

Théoréme

Soit I} € F,[X] I'ensemble des polynémes unitaires irréductibles de degré d.
Alors dans F,[X] on a la décomposition X*" — X =[], [1pesa P-
P



Comptage des polynémes irréductibles

Proposition
La décomposition X”" — X = T1,, [1peq P entraine Iégalité
P" = 4. d- |1} puis l'encadrement X (p™ — 2p™/?) < |I;| < +p".



Comptage des polynémes irréductibles

Proposition
La décomposition X”" — X = T1,, [1peq P entraine Iégalité
P" = 4. d- |1} puis l'encadrement X (p™ — 2p™/?) < |I;| < +p".

Corollaire

Pour tout nombre premier p et toutn > 1 I'ensemble I; est non vide.
Il existe donc un polynéme irréductible P € F,[X] de degré n,
et par conséquent un corps F := F,[X]/(P) de cardinal p™.



Trouver un polynéme irréductible P € [F,[X] de degré n

Algorithme 11.2 Trouver un polyndme irréductible P € F,[X] de degré n

Entrée: un nombre premier p > 2 et un nombre naturel n > 1.
Sortie:  un polyndéme irréductible unitaire P € F,,[X] de degré n

P — polynéme unitaire aléatoire de degré n dans F,[X]
pour m de 1 a |%| faire

Q — XP" rem P /I puissance dichotomique modulaire
R — pged(P,Q — X) // algorithme d’Euclide
si R # 1 alors recommencer avec un nouveau choix de P

fin pour

retourner P

Montrer que I'algorithme 11.2 est correct. Estimer sa complexité.
(Attention, il ne s’agit pas d'une simple reformulation de I'algorithme 11.1.)




Cléture algébrique de I,

On fixe on nombre premier p. Pour tout n soit C,, un corps de cardinal p™.

Pour tout n» montrer que C,, 1 contient un sous-corps isomorphe a C,,
Combien y a-t-il donc des homomorphismes de corps C,, < Cpy1 ?

Pour tout » on choisit un homomorphisme de corps ¢, : C;,, — Cr+41.
Via ¢,, on identifie C,, avec le sous-corps de C,+1 de méme cardinal.
Montrer que leur réunion C' = |J,,-., C est un corps (de cardinal infini)
de sorte que les C,, sont des sous-corps (finis). On le notera F,.

Ayant fixé nos choix ci-dessus, on peut finalement justifier notre notation :

Montrer que F,, contient un unique sous-corps F,. de cardinal p? pour tout d.
Pour tout d, e € N>; montrer que F,« C IF, si et seulement sid | e.

Montrer que F, est algébriquement clos, ¢’est-a-dire que tout P € IF‘E [X] se
décompose comme P = co(X —c1) -+ (X —¢n) OU co, 1,y - - -, Cn € Fp.



Structure d’'un corps fini
Unicité du corps de cardinal p™
Construction des corps finis

Exercices



Exercices

Soit p > 2 un nombre premier. Notons a, = |I;;| le nombre des polynémes
irréductibles de degré n sur F,,. Calculer a3, a3, a3, a3, a3, as, .. ..

Méme exercice pour p = 3, puis un nombre premier p quelconque.

(Si vous voulez vous pouvez écrire un programme qui effectue ce calcul.)

Le polynéme X2 + X + 1 admet-il une racine dans F, ? dans F, ? dans Fg ?
dans Fi¢ ? dans Fs2 ? dans un corps F2» pour n quelconque ?

Expliciter les sous-corps de F4o96 €t leurs inclusions mutuelles.

Soit p un nombre premier et soit a € F,;. Montrer que X? — X — a est
irréductible sur F,,. (On reconnaitra le cas particulier p = 2.)

Etant donnés un nombre premier p € N et un nombre n € N>, existe-t-il un
polynéme irréductible P € F,[X] de degré n tel que le groupe multiplicatif £
du corps F = F,[X]/(P) de cardinal p" soit engendré par I'image de X ?



Exercices

Montrer le théoréme de Wilson : pour tout corps fini F ona [[,cpx a = —1.

Soit IF, un corps de cardinal g. Pour a € T, expliciter les valeurs prises par la
fonction polynomiale §,: F, — F,, da(x) = 1 — (z — a)?~*. En déduire que
toute application g: F, — F, est polynomiale (de degré < g — 1).

Dans F¢; combien y a-t-il des carrés ? des cubes ? des puissances 5? 6?7 7?

Dans I, combien y a-t-il des racines primitives ? Dans F3 et F4 tous les
éléments différents de 0 et 1 sont des racines primitives. Dans 'ordre de
leurs cardinaux, quels sont les prochains corps ayant cette propriété
remarquable ? Essayer de les caractériser les plus explicittment possible.



Un code détecteur d’erreurs

On souhaite transmettre un message a n bits, P = (p1,...,pn) € F5.
Malheureusement la transmission subit des perturbations aléatoires,
et le message regu P* = (pi,...,p;,) peut étre erroné.

Dans le cas d’une erreur simple un seul bit est changé. Comment transmettre
le message de sorte que le récepteur puisse détecter une erreur simple ?

La méthode naive consiste a envoyer P deux fois. Est-ce efficace ?
Expliquer comment rajouter un bit supplémentaire po, dit bit de parité, qui
permet de détecter une erreur simple. Justifier I'intérét de cette méthode.

On peut encoder les n bits par le polynéme P = >"" | p; X'~ dans F2[X].
Transmettre un polynéme équivaut a transmettre la suite de ses coefficients.

Onpose T'= XP + R ou R est le reste de la division de X P par X + 1.
Vérifier que R = P(1) et que le reste de la division de T" par X + 1 vaut 0,
ce qui est un critere de parité simple pour tester I'intégrité du message 7.

Supposons que la transmission de T résulte en réception de 7™, qui peut
étre erroné. Expliquer comment détecter une erreur simple (c’est-a-dire, on
suppose T* = T + X*). Est-il possible de reconstituer T a partir de 7" ?



Un code correcteur d’erreurs

On veut transmettre un message a 120 bits (soit 15 octets) de sorte qu'une
éventuelle erreur simple soit corrigible par le récepteur. Comment faire ?

La méthode naive consiste a envoyer trois fois le méme message. Une
méthode lIégérement optimisée consiste a envoyer deux fois le message avec
son bit de parité. Expliquer comment détecter puis corriger une erreur simple.

Voici une méthode plus raffinée : soit A € Fo[X] irréductible de degré 7.
OnposeT=X"P+ROUR= X7P_ rem A. Ainsi on assure que T'rem A = 0.
Sile messagereguest 7" =T + X*, alors T* rem A = X' rem A.

Soit F' = F2[X]/(A) et notons z I'image de X dans F. Montrer que x
engendre F*, et en déduire que I'application X* — z* est injective pour
0 <1 < 127. Expliquer comment reconstituer 7" a partir d’'un message
simplement erroné 7. Quel est I'intérét de cette méthode ?

Pour implémenter cette méthode il faut exhiber un polynéme irréductible de
degré 7 dans F»[X] : Rappeler que les polyndmes irréductibles de degré < 3
dans Fo[X]sont X, X +1, X2 + X + 1, X® + X%+ 1, X® + X + 1.

PN TN ~~7 . 2 . 4 it 'l 0 TN Y~
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