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Objectifs de ce chapitre

Développement mathématique :
u Etudier les éléments inversibles dans 7/,

u Etablir le théoréme chinois : Zmn & Zm x Zn si pged(m, n) = 1.

Développement algorithmique :
u Calouler efficacement linverse dans 7%
m Appliquer efficacement les bijections dans le théoréme chinois.
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Eléments inversibles dans Zfm

Définition

Un élément = € Z/,, est inversible s'il existe y € Z/,, tel que z -y = 1.

Dans ce cas y est unique et on I'appelle linverse de x, noté .

On définit 7/, = Zfm ~ {0} et Z/;% = {x € Z/m | = estinversible}.

Remarque
Lélément 1 est inversible dans %/, car 1 - 1
De méme —1 est inversible, car (—1) - (—1) =

Exemple

Dans 7/ I'élément 3 est inversible car
L'élément 2, par contre, n'est pas inversible. (Pourqum ?)

Exercice
Expliciter les éléments inversibles dans Z/s et leur inverse.




Caractérisation des éléments inversibles dans 7Z/,,

Proposition
Nous avons 7/ = {a | a € Z et pged(a, m) = 1}.

Démonstr:
« 2 » Sipged(a, m) = 1 alors il existe u,v €
Dans 7/, ceci veut dire que @ - i = 1.

€ Ztels que au +mv = 1.

«C» Sia € Zvérifie a € Z/y;, alors il existe u € Z tel que a - it =
Dans Z ceci veut dire que au = 1 (m).

Il existe donc v € Z tel que 1 — au = mu.

On conclut que 1 = au + mv, donc pged(a, m) =

Corollaire
Pourm > 2 nous avons 7/, = {a | 0 < a < m et pged(a, m) = 1}.
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Calcul de l'inverse dans 7/,

La démonstration nous indique un algorithme pour calculer linverse :

Algorithme 5.1 calcul de I'inverse dans Z/,, (non optimisé)

Entrée:
Sortie:

deux entiers z, m tels que 0 < x < m
I'entier y vérifiant 0 < y < m tel que zy =
ou 0 pour signaler que & € Z/,, n'est pas inversible

// Calculer a = pged(z, m) et des coefficients de Bézout u, v € Z tel que zu-+mv = a.
@ u v z 10
bos t) " \m 01
tant que b # 0 faire
effectuer la division euclidienne a = gb +r,0 < r < [b|
@ u v b s t
bos o t) T \r
fin tant que
sia<Oalorsa — —a, u . v
Sia= 1 alors retourner  rem m sinon retourner 0

2u+mu
b=axs+mt

Il invariant

a—qb u—gs v—qt

Avantage : La correction a déja été montrée.

Inconvénient : Un tiers des calculs est inutile.

Calcul de l'inverse dans 7/,

On peut donc encore simplifier et optimiser I'algorithme. ...

Voici un algorithme qui est 30% plus rapide :

5.2 calcul de I'inverse dans 7/, (Iégérement optimisé)

Entrée:
Sortie:

deux entiers z, m tels que 0 < z < m
Ventier y vérifiant 0 < y < m tel que xy =
ou 0 pour signaler que € 7, n'est pas s inversible

@ u 1 =au (m)
b os) " \m 0 s (m)
tant que b # 0 faire
effectuer la division euclidienne a = gb + 1,0 < r < [b]
s

.
" it

fin tant que
sia<Oalorsa— —a, u
si = 1 alors retourner u rem m sinon retourner 0

lir2
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Les cas particuliers Z/,, et Z/,»

Corollaire

Sip est premier, alors tout x € Z/, est inversible.
Démonstration. Nous avons = = a pour un entier a € Z.
Puisque p est premier on a soit pged(a, p) = 1 soit pged(a, p) =
Dot pged(a,p) =1 <= pla <= a#0(p) < a#0. O

Remarque

Nous savons déja que Z/,, est un anneau.
Si p est premier, alors 7/, est un corps.

Corollaire

Soit p premier et n > 1. Dans Z/,» il existe exactement p~" éléments non
inversibles, & savoir0,5,2p, ..., p" — p. Ainsi |2/ -

Démonstration. Les diviseurs de p™ sont p* ol 0 < k < n.
Donc pged(a, p) = p* pourun 0 < k < n,d'oll pged(a,p”) =1 < pta.

Les éléments non inversibles @ € Z/,~ proviennent des multiples a € pZ. O




Le théoréme chinois : motivation

Commengons par un exemple concret. Le systeme

mod 8
mod 125

admet une unique solution z € Z ol 0 < = < 1000.
Pourquoi ? Comment la trouver efficacement ?

Soient m et n deux entiers premiers entre eux, autrement dit pged(m, n) = 1.

Le théoréme des restes chinois affirme que pour tout z;, z» € Z le systéme

mod m
mod n

admet une solution = € Z, et que = + Zmn est I'ensemble des solutions.

Le développement suivant établit des preuves et des algorithmes efficaces.
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Lanneau produit Z/,, x 7/,

Définition & proposition
Sur le produit cartésien 7/, x Z/, on définit une addition
+: (Zfm X n) X (Y X Ln) = (Zfm X Yn)
par  (z,y) + (@,y) == @+ y +¢),
et une multiplication
i (B X fn) X (Yo X Ln) = (Zfm X Lfn)
par  (29) (@y) = (@ 2" y-y)

-+, -) devient un anneau.

AInsi (Zfm X Zfn,

Exercice
Que faut-il vérifier pour prouver I'affirmation ? Effectuer ces vérifications.
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Eléments inversibles dans Z/,, x 7/,
Dans %/, x 7/, On pose 0 := (0,0) et 1 := (I,1).

Définition

2 € Lfyn x I, estinversible s'il existe z' € Zf,, x Z/,, tel que z2'

ON POSe (Zfm X Zfn)* i= {2 € Tl x /s | = estinversible}.

Proposition
Nous avons

(B X Yn)* = Yoy x B,
et en particulier

|@fm % 2f) | = | - 12|

Démonstration. Pour = = (z.
=

= (2',y") nous avons
(1,I) <+«

Ly) etz

(@) - (2',y') =

22 =1
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zr' =1 etyy =1. [m]
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Lapplication naturelle ®: Z/y, — Zf x 7y

Zho — T2 X Zfs

Zs — T x s 0 (0,0)
Zs — Tz x s 0~ (0,0)
Zfs — T X s 0+ (0,0) — (1,1)
0+ (0,0) T (1,1 2 (0,2)
1e(1,1) 3 (1,3)
2 (0,0) i (0,0)
3 (1,1) 5 (1,1)
60— (0,2)
7 (1,3)
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Lapplication naturelle : existence et unicité

Proposition
Soient m,n deux entiers.
Il existe une et une seule application ®: Zfmn — Zfm x Zf, vérifiant

=®(z) + ®(y), @(0) =
= 0(x) - B(y), (i) =

On I'appelle I'application naturelle de Z/m. vers Zm x

Oz +y)
Oz -y)

=ic]
= o

(L,1).
Plus explicitement elle est donnée pour tout a € Z par

®(m00(@)) = (mon(@), 7 (@)

Exercice

Vérifier que ® (mmn(a)) = (mm(a), ™ (a)) est bien définie.
Vérifier que cette application a toutes les propriétés requises.
Montrer que c'est la seule application satisfaisant aux exigences.
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Lapplication naturelle : vérifications

Démonstration. & (.. (a)) = (. (a), 7 (a)) est bien définie :
Si Tmn(a) = Tmnla'), alors a = a’ (mn), autrement dit mn | a — a’.
Ainsim | a—a' etn

a',donca=d (m)eta=ad (n).

On conclut que 7 (a) = mm(a’) et w(a) = mu(a’)

Ensuite on vérifie que

= & (mmn(a) + Toun (b))
= (m(@) + T (), (@) + 7 (b)) = (wm (@), 7a(a) +
= ®(Tmn(@)) + (7mn (b)) = (z) + B(y)

Il en est de méme pour les trois autres propriétés. Ceci montre I'existence.

= ®(Tmn(a+b)) = (Fm(a+b),mm(a+b)
(m (b), 7a (b))

®(z +y)

Pour l'unicité supposons que deux applications ®, & : Zfmn — Zfm x Zfn
satisfont toutes les deux aux propriétés exigées.

Alors ®(0) = (0,0) = &'(0) et &(1) = (I, 1) = <I>’(T)

Par récurrence on montre que (i) ﬁ i) = ®'(72) pour tout n € N puis

pour tout n € Z. Ceci prouve que ® =
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Le théoreme des restes chinois
Théoréme (des restes chinois)
Soientm,n € Z deux entiers. Lapplication naturelle
@i Ln — T X By B(wmn(@) = (7m(a), 7n(a))
est une bijection si et seulement si pged(m,n) = 1.
Simu +nv = 1, alors I'application inverse de ® est donnée par
Vi B X B = Bonny W (7 (@), 7 (B)) = T (anw + brmas)

Remarque / exercice
Comme @, son inverse ¥ jouit des propriétés suivantes :
U(z+y) = V() + U(y), (0

W(z-y) = W(z) ¥(y), (I

Slogan

Calculer dans Z revient a calculer dans Z/m, x Z/n, si pged(m,n) = 1!
Toute propriété vraie pour Z/,, est vraie pour 7/, x Z/,, et inversement.
On peut identifier Z/m. et Z/m x Z/, a l'aide des bijections ® et W.
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Le théoreme chinois : démonstration
Démonstration. Si d = pged(m,n) > 1 alors = = m,,(mn/d) # 0
mais ®(z) = (0,0) = ®(0). Donc ® n'est pas injectif (ni surjectif).
Si mu + nv = 1 vérifions d'abord que ¥ est bien définie :
Tm(a) =mm(a’) et mu(b) = ma(b)
a=a" modm et b=b modn

anv=a'nv modmn et bmu=bmu mod mn

anv + bmu = a'nv + b'mu mod mn

L

Tomn(@nv + bmu) = Tn(a’nv + b'mu).
Montrons ensuite que & o ¥ = id :
BU (0 (a), 7 (b)) = B (T (anv + b))
= (mm(anv + bmu), w, (anv + bmu))
= (mm(a), ma(0)-

Montrons finalement que W o & = id :
U (mn(a)) = ¥ (mm(a), m(a))

= T (anv + amu)

= on(a).

Ceci prouve que ¢ et ¥ sont des bijections mutuellement inverses. o
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Exemples
Exercice
Résoudre le systeme ! el alaide de 8-47—125-3
z=48 mod 125

Solution. On applique la formule explicite du théoréme chinois :

W(B,8) = mi000(—7 - 125 - 3+ 48 8 - 4T) = m1000(15423) = 323.

Une fois trouvée, c'est facile & vérifier : ms(423) =7 et m155(423) = 18.
Lensemble des solutions = € Z est 423 + Z1000 = {423 + k1000 | k € Z}. ©

Exercice

Pour son examen oral un étudiant X doit réunir deux examinateurs :

Le professeur A ne peut que tous les 12 jours a partir de lundi, 1er janvier.
Le professeur B ne peut que les mercredis. Quelles dates sont possibles ?

Bien sr, vous pouvez trouver la solution sans aucune théorie, en tatonnant.
Il sera néanmoins instructif de comparer votre solution avec les formules
ci-dessus en précisant les étapes du calcul.

Solution. On trouve d'abord 12 -3+ 7 - (
puis on calcule W(1,3) = msa(1 - (—35) + 3 - 36)
Sont possibles le 14 mars, le 6 juin, le 29 ao(t, et le 21 novembre. e]
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Généralisation a plusieurs facteurs

Théoréme (des restes chinois)
Soitmy,...,mi > 1 une famille d’entiers et soit m = m, - - - my. leur produit.
Lapplication naturelle

@ BYs — Gy X - X G,

s Tmy ()

est une bijection si et seulement si pged(m;, m;) = 1 pour tout i # j.

@) = (7 (),

Dans ce cas m} = m/m; = [1; 4 m; estinversible modulo m..
Il existe donc u; € Z o0 0 < u; < m; tel que u;m; = 1 modulo m;.
Lapplication inverse de @ est alors donnée par

U: Zfomy X+ X Bfony, — Lfom

(Tmy (1) -+ Tomy (Uk)) = o (gr2amy + - + yruxmy,)

Exercice
Montrer que ® et ¥ sont bien définies et vérifient ® o ¥ = id et W o & = id.

s 2
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Exemples classiques

Exercice (de Sun Zi, 3e siecle)

Combien 'armée de Han Xing comporte-t-elle de soldats si, rangés par 3
colonnes, il reste 2 soldats, rangés par 5 colonnes, il reste 3 soldats e,
rangés par 7 colonnes, il reste 2 soldats ?

Exercice (une histoire de pirates)

Une bande de 17 pirates posséde un trésor constitué de piéces d'or d'égale
valeur. lis projettent de se les partager également, et de donner le reste au
cuisinier chinois. Celui-ci recevrait alors 3 piéces.

Mais les pirates se querellent, et six d’entre eux sont tués.

Un nouveau partage donnerait au cuisinier 4 piéces.

Dans un naufrage ultérieur, seuls le trésor, six pirates et le cuisinier sont
sauvés, et le partage donnerait alors 5 piéces d'or a ce dernier.

Quelle est la fortune minimale que peut espérer le cuisinier

s'il décide d’empoisonner le reste des pirates ?
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Un exemple plus grand

On amn = 334679 et nv = —19686 et mu = 19687, et ainsi
U (7m (@), ma (b))

Pour a = 18000 et b = 13 on trouve la solution =
On réduit ensuite ce nombre modulo mn, ce qui donne x 32092,
Vous pouvez finalement vérifier que z = a mod m etz =b mod n.

Tonn(—19686a + 19687b).

Observation

Malgré la petitesse du nombre cherché = € Z oli 0 < z < mn,

le calcul provoque I'apparition d'une quantité mille fois plus grande.
La formule du théoréme n'est donc pas optimale pour le calcul.

/\ Lapplication ¥ est unique, mais la formule utilisée ne I'est pas !
Il convient donc d'en développer une autre qui soit plus efficace.

somsfsz

Exemple
. R d 19687
Résoudre le systéme o H08T
@ mod 17
Pour m = 19687 et n = 17 on trouve mu + nv = 1 pour u = 1 etv = 1158,




Optimisation du calcul : I'idée

Observation (représentation en base mixte)
Tout entier = vérifiant 0 < = < mym; - - - my. s'écrit de maniére unique comme
z =1 +mica +mimacs +

+mima - me_1ck

ol chaque « chiffre » ¢; € Z vérifie 0 < ¢; < mi.

1 Comment trouver = tel que = = y; (ma1)?
Evidemment il suffit de poser ¢, — y1 remm;.

Comment satisfaire en plus & = = y» (m2)?
Il suffit de résoudre ¢ + mic2

v (m3).
y2 —c1 (ma).

Posons donc e — [uz(y2 — ¢1)] rem ma,

ol uz € Z, 0 < uz < my, représente l'inverse de m, modulo m;.

Ceci équivaut a mica

On peut ainsi continuer & calculer un par un les coefficients ¢, cz, ..., [
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Optimisation du calcul : I'algorithme
Théoréme
Soitma,...,my > 1 une famille d'entiers, premiers entre eux deux a deux.
Pour touti soitu; € 7,0 < u; < m; l'inverse de m ... m;_, modulo m;

Etantdonné y,, ..., yk € Z l'algorithme suivant calcule I'unique entier = € 7.
vérifiant0 < x < mi ---my etz =y1 (m1), ...,z = ye (mx

€1 < yiremmy, a1

2 — [uz(y2 — 21)] rem ma, Tz — T1 +mMacy,

¢5 — [ua(ys — @2)] rem ma, 23 — 23 + mamacs,

en — [un(yr — zx1)] rem mx, Tx o Tho F M M1k

De plus, cet algorithme est le plus économe possible dans le sens que tous
les calculs intermédiaires se placent dans l'intervalle {0,m; - - - mj — 1}.

Exercice

Prouver ce théoréme : vérifier que 0 < ¢; < m; et 0 < x; < my---m;,
puis montrer les congruences souhaitées x; = y; (m;) pour j < i.

222

Lindicatrice d’Euler
Définition (indicatrice d’Euler)
On définit ¢: N — N par
@(n) = |2/ | = card{a € Z | 0 < a < n A pged(a,n) = 1}.

Théoreme

Sin=p§t--pif ol <p1 < < pe sont premiers ete,... e > 1, alors

@) = (1 = Dpi* - e = Dy
Autrement dit, pour toutn € N on a
() =n

 premier,p|n

Démonstration. On a pged(p;*,p;’) = 1 pour tout i # j.
Le théoréme chinois nous fournit donc une bijection naturelle
D2 Dfn = Dyt X o X Dppt,
IS (Bt ) X X (Bpge)™

Pour p premier nous avons déja montré que ¢(p°) = (p — 1)p°~ .
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