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Définitions et exemples
Diviseurs de zéro, anneaux intègres
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Anneaux et corps

Soit A un ensemble muni de deux opérations +, · : A×A→ A.

On dit que (A,+, ·) est un corps s’il vérifie aux axiomes suivants :

D’abord on exige que (A,+) soit un groupe abélien :
(A1 : associativité) ∀a, b, c ∈ A : (a+ b) + c = a+ (b+ c)

(A2 : commutativité) ∀a, b ∈ A : a+ b = b+ a

(A3 : élément neutre) ∃0 ∈ A ∀a ∈ A : 0 + a = a

(A4 : élément opposé) ∀a ∈ A ∃b ∈ A : a+ b = 0

Ensuite on exige que la multiplication soit distributive sur l’addition :
(D : distributivité) ∀a, b, c ∈ A : a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

Finalement on exige que (A∗, ·) soit un groupe abélien, où A∗ = Ar {0} :
(M1 : associativité) ∀a, b, c ∈ A : (a · b) · c = a · (b · c)
(M2 : commutativité) ∀a, b ∈ A : a · b = b · a
(M3 : élément neutre) ∃1 ∈ A∗ ∀a ∈ A : 1 · a = a

(M4 : élément inverse) ∀a ∈ A∗ ∃b ∈ A : a · b = 1

Pour un anneau (A,+, ·) on n’exige que (A1–A4), (D) et (M1).
Un anneau est commutatif s’il vérifie (M2), et unitaire s’il vérifie (M3) :

Dans la suite nous dirons « anneau » pour « anneau commutatif unitaire ».
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(M2 : commutativité) ∀a, b ∈ A : a · b = b · a
(M3 : élément neutre) ∃1 ∈ A∗ ∀a ∈ A : 1 · a = a

(M4 : élément inverse) ∀a ∈ A∗ ∃b ∈ A : a · b = 1

Pour un anneau (A,+, ·) on n’exige que (A1–A4), (D) et (M1).
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(A1 : associativité) ∀a, b, c ∈ A : (a+ b) + c = a+ (b+ c)
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(D : distributivité) ∀a, b, c ∈ A : a · (b+ c) = (a · b) + (a · c)

Finalement on exige que (A∗, ·) soit un groupe abélien, où A∗ = Ar {0} :
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Dans la suite nous dirons « anneau » pour « anneau commutatif unitaire ».



Anneaux et corps

Soit A un ensemble muni de deux opérations +, · : A×A→ A.
On dit que (A,+, ·) est un corps s’il vérifie aux axiomes suivants :
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(A4 : élément opposé) ∀a ∈ A ∃b ∈ A : a+ b = 0

Ensuite on exige que la multiplication soit distributive sur l’addition :
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Un anneau est commutatif s’il vérifie (M2), et unitaire s’il vérifie (M3) :
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Diviseurs de zéro

Définition (diviseurs de zéros)

Soit A un anneau. On note A∗ = Ar {0} les éléments non nuls.

On dit que a ∈ A∗ est un diviseur de zéro s’il existe b ∈ A∗ tel que ab = 0.

L’anneau A est intègre s’il n’a pas de diviseurs de zéro.

Remarque

Un corps est un anneau intègre car il n’a jamais de diviseurs de zéro :

Si ab = 0 et a 6= 0 alors b = 1b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−10 = 0.

Exemples

L’anneau Z/6 a des diviseurs de zéro : 2̄ · 3̄ = 0̄.

L’anneau Z/7 est un corps et n’a donc pas de diviseurs de zéro.

L’anneau Z est intègre mais ce n’est pas un corps.

Exercice
Pour m ∈ Z, m ≥ 2, nous avons Z/m intègre ⇔ m premier ⇔ Z/m un corps.
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L’anneau A est intègre s’il n’a pas de diviseurs de zéro.
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On dit que a ∈ A∗ est un diviseur de zéro s’il existe b ∈ A∗ tel que ab = 0.
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Définition (diviseurs de zéros)
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L’anneau Z/7 est un corps et n’a donc pas de diviseurs de zéro.
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L’anneau Z est intègre mais ce n’est pas un corps.

Exercice
Pour m ∈ Z, m ≥ 2, nous avons Z/m intègre ⇔ m premier ⇔ Z/m un corps.
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Remarque
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On dit que a ∈ A∗ est un diviseur de zéro s’il existe b ∈ A∗ tel que ab = 0.
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On dit que a ∈ A∗ est un diviseur de zéro s’il existe b ∈ A∗ tel que ab = 0.
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Éléments inversibles

Définition (éléments inversibles)

Un élément a ∈ A est inversible dans A s’il existe b ∈ A tel que ab = 1.

Dans ce cas b est unique et on l’appelle l’inverse de a, noté a−1.

On définit A× := {a ∈ A | a est inversible dans A}.

Exemples

Dans l’anneau Z nous avons Z× = {−1,+1} ( Z∗.
Dans l’anneau Z/m nous avons Z/×m = {ā | a ∈ Z et pgcd(a,m) = 1}.

Remarque

Un élément inversible n’est jamais un diviseur de zéro.

Un anneau est un corps si et seulement si A× = A∗.

Exercice
Un anneau fini intègre est un corps.



Éléments inversibles

Définition (éléments inversibles)

Un élément a ∈ A est inversible dans A s’il existe b ∈ A tel que ab = 1.

Dans ce cas b est unique et on l’appelle l’inverse de a, noté a−1.
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Un anneau est un corps si et seulement si A× = A∗.

Exercice
Un anneau fini intègre est un corps.
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Éléments inversibles
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Remarque

Un élément inversible n’est jamais un diviseur de zéro.
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Définition (éléments inversibles)

Un élément a ∈ A est inversible dans A s’il existe b ∈ A tel que ab = 1.

Dans ce cas b est unique et on l’appelle l’inverse de a, noté a−1.
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Le groupe des éléments inversibles

Proposition

Soit (A,+, ·) un anneau (commutatif). Alors (A×, ·) est un groupe (abélien).

Exemples

Dans Z nous avons Z× = {−1,+1} ( Z∗. Dans Q nous avons Q× = Q∗.

Dans Z/m nous avons Z/×m = {ā | a ∈ Z et pgcd(a,m) = 1}.
Ici l’inverse se calcule par l’algorithme d’Euclide-Bézout.
Nous avons analysé sa structure par le théorème des restes chinois.

Pour l’anneau A = Mat(n× n,K) des matrices sur un corps K nous
obtenons le groupe A× = GL(n; K) = {A ∈ Mat | det(A) ∈ K×} des
matrices inversibles. Ici l’inverse se calcule par l’algorithme de Gauss.
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Pour l’anneau A = Mat(n× n,K) des matrices sur un corps K nous
obtenons le groupe A× = GL(n; K) = {A ∈ Mat | det(A) ∈ K×} des
matrices inversibles. Ici l’inverse se calcule par l’algorithme de Gauss.



Le groupe des éléments inversibles
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Dans Z/m nous avons Z/×m = {ā | a ∈ Z et pgcd(a,m) = 1}.
Ici l’inverse se calcule par l’algorithme d’Euclide-Bézout.
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Anneaux et corps : extensions quadratiques

Exercice (entiers de Gauss)

On considère le corps des nombres complexes C = R + iR où i2 = −1.

L’ensemble Q[i] = {a+ bi | a, b ∈ Q} est-il un corps ? (sous-corps de C)
L’ensemble Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z} est-il un anneau ? (sous-anneau de C)

Exercice (extensions quadratiques)

En généralisant l’exemple précédent on fixe un entier c ∈ Z quelconque.
L’ensemble Q[

√
c] = {a+ b

√
c | a, b ∈ Q} est-il un (sous-)corps ?

L’ensemble Z[
√
c] = {a+ b

√
c | a, b ∈ Z} est-il un (sous-)anneau ?

Exercice (norme et éléments inversibles)

On fixe c ∈ Z, ici c < 0 pour simplifier. Nous écrivons
√
c = i

√
d où d = |c|.

On définit N : Z[i
√
d]→ N par N(a+ ib

√
d) := |a+ ib

√
d|2 = a2 + b2d.

A-t-on mutiplicativité N(xy) = N(x)N(y) pour tout x, y ∈ Z[i
√
d] ?

Montrer que x ∈ Z[i
√
d] est inversible si et seulement si N(x) = 1.

Expliciter ainsi les groupes Z[i]× puis Z[i
√
d]× pour d ∈ N, d ≥ 2.
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L’ensemble Q[i] = {a+ bi | a, b ∈ Q} est-il un corps ? (sous-corps de C)
L’ensemble Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z} est-il un anneau ? (sous-anneau de C)

Exercice (extensions quadratiques)
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A-t-on mutiplicativité N(xy) = N(x)N(y) pour tout x, y ∈ Z[i
√
d] ?

Montrer que x ∈ Z[i
√
d] est inversible si et seulement si N(x) = 1.

Expliciter ainsi les groupes Z[i]× puis Z[i
√
d]× pour d ∈ N, d ≥ 2.



Anneaux et corps : extensions quadratiques

Exercice (entiers de Gauss)

On considère le corps des nombres complexes C = R + iR où i2 = −1.
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d où d = |c|.

On définit N : Z[i
√
d]→ N par N(a+ ib

√
d) := |a+ ib

√
d|2 = a2 + b2d.
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Morphismes d’anneaux

Définition (morphisme d’anneaux)

Soient A,B deux anneaux.

Une application φ : A→ B est un morphisme d’anneaux si

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y), morphisme des groupes additifs,

φ(1A) = 1B et φ(xy) = φ(x)φ(y) pour tout x, y ∈ A.

C’est un mono- / épi- / isomorphisme s’il est injectif / surjectif / bijectif.

Exemple (théorème des restes chinois)

L’application quotient π : Z→ Z/m est un morphisme d’anneaux.

Pour m,n ∈ Z il existe un unique morphisme d’anneaux Z/mn → Z/m × Z/n.
C’est un isomorphisme d’anneaux si et seulement si pgcd(m,n) = 1.
Dans ce cas φ induit un isomorphisme de groupes Z/×mn ∼−→ Z/×m × Z/×n .
Nous l’avons utilisé pour l’indicatrice d’Euler et le cryptosystème RSA.

Remarque (exercice)

Si φ : A→ B est un isomorphisme d’anneaux, alors l’application inverse
φ−1 : B → A est aussi un (iso)morphisme d’anneaux. Tout morphisme
d’anneaux A→ B induit un morphisme de groupes A× → B×.
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C’est un mono- / épi- / isomorphisme s’il est injectif / surjectif / bijectif.
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Morphismes de corps

Définition
Soient A,B deux corps. Alors tout morphisme d’anneaux φ : A→ B est
appelé morphisme de corps.

Proposition

Tout morphisme de corps est injectif.

Remarque

Un morphisme de corps n’a en général aucune raison d’être surjectif :
les inclusions Q ↪→ R et R ↪→ C sont injectives mais non surjectives.
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Caractéristique d’un anneau ou d’un corps

Remarque (exercice de révision)

Soit Z l’anneau des nombres entiers et soit A un anneau quelconque.

Il existe un unique morphisme d’anneaux φ : Z→ A, à savoir φ(n) = n · 1A.
Le noyau ker(φ) est donc un sous-groupe de Z.
Nous en déduisons que ker(φ) = mZ pour un certain m ∈ Z, m ≥ 0.
Par passage au quotient nous obtenons φ̄ : Z/mZ ∼−→ im(φ) ⊂ A.

Définition
Le générateur m ≥ 0 de l’exemple précédent tel que ker(Z→ A) = mZ
est appelé la caractéristique de l’anneau A, notée car(A) = m.

Exemples

Nous avons car(Z/m) = m pour tout m ∈ N, ainsi que car(Z) = car(Q) = 0.
À noter que car(A) = 0 si et seulement si le morphisme Z→ A est injectif.

Remarque

Si A est intègre, alors ou car(A) = 0 ou car(A) est un nombre premier.
Si K est un corps, alors ou Q ⊂ K ou Z/p ⊂ K (léger abus de notation).
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Définition
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Caractéristique d’un anneau ou d’un corps

Remarque (exercice de révision)
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Caractéristique d’un anneau ou d’un corps

Remarque (exercice de révision)
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est appelé la caractéristique de l’anneau A, notée car(A) = m.

Exemples

Nous avons car(Z/m) = m pour tout m ∈ N, ainsi que car(Z) = car(Q) = 0.
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Le morphisme de Frobenius

Exercice
Soit A un anneau de caractéristique p où p est un nombre premier.

Alors f : A→ A, f(a) = ap est un morphisme d’anneaux.

Que faut-il montrer ?
Quant à l’addition il faut montrer que f(a+ b) = f(a) + f(b) pour tout a, b ∈ A.
Quant à la multiplication il faut montrer que f(1) = 1 et f(ab) = f(a)f(b).
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Sous-anneaux

Définition (sous-anneau)

Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B ⊂ A telle que

B est un sous-groupe de (A,+),

1 ∈ B et xy ∈ B pour tout x, y ∈ B.

Ainsi (B,+, ·) est un anneau et B ↪→ A est un morphisme d’anneaux.

Exemples

Par exemple, Z est un sous-anneau du corps Q (ou de R).
Par contre, 2Z n’est pas un sous-anneau de Z car 1 6= 2Z.

Proposition

Soit φ : A→ A′ un morphisme d’anneaux.
Si B est un sous-anneau de A, alors φ(B) est un sous-anneau de A′.
En particulier l’image im(φ) = φ(A) est un sous-anneau de A′.

Exemples

Bien sûr A ⊂ A est un sous-anneau de A ; c’est le plus grand.
De même im(Z→ A) est un sous-anneau de A ; c’est le plus petit.
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Bien sûr A ⊂ A est un sous-anneau de A ; c’est le plus grand.
De même im(Z→ A) est un sous-anneau de A ; c’est le plus petit.



Sous-anneaux
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Définition (sous-anneau)

Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B ⊂ A telle que

B est un sous-groupe de (A,+),

1 ∈ B et xy ∈ B pour tout x, y ∈ B.

Ainsi (B,+, ·) est un anneau et B ↪→ A est un morphisme d’anneaux.

Exemples

Par exemple, Z est un sous-anneau du corps Q (ou de R).
Par contre, 2Z n’est pas un sous-anneau de Z car 1 6= 2Z.

Proposition

Soit φ : A→ A′ un morphisme d’anneaux.
Si B est un sous-anneau de A, alors φ(B) est un sous-anneau de A′.
En particulier l’image im(φ) = φ(A) est un sous-anneau de A′.

Exemples
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Sous-corps

Définition (sous-corps)

Un sous-corps est un sous-anneau qui est un corps. Plus explicitement :

Soit A un corps (ou un anneau). Un sous-corps K ⊂ A est un sous-anneau
tel que tout élément non nul x ∈ K admette un inverse dans K.

Exemples

Z est un sous-anneau de R mais non un sous-corps.
Q est un sous-corps de R, ainsi que R est un sous-corps de C.

Exercice (caractérisation des sous-corps)

Soit A un corps. Une partie K ⊂ A est un sous-corps si 0, 1 ∈ K et pour tout
a, b dans K on a aussi a+ b et a− b et ab et ab−1 (pourvu que b 6= 0) dans K.
Une moitié de ces exigences est redondante : laquelle ?

Exercice (révision des espaces vectoriels)

Soit E un anneau et soit K ⊂ E un corps. On a l’addition +: E × E → E et
la multiplication · : K × E → E des éléments de E par des éléments de K.
Montrer que cette structure satisfait aux axiomes d’un espace vectoriel.

Ainsi un anneau E est un espace vectoriel sur tout sous-corps K.
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Une moitié de ces exigences est redondante : laquelle ?
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Exercice (révision des espaces vectoriels)

Soit E un anneau et soit K ⊂ E un corps. On a l’addition +: E × E → E et
la multiplication · : K × E → E des éléments de E par des éléments de K.
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Sous-anneaux et sous-corps engendrés

Proposition (exercice)

Soit (Ai)i∈I une famille de sous-anneaux Ai d’un anneau B.

Alors leur intersection A :=
T
i∈I Ai est un sous-anneau de B.

Définition (sous-anneau engendré)

Soit B un anneau, A ⊂ B un sous-anneau, et S ⊂ B un sous-ensemble.
On note A[S] le plus petit sous-anneau de B contenant à la fois A et S :
c’est l’intersection de tous les sous-anneaux de B contenant A et S.

Proposition (exercice)

Soit (Ki)i∈I une famille de sous-corps Ki d’un anneau A.
Alors leur intersection K :=

T
i∈I Ki est un sous-corps de A.

Définition (sous-corps engendré)

Soit L un corps, K ⊂ L un sous-corps, et S ⊂ L un sous-ensemble.
On note K(S) le plus petit sous-corps de L contenant à la fois K et S :
c’est l’intersection de tous les sous-corps de L contenant K et S.
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c’est l’intersection de tous les sous-corps de L contenant K et S.



Sous-anneaux et sous-corps engendrés

Proposition (exercice)

Soit (Ai)i∈I une famille de sous-anneaux Ai d’un anneau B.
Alors leur intersection A :=

T
i∈I Ai est un sous-anneau de B.
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c’est l’intersection de tous les sous-anneaux de B contenant A et S.

Proposition (exercice)

Soit (Ki)i∈I une famille de sous-corps Ki d’un anneau A.
Alors leur intersection K :=

T
i∈I Ki est un sous-corps de A.
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Soit B un anneau, A ⊂ B un sous-anneau, et S ⊂ B un sous-ensemble.
On note A[S] le plus petit sous-anneau de B contenant à la fois A et S :
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Définition (sous-corps engendré)
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Sous-anneaux et sous-corps engendrés : exemples

Exercice
Dans C expliciter le sous-anneau Z[i] et le sous-corps Q(i) où i2 = −1.

Déterminer la dimension de Q(i) comme espace vectoriel sur Q.

Exercice
Dans C expliciter le sous-anneau Z[

√
c] où c ∈ Z et le sous-corps Q(

√
c).

Déterminer la dimension de Q(
√
c) comme espace vectoriel sur Q.

Exercice
Dans R expliciter le sous-anneau Q[e] et le sous-corps Q(e) où e =

P∞
k=0

1
k!

.
Déterminer la dimension de Q[e] comme espace vectoriel sur Q.

Nous admettons ici que e =
P∞
k=0

1
k!

est transcendant sur Q,
c’est-à-dire que a0 + a1e+ · · ·+ ane

n 6= 0 si (a0, a1, . . . , an) 6= 0.
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c] où c ∈ Z et le sous-corps Q(

√
c).
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Corps des fractions : définition

Tout sous-anneau d’un corps est intègre : ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.

Étant donné un anneau intègre, pouvons-nous le plonger dans un corps ?

Définition
On appelle corps des fractions de A toute paire (K,κ) tel que

K est un corps et κ : A→ K est un monomorphisme d’anneaux.

Tout x ∈ K s’écrit comme κ(a)κ(b)−1 où a, b ∈ A, b 6= 0.

Proposition (propriété universelle)

Soit (K,κ) un corps des fractions d’un anneau A.
Soit λ : A→ L un monomorphisme dans un corps L.
Alors il existe un unique morphisme de corps φ : K → L tel que λ = φ ◦ κ.

Corollaire (unicité)

Deux corps des fractions d’un anneau A sont canoniquement isomorphes.
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Corps des fractions : construction

Proposition (existence)

Pour tout anneaux intègre A il existe un corps des fractions (K,κ).

Remarque (le corps des fractions comme extension)

On peut identifier l’anneau A avec son image κ(A) dans le corps K.
Ainsi A devient un sous-anneau de son corps des fractions K.
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Idéaux

Remarque

Pour tout morphisme d’anneaux φ : A→ B le noyau I = ker(φ) vérifie

(1) I est un sous-groupe de (A,+).

(2) Pour tout a ∈ A et b ∈ I on a ab ∈ I.

Définition
Un idéal d’un anneau A est un sous-ensemble I ⊂ A satisfaisant (1) et (2).

Exemples

Évidemment {0} et A sont des idéaux de A, dits idéaux triviaux .
Nous savons que mZ est un idéal de Z, et tout idéal de Z est de cette forme.

Exercice (correspondance des idéaux)

Soit φ : A→ B un épimorphisme d’anneaux. Soit I l’ensemble des idéaux
de A contenant ker(φ). Soit J l’ensemble des idéaux de B. Alors

Φ: I →J , I 7→ φ(I), et Ψ: J → I , J 7→ φ−1(J),

sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.
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sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.



Idéaux
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Exercice (correspondance des idéaux)

Soit φ : A→ B un épimorphisme d’anneaux. Soit I l’ensemble des idéaux
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sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.



Idéaux
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Un idéal d’un anneau A est un sous-ensemble I ⊂ A satisfaisant (1) et (2).

Exemples
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Construction de l’anneau quotient

Proposition

Soit I un idéal d’un anneau A.

Alors sur le quotient A/I il existe une unique
structure d’anneau telle que π : A→ A/I soit un morphisme d’anneaux.
Ainsi on appelle A/I l’anneau quotient de A par I.

Pour I = A on obtient l’anneau nul A/I = {0̄} qui n’est pas unitaire (1̄ = 0̄).
Si l’anneau A est unitaire (1 6= 0) et si l’idéal I est propre (I ( A),
alors l’anneau quotient A/I est à nouveau unitaire (1̄ 6= 0̄).
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Passage à l’anneau quotient

Proposition

Soit A un anneau, soit I ⊂ A un idéal, et soit φ : A→ B un morphisme
d’anneaux.

Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1 Il existe un morphisme d’anneaux φ̄ : A/I → B tel que φ = φ̄ ◦ π.

2 I ⊂ ker(φ)

Dans ce cas on dit que φ passe au quotient ; le morphisme φ̄ est unique, et
on l’appelle le morphisme induit par passage au quotient.



Passage à l’anneau quotient

Proposition

Soit A un anneau, soit I ⊂ A un idéal, et soit φ : A→ B un morphisme
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Factorisation canonique des morphismes

Corollaire
Tout morphisme d’anneaux φ : A→ B induit
un isomorphisme d’anneaux φ̄ : A/ ker(φ) ∼−→ im(φ).

Exemple

Pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux φ : Z→ A.
Nous en déduisons que ker(φ) = mZ pour un certain m ∈ Z, m ≥ 0.
Par passage au quotient nous obtenons φ̄ : Z/mZ ∼−→ im(φ) ⊂ A.

Autrement dit, tout anneau A contient une copie de Z/mZ comme
sous-anneau où l’entier m = car(A) est la caractéristique de A.



Factorisation canonique des morphismes

Corollaire
Tout morphisme d’anneaux φ : A→ B induit
un isomorphisme d’anneaux φ̄ : A/ ker(φ) ∼−→ im(φ).

Exemple

Pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux φ : Z→ A.

Nous en déduisons que ker(φ) = mZ pour un certain m ∈ Z, m ≥ 0.
Par passage au quotient nous obtenons φ̄ : Z/mZ ∼−→ im(φ) ⊂ A.

Autrement dit, tout anneau A contient une copie de Z/mZ comme
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Idéaux engendrés

Proposition (exercice)

Soit (Iλ)λ∈Λ est une famille d’idéaux Iλ d’un anneau A.

Alors leur intersection I =
T
λ∈Λ Iλ est un idéal de A.

Définition
Soit A un anneau et soit S ⊂ A un sous-ensemble.
On note (S) ⊂ A le plus petit idéal de A contenant S :
c’est l’intersection de tous les idéaux de A contenant S.

Remarque (exercice)

Plus explicitement, pour tout S ⊂ A nous avons

(S) = { a1s1 + · · ·+ ansn | n ≥ 0, a1, . . . , an ∈ A, s1, . . . , sn ∈ S }.

Notons des cas particuliers : Pour un singleton S = {s} on écrit

(S) = (s) = sA = As = {as | a ∈ A}.

Pour une famille finie S = {s1, . . . , sn} on écrit

(S) = (s1, . . . , sn) = As1 + · · ·+Asn.
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(S) = (s1, . . . , sn) = As1 + · · ·+Asn.
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Alors leur intersection I =

T
λ∈Λ Iλ est un idéal de A.
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Idéaux engendrés : exemples et applications

Exemple

Dans l’anneau Z tout idéal est de la forme (m) pour un m ∈ N.

Pour tout a, b ∈ Z on a (a, b) = (m) où m = pgcd(a, b) par Bézout.

Proposition

Un anneau A est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A.

Corollaire
Tout morphisme φ : K → A d’un corps dans un anneau unitaire est injectif.
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Idéaux d’un quotient

Proposition

Soit I ⊂ A un idéal et soit π : A→ A/I le morphisme quotient.

Soit X l’ensemble des idéaux de A contenant I.
Soit Y l’ensemble des idéaux du quotient A/I.
Alors les applications

Φ: X → Y , X 7→ π(X), et Ψ: Y → X , Y 7→ π−1(Y ),

sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.

Exercice
Prouver la proposition. Expliciter les idéaux de Z/12Z et leurs inclusions.
Expliciter les quotients de Z/12Z et leurs morphismes quotients.
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Idéaux premiers et maximaux

Définition
Soit A un anneau et soit I ⊂ A un idéal.

On dit que I est premier si l’anneau quotient A/I est intègre.

On dit que I est maximal si l’anneau quotient A/I est un corps.

Rappelons que A/I est intègre si x̄ 6= 0 et ȳ 6= 0 entraı̂ne x̄ · ȳ 6= 0.
Par contraposé, ceci veut dire : si x̄ · ȳ = 0, alors x̄ = 0 ou ȳ = 0
Pour l’idéal I ( A ceci veut dire : si xy ∈ I, alors x ∈ I ou y ∈ I.

Remarques

L’idéal (0) est premier si et seulement si A est intègre.
L’idéal (1) = A n’est jamais premier car A/A = {0̄} n’est pas intègre.
Tout corps est intègre, donc tout idéal maximal est premier.

Si A/I est un corps, alors ses seuls idéaux sont {0̄} et A/I.
Les seuls idéaux de A contenant I sont donc I et A. Par conséquent :

Proposition

Un idéal I ( A est maximal si pour tout idéal J de A
vérifiant I ⊂ J ⊂ A on a ou J = I ou J = A.
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Les seuls idéaux de A contenant I sont donc I et A. Par conséquent :

Proposition
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Un idéal I ( A est maximal si pour tout idéal J de A
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Idéaux premiers et maximaux
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Idéaux premiers et maximaux
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Si A/I est un corps, alors ses seuls idéaux sont {0̄} et A/I.
Les seuls idéaux de A contenant I sont donc I et A.

Par conséquent :

Proposition

Un idéal I ( A est maximal si pour tout idéal J de A
vérifiant I ⊂ J ⊂ A on a ou J = I ou J = A.



Idéaux premiers et maximaux

Définition
Soit A un anneau et soit I ⊂ A un idéal.

On dit que I est premier si l’anneau quotient A/I est intègre.

On dit que I est maximal si l’anneau quotient A/I est un corps.

Rappelons que A/I est intègre si x̄ 6= 0 et ȳ 6= 0 entraı̂ne x̄ · ȳ 6= 0.
Par contraposé, ceci veut dire : si x̄ · ȳ = 0, alors x̄ = 0 ou ȳ = 0
Pour l’idéal I ( A ceci veut dire : si xy ∈ I, alors x ∈ I ou y ∈ I.

Remarques

L’idéal (0) est premier si et seulement si A est intègre.
L’idéal (1) = A n’est jamais premier car A/A = {0̄} n’est pas intègre.
Tout corps est intègre, donc tout idéal maximal est premier.

Si A/I est un corps, alors ses seuls idéaux sont {0̄} et A/I.
Les seuls idéaux de A contenant I sont donc I et A. Par conséquent :

Proposition

Un idéal I ( A est maximal si pour tout idéal J de A
vérifiant I ⊂ J ⊂ A on a ou J = I ou J = A.
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L’anneau des fonctions polynomiales

Exercice (l’anneau des fonctions C∞(R, R))

L’ensemble C∞(R,R) des fonctions R→ R infiniment dérivables est un
anneau pour l’addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes. L’anneau
C∞(R,R) n’est pas intègre : si f, g sont à supports disjoints, alors gf = 0.

Exercice (l’anneau des fonctions polynomiales)

La fonction identité définie par X : R→ R, x 7→ x, appartient à C∞(R,R).
Le sous-anneau R[X] est formé des fonctions polynomiales f =

Pn
k=0 akX

k.
Évidemment les coefficients a0, . . . , an ∈ R déterminent la fonction f , et
réciproquement les coefficients sont déterminés par f , car ak = 1

k!
f (k)(0).

On définit le degré par deg f := sup{k ∈ N | ak 6= 0}. Montrer qu’il vérifie
deg(f + g) ≤ sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R[X]× des éléments inversibles.



L’anneau des fonctions polynomiales

Exercice (l’anneau des fonctions C∞(R, R))

L’ensemble C∞(R,R) des fonctions R→ R infiniment dérivables est un
anneau pour l’addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes. L’anneau
C∞(R,R) n’est pas intègre : si f, g sont à supports disjoints, alors gf = 0.

Exercice (l’anneau des fonctions polynomiales)

La fonction identité définie par X : R→ R, x 7→ x, appartient à C∞(R,R).
Le sous-anneau R[X] est formé des fonctions polynomiales f =

Pn
k=0 akX

k.
Évidemment les coefficients a0, . . . , an ∈ R déterminent la fonction f , et
réciproquement les coefficients sont déterminés par f , car ak = 1

k!
f (k)(0).

On définit le degré par deg f := sup{k ∈ N | ak 6= 0}. Montrer qu’il vérifie
deg(f + g) ≤ sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R[X]× des éléments inversibles.



L’anneau des fonctions polynomiales en deux variables

Exercice (l’anneau des fonctions C∞(R2, R))

L’ensemble C∞(R2,R) des fonctions R2 → R infiniment dérivables est un
anneau pour l’addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes.

Exercice (l’anneau des fonctions polynomiales en deux variables)

C∞(R2,R) contient X,Y : R2 → R, X(x, y) = x et Y (x, y) = y.
Le sous-anneau R[X,Y ] est formé des fonctions f =

P
k,` ak,`X

kY `.

Les coefficients ak,` ∈ R sont déterminés par f , car ak,` = 1
k!

1
`!
∂k+`f

∂xk∂y` (0).

On définit le degré total par deg f := sup{k + ` | ak,` 6= 0}. Montrer qu’il
vérifie deg(f + g) ≤ sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R[X,Y ]× des éléments inversibles.



L’anneau des fonctions polynomiales en deux variables

Exercice (l’anneau des fonctions C∞(R2, R))

L’ensemble C∞(R2,R) des fonctions R2 → R infiniment dérivables est un
anneau pour l’addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes.

Exercice (l’anneau des fonctions polynomiales en deux variables)

C∞(R2,R) contient X,Y : R2 → R, X(x, y) = x et Y (x, y) = y.
Le sous-anneau R[X,Y ] est formé des fonctions f =

P
k,` ak,`X

kY `.

Les coefficients ak,` ∈ R sont déterminés par f , car ak,` = 1
k!

1
`!
∂k+`f

∂xk∂y` (0).

On définit le degré total par deg f := sup{k + ` | ak,` 6= 0}. Montrer qu’il
vérifie deg(f + g) ≤ sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R[X,Y ]× des éléments inversibles.



L’anneau des fonctions trigonométriques

Exercice (l’anneau des fonctions trigonométriques)

Les fonctions cos, sin : R→ R appartiennent à l’anneau C∞(R,R).

Le sous-anneau R[cos] est formé des fonctions f =
Pn
k=0 āk cosk, āk ∈ R.

En linéarisant, on peut réécrire f comme f(x) =
Pn
k=0 ak cos(kx), ak ∈ R.

Dans une telle écriture les coefficients ak sont uniquement déterminés par la
fonction f , car a0 = 1

2π

R 2π

0
f(x)dx et ak = 1

π

R 2π

0
f(x) cos(kx)dx pour k ≥ 1.

Le sous-anneau R[cos, sin] est formé des fonctions f =
P
k,` ak,` cosk sin`.

Malheureusement une telle écriture n’est pas unique, car cos2 + sin2 = 1.

Montrer que le sous-anneau R[cos, sin] est formé des fonctions
f(x) = a0 +

Pn
k=1 ak cos(kx) + bk sin(kx) où ak, bk ∈ R, et qu’ici les

coefficients sont uniquement déterminés par f .

On peut donc définir deg f := sup{k ∈ N | ak 6= 0 ou bk 6= 0}. Montrer qu’il
vérifie deg(f + g) ≤ sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).
En déduire le groupe R[cos, sin]× des éléments inversibles.
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