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Pour m € Z, m > 2, nous avons Z/,, integre < m premier < Z/,,, un corps.
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Le groupe des éléments inversibles

Proposition

Soit (A, +, ) un anneau (commutatif). Alors (A*,-) est un groupe (abélien).

Dans Z nous avons Z* = {—1,+1} ¢ Z*. Dans Q nous avons Q* = Q*.

Dans Z/m nous avons Z/,; = {a | a € Z et pged(a,m) = 1}.
Ici l'inverse se calcule par I'algorithme d’Euclide-Bézout.
Nous avons analysé sa structure par le théoreme des restes chinois.

Pour 'anneau A = Mat(n x n,K) des matrices sur un corps K nous
obtenons le groupe A* = GL(n;K) = {A € Mat | det(A) € K*} des
matrices inversibles. Ici l'inverse se calcule par I'algorithme de Gauss.
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On considére le corps des nombres complexes C = R + 4R ol % = —1.
Lensemble Q[:] = {a + bi | a,b € Q} est-il un corps ? (sous-corps de C)
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Définition (morphisme d’anneaux)
Soient A, B deux anneaux.
Une application ¢: A — B est un morphisme d’anneaux si
B oz +y) = o(x) + &(y), morphisme des groupes additifs,
B ¢$(1a) =1p et ¢(zy) = ¢(z)¢(y) pour tout z,y € A.
C’est un mono- / épi- / isomorphisme s'il est injectif / surjectif / bijectif.

Lapplication quotient 7: Z — Z/,, est un morphisme d’anneaux.

Pour m,n € Z il existe un unique morphisme d’anneaux Z/mn — Z/m X Z/n.
C’est un isomorphisme d’anneaux si et seulement si pged(m, n) = 1.

Dans ce cas ¢ induit un isomorphisme de groupes 7Z/,%,, = Z/s X Z/,*.
Nous I'avons utilisé pour I'indicatrice d’Euler et le cryptosystéme RSA.

Si ¢: A — B est un isomorphisme d’anneaux, alors I'application inverse
¢~ ': B — A estaussi un (iso)morphisme d’anneaux. Tout morphisme
d’anneaux A — B induit un morphisme de groupes A* — B*.
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Morphismes de corps

Définition
Soient A, B deux corps. Alors tout morphisme d’anneaux ¢: A — B est
appelé morphisme de corps.

Proposition

Tout morphisme de corps est injectif.

Un morphisme de corps n’a en général aucune raison d’étre surjectif :
les inclusions Q — R et R — C sont injectives mais non surjectives.
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Soit Z 'anneau des nombres entiers et soit A un anneau quelconque.

Il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z — A, a savoir ¢(n) =n-1a.
Le noyau ker(¢) est donc un sous-groupe de Z.
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Nous avons car(Z/m) = m pour tout m € N, ainsi que car(Z) = car(Q) = 0.
A noter que car(A) = 0 si et seulement si le morphisme Z — A est injectif.

Si A est intégre, alors ou car(A) = 0 ou car(A) est un nombre premier.
Si K est un corps, alors ou Q C K ou Z/, C K (léger abus de notation).
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Le morphisme de Frobenius

Soit A un anneau de caractéristique p ol p est un nombre premier.
Alors f: A — A, f(a) = a® est un morphisme d’anneaux.

Que faut-il montrer ?
Quant a 'addition il faut montrer que f(a + b) = f(a) + f(b) pour tout a, b € A.
Quant a la multiplication il faut montrer que f(1) = 1 et f(ab) = f(a)f(b).
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Sous-anneaux

Définition (sous-anneau)

Soit A un anneau. Un sous-anneau de A est une partie B C A telle que
m B est un sous-groupe de (A4, +),
m 1€ Betxy e Bpourtout z,y € B.

Ainsi (B, +,-) est un anneau et B — A est un morphisme d’anneaux.

Par exemple, Z est un sous-anneau du corps Q (ou de R).
Par contre, 2Z n’est pas un sous-anneau de Z car 1 # 27Z.

Proposition

Soit ¢p: A — A’ un morphisme d’anneaux.
Si B est un sous-anneau de A, alors ¢(B) est un sous-anneau de A’.
En particulier 'image im(¢) = ¢(A) est un sous-anneau de A’.

Bien slr A C A est un sous-anneau de A ; c’est le plus grand.
De méme im(Z — A) est un sous-anneau de A ; c’est le plus petit.
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Dans C expliciter le sous-anneau Z[i] et le sous-corps Q(i) ol i> = —1.
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Corps des fractions : définition

Tout sous-anneau d’un corps est intégre : ab = 0 implique a = 0 ou b = 0.
Etant donné un anneau intégre, pouvons-nous le plonger dans un corps ?
Définition
On appelle corps des fractions de A toute paire (K, x) tel que

m K estuncorps et k: A — K est un monomorphisme d’anneaux.

m Tout z € K s'écrit comme x(a)x(b) ™" ol a,b € A, b # 0.

Proposition (propriété universelle)

Soit (K, k) un corps des fractions d’'un anneau A.
Soit \: A — L un monomorphisme dans un corps L.
Alors il existe un unique morphisme de corps ¢: K — L tel que A = ¢ o k.

Corollaire (unicité)

Deux corps des fractions d’'un anneau A sont canoniquement isomorphes.



Pour tout anneaux intégre A il existe un corps des fractions (K, k).
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Corps des fractions : construction

Proposition (existence)

Pour tout anneaux intégre A il existe un corps des fractions (K, k).

On peut identifier 'anneau A avec son image «(A) dans le corps K.
Ainsi A devient un sous-anneau de son corps des fractions K.



Sommaire

Idéaux et anneaux quotients
m |déaux et quotients d’anneaux
m Idéaux engendrés, idéaux d’un quotient
m |déaux premiers et maximaux
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Evidemment {0} et A sont des idéaux de A, dits idéaux triviaux.
Nous savons que mZ est un idéal de Z, et tout idéal de Z est de cette forme.

Soit ¢: A — B un épimorphisme d’anneaux. Soit .# I'ensemble des idéaux
de A contenant ker(¢). Soit _# I'ensemble des idéaux de B. Alors

O = F I o(D), et Wi g ST M),

sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.
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Proposition

Soit I un idéal d’un anneau A. Alors sur le quotient A/I il existe une unique
structure d’anneau telle que w: A — A/I soit un morphisme d’anneaux.
Ainsi on appelle A/I I'anneau quotient de A par I.

Pour I = A on obtient I'anneau nul A/I = {0} qui n'est pas unitaire (1 = 0).
Si'anneau A est unitaire (1 # 0) et si I'idéal I est propre (I < A),
alors I'anneau quotient A/I est a nouveau unitaire (1 # 0).



Soit A un anneau, soit I C A un idéal, et soit ¢: A — B un morphisme
d’anneaux.
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Passage a 'anneau quotient

Proposition

Soit A un anneau, soit I C A un idéal, et soit : A — B un morphisme
d’anneaux. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

Il existe un morphisme d’anneaux ¢: A/I — B tel que ¢ = ¢ o .
I C ker(¢)

Dans ce cas on dit que ¢ passe au quotient; le morphisme ¢ est unique, et
on I'appelle le morphisme induit par passage au quotient.
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Corollaire

Tout morphisme d’anneaux ¢: A — B induit
un isomorphisme d’anneaux ¢: A/ ker(¢) = im(¢).

Pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z — A.
Nous en déduisons que ker(¢) = mZ pour un certain m € Z, m > 0.
Par passage au quotient nous obtenons ¢: Z/mZ = im(¢) C A.



Factorisation canonique des morphismes

Corollaire

Tout morphisme d’anneaux ¢: A — B induit
un isomorphisme d’anneaux ¢: A/ ker(¢) = im(¢).

Pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux ¢: Z — A.
Nous en deduisons que ker(¢) = mZ pour un certain m € Z, m > 0.
Par passage au quotient nous obtenons ¢: Z/mZ = im(¢) C A.

Autrement dit, tout anneau A contient une copie de Z/mZ comme
sous-anneau ou I'entier m = car(A) est la caractéristique de A.
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Idéaux engendrés

Proposition (exercice)

Soit (I\)rea est une famille d'idéaux I d’'un anneau A.
Alors leur intersection I = (., Ix est un idéal de A.

Définition
Soit A un anneau et soit S C A un sous-ensemble.

On note (S) C A le plus petit idéal de A contenant S :
c’est l'intersection de tous les idéaux de A contenant S.

Plus explicitement, pour tout S C A nous avons
(S)={as1+- -+ ansn |n>0,a1,...,an € A,;s1,...,5, €S }.
Notons des cas particuliers : Pour un singleton S = {s} on écrit
(S)=(s) =sA=As={as|a € A}.
Pour une famille finie S = {s1,...,sn} on écrit
(S) = (s1,.-.,8n) = Asy + -+ + Asp.
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ldéaux engendrés : exemples et applications

Dans I'anneau Z tout idéal est de la forme (m) pour un m € N.
Pour tout a,b € Z on a (a, b) = (m) ou m = pged(a, b) par Bézout.

Proposition

Un anneau A est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A.

Corollaire
Tout morphisme ¢: K — A d’un corps dans un anneau unitaire est injectif.
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Idéaux d’'un quotient

Proposition

Soit I C A unidéal et soitw: A — A/I le morphisme quotient.
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Idéaux d’'un quotient

Proposition

Soit I C A unidéal et soitw: A — A/I le morphisme quotient.
Soit Z 'ensemble des idéaux de A contenant I.

Soit % I'ensemble des idéaux du quotient A/I.

Alors les applications

o 2 -, X — 7n(X), et U - 2,Y 7 (Y),
sont bien définies et des bijections mutuellement inverses.

Prouver la proposition. Expliciter les idéaux de Z/12Z et leurs inclusions.
Expliciter les quotients de Z/12Z et leurs morphismes quotients.



Soit A un anneau et soit I C A un idéal.
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Idéaux premiers et maximaux

Définition
Soit A un anneau et soit I C A un idéal.
m On dit que I est premier si 'anneau quotient A/I est intégre.
m On dit que I est maximal si 'anneau quotient A/I est un corps.

Rappelons que A/ estintégre si z # 0 et § # 0 entraine z - § # 0.
Par contraposé, ceci veut dire :siz -y =0,alorsz =00ujy =0
Pour l'idéal I C A ceciveutdire:sizy € I,alorsz € Touy € I.

Lidéal (0) est premier si et seulement si A est intégre.
Lidéal (1) = A n’est jamais premier car A/A = {0} n’est pas intégre.
Tout corps est intégre, donc tout idéal maximal est premier.

Si A/I est un corps, alors ses seuls idéaux sont {0} et A/I.
Les seuls idéaux de A contenant I sont donc I et A. Par conséquent :

Proposition

Un idéal I C A est maximal si pour tout idéal J de A
vérifiant] C J C AonaoulJ=1ouJ = A. O
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Lanneau des fonctions polynomiales

Lensemble C*° (R, R) des fonctions R — R infiniment dérivables est un
anneau pour I'addition et la multiplication des fonctions (point par point).

Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes. Lanneau
C*>(R,R) n'est pas intégre : si f, g sont a supports disjoints, alors gf = 0.



Lanneau des fonctions polynomiales

Lensemble C*° (R, R) des fonctions R — R infiniment dérivables est un
anneau pour I'addition et la multiplication des fonctions (point par point).

Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes. Lanneau
C*=(R,R) n'est pas integre : si f, g sont a supports disjoints, alors gf = 0.

La fonction identité définie par X: R — R, z — z, appartient a C*>° (R, R).

Le sous-anneau R[X] est formé des fonctions polynomiales f = >"7_; ar X".
Evidemment les coefficients ao, . . ., an € R déterminent la fonction f, et
réciproquement les coefficients sont déterminés par f, car ar, = %f“”(o).
On définit le degré par deg f := sup{k € N | ar # 0}. Montrer qu’il vérifie
deg(f + g) < sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g).

En déduire le groupe R[X]* des éléments inversibles.



Lanneau des fonctions polynomiales en deux variables

Lensemble C>(R?,R) des fonctions R? — R infiniment dérivables est un
anneau pour I'addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes.



Lanneau des fonctions polynomiales en deux variables

Lensemble C>(R?, R) des fonctions R? — R infiniment dérivables est un
anneau pour I'addition et la multiplication des fonctions (point par point).
Il contient R comme sous-corps des fonctions constantes.

C*>(R? R) contient X,Y: R? - R, X(z,y) = z et Y(z,y) = ».

Le sous-anneau R[X, Y] est formé des fonctions f =3, , ax,c X Y.
Les coefficients ax,, € R sont déterminés par f, car ax, = %%%(O).
On définit le degré total par deg f := sup{k + ¢ | ar,. # 0}. Montrer qu’il
vérifie deg(f + g) < sup{deg f,deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g)-

En déduire le groupe R[X, Y]* des éléments inversibles.



Lanneau des fonctions trigopnométriques

Les fonctions cos, sin: R — R appartiennent a 'anneau C*° (R, R).

Le sous-anneau R|cos] est formé des fonctions f = "7 _ ax cos”, ar € R.
En linéarisant, on peut réécrire f comme f(x) = > ;_, ax cos(kz), ar € R.
Dans une telle écriture les coefficients aj, sont uniquement déterminés par la
fonction f, car ap = 5 02” f(z)dz et ar = %fo% f(z) cos(kz)dxz pour k > 1.

Le sous-anneau R[cos, sin| est formé des fonctions f = 3", , ax,¢ cos” sin’.

Malheureusement une telle écriture n’est pas unique, car cos? + sin® = 1.
Montrer que le sous-anneau R|cos, sin| est formé des fonctions

f(x) = ao+ Y 5_, ar cos(kx) + b sin(kx) ol ax, br € R, et qu’ici les
coefficients sont uniquement déterminés par f.

On peut donc définir deg f := sup{k € N | ax, # 0 ou b;, # 0}. Montrer qu'il

vérifie deg(f + g) < sup{deg f, deg g} et deg(fg) = deg(f) + deg(g)-
En déduire le groupe R|cos, sin]* des éléments inversibles.
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