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Feuille G1 — RAPPEL SUR LES GROUPES

Mode d’emploi. Tout énoncé portant un numéro est un exercice, parfois implicite. Explicitez d’abord
ce qui est clair et ce qu’il faut encore montrer. Ne craignez point : les énoncés sont coupés en petites
étapes. Une étoile marquera des exercices  longs ou * exigeants.

1. QUELQUES QUESTIONS DE REVISION

1.1. Donner un groupe fini abélien, fini non abélien, infini abélien, infini non abélien.

1.2. Quand est-ce que G — G, x — x~! est un homomorphisme de groupe ? et z +— 2 ?
1.3. Est-ce que I'image d’un sous-groupe est un sous-groupe ? I’image réciproque ?

1.4. Quels sous-groupes peuvent étre noyau ? Donner des exemples et des contre-exemples.
1.5. Un sous-groupe d’indice 2 est distingué. Un sous-groupe distingué d’ordre 2 est central.
1.6. Le groupe Z est monogene. Quels sont ses générateurs ? Quels sont ses sous-groupes ?

1.7. Le groupe Z,, := Z/nZ est cyclique. Quels sont ses générateurs ? Combien y en a-t-il ?

1.8. Soit G = {a, b, c} muni de la loi de composition définie ci-contre. Est-ce
un groupe ? Quels sous-ensembles H forment un groupe ? Est-ce que |H| a
divise |G| ? La multiplication induit-elle une action de groupe H xG — G ? b
Déterminer les orbites. Sont-elles toutes de méme cardinal ?
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1.9. Enoncer le théoréme de Lagrange, puis en donner une preuve.

2. GROUPES CYCLIQUES

2.1. Enoncer le théoréme d’isomorphisme (factorisation canonique d’un homomorphisme).

2.2. En déduire que tout groupe monogéne est isomorphe a Z ou Z/nZ.
Est-ce que tout groupe d’ordre n est isomorphe & Z/nZ ? Et si n est premier ?

2.3. Montrer que tout sous-groupe de Z/nZ est de la forme dZ/nZ avec d|n, d > 1.
Expliciter son ordre et son indice. (Et 3Z/10Z, est-il un sous-groupe de Z/10Z ?)

2.4, Pour K = ker(Z/nZ-"7/nZ) déterminer d € Z de sorte que K = dZ/nZ.
2.5. Expliciter tous les homomorphismes Z/mZ — Z/nZ.

3. ORDRE D’UN PRODUIT VS LE PRODUIT DES ORDRES

Soient a,b € G deux éléments qui commutent. On pose m = ord(a) et n = ord(b).
3.1. Montrer que ord(ab) | ppcm(m,n). llustrer que ord(ab) < ppcm(m,n) est possible.
32. SiG=Ax Baveca € Aetb € B, alors ord(ab) = ppcm(m,n).
3.3. Sipged(m,n) = 1, alors ord(ab) = mn. Indication : Bézout puis Lagrange.
3.4. En déduire qu’il existe toujours ¢ € (a, b) avec ord(c) = ppem(m, n).
3.5. Donner un exemple non commutatif ot ord(zy) ne divise pas mn.

Pour k£ > 1 donné, peut-on trouver ord(z) = ord(y) = 2 et ord(zy) = k?

4. UNE BELLE CARACTERISATION DES GROUPES CYCLIQUES

4.1. Soit G un groupe abélien d’ordre n. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Le groupe G est cyclique.
(b) Pour tout diviseur d|n il existe un unique sous-groupe d’ordre d dans G.
(c) Pour tout diviseur d|n il existe au plus un sous-groupe d’ordre d dans G.
Indication : L'implication (a) = (b) est facile, et (b) = (c) est triviale. Pour (¢) = (a) on
pourra regarder un élément g € G d’ordre maximal et montrer que G = (g).
4.2. Application : Soit K un corps et G C K un sous-groupe multiplicatif fini. Alors G est
cyclique. En particulier, pour tout p premier le groupe multiplicatif Z; est cyclique.
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5.1.

5. LE THEOREME DE CAUCHY

La réciproque du théoréme de Lagrange est fausse : si n divise |G| il n’y a pas forcément un
sous-groupe d’ordre n. Trouver un groupe d’ordre 12 qui n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.

Le théoréme suivant nous dit que tout se passe bien pour un facteur premier de |G|. Il s’agit d’un cas
particulier du célebre théoreme de Sylow, dont on fera connaissance plus tard.

Théoreme 1. Pour tout facteur premier p de |G| il existe un élément d’ordre p dans G.

5.2.

5.3.

54.

5.5.

6.1.

6.2.

6.3.
6.4.

7.1.
7.2.

7.3.
74.

7.5.

7.6.
7.7.

7.8.

On note S = {(z1,%2,...,2,) € GP | z122---2, = 1}. Montrer que |S| = |G|P~! en
explicitant deux applications S — GP~! et GP~! — S, inverses I’une a 1’ autre.

La rotation (x1,Z2,...,%p) — (x2,...,Tp,x1) définit une bijection r: S — S d’ordre p.
Les orbites sous ’action de (r) sont de cardinal p ou 1. Dans le dernier cas, I’orbite est de la
forme {(z,x,...,z)} avec 2P = 1. Exemple trivial : (1,1,...,1).

En déduire I’existence d’un élément d’ordre p dans G. Combien y en a-t-il modulo p ?

S’il y a k sous-groupes d’ordre p, quel est le nombre v/, d’éléments d’ordre p ?

En déduire deux congruences nécessaires pour v,.

Quelles sont les cinq plus petites valeurs non nulles possibles pour 5 ?
Connaissez-vous des groupes qui contiennent un tel nombre d’éléments d’ordre 3 ?

6. L’EXPOSANT D’UN GROUPE

On appelle exposant d’un groupe fini G, noté exp(G), le plus petit entier m > 1 tel que
™ = 1 pour tout © € G. Vérifierque I = {n € Z | g" = 1 pour tout g € G} est un idéal.
Montrer que I est non nul, engendré par exp(G), et que exp(G) divise |G|.

Montrer que exp(G) = ppcm {ord(x) | € G}. Comparer ’ordre et I’exposant de Z,;, et de
Zqa X Zyp. Donner un critere nécessaire et suffisant pour que Z,p, = Z, X Zp.
Tout groupe d’exposant 2 est abélien. (NB : ce n’est plus vrai pour un premier p > 3.)

Supposons que le groupe G est abélien et d’exposant premier p > 2. De maniere canonique
G est un espace vectoriel sur le corps Zj,. Si de plus G est fini, alors G = Zg.

7. GROUPES D’ORDRE p, p?, p°

Soit p > 2 un nombre premier. Montrer que tout groupe d’ordre p est isomorphe a Z,,.
(a) Si G est d’ordre p* alors le centre Z(G) est non trivial. Indication : Faire agir G sur
lui-méme par conjugaison, puis regarder la formule des classes modulo p.

(b) SiG =G/Z(G) est cyclique alors G est abélien. Indication : Soit g € G un antécédent
d’un générateur g € G. Tout élément de G s’écrit g¥z avec k € Z et z € Z(G).

(c) Un groupe d’ordre p? est abélien. Exemples évidents : Zf) et Z,2. Sont-ils isomorphes ?
Existe-t-il d’autres groupes d’ordre p2, non isomorphes 2 Zf, ou Zyz ?
Déterminer I’ordre et I’exposant des groupes Zg et Zy> X Zy, et Zys. Sont-ils isomorphes ?
Dans GL2 R on considere 7 = (9 '), R = (§ %), S = (9}). Vérifier que Dy = (I, R)
est le groupe des isométries d’un carré. Déterminer son ordre en dressant une table de multi-

plication pour 1, I, R, S. Déterminer le centre, puis la structure de D4/Z(Dy).
Dans GL; C on considere I = (9 '), J = (§ %), K = (%}). Le groupe Q := (I, J) est

appelé le groupe des quaternions. Déterminer son ordre en dressant une table de multiplication
pour 1, I, J, K. Déterminer le centre, puis la structure de Q/Z(Q).

Montrer qu’il existe au moins 5 groupes non isomorphes d’ordre 8.
Pour p > 3 premier soit G = {(é g (11;:) € SL;;ZP} et H={(""") € GLyZ}.

(a) S’agit-il de sous-groupes ? Déterminer 1’ordre et I’exposant. G et H sont-ils isomorphes ?
(b) Déterminer les centres, puis la structure de G/Z(G) et H/Z(H). Sont-ils isomorphes ?

Montrer qu’il existe au moins 5 groupes non isomorphes d’ordre p3, avec p > 3 premier.
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Feuille G2 — GROUPES SYMETRIQUES

Résumé. Le groupe symétrique est un des exemples phares dans la théorie des groupes et omniprésent
dans les applications. Cette feuille en discute quelques propriétés de base.

Notation. On note Sx ou Sx ou Sym(X) le groupe symétrique sur un ensemble X. On note Ax
ou Ax ou Alt(X) le groupe alterné, c’est-a-dire le sous-groupe des permutations paires. Dans le cas
particulier X = {1,2,...,n} il est commode d’écrire S,, et A,, au lieu de Sx et Ax.

1. GROUPES SYMETRIQUES

1.1. Pour A C X montrer que Sx 4 = {0 € Sx | 0(A) = A} est un sous-groupe. Vérifier que
Iapplication r: Sx 4 — SaxSx. 4 donnée par o — (0|4, 0|x ) est bien définie. Montrer
qu’il s’agit d’un isomorphisme. L’application ¢: S4 — Sx, 4 donnée par (o)(x) = o(x) pour
x € A,eti(o)(x) = x pour x € X \ A, est un homomorphisme injectif.

1.2. Expliciter comment S,,_1 est un sous-groupe de S,,. Quelle est 1’orbite de n sous 1’action de
Sy ? Quel est son stabilisateur ? En déduire que |S,,| = n! par récurrence sur n.

1.3. Deux permutations 0,7 € Sx a supports disjoints commutent. Mieux : ils engendrent un
produit direct (o, 7) = (o) x (7). En particulier ord(o, 7) = ppcm(ord(c), ord(7)).

1.4. Donner deux permutations o, 7 a supports non disjoints qui engendrent un produit direct
(o,7) = (o) x (7). Donner deux permutations «, 5 qui commutent et vérifient ord(af) =
ppcm(ord(a), ord(8)) sans que le groupe engendré soit un produit direct.

2. DECOMPOSITION EN CYCLES DISJOINTS

2.1. Qu’est-ce qu’un cycle ? des cycles disjoints ? Formuler un énoncé aussi précis que possible
sur la décomposition d’une permutation en cycles disjoints.

2.2. Décomposer en cycles disjoints Z15 — Zq2, x — dx + 1, puis Z15 — Z15, © — 2.
Décomposer en cycles disjoints 1’action par conjugaison de (1234) sur Ay.

2.3. Déterminer ord[(12)(345)(5789)]. Formuler puis prouver un énoncé sur 1’ordre d’une permu-
tation. Quels ordres sont possibles dans Sg ? dans S7¢ ? Déterminer ’exposant de S,.

2.4. Est-ce que la puissance o* d’un n-cycle o est forcément un cycle ? Donner un critére nécessaire
est suffisant. Indication : Etablir le rapport avec les générateurs de (Z,,, +).
3. FAMILLES GENERATRICES DE S,, ET DE 4,,

3.1. Montrer par récurrence que les transpositions (12), (23), ..., (n — 1,n) engendrent .S,,.
En déduire que S,, peut étre engendré par deux éléments seulement.

3.2. Montrer par récurrence que les 3-cycles (123), (234),...,(n — 2,n — 1,n) engendrent A,,.
Est-ce que A,, peut étre engendré par deux éléments ?

Pour vous amuser, regardons le jeu de taquin esquissé ci-contre : dans une grille

4 % 4 on a enlevé une piece en haut a gauche. De maniere évidente on peut mainte- 1123

nant bouger les autres pi¢ces une par une. Quand la case vide retourne a sa position 4/5/6]7

initiale on a construit une permutation o € Ss. 8191011
12{13|14|15

3.3. ¥r Combien de configurations o € S15 sont possibles ?

Indication : Evidemment cette question n’est pas abordable par un comp-
tage naif. Heureusement elle devient facile en appliquant un peu de théorie
des groupes. Les permutations obtenues forment-elles un sous-groupe
de S5 ? Pour une minoration essayer de réaliser (123) puis un cycle
(123...) delongueur 15 ; quel sous-groupe obtient-on ? Pour une majora-
tion on pourra se placer dans S1¢ et compter les transpositions nécessaires
pour retourner.



Un exemple plus célebre de ce genre mais beaucoup plus complexe est Rubik’s Cube. Si vous vous
intéressez au calcul formel, je vous conseille vivement de consulter GAP, un logiciel libre extrémement
puissant en groupes finis (cf. www.gap—system. org). Vous y trouverez en particulier une analyse
de Rubik’s Cube comme exemple d’utilisation. w Projet : Installez GAP, faites quelques expériences,
puis partagez votre savoir-faire dans une des prochaines séances de TD.

4. LE DE SUR L’ECHIQUIER

Soit O le groupe des isométries d’un cube (rotations et réflexions) et

O™ le sous-groupe des isométries directes (rotations seulement). On note Ay
a, 3, les rotations d’angle +7 autour des axes x,y, 2, et o la symétrie 7 1
centrale de R3. (Est-ce une rotation ou une réflexion ?) 8 1 2

4.1. Regarder I’action de O sur les 8 sommets. Pour un sommet i
donné, quelle est son orbite ? Quel est son stabilisateur ? En
déduire 1’ordre du groupe OT. Que dire du groupe O ? Lot-d--J4

Y

4.2. L’action de O sur les sommets 1,2,3,4,5,6,7,8 induit un ho- Z;/5 - 3
momorphisme O — Ss. Est-il injectif ? surjectif ? Décomposer
I’action de «, 3,7y, o en cycles disjoints.

4.3. Analyser I'action de O sur les 6 faces Fy = {1,2,3,4}, F» = {5,6,7,8}, F3 = {1,2,7,8},
Fy = {3,4,5,6}, F5 = {2,3,5,8}, Fs = {1,4,6, 7}. Pour une face donnée, quelle est son
orbite 7 Quel est son stabilisateur ? Que dire dans le cas du groupe O ? L’action induit un
homomorphisme O — Sg. Est-il injectif ? surjectif ? Expliciter I’action de «, 3,7, o.

4.4. L'action de O sur les diagonales D; = {1,5}, Dy = {2,6}, D3 = {3,7}, Dy, = {4,8}
induit un homomorphisme O — 5. Est-il injectif ? surjectif ? Expliciter I’action de «, 3, .
Analysez ’homomorphisme O — Sy. Le groupe (o) est-il distingué dans O ? Est-il central ?

4.5. Calculer afa~! et @~ ! Ba dans une des représentations précédentes, puis I’interpréter géométriquement.

A-t-on O" = (a, 8) ? puis O = {a, 3,0) ? méme O = (a, Bo) ?

4.6. ¥ On pose un dé sur une case d’un échiquier. Le dé peut étre basculé sur une autre face, par
une rotation autour d’une de ses arétes, de sorte qu’il occupe une case voisine. En enchainant
ces mouvements, on peut faire rouler le dé sur 1’échiquier.

(a) Enretournant a la case initiale, quelles rotations sont réalisables ?

(b) En fixant I’orientation du dé, quelles translations sont réalisables ?

5. D’ AUTRES FAMILLES GENERATRICES DE S,,

5.1. A titre d’avertissement, pour . > 4 composé, expliciter une transposition 7 et un n—cycle p
qui n’engendrent pas .S,,. (Pour n = 4 penser aux isométries d’un carré.)

5.2. Soient p un nombre premier, T une transposition et p un p-cycle dans .S,.
Alors S, est engendré par 7 et p. Ou utilise-t-on la primalité de p ?

5.3. Les transpositions 7; = (¢, + 1) engendrent S, et vérifient les relations 7;7;7; = 7;7;7; pour
|i — j| = lety7; = 7;7; pour |¢ — j| > 2. Nota bene : La famille t1 = --- = t,,_1 = (12)
vérifie aussi ces relations sans qu’elle engendre S,,, n > 3. La famille ¢; = (12), to = (23),
t3 = (12) dans Sy vérifie les relations sans qu’elle engendre Sy.

5.4. Soitty,...,ty,—1 € Sy, une famille génératrice de transpositions vérifiant les relations précédentes.

Construire o € S,, de sorte que ™ t;ac = 7; pour tout 4. Indication : Toute transposition est
caractérisée par son support ; analyser leur configuration.

5.5. Soit ¢: S,, — S, un automorphisme. Si ¢ envoie transpositions sur transpositions, alors il
existe une permutation o telle que ¢(0) = a~loa pour tout o € S,,.



6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6. AUTOMORPHISMES INTERIEURS ET EXTERIEURS

Pour tout @ € G on définit la conjugaison (2 gauche) v, : G — G par v, (x) = aza™?.

Montrer que 7y, est un automorphisme, dit automorphisme intérieur de G.

Montrer que v : G — Aut(G) donné par a — +, est un homomorphisme de groupe.
Son image est le groupe des automorphismes intérieurs, noté Inn(G).

Le noyau de v est exactement le centre de G. Conclure que Inn(G) = G/Z(G).

Dans le cas des groupes symétriques, montrer que Z(S,,) = {id} pourvu que n > 3.

Le groupe Inn(G) est distingué dans Aut(G). Le quotient Out(G) := Aut(G)/Inn(G) est
appelé le groupe des automorphismes extérieurs de G.
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Feuille G3 — CONJUGAISON DANS LES GROUPES SYMETRIQUES

Résumé. Dans un groupe non abélien I’action par conjugaison est un outil important, et aussi une
structure intéressante en elle-méme. On se propose ici d’expliciter les classes des conjugaison et les
centralisateurs dans S3, Sy, S5, puis Ay, As. On en déduit en particulier la simplicité de As.

1. CONJUGAISON DANS S3 ET S4 ET S5

1.1. Enumérer les classes de conjugaison dans S : expliciter un représentant o pour chacune puis
déterminer le centralisateur C's, (o). Indiquer leur cardinaux |02| et |Cs, (o) |. Méme exercice
pour Sy, puis Ss. (Vérification par |S,,| = |0°"| - |Cs, (0)| puis >_ |05 | = |S,.|.)

1.2. Regarder I’action de S, sur I’orbite ((12)(34))“*. En déduire un homomorphisme de groupes
h: Sy — Ss. Calculer h(12), h(23), h(34). Est-il surjectif ? Quel est son noyau ?

2. CONJUGAISON DANS A4 ET Aj

2.1. Apres avoir compris la conjugaison dans S,,, passons au groupe alterné A,,. Vérifier d’abord
que C4, (o) = Cs,(0) N A, =ker (sign: Cs, (0) — {£1}). Deux cas se présentent :
(a) SiCg, (o) contient de permutations impaires, alors le centralisateur Cy (o) < Cg, (o)
est d’indice 2, tandis que I’orbite 04" = " reste la méme.
(b) Si Cs, (o) ne contient que des permutations paires, alors C'4, (0) = Cg, (o) reste le
méme, tandis que 1’orbite o~ se décompose en deux : o4 et ¢(12)4n

2.2. Expliciter les classes de conjugaison dans A4 et Ay et déterminer leurs cardinaux ; pour cha-
cune entre elles choisir un représentant ; expliciter le centralisateur et son cardinal.

2.3. Soit T le groupe des isométries d’un tétraedre et 7 le sous-groupe des 4
isométries directes. L’ action sur les sommets induit un homomorphisme
h: T — Sy. Est-ce un isomorphisme ? Quelle est I'image de 7't ?
On note pf la rotation d’angle ﬁ:%" autour de I’axe passant par le som- 3
met ¢ et le barycentre de la face opposée. Décomposer I’action de pii en
cycles disjoints. Vérifier que les rotations pf forment une seule classe 1
de conjugaison dans 7', mais se décomposent en deux classes dans T, 2
a savoir {p'} et {p; }. Linterpréter géométriquement.

3. SIMPLICITE DE A5
3.1. Rappeler la définition d’un groupe simple. Discuter les exemples suivants :
(a) Un groupe abélien est simple si et seulement s’il est d’ordre premier.
(b) Expliquer pourquoi S2 est simple mais S,, ne I’est pas pour n > 3.
(c) Montrer que As est simple, mais A4 ne I’est pas.

3.2. Voici une preuve élémentaire que As est simple : Supposons que H <1 As. Si H contient x
alors il contient tous les conjugués de x. En déduire que |H| = 1 + al5 + 520 + ¢12 + d12
avec a, b, ¢, d € {0, 1}. Conclure que |[H| =1 ou |H| = 60.

3.3. Déduire de la simplicité que A5 n’a pas de sous-groupes d’indice 2, 3 ou 4.
3.4. Montrer qu’il n’existe pas d’épimorphisme S5 — Sy, ni S5 — Ss3. Et S5 — S2 ?
4. PRODUIT DE DEUX SOUS-GROUPES
Pour aller plus loin et analyser des sous-groupes plus complexes, il nous faut des outils. Les notions
suivantes nous servirons aussi plus tard quand nous discutons les produits semi-directs.

Notation. Soit G un groupe et K, H < G deux sous-groupes. On pose HK = {hk | h € H, k € K}.
C’est I’image de I’application p: H x K — G donnée par la multiplication, u(h, k) = hk.
4.1. Siles ordres |H| et | K| sont premiers entre eux, alors H N K = {1}.

Si HN K = {1}, alors |HK| = |H| - |K|. En général on a |[HK| = JTLE.




On s’intéresse au sous-groupe engendré (H, K) ; c’est le plus petit groupe contenant H et K.

4.2. Vérifier que (H, K) est laréunion de HK C¢ HKH C HKHK C .... Bien sir, dans un
groupe fini, cette construction se stabilise, donc (H, K) = (H K)* pour un £ assez grand.

4.3. Cette construction par produits itérés est peu instructive. En particulier, I et /i peuvent étre
petit, alors que (H, K) est grand. Pour en donner un exemple : soient H = ((12)) et K =
((12...n)). Identifier (H, K) et déterminer son ordre.

Dans le cas le plus sympathique on a (H, K') = HK : ici les produits de la forme hk suffisent !
4.4. L’ensemble HK est un sous-groupe ssi HK = K H.Danscecas (H,K) = HK = KH.
Pour H = ((12)), K = ((23)) a-t-on HK = K H ? Est-ce un groupe ? Identifier (H, K).
4.5. Lacondition HK = K H peut étre difficile a vérifier. Voici deux critéres suffisants :
(@) Sik" = kpourtouth € Hetk € K, alors KH = HK, c’est donc un sous-groupe.
(b) Sik" € K pourtouth € Hetk € K, alors KH = HK, c’est donc un sous-groupe.
Vérifier que la derniére condition équivaut 3 K = K pour tout b € H, ou encore K = K.

4.6. Donner un exemple ot K H = HK sans que hk = kh pourtouth € Hetk € K.
Donner un exemple dans S; ot KH = HK sans que K = K ni HX = H.

5. CENTRALISATEURS ET CLASSES DE CONJUGAISON DANS S

5.1. Le centralisateur de (12) contient K = ((12)) et H = S{3.45 6} -
Montrer que (K, H) = K x H. Quel est son ordre ?

5.2. Le centralisateur de (12)(34) contient K = ((12), (34)) et H = ((13)(24)).
Montrer que (K, H) = K H et déterminer son ordre. Rajouter Sys 6} .

5.3. Le centralisateur de (12)(34)(56) contient K = ((12), (34), (56)) et H = ((13)(24), (35)(46)).
Vérifier que K = Z3 et que H = S;5. Montrer que (K, H) = K H et déterminer son ordre.

5.4. Compléter la liste pour les autres classes de conjugaison dans .S,,. Pour chaque centralisateur
C(o) on exhibera un « grand » sous-groupe, candidat & exhauster C'(o) tout entier. En déduire
une minoration pour chaque |C/(c)|, puis une majoration pour |o%¢|. En faisant la somme,
arrive-t-on a prouver que notre énumération est exhaustive ?

Le cours vous fournit les outils pour le cas général : a ¢ € Sx on associe son type t,: Ny — N
ol t,(¢) est le nombre des cycles de longueur ¢ sous I’action de (¢). Deux permutations o, 7 sont
conjuguées dans Sx ssit, = t.. Le centralisateur C's, (o) est d’ordre [ ], 040 .1, ()!; sa structure

est celle décrite ci-dessus : C's, (o) = [[, K¢Hy avec K, = Zz(o et Hy = Syy).

6. SOUS-GROUPES D’ ORDRE p* DANS S,,
6.1. Dans Sy soit z = (123) et u = (147)(258)(369). Calculer y = uzu~! et z = v~ lzu.
(a) Déterminer les ordres de u, x, y, z, puis les ordres de H = (u) etde K = (x,y, z).
(b) A-t-on K¥ = K ? Montrer que G := K H est un groupe, et déterminer son cardinal.
(c) Vérifier que G = (x, u). Tout élément non trivial de G est-il d’ordre 3 ?
(d) Déterminer k& maximal tel que 3* divise |So|. Quelle est la particularité de G ?
6.2. (a) Décomposer en cycles la permutation v € So7, donnée par v(i) = ¢ + 9 modulo 27.
(b) Déterminer 'ordre de K* = (G, G, G¥") et H* = (v), puis de G* = K*H*.
() A-t-on G* = (x,u,v) ? Quel est ’exposant de G* ?
(d) Déterminer k£* maximal tel que 3k divise |Sa7|. Quelle est la particularité de G* ?
6.3. Dans Ss; construire un sous-groupe d’ordre 3¥ avec k maximal.
6.4. % Si vous voulez, vous pouvez généraliser les exemples précédents :
(a) Pour un nombre premier p > 2, déterminer & maximal tel que pk divise |Spc

(b) Construire, par récurrence, un sous-groupe G, d’ordre p* dans [Spel.
(c) Formuler un énoncé pour p premier et .S,, quelconque. Esquisser une construction.
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Feuille G4 — GROUPES LINEAIRES

Résumé. Les exercices de cette feuille on pour but de se familiariser avec quelques propriétés du
groupe GL,, K des matrices inversibles, de taille n x n, a coefficients dans un corps (fini) K. En
particulier on essaiera d’identifier les plus petits membres de la famille GL,, IF,,.

1. ESPACES VECTORIELS SUR [,

Pour p > 2 premier on note F, = Z/pZ le corps fini & p éléments.

1.1. Rappeler la définition d’un espace vectoriel I sur IF,,. Vérifier que le groupe abélien soujacent
(E, +) est d’exposant p, c’est-a-dire tout x € E vérifiep -z = 0.

1.2. Réciproquement, tout groupe abélien (E,+) d’exposant p est un espace vectoriel sur F,, :
vérifier que la multiplication F, x E — E, (k,z) — kx est bien définie et fait de £ un
espace vectoriel sur F,,. En déduire un isomorphisme £ = Zj ot n = dimg, (E). Tout
endomorphisme de (E, +) est linéaire sur I, ; en déduire que Aut(E, +) = GL,, F,,.

1.3. Soit K un corps fini. Alors F = (1) est un sous-corps d’ordre premier p, isomorphe a IF,,.
En déduire que K est un espace vectoriel sur I, donc (KK, +) = (I}, +). En particulier tout
corps fini est de cardinal p”, avec p premier et n > 1. (On verra plus tard que pour p premier
et n > 1 il existe effectivement un corps de cardinal p”, et un seul a isomorphisme pres !)

2. CARDINAL DES GROUPES GL,, F; ET SL,, I,

Dans ce paragraphe soit IF, un corps fini de cardinal ¢ = p?.

2.1. Le déterminant det : GL,, F; — FF est un homomorphisme de groupes. Est-il surjectif ?
Le noyau SL,, F, := ker(det) est un sous-groupe distingué. Quel est son indice ?

2.2. Soit I un espace vectoriel de dimension n sur F,. Quel est son cardinal ? Soient v1, ..., v; €
E linéairement indépendants. Quel est le cardinal de (vy, ..., v;) < E ? Combien de vecteurs
vi+1 € I existent-ils tels que vy, . . ., vy, Vg1 soient linéairement dépendants ? indépendants ?

2.3. Combien de bases E admet-il ? Indication : choisir les éléments vy, . .., v, un par un.
Expliciter une bijection entre les €léments de GL,, F; et les bases de Fy.
En déduire I’ordre du groupe GL,, F, et SL,, IF,.

1 *
2.4. Quelle est la puissance maximale de p divisant | GL,, Fy| ? Montrer que H = { < > }
est un sous-groupe de GL,, IF,. Quel est son cardinal ? Est-ce un p-Sylow ? 0 1

3. LA COINCIDENCE GLyFy = SLy Fy &2 S5
3.1. Vérifier que GL3 F5 et S3 ont méme cardinal. On essaiera de construire un isomorphisme :
(a) Rappeler I’action naturelle du groupe G' = GLy 5 sur I’espace vectoriel E = F3.
(b) Décomposer E en orbites. En déduire une action de G sur E* = E ~ {0}.
(c) En déduire un homomorphisme h: G — Sg-. Est-ce un isomorphisme ?

Si vous voulez, énumérez les éléments de GLy Fy et expliciter leur action sur £*. En numérotant
les éléments de E*, vous pouvez ainsi expliciter un isomorphisme G = Ss.

3.2. Plus généralement, on pourrait considérer I’action de G = GL,, F sur E' = Fj.
(a) Quelles sont les orbites de F sous cette action ? Peut-on restreindre 1’action a £* ?
(b) Obtient-on donc un homomorphisme i: G — Sg- ? Est-il injectif ?

(c) Pour quelles valeurs (n, ¢) ’homomorphisme h peut-il étre surjectif ?



4. LESPACE PROJECTIF ET LE CENTRE DE GL,, K

Soit K un corps et E un espace vectoriel sur K. Une droite est un sous-espace de dimension 1, donc
de la forme (v) = Kv avec v € E*. On note P(FE) I’ensemble des droites dans FE.

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

Lapplication p: E* — P(E), v — (v) est une surjection. Les éléments qui parametrent la
droite (v) sont exactement ceux dans K*v : c’est 1’orbite sous 1’action du groupe K*.

Dans le cas de £ = K" on note la droite ((z1,...,7,)) par [z1 : ... : z,]. Pour £ = Fy
déterminer le cardinal de E* et de P(E). Expliciter les éléments de I’ensemble P(F2), appelé
la droite projective sur .

Expliciter comment 1’action de GL,, K sur K™ induit une action sur P = P(K").
Une homothétie \id, avec A € K*, fixe toutes les droites. Montrer la réciproque.
On a donc un homomorphisme naturel P: GL,, K — Sp avec ker(P) = {Aid | A € K*}.

Montrer que Z(GL, K) = {Xid | A € K*}. Indication : Vérifier d’abord I’inclusion
évidente. Pour la réciproque, regarder ¢ € GL,, K avec ¢(v) = w ¢ (v). Dans ce cas il
existe un a € GL,, K avec v + v, w +— w + v; calculer agpa™ ! (v) ; conclure que ¢ ¢ Z.

4.5. En déduire que Z(SL,, K) = {A\id | A € K*, A" = 1}. .
Montrer que |Z(SL,, F,)| = pged(n, ¢ — 1). GL,K «—— SL,K
Ce qui précede motive la définition des groupes projectifs projl projl
PGL, := GL,, /Z(GL,,) et PSL,, := SL,, /Z(SLy,). e
Leurs relations sont esquissées ci-contre. PGL, K «—— PSL, K

4.6.

4.7.
4.8.
4.9.

5.1.
5.2.
5.3.

6.1.
6.2.
6.3.

Vérifier que | PGL,, F,| = | SL,, F,|.
Attention : en général ces groupes sont non isomorphes !

Vérifier que GL,, F» = SL,, Fy = PSL,, Fs = PGL,, Fs.
Pour quelles valeurs (n, p) a-t-on SL,, F,, = PSL,, F, = PGL,, F,, ?

Enoncer le théoréme du cours sur la simplicité de PSL,, Fp.

5. LA COINCIDENCE Sy & PGLy F3 22 SLy Fg
Déterminer I’ordre des groupes GLs Fs, SLo Fg, PGLs F3, PSLy 5 ; comparer avec Sy.
Montrer que SLo Fg % Sy. Indication : comparer les centres.
On essaiera de construire un isomorphisme PGLy F3 = Sjy.
(a) On note P I’ensemble des droites dans ' = F2. Les énumérer.
(b) En déduire un homomorphisme h: GLs F3 — Sy. Quel est son noyau ? son image ?

(c) Conclure que PGLs F3 = S4. A-t-on PSLs F3 22 Ay ? Est-ce un groupe simple ?

6. LA COINCIDENCE S5 & PGLy F5 2 SLo 5
Déterminer I’ordre des groupes GLg F5, SLo F5, PGLs F5, PSL, F5 ; comparer avec Ss.
Montrer que SLo F5 2 Ss. Indication : comparer les centres.

(a) Vérifier que les matrices I = (93), J = (39), K = (92) sont dans SLs F5, et qu’ils
engendrent le sous-groupe Q = {£1,+1,+.J, £K}. Est-ce un 2-Sylow de SLy F5 ?

(b) Montrer que H := Q/{=£1} est un 2-sous-groupe de Sylow dans PSL; Fs.

(c) Vérifier que p = [} 1] € PSLy Fj5 est d’ordre 3 et normalise H, ¢’est-a-dire H” = H.
(d) Combien y a-t-il de sous-groupes conjugués H®, avec o« € PSLy F5?

(e) En déduire un homomorphisme PSLy F5 — S5. Quel est son noyau ? Son image ?

(f) v Essayez d’en construire un isomorphisme PGLs F5 = S5.



6.4.

7.1.

L’action projective de PGLy F5 fait intervenir « I’anomalie » du groupe S :
(a) On note P I’ensemble des droites dans E' = FZ. Les énumérer.
(b) En déduire un homomorphisme h: PGLy F5 — Sg. Est-il injectif ?

(c) Décomposer h [} 1]et h[{ ] en cycles disjoints.
L’image de h est-elle conjuguée a S ?

(d) * Existe-t-il un automorphisme de Sg qui envoie I’image de h sur Sy ?
7. LA COINCIDENCE PSLs F7; = PSL3 o

Déterminer le cardinal de PSLy F7 et de PSL3 IFs.

Afin de construire un ismorphisme, on considere ’action de G = PSLy F; sur I’espace E = F2. Soit
P = P(F) I’ensemble des droites, numérotées par n +— [n : 1] pourn = 1,...,7, puis 8 — [1 : 0].

0—1]

Ainsi on identifie Sp & Ss. On admet que PSLy F7 est engendré par 7 = [} 1] eto = [1 o

7.2.

7.3.
7.4.

7.5.

8.1.

8.2.
8.3.

Donner la décomposition en cycles de T et 0. On pose o := (1, 3)(2,6)(4,5)(7, 8). Donner la
décomposition en cycles de 3 := a” ety := (7. Vérifier également que 7" = a/3.

Donner la décomposition en cycles de a”, 37, v et les identifier avec «, 3, .

Les éléments «, 3, commutent-ils ? Quel est 'ordre de £ = (a, 3,7) ? Est-ce un espace
vectoriel ? A-t-on E™ = E ? puis E° = E ? En déduire que G = (7, o) agit sur F.
Déterminer I’ordre de G et de Aut(E). L’action de G sur V' par conjugaison induit un homo-
morphisme G — Aut(FE). Est-ce un isomorphisme ? Conclure que PSLy F7 2 PSL3 Fs.

8. LA COINCIDENCE SLgy F4y = PSLy Fy = PGLy Fy &2 Ay
Tout d’abord on veut montrer qu’il existe un corps de cardinal 4, et un seul a isomorphisme
pres. Attention : On distinguera soigneusement [F4 et Z,4. Le dernier n’est pas un corps !

(a) Le polyndme X2 + X + 1 n’a pas de racine dans [y, il est donc irréductible dans Fo[X].
Le quotient Fy := F5[X]/(X? 4+ X + 1) est un corps de cardinal 4.

(b) Soit K estun corps de cardinal 4. Alors il contient Fo comme sous-corps. Soit z € K\ Fy
et ¢: Fo[X] — K, X — x. Alors ker(¢) = (X2 + X + 1), donc Fy = K.

Déterminer le cardinal de GLy Fy, SLo Fy, PGLo Fy, PSLs Fy ; comparer avec As.
A-t-on SL2 ]F4 = PSL2 F4 = PGL2 IF4 ?

On essaiera de construire un isomorphisme avec As :

8.4.

9.1.

9.2.

9.3.
9.4.

On considere I'action GLy Fy sur E = F3. Déterminer le cardinal de P(E). En déduire un
homomorphisme h: PSLs F4 — S5. Est-il injectif ? Quelle est son image ?

9. L’EXEMPLE PSL4Fo 22 PSL3 Fy
Déterminer I’ordre des groupes PSLy4 Fo et PSL3 Fy.

1 % % % % %

Vérifier que G = {(8 R :) € PSL4F2} et H = {((1) 1 *> € PSL31F4} sont des 2-
0001 001

Sylow.

Montrer que Z(G) est d’ordre 2 alors que Z(H) est d’ordre 4.

En faisant appel au théoreme de Sylow, montrer que PSL4 Fy 22 PSL3 Fy. Remarque : C’est
le plus petit exemple de deux groupes simples qui soient de méme ordre mais non isomorphes.
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Feuille G5 — LE THEOREME DE SYLOW

Résumé. Rien qu’a partir de I’ordre |G| le théoréme de Sylow permet de déduire des informations
précieuses sur la structure d’un groupe G. Cette feuille d’exercices en discute quelques applications.

1. LE THEOREME DE SYLOW

Dans la suite on se servira frféquemment du théoréeme de Sylow. Pour un groupe fini G' et un nombre
premier p on décompose |G| = p¥q tel que p t ¢. Un p-sous-groupe de Sylow de G est un sous-groupe
H < G d’ordre p*. On note m,, le nombre de tels sous-groupes.

1.1. Enoncer le théoréme de Sylow. Qu’obtient-on pour un groupe abélien fini ?
1.2. Un p-Sylow est distingué si et seulement si m,, = 1.

1.3. Pour un groupe d’ordre p®q® quelles sont les valeurs possibles de (m,,, m,) ?
Projet : Si vous voulez vous pouvez écrire un petit logiciel qui les énumere.

1.4. Tout groupe d’ordre 15 est cyclique. Il en est de méme pour I’ordre 35.
1.5. Tout groupe d’ordre 1225 est abélien. Combien y en a-t-il & isomorphisme pres ?
1.6. Rappeler I’ordre de GL,, IF,,, puis expliciter un p-Sylow de GL,, IF,,.

1.7. Esquisser comment construire un p-Sylow dans S;,, disons un 2-Sylow dans S1¢.

2. APPLICATION AUX GROUPES SYMETRIQUES

Pour tout groupe fini G il existe un homomorphisme injectif G — S¢ (rappeler la preuve). On peut
donc ce demander quel est le plus petit n tel que G — S,,. Certes, n = |G| est toujours possible, mais
c’est souvent beaucoup trop grand :

2.1. Regardons le groupe diédral Dy, d’ordre 8. Montrer que D4 — S4 en exhibant un sous-groupe
H < S, isomorphe a Dy. Est-ce que ce serait possible dans S, avecn < 47

2.2. Considérons le groupe des quaternions (), également d’ordre 8. Rappeler pourquoi Q 2 Dy.

(a) Reprenons notre sous-groupe H < S, isomorphe a Dy. Est-ce un 2-Sylow de S, ? de
S5 ? Existe-t-il un sous-groupe dans Sy qui soit isomorphe a ) ?

(b) Expliciter un sous-groupe K < Sg isomorphe & D4 X Zy. Est-ce un 2-Sylow de Sg ? de
S~ 7 Existe-t-il un sous-groupe dans S7 qui soit isomorphe a () ?

Quel est donc le n» minimal tel que S, contienne un sous-groupe isomorphe a @) ?

3. QUELQUES EXEMPLES DE CLASSIFICATION

En général I’ordre |G| ne détermine pas le groupe GG. Néanmoins 1’ordre contient beaucoup d’infor-
mation sur la structure possible. Les exercices suivants en présentent quelques exemples.

3.1. Supposons que H, K < G sont deux sous-groupes tels que K7 = K. Dans ce cas on a
une action K x H — K par conjugaison (k,h) +— h~'kh. Elle induit un homomorphisme
a: H — Aut(K). Il est trivial si et seulement si H et K commutent. Dans certains cas, «
doit étre trivial a cause des cardinaux : Montrer que tout homomorphisme Zs; — Aut(Zy7)
est trivial. De méme pour Zs — Aut(Z3).

3.2. Déterminer, 2 isomorphisme pres, tous les groupes d’ordre 45 = 32 - 5.
3.3. Déterminer, a isomorphisme pres, tous les groupes d’ordre 665 = 5 - 7 - 19.
3.4. Déterminer, a isomorphisme pres, tous les groupes d’ordre 1105 =5 - 13 - 17.

3.5. Soit G un groupe d’ordre 30. Pour p = 2, 3, 5 on note H), un p-groupe de Sylow.

(a) Onams € {1,6} et msg € {1,10}. Montrer que G contient ms - 4 éléments d’ordre 5 et
mg - 2 éléments d’ordre 3. En déduire que ms = 1 oumg = 1.

(b) K = HsHj estun sous-groupe d’ordre 15. 11 est cyclique et distingué dans G.



3.6.

3.7.

(c) On en déduit que G = K x Hs. Pour I’action Hy — Aut(K) il y a quatre possibilités.
Conclure que G = Zzpou G = D5 0u G = D5 X Z3 ou G = Zs X Ds.
Soit G un groupe d’ordre 255. Pour p = 3,5, 17 on note H), un p-Sylow de G.
(a) Montrer que H;7 est distingué dans G, donc K = Hy7Hj5 est un sous-groupe.
(b) Analyser K = Hy7 x Hs. C’est en fait un produit direct, donc K est cyclique.
(c) Utiliser le fait que K < Ng(Hs) pour montrer que ms = |G : Ng(Hs)| < 3.
(d) En déduire que ms = 1, donc Hj aussi est distingué dans G.

(e) Conclure que G = K x Hj. C’est en fait un produit direct, donc G est cyclique.

Déterminer, & isomorphisme pres, tous les groupes d’ordre 595 =5 -7 - 17.

4. LE THEOREME pqr

Théoreme 2. Soit G un groupe fini dont I’ordre est composé de trois facteurs premiers.
Alors G admet un sous-groupe distingué non trivial, ¢’est-a-dire K < G avec 1 # K # G.

Pour la preuve on suppose que p > ¢ > r sont trois nombres premiers distincts.

4.1.
4.2.
4.3.

4.4.

Pour |G| = p* rappeler que le centre est non trivial. Conclure.
Pour |G| = p*qonam, € {1,p,p?,...,p"} et m, = 1. Conclure.
Pour |G| = pg® onam, € {1,¢*} et m, € {1,p}.
Montrer par un comptage d’éléments que m,, = ¢* implique m, = 1. Conclure.
Pour |G| = pgronam, € {1,qr} etm, € {1,p,pr}etm, € {1,¢,p,pq}.
(a) Montrer que m,(p — 1) +my(g — 1) + m,(r — 1) < pgr.

(b) En déduire que m,, = qr implique m, = 1. Conclure.

Remarque : On reconnait ci-dessus le début d’une classification des groupes dont I’ordre est composé
de trois facteurs premiers, résultat dii & O. Holder en 1893. A titre d’exemple nous avons déja classifié
les groupes d’ordre 30, 45, 255, 595, 665 et 1105 en §3.

4.5.

Le théoreme serait faux a partir de quatre facteurs premiers : donner un contre-exemple.

5. GROUPES D’ORDRE < 60

Les groupes abéliens simples sont Zsq, Zs, Zs, 27, Z11, - - . . Comme groupes non abéliens simples on
connait déja les groupes alternés As, Ag, A7, ... et les groupes linéaires PSL,, F; (n > 3 ou ¢ > 4).

Parmi ces exemples, le plus petit groupe non abélien simple est A5 = PSLoFy = PSL; F5 d’ordre
60. On se propose ici de montrer que c’est effectivement le plus petit possible :

Théoreme 3. I n’existe pas de groupe non abélien simple d’ordre < 60.

5.1.

Vérifier que le théoréeme 2 couvre tous les ordres < 60 sauf 24, 36, 40, 48, 56.

Dans la suite on traitera les cinq cas restants un par un.

5.2.
5.3.
54.

5.5.
5.6.
5.7.

Si |G| =40 = 5 - 23, alors m5 = 1, donc G n’est pas simple.
Si |G| = 56 = 7-23, alors m; € {1,8}. Montrer que m7 = 8 implique my = 1.

Pour les ordres 24, 36, 48 1’observation suivante s’avere utile :

Supposons que Py, Ps, ..., P, avec m > 1 sont les p-Sylow de G.

Déduire du théoreme de Sylow un homomorphisme non trivial ¢ : G — S,.
Si G est simple, alors ¢ est injectif et m! > |G|, méme m! > 2|G|.

Si |G| =24 = 3- 23, alors my € {1,3}. Mais |G| > 3!, donc G n’est pas simple.
Si |G| = 48 = 3 - 2%, alors my € {1, 3}. Mais |G| > 3!, donc G n’est pas simple.
Si |G| = 36 = 32 - 22, alors m3 € {1,4}. Mais |G| > 4!, donc G n’est pas simple.
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CONTROLE CONTINU 2004/1 — GROUPES FINIS

Ni documents ni calculatrices ne sont autorisés.
Les paragraphes sont indépendants entre eux.
Justifiez vos réponses : briévement mais suffisamment.

1. LE THEOREME DE SYLOW

1.1. Rappeler la définition d’un p-Sylow d’un groupe fini, et énoncer le théoréeme de Sylow.
1.2. En déduire qu’un p-Sylow est distingué si et seulement s’il est unique.
1.3. Déterminer tous les groupes d’ordre 5 et 7, puis d’ordre 35 a isomorphisme pres.

1.4. Déterminer tous les groupes d’ordre 595 = 5 - 7 - 17 a isomorphisme pres.

2. LES 2-SYLOW DE S5 ET DE SLo Fy

2.1. Déterminer I’ordre de S5 et de SLy F5.

2.2. Rappelons que le groupe diédral D, est le groupe des isométries d’un carré.
Expliciter un sous-groupe H < S5 isomorphe a D,. Est-ce un 2-Sylow de S5 ?

2.3. Vérifier que les matrices I = (93), J = (29), K = (92) sont dans SLyF5 et qu’ils
engendrent le sous-groupe @ = {£1, +I,+J, £ K }. Est-ce un 2-Sylow de SLy F5 ?

2.4. Les groupes Dy et () sont-ils isomorphes ? Dans S5 existe-t-il un sous-groupe isomorphe a () ?
Dans SLs F5 existe-t-il un sous-groupe isomorphe a Dy ? Les groupes S; et SLo F5 sont-ils
isomorphes ?

3. GROUPES SIMPLES

3.1. Rappeler la définition d’un groupe simple. Caractériser les groupes abéliens simples.

3.2. Lesquels des groupes symétriques Sz, S3, S4, S5, ... sont simples ?
Lesquels des groupes alternés As, A4, As, ... sont simples ? Détailler le cas Ay.

3.3. Etant donné H < G, construire I’homomorphisme naturel a: G — Sym(G/H). En déduire,
pour H d’indice n > 1, qu’il existe un homomorphisme non-trivial G — .S,,.

3.4. Pour n > 5, le groupe A,, admet-il des sous-groupes d’indice 2,3,4,...,n?

4. LE GROUPE PSLy F5; ...

On rappelle que le groupe F agit (2 gauche) sur F2 \ {0} et que la droite projective du corps F7 est
définie comme le quotient P = F\(F2 \ {0}) = F; U {oc}. On identifie Sym(P) a Ss en notant
n=[n:1],pourn=1,...,7,et8 = [1 : 0]. (Ici, par convention, S agit a droite.) L’action a droite de
SLy F7 sur F? induit une action a droite de PSLy F7 sur P. Pour M = (¢ ) € SLa F; on représente
M = {£M} € PSLyF; par ’homographie hy: z — ijrrs, plus explicitement hpr: [z1 : 29]
[az1 + bza : cz1 + dz3]. On admet que PSLy F7 est simple d’ordre 168 et engendré par 7: z +— 2z + 1
eto: z > —z7 L,

4.1. Onpose « := (1,3)(2,6)(4,5)(7,8).
(a) Donner la décomposition en cycles de T et 0.

(b) Donner la décomposition en cycles de 3 := " et v := 7. Vérifier que 77 = af.
(c) Donner la décomposition en cycles de a”, (37, 47 et les identifier avec «, (3, 7.
Le groupe G = (7, o) est-il inclus dans le normalisateur du groupe V' = («, 3,) dans Sg ?

4.2. Les éléments «, 3,y commutent-ils ? Quel est I’ordre de V' et que vaut son exposant ?
4.3. L’action de G sur V par conjugaison induit-elle un isomorphisme G' = Aut(V') ?

4.4. Qu’a-t-on démontré ? Enoncer le théoréme qui aurait dii étre le titre de ce paragraphe.
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CORRIGE

Les réponses formulées ci-dessous sont un peu plus détaillées que strictement nécessaire ; des raccourcis ou des
variantes sont possibles. Les points sont donnés a titre indicatif ; certaines questions sont peut-étre encore sous-

payées.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.
2.2.

2.3.

2.4.

1. LE THEOREME DE SYLOW

» Définition : Soit G un groupe d’ordre p*q oil p est premier et p t q. Un p-sous-groupe de Sylow ou
p-Sylow de G est un sous-groupe H < G d’ordre p". »» Théoréme de Sylow : Pour tout groupe fini G
et tout nombre premier p il existe au moins un p-Sylow H de G. Tout p-sous-groupe de G est contenu
dans un p-Sylow de G. Tous les p-Sylow de G sont conjugués. Leur nombre m,, = [G : Ng(H)] divise
q et vérifie mp =1 (mod p).

» Supposons que H est I’'unique p-Sylow de G. La conjugaison par g € G envoie H sur le sous-groupe
HY, de méme ordre. Donc HY est un p-Sylow de G, et HY = H par I’hypothése d’unicité. On conclut
que H est distingué dans G. » Réciproquement, supposons que H < G est un p-Sylow de G. Par le
théoreme de Sylow, pour tout p-Sylow K de G il existe g € G de sorte que K = H?. On conclut que
K = H par I’hypothése de normalité.

» Un groupe d’ordre premier p est cyclique (par Lagrange) donc isomorphe a Z, (via le théoreme
d’isomorphisme). » Soit G un groupe d’ordre 35 = 5 - 7. Il existe alors un 5-Sylow Hs et un 7-Sylow
H7 dans G.Onams =1+ ab | 7donc ms = 1,et my = 1 + b7 | 5 donc m7 = 1. On obtient ainsi
Hs <1 G cyclique d’ordre 5 et H7 <1 G cyclique d’ordre 7. » Par Lagrange on a Hs N Hy = {1} et
HsH7 = G.On conclut que G = Hs X H7 2 Zs X Zr =2 Zss.

Soit G un groupe d’ordre 595 = 5 - 7 - 17. Pour p = 5,7, 17 on choisit un p-Sylow H,, et on note m,
le nombre de p-Sylow dans G. » Par le théoréme de Sylow onams = 1+ k5 et ms € {1,7,17,119}.
Par conséquent ms = 1, et Hs est distingué. » D’autre part on trouve my € {1,85} et mi7 € {1, 35},
ce qui ne permet pas encore de conclure.

Voici une démarche possible : » Comme H3 est distingué, le produit K = Hs H7 est un sous-groupe
d’ordre 35, et cyclique d’apres I’exercice précédent. » Le normalisateur de H~ contient K, donc il a
au moins 35 éléments. On a donc m7 = [G : Ng(Hr)] € {1,17}. Par conséquent m7; = 1, et Hr
est distingué. » On en déduit que K = HsH7, étant le produit de deux sous-groupes distingués, est
lui aussi distingué dans G. Par conséquent G = K x Hi7. » La conjugaison de Hi7 sur K induit
un homomorphisme Hiz — Aut(K) = Aut(Zs x Z7) = Z x Z5. » Un tel homomorphisme
est forcément trivial, ce qui veut dire que K et Hqi7 commutent. On conclut que G = K x Hy7 =
Zss X Zn7 =2 Lsgs.

2. LES 2-SYLOW DE S5 ET DE SLs F5
» On trouve |S5| = 5! = 120 et | SLy F5| = (5% — 5°)(5% — 51)/(5 — 1) = 120.

»» On pourrait prendre H = ((1234), (13)). Ceci se vérifie sur un dessin, ou en constatant que H =
((1234)) x {(13)). A noter aussi que ((1234), (12)) = Si n’est pas le groupe cherché. » Comme
|H| = 23 et |S5| = 2% - 15 on a effectivement exhiber un 2-Sylow de Ss.

» Les matrices sont toutes de déterminant 1, donc dans SLo F5. » En dres- . ‘ I J K
sant une table de multiplication comme ci-contre on retrouve les relations T -1 K —J
bien-connues du groupe des quaternions. » En particulier, I’ensemble ) est J|-K -1 I

stable par multiplication et un sous-groupe de SLs F5. » Comme |Q| = 2° K| J -I -1

et|SLe Fs5| = 23 .15 on a effectivement exhiber un 2-Sylow de SLy Fs.

» Non, les groupes Dy et () ne sont pas isomorphes : D4 contient 2 éléments d’ordre 4 (et 5 éléments
d’ordre 2), tandis que @ contient 6 éléments d’ordre 4 (et 1 élément d’ordre 2). » Non, il n’existe pas de
sous-groupe K < S5 isomorphe a () : un tel K, étant d’ordre 8, serait un 2-Sylow de S5, donc conjugué
a H. On aurait alors Q = K = H = Dy, ce qui est absurde. » Pareil, il n’existe pas de sous-groupe
K < SLg F5 isomorphe a D4. » On conclut que les groupes S5 et SL2 [F5 ne sont pas isomorphes. (»
On aurait pu remarquer aussi que le centre de S5 est trivial, alors que le centre de SLo F5 est {1, —1}.)



3.1

3.2.

3.3.

3.4.

4.1.

4.2.

4.3.

44.

3. GROUPES SIMPLES

» Définition : Un groupe G est simple si H <| G implique soit H = {1} soit H = G. (En particulier
on exclut le groupe trivial.) Montrons qu’un groupe abélien est simple si et seulement s’il est d’ordre
premier. » Evidemment si G est d’ordre premier, alors il est simple : par Lagrange les seuls sous-groupes
sont {1} et G. » Réciproquement, supposons que G est abélien simple. Pour tout = # 1 le sous-groupe
() est non-trivial et distingué, donc G = (z). » Si ord(z) = oo, alors {1} # (x?) # G, se qui est
impossible. » L’ ordre est donc fini : ord(xz) = pq avec un nombre premier p > 2. L’élément z7? est
d’ordre p, donc non-trivial et générateur de G. On conclut que |G| = p.

» Le groupe Sz est d’ordre 2 donc simple. Pour n > 3 le groupe S, contient le sous-groupe A, =
ker(sign) qui est distingué et différent de {1} et S,, donc S,, n’est pas simple. » Le groupe As est
d’ordre 3 donc simple. Les groupes A, sont simples pour n > 5 d’apres le résultat du cours. » Le
groupe A4, d’ordre 12, n’est pas simple car il contient le groupe de Klein, V' = ((12)(34), (13)(24)),
qui est distingué d’ordre 4.

» Etant donné H < G on considere G/H = {aH | a € G}. Le groupe G agit & gauche sur
G/H par g - (aH) = (ga)H. L’homomorphisme naturel o: G — Sym(G/H) est donc donné par
a(g)(aH) = (ga)H. » Si H est d’indice n, on peut numéroter les H-classes a droite par 1,...,n
et identifier Sym(G/H) a Sn. Comme G agit transitivement sur les H-classes, I’homomorphisme
G — S, est non-trivial (pourvu que n > 2 bien sfir).

» Un sous-groupe H < A,, d’indice k > 2 donne lieu 2 un homomorphisme non-trivial «: A,, — Sk,
donc ker(a) # A,. » Comme A, est simple, on a ker(a) = {1}, donc « est injectif. » Par conséquent
I'ordre |An,| = $n! est plus petit que I’ordre |Sk| = k!, ce qui équivaut 2 k > n. On conclut que A, ne
peut avoir de sous-groupe d’indice k = 2,...,n — 1. » Bien sir il existe un sous-groupe d’indice n,
par exemple le stabilisateur du point n, qui est simplement une copie de A,,_1 dans A,,.

4. LE GROUPE PSL, F7 EST ISOMORPHE A GL3 Fs.

(a) » Ontrouve 7 = (1234567) et o = (16)(23)(45)(78).
(b) » On calcule d’abord 3 := o = (24)(37)(56)(18) puis v := 37 = (35)(41)(67)(28).
» Effectivement v" = (46)(52)(71)(38) coincide avec of = (17)(25)(38)(46).
(c) » On vérifie que a = « ainsi que 37 = yety? = (.
» D’apres (b), la conjugaison par 7 envoie V sur V7 = (a”,87,77) = (8,7, aB) = V. D’apres (c),
la conjugaison par o envoie V sur V7 = (a?,37,74°) = (a,v,8) = V. » On conclut que le groupe
G = (1,0) normalise V.

» On vérifie, par un calcul direct, que o® = « ainsi que ¥ = a et 37 = B. (On peut vérifier la
premiere égalité et déduire les deux autres de la question 4.1b). » Comme o 7# (3 sont deux éléments
commutant d’ordre 2, on voit que {a, 8) = (a) x (8) est d’ordre 4. » Comme 7y ¢ («, 3) on conclut
que V = (o, B,7) = (@) x (B) X () est un groupe d’ordre 8. » Son exposant vaut 2. (C’est en fait un
espace vectoriel sur [F2 ayant pour base «, 3, ~.)

Comme G normalise V, la conjugaison définit une action de G sur V. » L’homomorphisme a: G —
Aut(V) ainsi obtenu est non-trivial d’apres la question 4.1, donc ker(a) # G. Comme G est simple, on
aker(a) = {1}, donc « est injectif. » D’apres la question 4.2, V' est un espace vectoriel de dimension
3 sur F2. » On peut alors identifier V a F3, et Aut(V) a GL3 Fo d’ordre 7 - 6 - 4 = 168. » On conclut
que « est un isomorphisme.

» On vient de construire un isomorphisme entre G = PSLy F7 et Aut(V') 2 GL3 F2, d’ou le titre, un
peu plus parlant, de ce paragraphe.

Commentaires : Soulignons qu’ici tout est explicite : le choix de la base a, 3, de V induit un iso-
morphisme F§ - V. Ceci permet d’expliciter notre isomorphisme ¢: PSLe F7 = GL3 F2 qui est

) . 001 100 : )
donné sur les générateurs par ¢ (1) = (é 0 (1]) etg (%)= (8 0 (1)) Remarquons aussi que, étant

données de telles matrices 7', 0’ € GL3 o, il est loin d’étre trivial de vérifier que I’application 7 — 7’
et o — o' se prolonge en un homomorphisme PSL2 F; — GL3 F2. Lapproche ci-dessus résout ce
probleme de maniére constructive.
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CONTROLE CONTINU 2005/1— GROUPES FINIS

1. GROUPES SYMETRIQUES ET ALTERNES

1.1. Pouro = (1,2)(3,4)(5,6)(7,8,9)(10, 11, 12), quel est le cardinal de la classe de conjugaison
de o dans Si3 et du centralisateur de o dans Sy3 ? Expliciter (sans justification) une famille
génératrice du centralisateur.

1.2. Prouver qu’un sous-groupe H < G d’indice 2 d’un groupe G contient le sous-groupe dérivé
G =[G,G] = {]a,b] | a,b € G'). En déduire les sous-groupes d’indice 2 de S13.

2. GROUPES SIMPLES
2.1. Rappeler la définition d’un groupe simple.
Caractériser les groupes abéliens simples.

2.2. Lesquels des groupes symétriques S5, S3, .54, S5, ... sont simples ?
Lesquels des groupes alternés As, A4, As, ... sont simples ?
Lesquels des groupes linéaires PSL,, I, sont simples ?

3. LE THEOREME DE SYLOW
3.1. Rappeler la définition d’un p-Sylow d’un groupe fini G. Enoncer le théoreme de Sylow.
3.2. En déduire qu’un p-Sylow de G est distingué si et seulement s’il est I’'unique p-Sylow de G.
3.3. Déterminer tous les groupes d’ordre 7777 & isomorphisme pres.

3.4. Montrer qu’un groupe d’ordre 105 ne peut étre simple.

4. LES 2-SYLOW DE PSL3 F4 ET DE Ag

4.1. Soit F4 un corps de cardinal 4. Déterminer 1’ordre de GLg3 F4, puis de SL3 F4 et de PSL3 Fy.
Est-ce que PSL3 Iy et Ag ont méme cardinal ?

Les exercices suivants ont pour but d’étudier la possibilité d’un isomorphisme entre PSL3 F, et As.

On rappelle que si z, y sont deux éléments d’un groupe G, le conjugué de x par y est ¥ = y~txy.

4.2. On se propose d’expliciter un 2-Sylow de SLg3 F.

(a) Prouver que T' = {(é ((1; g) | a,b,c e IE‘4} est un sous-groupe de SL3 [Fy.
Ce sous-groupe 7' est-il un 2-Sylow de SL3 F4 ?
laO 100 10c¢
(b) Pour a,b,c € F4 on pose o, = (8 ! 9) et O, = (8 ! 11;) et v, = (8 ! (1)) Calculer
QaYe €t Ve, PUiS Bpye et v.Op, ainsi que le commutateur [, 5] = a;lﬂb_laaﬂb.

(c) Etablir que tout ¢t € T admet une écriture unique de la forme ¢ = «, Gy avec a, b, c €
Fy.
Déterminer le centre Z(T") du groupe T et vérifier qu’il est d’ordre 4.
4.3. On se propose d’expliciter un 2-Sylow de Ag. Dans le groupe symétrique Sg on considere
les permutations ¢ = (1,2)(3,4), b = (5,6)(7,8), ¢ = (3,4)(5,6), f = (1,3)(2,4),
9= (57 7)(67 8) eth = (17 5)(2a 6)(37 7)(47 8)

(a) Prouver que les éléments a, b, ¢, f, g, h sont dans le groupe alterné Asg.

(b) Prouver que le sous-groupe E = (a, b, ¢) engendré par a, b, c est commutatif et que tous
ses éléments non triviaux sont d’ordre 2.

(c) Calculer les conjugués a’,b%,cf a9,b9,¢9, f9, g5, a" ", c", f, g". En déduire que £
est un sous-groupe distingué de chacun des sous-groupes F' = (a, b, ¢, ), G = (a,b, ¢, f, g)
et H={a,b,c, f,qg,h) de Asg, et que G est distingué dans H.

(d) Déterminer les ordres des groupes E, F', G et H. En déduire que H est un 2-Sylow de
As.



(e) Montrer que le centre de H est le groupe d’ordre 2 engendré par ab = (1, 2)(3,4)(5,6)(7, 8).
4.4. Les groupes PSL3 F,4 et Ag sont-ils isomorphes ?
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1.1.

1.2.

2.1.

2.2.

3.1.

3.2.

3.3.

CORRIGE

1. GROUPES SYMETRIQUES ET ALTERNES

Le centralisateur de o = (1,2)(3, 4)(5,6)(7,8,9)(10, 11, 12) dans Si3 est d’ordre 233! - 322! = 1728,
la classe de conjugaison a donc #33‘,22, = 3603600 éléments. Les cycles a = (1,2), b = (3,4),
¢ = (5,6),d = (7,8,9), e = (10,11,12) commutent entre eux et avec 0 = abede : il s’agit de
la décomposition de o en cycles disjoints. On voit aussi que f = (1,3)(2,4) et g = (3,5)(4,6)
commutent avec les 3-cycles d, e et permutent les 2-cycles entre eux : a’ = b, b’ = a, ¢/ = c ainsi que
a? = a, b = ¢, ¢? = b. En particulier 0/ = 69 = ¢. De manigre analogue, h = (7,10)(8,11)(9, 12)
commute avec les 2-cycles a, b, ¢ et permute les 3-cycles entre eux : d* = e, e = d. En particulier
o" = o. Le centralisateur de o contient donc le sous-groupe (a, b, ¢, d, e, f, g, h) = (a,d, f, g, h).

Pour information : les éléments a, b, c,d, e, f, g, h engendrent effectivement tout le centralisateur.
On peut vérifier que (a,b,c,d, e, f,g,h) = ({(a,b,c) x {f,g)) x ((d,e) x (h)) avec {(a,b,c) = Z3
d’ordre 2° et (f,g) = Ss d’ordre 3!, ainsi que (d,e) = Z3 d’ordre 3% et (h) = S» d’ordre 2!. Le
sous-groupe engendré par a, b, ¢, d, e, f, g, h est donc d’ordre 233! - 322! comme souhaité.

Un sous-groupe H < G d’indice 2 est distingué ; le quotient G/H est donc un groupe et la projection
canonique p: G — G/H un homomorphisme de groupes. Le groupe G/ H, étant d’ordre 2, est iso-
morphe 2 Zs. En particulier G/ H est abélien, et H = ker(p) contient G’ = [G, G|. Application : Un
sous-groupe H d’indice 2 dans S13 contient le groupe commutateur : d’apres le cours on a S13 = Ais,
qui est lui-méme d’indice 2. On conclut que H = A3 est le seul sous-groupe d’indice 2 dans Sis.
(Cet argument a lieu dans tout groupe symétrique Sy,.) Variante : si H est d’indice 2 dans Si3, alors
p: S13 — Si3/H est une surjection sur un groupe d’ordre 2, donc isomorphe a {+1}. D’autre part la
signature est le seul épimorphisme S13 — {£1}. On conclut que ker(p) = ker(sign) = Ais.

2. GROUPES SIMPLES

Définition : Un groupe G est simple si H <t G implique soit H = {1} soit H = G. (En particulier
le groupe trivial n’est pas simple.) Montrons qu’un groupe abélien est simple si et seulement s’il est
d’ordre premier. Evidemment si G est d’ordre premier, alors il est simple : par Lagrange les seuls sous-
groupes sont {1} et G. Réciproquement, supposons que G est abélien simple. Soit x # 1. L’ordre de x
est forcément fini : si ord(z) = oo, alors {1} C (z?) C (z) C G, et G ne serait pas simple. On peut
méme supposer x d’ordre premier. (Si ord(z) = pq avec un nombre premier p > 2, alors ¢ est d’ordre
p.) Le sous-groupe (x) est non trivial et distingué, donc G = (z) est cyclique d’ordre p.

Le groupe S2 est d’ordre 2 donc abélien simple. Pour n > 3 le groupe S,, n’est pas simple, car A,, =
ker(sign) est un sous-groupe distingué propre. Le groupe As est d’ordre 3 donc abélien simple. Les
groupes A,, sont simples pour n > 5 d’apres le résultat du cours. Le groupe A4, d’ordre 12, n’est pas
simple car il contient le groupe de Klein, V' = ((12)(34), (13)(24)), qui est distingué d’ordre 4. Les
groupes PSL,, F, sont simples pour tout n > 2 et tout ¢ = p? (avec p premier et d > 1) avec deux
exceptions : Ne sont pas simples PSLa Fo 22 S3 d’ordre 6, et PSL2 F3 =2 A4 d’ordre 12.

3. LE THEOREME DE SYLOW

Définition : Soit G' un groupe d’ordre pPq ot p est premier et p t q. Un p-sous-groupe de Sylow ou
p-Sylow de G est un sous-groupe H < G d’ordre p®. Théoréme de Sylow : Pour tout groupe fini G et
tout nombre premier p il existe au moins un p-Sylow H de G. Tout p-sous-groupe de G est contenu dans
un p-Sylow de G. Tous les p-Sylow de G sont conjugués. Leur nombre m, = [G : Ng(H)] divise g et
vérifie mp = 1 (mod p).

Supposons que H est ’'unique p-Sylow de G. La conjugaison par ¢ € G envoie H sur le sous-
groupe HY, de méme ordre. Donc HY est un p-Sylow de G, et HY = H par I’hypothése d’unicité.
Réciproquement, supposons que H <1 G est un p-Sylow de G. Par le théoréme de Sylow, pour tout p-
Sylow K de G il existe ¢ € G de sorte que K = HY. On conclut que K = H par I’hypothése de
normalité.

On a la décomposition 7777 = 7 - 11 - 101. D’apres le théoreme de Sylow il existe exactement un
7-Sylow A (22 Zr), exactement un 11-Sylow B (2 Zi11), et exactement un 101-Sylow C (2 Zio01)
dans G, et chacun de ces sous-groupes est distingué. En particulier on a (A, B) = AB car A® = Aet
B* = B, méme (A,B) = A x Bcar AN B = {1} et [A, B] = {1}. (Pour rappel : tout élément de
AB s’écrit de maniére unique comme ab avec a € Aetb € B. Side plus AZ = A et BA = B, alors



3.4.

4.1.

4.2.

4.3.

b b1

-1
a’ b = ba = ab”, donc a = a et b = b" par unicité.) En répétant le méme raisonnement avec
A x BetConobtient G = A x B x C, donc G £ Zr777 par le théoréme des restes chinois.

Soit G un groupe d’ordre 105 = 3 - 5 - 7. Pour le nombre m,, des p-Sylow on obtient m3 € {1, 7},
ms € {1,21} et my € {1, 15}. Si aucun entre eux valait 1, alors on aurait 7 - 2 = 14 éléments d’ordre
3, puis 21 - 4 = 84 éléments d’ordre 5, et 15 - 6 = 90 éléments d’ordre 7, au total plus que 105 éléments
dans G, ce qui est absurde. Alors m3 = 1 ou ms = 1 ou m7 = 1; mais dans ce cas G admet un sous-
groupe distingué propre, donc GG n’est pas simple. Pour information : 1l y a seulement deux groupes
d’ordre 105 a isomorphisme prés, & savoir Zs X Zs X Z7 = Zios et Zs X (Z7 X Zs3).

4. LES 2-SYLOW DE PSL3F4 ET DE Ag

Ona|GL3F4| = (4% —4°)(4®>—4")(4%—-4%) = 2°.3*.5.7 = 181440 donc | SL3 F4| = 26.3%.5.7 =

60480 puis | SL3 F4| = 2° - 3% - 5. 7 = 20160. Effectivement | SL3 F4| = |As| = 18L.
, a’ ¢ / ! b
(a) Evidemment T’ contient 1’identité ((1) ? 8), les produits ( (lJ i g) ( (1) 1 ) = ((1) ata C*fjl,/“ >
001 001/ \00 1 0 0 1
ac) 1 1 —a —c+ab
15b (o 1 —b ) C’est donc un sous-groupe GL3 Fy,
01 00 1

méme de SL3 Fy. L’ ordre de T étant 4° = 2°, ¢’est bien un 2-sous-groupe de Sylow de SL3 Fy.

lac 10c L. 10 ab
(b) On trouve qVe = Yetg = (8(1)(1)) et Bove = Yelp = (8(1]117),a1ns1 que [aa, B8] = (8% (1J>

Autrement dit . commute avec o, et 3y, tandis que o, et 5, commutent ssia = 0 ou b = 0.

1 a ab+tc lac L. P
(¢) On a aufBpy. = (0 1 b ) donc t = (8 (1) 117) s’écrit comme ¢ = a4 Fp7Yc—ab €t cette écriture
00 1

( o 1
et (forcément) aussi les inverses (8 ) =

est unique. Supposons que z = .3y, est dans le centre de 7T". En particulier z commute avec
a1, donc aafrye = (@afoye)®t = aafy7e. Mais ceci implique que 8, commute avec o,
donc b = 0. De méme, z commute avec (1, donc aaBpye = (aBe7e)® = B Byy., donc
a = 0. Par conséquent les éléments du centre sont nécessairement de la forme .. Réciproquement

tout . est dans le centre, car il commute avec tout élément a,’ By y.r. On conclut que le centre
Z(T) = {(é g §) |ce IF4} est d’ordre 4. (On remarque plus précisément que (Z(7T), ) =
(Fa, +) = Z3)

(a) Les permutations a = (1,2)(3,4), b = (5,6)(7,8), ¢ = (3,4)(5,6), f = (1,3)(2,4), g =
(5,7)(6,8) eth = (1,5)(2,6)(3,7)(4, 8) sont chacun un produit de deux ou quatre transpositions,
donc de signature +1. Autrement dit, a, b, ¢, f, g, h € As.

(b) On voit que a et b sont a support disjoint, en particulier ils commutent. On vérifie que a® = c et
b° = b, donc a, b, c commutent entre eux. Tout élément de £ = (a, b, ¢) est donc de la forme
e =ab’cY avec a, 8,7 € {0, 1}, et vérifie e = a?*b*P?Y = id.

(¢) Ontrouve a’ = a, b = b, ¢/ =ac,a? = a, b9 = b, 7 = be, f9 = f,gf = g,ah = b,
b = a, " = abe, f* = g, g" = f. Ainsi E = (a,b, ¢) est normalisé par chacun des éléments
a,b,c, f,g,h c’est-a-dire que E* = E* = E° = Ef = EY = E" = E. On conclut que F
est distingué dans F' = (E, f), G = (E, f,g) et H = (E, f, g, h). Pour la méme raison on a
Gh =G, donc G < H.

(d) On a {(a,b) = (a) x (b), produit direct d’ordre 4 car a et b sont a support disjoint. Comme
c ¢ {id,a,b,ab}, on a {a,b,c) = (a) x (b) x (c) d’ordre 8 (isomorphe & Z3). Pour la méme
raison on voit que (f, g) = (f) x (g) est d’ordre 4 (isomorphe a Z3). On remarque que 1’action
de E décompose {1,2,3,4,5,6,7,8} en orbites {1,2},{3,4},{5,6},{7,8}, alors que (f, g)
a pour orbites {1,3},{2,4},{5,7},{6,8}. En particulier £ N (f,g) = {id}. Par conséquent
F=(E,f)y=FE x (f)estd’ordre 16, puis G = (E, f,g9) = F x (¢9) = E x (f, g) estd’ordre
32. L’action de G décompose {1,2,3,4,5,6,7,8} en orbites {1, 2,3,4}, {5,6,7,8}. On voit fi-
nalement que h ¢ G, donc H = G x (h) est d’ordre 64. Comme |Ag| = 2°-3% -5 -7, on conclut
que H est effectivement un 2-sous-groupe de Sylow de As.

(e) Onvoitque ab = (1,2)(3,4)(5,6)(7,8) estdans le centre de H, car il commute avec a, b, ¢, f, g, h
d’apres les calculs précédents. Réciproquement supposons que z € H est central. Si z(1) €
{5,6,7,8} alors 2° # z, etsi z(1) € {3,4,5,6} alors z° # z. Il ne reste que la possibilité
z(1) € {1,2}. De méme on trouve z(2) € {1,2}. Deux cas se présentent : si z(1) = 1 et
2(2) = 2, alors z = 2! implique 2(3) = 3 et 2(4) = 4, puis z = 2" implique z(5) = 5,
z(6) = 6, 2(7) = 7, 2(8) = 8, donc z = id. Sinon, on a forcément z(1) = 2 et 2(2) = 1, et on
peut appliquer le raisonnement a zab : comme zab fixe 1 et 2, on conclut que zab = id. Ainsi le
centre de H est effectivement réduit 8 H = {id, ab}, comme énoncé.



4.4. S’il existait un isomorphisme ¢: PSLgF4 = Ag, alors ¢(7") serait un 2-Sylow de Ag, donc conjugué
a H. En particulier on aurait un isomorphisme 7' = H. Mais le centre Z(T') est d’ordre 4 tandis que le
centre Z(H) est d’ordre 2, donc 7" % H. On conclut que les groupes simples PSL3 F4 et Ag, bien que
de méme ordre, ne sont pas isomorphes.
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Feuille A1 — POLYNOMES SYMETRIQUES

Résumé. On considere I’action du groupe symétrique .S,, sur I’anneau des polynémes A[ X1, ..., X,]
par permutation des variables. Les polyndmes invariants sont appelés polynomes symétriques. 11 est
un fait tres remarquable que les polyndmes symétriques forment une algebre libre, librement en-
gendrée par les polynomes symétriques élémentaires. Cette feuille d’exercices en donne une preuve en
développant un algorithme de réécriture.

1. ANNEAU DES INVARIANTS ET POLYNOMES SYMETRIQUES

1.1. Soit a«: G x B — B une action d’un groupe G sur une A-algebre B. Expliciter ce que
I’on exige (parfois de maniere sous-entendue) d’une telle action pour qu’elle corresponde a
un homomorphisme de groupes p: G — Aut4(B). Montrer que I’ensemble des éléments
invariants B¢ = {b € B | gb = b pour tout g € G'} est une sous-algebre de B.

Remarquons qu’une action bénigne peut produire un anneau des invariants bien compliqué :

1.2. Soit g = (' %) € GL2Q. Le groupe G = (g) est d’ordre 2 et agit sur Q[X,Y] par
g-X =—Xetg-Y = —Y.Montrer que Q[X, Y] est le sous-anneau Q[ X2, XY, Y?]. Est-il
factoriel ? Est-ce une QQ-algebre libre ?

En vue de cet exemple, on apprécie peut-étre mieux la beauté des polyndmes symétriques :

1.3. Rappeler la définition/construction de 1’action naturelle de S,, sur A[Xq, ..., X,].
Enoncer le théoréme sur la structure de 1’anneau des invariants A[X7, . .., X,]%".

1.4. Essayez de réécrire les polyndmes suivants en termes de polynomes symétriques élémentaires :
X12 +X22, (Xl — X2)2, Xin) +X§, (Xl — X2)2(X2 — X3)2(X1 — X3)2. (Sl aprés réflexion
vous n’arrivez pas, lisez la suite pour une méthode générale).

2. ORDRE LEXICOGRAPHIQUE DES MONOMES

On ordonne les n-uplets @ € N™ par ordre lexicographique : deux éléments «, 5 € N™ vérifient la
relation o < (3 s’il existe un indice i € {1,...,n} telque oy = B1, ..., aj—1 = Bi—1, et a; < G;. Les
n-uplets ac € N™ sont en bijection avec les monémes X* = X! --- X2, I’ordre sur N” induit alors
un ordre sur les monomes.

2.1. Voici quelques propriétés remarquables de 1’ordre lexicographique :
(a) Tout ensemble non vide I C N™ possede un plus petit élément.
(b) Pour o, o/, 3 € N" larelation a < o/ implique o + 3 < o’ + 5.
(c) En déduire que o < &’ et § < 3’ impliquent o + 3 < o’ + .
2.2. Pour a¥ € N" il existe en général une infinité d’éléments o € N™ vérifiant o < . (Quelles

sont les exceptions ?) Par contre, montrer qu’il n’y a pas de “descente infinie” a® > o' >
a? > ... : toute suite décroissante devient stationnaire.

Pour un polynéme non nul P = " p,X“ on définit son degré lexicographique, noté degiex(P),
comme le plus grand n-uplet i € N” tel que p,, # 0; le terme dominant est dom(P) := p, X", le
coefficient dominant est cdom(P) := p,,. Pour le polyndme nul on pose dom(0) := 0, cdom(0) := 0
et degjex (0) := —o0. Voici quelques exemples qui illustrent ces notions :

2.3. Dans le cas d’une variable, vérifier que 1’on obtient les notions usuelles.

2.4. Ordonner les mondmes de P = X,X3 + X3X3 + X3X2 + XoX3X; + X3X5X,
par ordre lexicographique. Quel est le terme dominant? Le polyndme est-il symétrique ?
Déterminer le sous-groupe G < S3 qui laisse P invariant.

2.5. Le polyndme P = Y g o(XaX$XZ) est-il symétrique? et Q = >, 7(XoXFX2)?
Déterminer le degré lexicographique ainsi que le terme dominant. Quel est le rapport entre les
coefficients de P et le stabilisateur du mondme en question ?



3. ALGORITHME DE REECRITURE POUR LES POLYNOMES SYMETRIQUES

Soit A un anneau commutatif unitaire. On se propose de montrer que tout polynome symétrique
P € A[Xy,...,X,] s’écrit de maniére unique en fonction des polyndmes symétriques élémentaires
S1, ..., 8n, définis par I’équation

(T+ Xl)(T + X2) s (T + Xn) =T" + S1Tn_1 + SQT"_Q + -+ 5,

En utilisant I’ordre lexicographique, nous pouvons déduire le théoréme comme suit :

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

4.1.

4.2.

4.3.

44.
4.5.

5.1.

5.2.

5.3.

54.

Montrer que deglex(PQ) = degiex(P) + degiex(Q) et dom(PQ) = dom(P)dom(Q),
pourvu que (i) A soit intégre, ou (ii) au moins un des polyndémes P et () soit unitaire. En

déduire a nouveau que I’anneau A[X7, ..., X,] est integre si et seulement si A I’est.
Déterminer le terme dominant de s;, puis de s7's52 . .. sv» pour v € N™.

Analyser le degré lexicographique d’un polyndéme symétrique P # 0.

Trouver Q = cs}s5? ... st tel que deglex (P — Q) < degex(P).

En déduire un algorithme pour réécrire un polynéme symétrique en fonction des polynémes
symétriques élémentaires. Pourquoi cet algorithme s’arréte-t-il ?

Réécrire les polyndmes de 1’exercice 1.4. Méme question pour X7 X3 + X2 X2 + X3 X2, puis
X3 Xo+ X1 X35 + X7 X3 + X1X35 + X5 X3+ XoX35. (Ajouter d’autres exemples. )
Déterminer le terme dominant d’un polyndme non nul R = ) r,s7"s5%...50", en mon-
trant que cdom(R) = r, pour un indice v a préciser. En déduire que R = 0 si et seulement si
To = 0 pour tout a. Conclure que I’écriture en fonction des polynomes s1, . . ., s, est unique.

4. LES FORMULES DE NEWTON

Dans A[X1,...,X,] on considére les polyndmes p; = >, XF avec & > 1. Evidemment
p1L=>, , Xi = s1. Rappeler les formules de Newton exprimant pj, en fonction des sy.

Soient x1, 2,23, 24 € C les quatre racines du polyndme 3X* + 7X3 + 6X2 + 8X + 6.
Déterminer la valeur de x{ + x5 + 23 + zjetde 7' + a5t + a3t + a7t
Soient a,b,c € Ctelsque a +b+c=1leta? +b%+c? =2eta® + b + 3 = 3. Calculer la
valeur de a* + b* + ¢*. Pour tout n € Nonaa™ + b" + ¢" € Q alors que a, b, c ¢ Q.
Peut-on exprimer tout polyndme symétrique sur A en fonction des polynomes py, ?
Pour une matrice A € Mat(n x n,C) on pose b, = tr(A¥) et P4 = det(T -id+A) =
T" + ;T + -+ + ¢,. (Cest le polyndme caractéristique apres remplacement 7" +— —T'.)

(a) Expliquer pourquoi b; = ¢, puis expliciter le rapport entre by, et ck.

Indication : justifier d’abord qu’il suffit de regarder une matrice A triangulaire.

(b) En déduire un algorithme pour calculer le polyndme caractéristique d’une matrice A,
de sorte que le coiit en nombre d’opérations arithmétiques soit d’ordre n?.

5. POLYNOMES ANTISYMETRIQUES ET ALTERNES

Redémontrer que P € A[X] vérifie P(a) = O poura € Asi et seulement s’il existe Q € A[X]
tel que P = (X — a)@. En déduire que P € Z[X, Y] vérifiant P(X,Y) = —P(Y, X)) s’écrit
comme P = (X — Y)Q avec Q € Z[X,Y] symétrique.

On rappelle que le polyndme A = [],.; ., (X; — Xj;) dans Z[Xy,..., X,] est anti-
symétrique dans le sens que o(A) = sign(o) - A pour toute permutation o € S,,. Mon-
trer que tout polyndme antisymétrique P € Z[X1,. .., X,] s’écrit comme P = QA avec @

symétrique. Exprimer le déterminant de Vandermonde det (X f _1) 1<ij<n ©0 fonction de A.

Un polyndme P € A[X3,...,X,] est alterné si cP = P pour tout o € A,,. En supposant
2 € A*, montrer que P = P, + P_ avec P, symétrique et P_ antisymétrique. Conclure que
A[X1,...,X,]4 = Als1,. .., sn, A]. Est-ce une algebre libre ?

Montrer que t = 3. o, o(X{7h - X2 5X0 ettt =3 4 o(XPTH X2 X))
sont deux polyndmes alternés. Vérifier que t + t* est symétrique alors que A = ¢t — t* est
antisymétrique. Montrer que A[X1, ..., X,]4" = A[s1,...,5,,t], mémesi 2 ¢ A*.
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.1.

2.2.

Feuille A2 — FACTORIALITE

1. ANNEAUX DE POLYNOMES ET FACTORIALITE

Rappeler la définition d’un anneau euclidien / principal / factoriel. Est-ce que Q[X] est eu-
clidien ? principal ? factoriel ? et Z[X ] ? et Q[ X, Y] ? (On pourra regarder 1’idéal (2, X) dans
Z[X], puis I'idéal (X,Y") dans Q[X,Y].)

Un anneau factoriel peut contenir un sous-anneau non factoriel ; ¢’est méme possible dans un
anneau de polynémes ! L'ensemble A = {P € Q[X] | P'(0) = 0} est-il un sous-anneau de
Q[X]? A-t-on A = Q[X?, X3]? Cet anneau est-il factoriel ? Montrer que tout élément de A
s’écrit comme produit de polyndmes irréductibles dans A (par récurrence sur le degré).

Voici un exemple voisin qui ne parle que de nombres naturels. Pour tout & € N I’ensemble
M, = {kn+ 1 | n € N} est un sous-monoide de (N, -). Définir les notions d’élément
inversible / composé / irréductible dans Mj,. Déterminer la nature de 1,4, 7,10, 13,16, ...
dans Ms;. Est-ce que tout élément de Mj est produit d’éléments irréductibles ? Une telle
décomposition est-elle unique ? Que dire du monoide Ms ?

Dans certains anneaux il existe des éléments qui ne s’écrivent méme pas comme produit
d’éléments irréductibles. En voici un exemple : On commence par 1’anneau des polynomes
Ag = Q[X] en une variable X. Puis on considere A; = Q[X 2], qui est simplement I’anneau
des polynomes ot la variable s’ appelle X z.0n regarde Ay comme sous-anneau de A;, suivant
la convention usuelle X = X7 - X7. De Ilnéme, pour tout k > 0, on considere A, = Q[X 2%]
comme sous-anneau de A1 = Q[X 2F¥T]. On obtient ainsi une chaine infinie d’anneaux
Ayg C Ay C Ay C ... Vérifier que la réunion A = Ak est un anneau commutatif uni-
taire, de maniere naturelle. (Etant donnés a,b € A se ramener a un sous-anneau A;.) On a
A* = Q, en particulier X 36 € A est non inversible pour tout k. Conclure que X ne s’écrit
pas comme produit de facteurs irréductibles dans A.

2. LE LEMME DE GAUSS

Soit A un anneau intégre. Vérifier que deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) pour tout P, Q € A[X].
En déduire que A[X] est intégre et que A[X]* = A*. A titre d’avertissement, montrer que
2X + 1 est inversible dans Z,[X]. Effectivement, Z4[X|* = {2PX £ 1 | P € Z4[X]}.
Pour p € A I’'homomorphisme quotient g: A — A/pA se prolonge en un homomorphisme
G: A[X] — (A/pA)[X] avec G(X) = X. En déduire que A[X]/pA[X] = (A/pA)[X].
Conclure que p est premier dans A si et seulement s’il est premier dans A[X].

Dans la suite on suppose que A est un anneau factoriel et K = Frac(A) son corps des fractions.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Pour P € A[X] rappeler la décomposition P = cont(P) prim(P) en contenu cont(P) € A
et partie primitive prim(P) € A[X]. Décomposer ainsi P = X3Y + X3 + X?Y? — X2 +
XY3 — XY dans Q[Y][X] (ici A = Q[Y]) puis dans Q[X][Y] (ici 4 = Q[X)).

Montrer prim(PQ) = prim(P) prim(Q) et cont(PQ) = cont(P) cont(Q) al’aide de ’exer-
cice 2.2. Lillustrer pour P = 4X? —6X + 10et Q = 3X3 — 12 sur Z.

Pour P € K[X] expliciter a € A ~\ {0} tel que aP € A[X]. Définir une décomposition
P = cont(P) prim(P) en contenu cont(P) € K et partie primitive prim(P) € A[X]. A-t-
on toujours prim(PQ) = prim(P) prim(Q) et cont(PQ) = cont(P) cont(Q) ?

Enoncer le théoreme de Gauss sur la factorialité de A[X], et caractériser les polynomes
irréductibles dans A[X]. A titre d’avertissement, donner un polyndme dans Z[X] qui est
réductible dans Z[X] mais irréductible dans Q[X]. La situation réciproque est-elle possible ?

Soient P, @ € A[X] deux polyndmes primitifs. Dans K [X] I’algorithme d’Euclide permet de
calculer un pged R € K[X]. Est-ce que prim(R) est un pged de P, () dans A[X]?

Supposons que I’on sache calculer le pged dans A. Expliciter un algorithme pour calculer le
pged dans A[X]. L'appliquer a P = 24 X3 — 81 et Q = 24X? — 72X + 54 dans Z[X], puis a
P=XY3+X?Y -Y?2-XetQ=XY?- X3 —Y?+ X?dans Q[X,Y].



3.1.

3.2

3.3.

34.

3. EXTENSIONS QUADRATIQUES DE Z

(Rappel) Les entiers de Gauss Z][i] forment un sous-anneau de C, avec Aut(Z[i]) = {id, conj}.
Lapplication N(z) = 2z est multiplicative et a valeurs dans N. Ona N(z) = 0ssiz = 0, et
N(z) = 1 ssi z est inversible dans Z][i]. Tout ¢ € C admet une approximation z € Z[i] avec
|g — z|> < %. On en déduit que Z[i] est euclidien par rapport a .

Comme second exemple, regardons I’anneau Z[j] avec j = e?™/3 = —1 + £./3. Montrer que
j est racine de X2 + X + 1. Dessiner Z[j] dans le plan complexe. Vérifier que Aut(Z[¢]) =
{id, conj}. Déterminer le groupe Z[j]*. Montrer que tout ¢ € C admet une approximation
z € Z[j] avec | — z|* < . Conclure que Z[j] est euclidien par rapport a N.

Ces deux exemples motivent de regarder plus généralement les extensions quadratiques de Z.
Soit P = uX? + vX + w un polyndme irréductible dans Z[X], et &, £* € C ses deux racines.
(a) Montrer que K = {a + b¢ | a,b € Q} est un sous-corps de C.

Vérifier que (1, &) est une base de K sur son sous-corps Q.

(b) Montrer que A = {a+b¢ | a,b € Z} est un sous-anneau si et seulement si P est unitaire.
Vérifier que £* € A, conclusion spécifique aux extensions quadratiques.

(c) On suppose désormais P unitaire. Vérifier que (a + b€)* := a + b€* définit un auto-
morphisme de 1’anneau A. En déduire que G = Aut(A) est d’ordre 2. Indication : Tout
automorphisme o: A — A fixe Z. Quelles sont les images possibles de & ?

Remarque : Dans le cas ou £, £* € C~\ R sont complexes non réelles, vérifier que £ — &*
est la conjugaison complexe usuelle, donc Aut(A) = {id, conj}.

(d) Conclure que I’anneau des invariants AC est exactement Z.

Certaines propriétés de ces extensions sont d’une nature tres générale, non limitée au cas qua-
dratique. Soit A un sous-anneau de C tel que son groupe d’automorphismes G = Aut(A) soit
fini et le sous-anneau invariant soit A® = Z. On définit N: A — Z par N(a) :=[], s a°.

(a) Vérifier que N est effectivement a valeurs dans Z, comme énoncé.

(b) Montrer que N est multiplicative, et que N (a) = 0 équivaut a a = 0.

(c) Montrer que a est inversible dans A si et seulement si N (a) est inversible dans Z.
(d) Montrer que a est irréductible dans A si N (a) est irréductible dans Z.

(e) Montrer que tout élément de A s’écrit comme produit de facteurs irréductibles.

Le caractere euclidien / principal / factoriel, par contre, doit étre étudié cas par cas :

3.5.

3.6.

Pour ¢ = i+/2 dessiner Z[¢] dans le plan complexe. Déterminer Z[¢]¥. Vérifier que tout ¢ € C
admet une approximation z € Z[¢] avec |q — z|? < 2. Conclure que Z[iv/2] est euclidien par
rapport a N(z) = zz.

Pour ¢ = i+/3 dessiner Z[¢] dans le plan complexe. Déterminer Z[¢]*. Vérifier que tout ¢ € C
admet une approximation z € Z[{] avec |q — z|* < 1, mais cette borne ne peut &tre améliorée.
Expliquer pourquoi I’approche euclidienne ci-dessus échoue ici.

A priori, I’anneau Z[i1/3] pourrait étre euclidien par rapport & un autre stathme. Il n’en est rien —
Z[i \/§] n’est méme pas factoriel, comme montre 1’exercice suivant :

3.7.

3.8.
3.9.

Enumérer les plus petites valeurs de N: Z[iv/3] — N. En déduire que z € Z[i\/3] avec
N(z) = 4 est irréductible dans Z[i1/3]. Contempler I’équation 2 - 2 = (1 +iv/3)(1 — i\/3).

De maniére analogue, montrer que Z[i1/5] n’est pas factoriel. De méme pour Z[iv/7].

Soit d un entier négatif congru a 1 modulo 4. On pose £ = %(1 + \/&) Trouver le polyndme
irréductible de ¢ sur Q. Expliciter N (&) puis N(a + b). Soit D la distance maximale de
g € Cauréseau Z[¢]. Si D < 1, I'anneau Z[¢] est-il euclidien ? Expliquer comment trouver
¢ € C qui maximise la distance au réseau Z[¢]. Expliciter D en fonction de d, puis conclure
que I'inégalité D < 1 équivaut a d € {—3,—7,—11}. Indication : Si A est un triangle de
cotés a, b, ¢, et que A est son aire et R le rayon du cercle circonscrit, alors abc = 4AR.
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

L.5.

1.6.

1.7.

2.1.

2.2.

2.3.

24.

Feuille A3 — EXERCICES DIVERS SUR LES POLYNOMES

1. QUELQUES QUESTIONS DU COURS ET DE REVISION

Vérifier que X2 — 1 € Zg[X] admet quatre racines. En quoi est-ce surprenant ?

Contempler I’équation X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) = (X — 3)(X + 3) sur Zs.

Soit A un anneau intégre. Montrer qu’un polynéme P € A[X] de degré n admet au plus n
racines dans A (comptées avec multiplicités ; formuler d’abord un énoncé plus précis).

Soit A un anneau commutatif unitaire. Si A est intégre et de cardinal fini, alors A est un corps.
De maniere analogue : soit A un algeébre commutative sur un corps K. Si A est integre et de
dimension finie sur K, alors A est un corps. (On regardera 1’application v, : * — ax.)

Si M est une matrice n x n a coefficients dans un anneau commutatif A, telle que 1’application
associée A" — A™ est surjective, alors M est inversible. Peut-on remplacer surjectif par
injectif ? et si A était un corps ?

Si ¢: A — B est un homomorphisme d’anneaux bijectif, d’inverse v, alors ¢: B — A est
un homomorphisme d’anneaux.

Soit ¢p: A = K[Xo, X1,...,X,] — K[Yp,Y1,...,Y,] Phomomorphisme de K-algébres
défini par ¢(Xo) = Yp et ¢(Xi) = YY) pour tout & = 1,...,n. Montrer ¢ est un iso-
morphisme sur la sous-algébre B engendrée par les monémes Y, ° Y] - - - Y/~ vérifiant vy >
vy + -+ + v,. Expliciter I’inverse 1, puis vérifier qu’il est un homomorphisme d’anneaux
(d’abord de maniere directe, puis en utilisant 1’exercice précédent).

Soit A un anneau integre, et P € A[X] C A[X,Y]et Q € A[Y] C A[Y, X] = A[X,Y]
deux polyndmes. Supposons qu’il existe € A tel que P(z) € A*. Alors les seuls diviseurs
communs de P et @ dans A[X, Y] sont les éléments de A* = (A[X,Y])*.

2. POLYNOMES INTERPOLATEURS

Enoncer puis démontrer le théoreme d’interpolation de Lagrange. Expliciter 1’ensemble des
polyndémes P € Q[X] vérifiant P(0) = 3, P(1) = 1, P(2) = 5. Quel en est le plus petit?
Est-il & coefficients entiers ? Mémes questions pour P(0) =1, P(1) =1, P(2) = 5.

Essayer de factoriser P = 3X6 — 11X° + 4X* + 24X3 — 28X? 4+ 5X + 6 dans Z[X]
par la méthode d’anneau finiement factoriel développée en cours. (On pourra commencer par
évaluer Pen 0,1, 2.)

Soit K,[X] I’ensemble des polyndomes de degré < n. L’application ®: K, [X] — K"*!
donnée par P — (P(xo), P(x1),..., P(x,)) est K-linéaire. Ecrire sa matrice par rapport aux
bases canoniques, puis calculer son déterminant. En déduire une preuve alternative d’existence
et unicité de I’interpolateur de Lagrange. Quel est I’'inconvénient de cette approche ?

On s’intéresse finalement aux polyndmes a coefficients rationnels prenant des valeurs entieres
sur les entiers. Evidemment tout P € Z[X] a cette propriété, mais ce n’est pas tout... Pour
k € N on définit Cy, € Q[X] par C = 5X(X — 1)+ (X —k+1),donc Cy = 1, Cy = X,
Cy = $X(X — 1) etc. On pose Cj, = 0 pour k < 0.
(a) Evaluer Cy en 0,1, ..., k. En déduire que tout polyndme P € C[X] de degré < n s’écrit
de maniere unique comme P = ZZ:O ar,C, avec ay € C.
(b) Pour P € C[X] on définit sa dérivée discréte par AP = P(X + 1) — P(X).
Montrer que ACy, = Cy—1 pour tout k. En déduire que Cy(Z) C Z pour tout k.
(c) Si P € C[X]estdedegrén > 1, alors AP est de degré n — 1.
Si AP = AQ et P(0) = Q(0), montrer que P = Q.
(d) En déduire que tout polyndme P € C[X] de degré < n s’écrit comme P = ;' apC,
avec des coefficients a; = (A¥P)(0) pour tout k =0, ..., n.

Conclure qu’un polynéme P € C[X] vérifie P(Z) C Z si et seulement s’il s’écrit comme
P = EZ:O arCy avec ap, € Z.



2.5.

3.1.

3.4.

4.1.

4.2.
4.3.

44.

5.1.

5.2.

Au lieu de prescrire les valeurs P(zg),..., P(z,), on peut prescrire les valeurs de P ef

de ses dérivées. Pour cela on fixe n + 1 éléments distincts g, . .., z, et des multiplicités

o\ ]
X mf) pour 0 < i < n

Ti—Tj

[0, - - -ty > 1, puis on considere L; j, = (X — ;)" I1. (
et 0 < k < p;. Evaluer L; i, et ses dérivées en o, . . ., x,,. Formuler puis prouver un énoncé
analogue a I’interpolation de Lagrange.

3. LE DETERMINANT VU COMME POLYNOME

Rappeler la formule polyndmiale du déterminant. Montrer que GL,, R est un ouvert de R™*".
Est-il dense ? Montrer que GL,, R — GL,, R, A — A~ est continue. Est-elle dérivable ?

X11 Xin
Dans I’anneau A,, = Z[X;;|1 <14, j < n] soit det,, le déterminant de la matrice ( : : >
3.2.
3.3.

Montrer que dete = X717 X299 — X712 X0 est irréductible dans As. Xt oo Xnn

On pose det,, = det,,—1 X, + Py,. Est-ce que P, est homogene ? De quel degré ? Comporte-
t-il la variable X,,,, ? Déterminer le nombre des variables X;; avec 4, j < n dans chacun des
mondmes de P,. Est-ce que det,,_; divise P, ?

Montrer par récurrence que det,, est irréductible dans A,,.

4. QUELQUES APPLICATIONS DU RESULTANT

Soient P,(Q € A[X] deux polyndmes en une variable X sur un anneau A. Rappeler la
définition du résultant Resx (P, Q}) € A, puis énoncer ses principales propriétés.

Trouver A € R de sorte que X3 — AX + 2 et X2 + AX + 2 aient une racine commune.

On considere les polyndmes P = X2Y — XY?2et Q = X? +Y? — 1 dans C[X, Y], et on se
propose de trouver toutes les solutions (z,y) € C? du systtme P(z,y) = Q(z,y) = 0.

(a) On pourra calculer le résultant Resy (P, Q) = X?(X? — 1)(2X2 — 1), en déduire tous
les candidats = € C, puis remonter pour trouver toutes les solutions (z, y).

(b) Pour vérification, en utilisant la structure particuliere du systéme, on pourrait obtenir le
résultat par une approche plus directe.

Pour un exemple plus réaliste, vous pouvez regarder P = X3 +Y?3—35etQ = X2+Y?—13.
Indication : Vérifier que Resy (P, Q) = (X — 2)(X — 3)(2X? —4X — 9)(X2 4+ 7X +18),
puis en déduire toutes les solutions (z,y) € C? vérifiant P(x,y) = Q(x,y) = 0.

5. QUELQUES APPLICATIONS DU DISCRIMINANT

Rappeler la définition du discriminant Disc(P) d’un polynéme P € A[X]. Quel est le rapport
avec Res(P, P') ? A titre d’illustration, rappeler ou recalculer Disc(aX?+bX +¢) = b? —4ac
et Disc(X?3 + pX +q) = —4p® — 274>,

Calculer Disc(X™ — 1) et Disc(X™ — X). Que dire de Disc(X"™ — X?)?

On considere dans la suite le discriminant d’un polyndme unitaire P € R[X]. On peut supposer que
les racines sont toutes distinctes, autrement Disc(P) = 0. Supposons alors que P admet & racines
réelles x1, ..., xy et 2] racines complexes conjuguées y1, Y1, - - -, Y, Yi-

5.3.
54.
5.5.
5.6.

Montrer que Disc(P) < 0 si [ est impair et Disc(P) > 0 si [ est pair.
Retrouver le critére sur le nombre des racines réelles de aX? + bX + c.
Expliciter un critére sur le nombre des racines réelles de X2 + pX + ¢.

Déterminer k& et [ pour X™ — 1. Retrouver ainsi le signe de Disc(X" — 1).

Nous terminons par une application topologique :

5.7.

5.8.

Un polyndme de degré n est séparable si ses n racines sont toutes distinctes. Montrer que les
polyndmes séparables de degré < n sur C forment un ouvert de C" 1. Est-il dense ?

Montrer que les matrices dans Mat,, C = C™*"™ ayant toutes leurs n valeurs propres distinctes
forment un ouvert de C™*". Est-il dense ?
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1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

2.1.

Feuille A4 — POLYNOMES IRREDUCTIBLES

1. FACTORISATION DE POLYNOMES DE PETIT DEGRE

Un polyndme P € K[X] de degré 2 ou 3 sur un corps K est réductible si et seulement s’il
admet une racine dans K. Ce critere est-il encore valable pour deg P > 4?

Voici une méthode pour trouver les racines rationnelles de P = Ziig pi X € Z|X]. Vérifier
que b" P(§) est un entier. Si pged(a, b) = 1, montrer que P(%) = 0 implique a | pg et b | py.
En déduire I’ensemble des rationnels candidats a étre racine de P.

Montrer que {/a avec a,n € N est soit entiere soit irrationnelle. Plus généralement :
Toute racine rationnelle de P = X" + p, 1 X"~ 1 + - + pg € Z[X] est enticre.

Les polynomes suivants sont-ils irréductibles dans Q[X] ? Les factoriser le cas échéant. X3 —
X+1L,X3-X—-1,X3-2X24+ X +15, X3+5X +3,9X3+7X +3, X3 +3X2+6X +5,
X3 +3X2+5X +6,4X% +4X +1,2X3 +3X%? +3X + 1.

Factoriser 2X5 — 5X% — 21X3 — 15X2 — 23X — 10 dans Z[X] en éléments irréductibles.
Montrer que X* — 10X? + 21X2 — 10X + 11 est irréductible dans Z[X].

Factoriser X4 — X2 + 1 dans Fy; [X] en éléments irréductibles.

Factoriser P = X% + X + 1 dans Z[X]. Commencer par remarquer que P(j) = 0.
Montrer que X2 + Y2 — 1 est irréductible dans C[X, Y]. Est-ce vrai dans F5[X, Y] ?

2. UN CRITERE D’IRREDUCTIBILITE PASSANT PAR DES QUOTIENTS

Soient A un anneau intégre et P € A[X] un polyndme unitaire. Soient I un idéal propre
de Aet ¢: A[X] — (A/I)[X] I'application quotient induite. Si ¢(P) est irréductible dans
(A/I)[X], alors P est irréductible dans A[X].

Soulignons que, dans le critere précédent, les deux hypotheses sont essentielles :

2.2.

2.3.

Le polyndme P = 2X? + X est réductible dans Z[X], alors que son image dans Z»[X] est
irréductible. Notez que P est de contenu 1 mais non unitaire.

Vérifier que X € Zg[X] s’écrit comme produit de deux polyndmes de degré 1.
Pourtant I'image de X est irréductible dans Z3[X] er dans Z3[X].

L’application typique du critere ci-dessus est le cas A = Z et I = pZ avec p premier.

24.
2.5.

2.6.

3.1.

3.2
3.3.

34.

Dresser la liste des polyndmes unitaires irréductibles de degré 1,2, 3 sur Fg et Fs.

Les polyndmes suivants sont-ils irréductibles dans Z[X] ?
X3+ 14X? + 19X 425, X? + 35X + 18X 445, X® + 5X° + 7X + 13.

Décomposer X* + 1 dans C[X], R[X], Q[X], Z[X], Fo[X], F5[X].
Remarque : On verra que X* + 1 est réductible sur IF,, quel que soit le premier p.
3. LE CRITERE D’EISENSTEIN

Enoncer (et redémontrer) le critére d’Eisenstein pour I'irréductibilité d’un polynéme P €
Z[X].

Pour a > 2 premieretn > 2ona /a ¢ Q. Plus précisément, [Q( {/a) : Q] = n.

Décomposer P = 6X™ — 6X" ! +24X? — 12X — 12 avec n > 3 en facteurs irréductibles
dans Z[X].

Décomposer en produit de polynémes irréductibles de Z[X] les polynémes suivants :
X4 —4X3 46, X3 +nX +2, X' +10X2+1, X' +4X3 +6X%+2X +1, X8 — 1.



4. AUTOMORPHISMES DE K [X] ET DE K (X)

Dans la suite soit K un corps, K[X] I’anneau des polyndmes sur K, et K (X) le corps des fractions
rationnelles sur K, ¢’est-a-dire le corps des fractions de K[X].

4.1.

4.2.

4.3.

4.4,

4.5.

Soit ¢ K[X] — K[X] défini par X +— aX + b, avec a € K* etb € K. Montrer que ¢,
est un automorphisme de la K -algébre K[X]; expliciter I’automorphisme inverse.

Soit Y € K[X] un polyndéme de degré n > 1. Pour P € K[X], expliciter deg P(Y) en
fonction de deg P. En déduire que Auty (K[X]) = {¢ap |a € K*, b€ K}.

Pour M = (%) € GLy K on définit ¢p: K(X) — K(X) par X — 22 Montrer que

¢ est un automorphisme de la K-algébre K (X) ; expliciter I’automorphisme inverse.

Montrer que I’application GLy K — Autg (K (X)) est un homomorphisme de groupes, qui
a pour noyau K * id. Son image est donc isomorphe au groupe PGLs K = GLy K/K*.

Enoncer le théoréme de Liiroth. En déduire que Autx (K (X)) = PGL, K.

Ajoutons deux remarques qui sont parfois utiles :

4.6.
4.7.

5.1.

5.2.

6.1.

6.2.

Un polyndme P(X) est irréductible dans K[X] si et seulement si P(X +a) ’est, avec a € K.
Quel est le rapport entre les résultants Res(P(X), Q(X)) et Res(P(X +a),Q(X 4+ a))?
Méme question pour les discriminants Disc(P(X)) et Disc(P(X + a)).
5. POLYNOMES IRREDUCTIBLES ET EXTENSIONS DE CORPS
On considere K7 = F3[X]/(X2 + 1) et Ky = F3[Y]/(Y2 +2Y —1).
(a) Vérifier que K; est un corps. Déterminer le degré [K; : F3] et le cardinal | K.
(b) Construire explicitement un isomorphisme entre /{; et K.

Montrer que Q[X]/(X? + 1) et Q[Y]/(Y? + 2Y — 1) sont deux corps non isomorphes.

6. EXTENSIONS DE CORPS ET POLYNOMES IRREDUCTIBLES

Soient F'|K une extension de corps et & € E un élément algébrique sur K, c¢’est-a-dire il
existe un polyndme P € K[X] dont « est racine. Comme K est un corps on supposera P
unitaire. Montrer 1’équivalence des conditions suivantes :

(a) P estle polyndme minimal de o sur K.

(b) P est irréductible dans K [X].

() Ona[K(«a): K] =degP.

(a) Déterminer les degrés [Q(v/2) : Q] et [Q(v/3) : Q] puis [Q(v/2,V/3) : Q].
(b) Soit a = /2 4+ /3. Expliciter o~ et montrer que Q(a) = Q(v/2,V/3).

(c) Trouver un polyndme P € Q[X] de degré 4 de racine «. Est-il irréductible ?
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CONTROLE CONTINU 2004/2 — ANNEAUX

Ni documents ni calculatrices ne sont autorisés.
Les paragraphes sont indépendants entre eux.
Justifiez vos réponses : briévement mais suffisamment.

1. POLYNOMES IRREDUCTIBLES ET FACTORISATION DANS Z[X]

1.1. Enoncer puis redémontrer le critére d’Eisenstein pour I’irréductibilité dans Z[X].
1.2. Décomposer P = 6X" — 6X" 1 4+24X2 — 12X — 12 avec n > 3 en facteurs irréductibles
dans Z[X].
2. LE DETERMINANT VU COMME POLYNOME
X11 Xin
Dans I’anneau A4,, = Q[X;;|1 < ¢,j < n] soit det,, le déterminant de la matrice ( : : ) .

2.1. Rappeler la formule polyndmiale de det,,. Kt e X
2.2. Montrer que deto = X717 X290 — X719 X57 est irréductible dans As.

2.3. On pose det,, = det,,—1 X, + P,. Est-ce que P,, est homogene ? De quel degré ? Comporte-
t-il la variable X,,, ? Déterminer le nombre des variables X;; avec 4, j < n dans chacun des
monomes de P,. Est-ce que det,, est irréductible dans A,, ?

3. POLYNOMES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES

3.1. Enoncer le théoréme des polyndmes symétriques.

3.2. Réécrire P = X{ X3X5 + X1 X3X2 + X?X2X5 + X?X3X3 + X3 X2X2+ X3 X3X1 en
termes des polyndmes symétriques élémentaires.

On rappelle que le polyndme A = [[,_,(X; — X;) dans Q[X1,..., X,,] est antisymétrique dans le
sens que o(A) = sign(o) - A pour toute permutation o € S,,.

3.3. Est-ce que tout polyndme antisymétrique P € Q[X7y,. .., X,] s’écrit comme P = QA avec
@ symétrique ? Donner une preuve ou un contre-exemple.

n—1 n—1 n—1
xp~t xpTt X7

3.4. Exprimer le déterminant de Vandermonde det : : ; en fonction de A.

4. EXTENSIONS GALOISIENNES DE Z

Soit A un sous-anneau de C. On suppose que son groupe d’automorphismes G = Aut(A) est fini et
que le sous-anneau invariant est A¢ = Z. A titre d’exemple penser a A = Z[i].
On définit lanorme N: A — Zpar N(2) = [[,c 9(2).

4.1. Expliquer pourquoi /N prend ses valeurs dans Z.

4.2. Montrer que N est multiplicative, et que N(z) = 0 équivaut a z = 0.

4.3. Est-ce que z est inversible dans A si et seulement si IV (z) est inversible dans Z ?
4.4. Est-ce que z est irréductible dans A si N(z) est irréductible dans Z ?

4.5. Est-ce que tout élément de A s’écrit comme produit de facteurs irréductibles ?

4.6. Donner un exemple ot A n’est pas factoriel.
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CORRIGE

1. POLYNOMES IRREDUCTIBLES ET FACTORISATION DANS Z[X]

1.1. Critere d’Eisenstein : Soit P = "'=¢' p;X" € Z[X] un polynéme et p € Z un nombre premier. Si
Pt PP | Pnots ... p | Do mais p? | po, alors P ne se décompose pas comme P = QR avec
deg(Q), deg(R) > 0. (Ceci veut dire que P est irréductible dans Q[X].) Si de plus P est primitif sur
Z, alors il est irréductible dans Z[X]. Pour une preuve, voir le cours.

1.2. On trouve d’abord que P = 2-3 - (X™ — X"~ ! 4+ 4X? — 2X — 2). Il admet 1 pour racine, donc
P=2-3-(X—1)-(X"' 44X + 2). Ce dernier facteur est irréductible d’aprés Eisenstein.

2. LE DETERMINANT VU COMME POLYNOME

2.1. Onadet, =) _sign(o)Xi o) Xn,o(n), Ol o parcourt tout le groupe symétrique Sp,.

2.2. On considere detes = X11X22 — X12X21 comme un polyndme dans A5[X22] sur Panneau A5 =
Q[X11, X12, X21]. On note deg: A5[X22] — Nle degré en la variable X22. On a deg(det2) = 1, donc
dets = PQ entraine deg(P) = 0 ou deg(Q) = 0. Supposons deg(P) = 0, c’est-a-dire P € Aj.
Comme P divise X11X22 — X12X21, il divise les « coefficients » X11 et X12X21. Ceci n’est possible
que pour P € Q*, car cont(det2) = pged (X1, X12X21) vaut 1. Il s”agit donc d’un polyndme primitif
sur A%. On conclut que dets est irréductible dans As.

2.3. Le polyndome P, est homogene de degré n. Chacun de ses mondmes comporte une variable X;, avec
1 < n, une variable X, ; avec j < n, et n — 2 variables X;; avec 7, j < n.
Montrons par récurrence que det,, est irréductible dans A,. Comme avant on considére det,, =
detn—1 Xnn + P, comme un polyndme dans A}, [X,,] sur I'anneau A}, = Q[X;;|(i,7) # (n,n)].
On note deg: A}, [X,n] — N le degré en la variable X,,,,. On a deg(det,,) = 1, donc det,, = PQ
entraine deg(P) = 0 ou deg(Q) = 0. Supposons deg(P) = 0, ¢’est-a-dire P € A;,. Comme P divise
detn—1 Xnn + Py, il divise le contenu cont(det,) = pged(detn—1, Py). On sait par récurrence que
det,,—1 est irréductible dans A,,_1, donc aussi dans A,,. Mais det,_1 ne divise pas P, d’aprés notre
considération des mondmes. Le contenu de det,, sur A/, vaut donc pged(det,_1, P,) = 1. On conclut
que det,, est irréductible dans A,,.

3. POLYNOMES SYMETRIQUES ET ANTISYMETRIQUES

3.1. On considere un anneau A et I’algébre des polyndémes A[X1, . .., X, ] avec I’action du groupe symétrique
Sp par permutation des variables. Un polyndme P € A[Xi,..., X,] est appelé symétrique s’il est
invariant par I’action de S,. On constate que les polyndmes s1, ..., s, définis par 1’équation (7" +

X1)--- (T + X,) = T" + s1T"" ' + -+ + s, sont symétriques par construction. On les appelle
polynomes symétriques élémentaires.

Théoréme : Tout polyndme symétrique dans A[X1, ..., X,] s’écrit de maniére unique comme un
polyndmes en s1, ..., Sy.

Autrement dit, I’homomorphisme d’anneaux ®: A[Y1,...,Y,] — A[X4,..., X,] donné par Y; —
s; est un isomorphisme entre I’anneau des polyndmes A[Y1, . . ., Y, ] est’anneau des polyndmes symétriques
AlX1, .., X5

3.2. Ontrouve P = s15253 — 3s2. Pour une méthode de calcul voir vos notes de TD.

3.3. Un polynéme antisymétrique P (X1, ..., X, ) change de signe si I’on échange deux variables X; et X,

c’est-a-dire P(..., X;,..., X;,...) = —P(..., Xj,..., Xs,...).SurQcecientraine P(..., X;,..., X;,...

0. Si 'on regarde P comme un polyndme en X;, il admet alors X; comme racine. Par conséquent
(X — X;) divise P.

On sait que Q[ X1, ..., X,,] est factoriel. Les polynémes (X; —X ;) avec ¢ < j sont tous irréductibles,
donc premiers, et deux a deux non associés. On conclut que A = Hi<]'(Xi — X) divise P, il existe
donc Q € Q[Xu,...,X5] de sorte que P = QA. Reste a vérifier que () est symétrique. D’un coté
onac(QA) = o(P) = sign(o)P = sign(o) - QA, de I'autre coté on a 6(QA) = o(Q)o(A) =
sign(o) - o(Q)A. On conclut que 0(Q) = Q.

3.4. Notons V,, le déterminant de Vandermonde. C’est un polyndme antisymétrique en X1, ..., X,. D’apres
I’exercice précédent, on sait que A divise V,,. Le polyndme A est homogéne de degré "(n;l), tout
comme le polyndme V/, ; ils sont donc égaux a multiplication d’une constante pres. Le terme initial de A
est X{L_lX;L_z .-+ X,,—1 avec un signe positif, et ce terme apparait dans le déterminant avec le méme

signe. On conclut que V,, = A.
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CONTROLE CONTINU 2005/2 — ANNEAUX

Ni documents ni calculatrices ne sont autorisés.
Les paragraphes sont indépendants entre eux.
Justifiez vos réponses : brievement mais suffisamment.

1. POLYNOMES IRREDUCTIBLES

1.1. Le polynéme 6X6 — 8 X3 + 4 est-il irréductible dans Z[X] ? Est-il irréductible dans Q[X] ?

2. UN ANNEAU NON FACTORIEL

2.1. On considére I’anneau Z[iv/7] = {a+bi\/T | a,b € Z} C C avec I’application N : Z[i\/7] —
N donnée par N(a + bi\/7) = a® + 7b?. On a déja vu en TD que N est multiplicative, que
N(xz) =0équivauta z = 0, et que N(x) = 1 équivaut a z = %1,

(a) Enumérer toutes les valeurs < 8 prises par ’application N.

(b) Montrer que I’anneau Z[i/7] n’est pas factoriel.

3. POLYNOMES SYMETRIQUES
3.1. Réécrire X3 + X3 + X3 en polyndmes symétriques élémentaires.
3.2. Soient P,Q € Z[ X}, ..., X,] deux polyndmes et soit R un pged de P et Q dans Z[ X1, ..., X,].
Si P et () sont symétriques, montrer que R est symétrique.
Indication : Vous pouvez utiliser le fait que tout polyndéme antisymétrique Py € Z[ X1, ..., X,]
s’écritcomme Py = PiAavec Py € Z[Xy, ..., X, ] symétriqueet A = [, ;.. (Xi—X).
3.3. Dansl’anneau Z[ X3, ..., X,] on considere les polynémes symétriques élémentaires o1, . . . , 0,
notés plus explicitement par o1y, . .., 0y, pour indiquer le nombre 7 des variables.
(a) Pour 1 < k <[ < n, déterminer le pged de oy, , et 0y, dans Z[ X1, ..., X,].
(b) Pour k < n, exprimer o, ,, comme polyndme en X, et déterminer son contenu.

(c) Décomposer les polyndmes o, ,, en facteurs irréductibles Z[ X1, . .., X,].

4. ACTION ET CORPS DES FRACTIONS

Soit G un groupe, A un anneau intégre, et A x G — A, (a, g) — a? une action a droite par automor-
phismes d’anneaux. On note AY := {a € A | a9 = a pour tout g € G} le sous-anneau des éléments
invariants par G.

4.1. Montrer que ( %)g = ‘g—z est une action bien définie du groupe G sur le corps des fractions

Frac(A). Est-ce que G agit sur Frac(A) par automorphismes de corps ?
4.2. Montrer que Frac(A%) C Frac(A)“. Si G est fini, montrer que Frac(A%) = Frac(A)%.
4.3. On se propose de construire un exemple ol Frac(A%) # Frac(A4)%. Soit A = Q[X,Y] et
g: A — ATl’unique morphisme d’anneau vérifiant X9 = 2X et Y9 = 2Y.
(a) Prouver que g est un automorphisme de I’anneau Q[ X, Y.
Dans le groupe des automorphismes de A, soit G = (g) le sous-groupe engendré par g.
(b) Expliciter A®. Indication : Tout polyndme non nul P € Q[X,Y] s’écrit de maniére
unique comme P = Y | P; avec P; € Q[X, Y| homogene de degré i et P,, # 0.
k
(c) Expliciter Frac(A)“. Indication : Pour & € Q(X,Y ) on pourrait calculer limy, . oo (g)g
de deux manieres différentes.
4.4. Supposons que I’anneau A est factoriel et que le groupe G est fini. Est-ce que tout élément de

Frac(A)® admet une écriture sous forme de fraction irréductible de numérateur et dénominateur
dans A% ? Indication : Dans 1’exemple précédent on pourrait remplacer 2 par —1.
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CORRIGE

1. POLYNOMES IRREDUCTIBLES

1.1. Le polyndme P = 6 X% —8X3 +4 s’écrit comme P = 2Q avec Q = 3X0—4X3+2 € Z[X],
donc P est réductible dans Z[X]. Par contre, () est un polyndme d’Eisenstein par rapport a
p = 2, il est donc irréductible dans Q[X]. Comme 2 est inversible dans Q[X], le polynéme
P = 2Q estirréductible dans Q[X].

2. UN ANNEAU NON FACTORIEL
2.1. (a) Les plus petites valeurs prises par N (a + bi\/7) = a® + 7b* sont 0,1,4,7,8,9,11,....

(b) Dans Z[iv/7] on a (1 + iv/7)(1 — iy/7) = 2 -2 - 2. Montrons que 1 #+ /7 et 2 sont
irréductibles. Si 2 = ay alors N(z)N(y) = N(2) = 4, ce qui n’est possible que pour
N(z) = 1 ou N(y) = 1; mais dans ce cas x = +1 ouy = +1 est inversible. Ceci
prouve que 2 est irréductible dans Z[zxﬁ] De manire analogue, si 1 + i1/7 = xy alors
N(z)N(y) = N(1 +iv/7) = 8, ce qui n’est possible pour N (z) = 1 ou N(y) = 1. Par
conséquent 1 + iV/7 est irréductible dans Z[Z\ﬁ} Il en est de méme pour 1 — V7.

3. POLYNOMES SYMETRIQUES

3.1. D’apres les formules de Newtonona S; = X1 + Xo + X3 = 0y, et So = X7 + X7+ X2 =
0151 —209 = 0‘%—20’2 puis So = X13+X§’+X§ = 0159 —0951+303 = 0'%—30‘10’2—1—30'3.

3.2. Soient P,Q € Z[Xy,...,X,] deux polyndmes et soit 7 € &,, une permutation. Si R est
un pged de P et @, alors R™ est un pged de P7 et Q7. (C’est vrai pour tout automorphisme
d’anneau.) Dans le cas ou P™ = P et Q7 = (@, on trouve alors que R et R” sont deux pged
de P et ), donc R™ = £R. On définit ¢: &,, — {£1} par I’équation R™ = e(7)R. Il est
clair que € est un homomorphisme de groupes, donc € = 1 ou € = sign. Danslecase =1, le
polyndéme R est symétrique comme souhaité. Il reste a exclure le cas € = sign :

Si R est antisymétrique, alors P = PyR avec P, antisymétrique, donc Py = P;A. De
méme, = QuR avec @y antisymétrique, donc @y = Q1 A. On conclut que RA est un
diviseur commun de P et (), ce qui contredit notre hypotheése que R est un pged.

Avertissement : 1l n’est pas vrai en général que le pged de deux éléments G-invariants
est lui-méme G-invariant. Considérons A = Z[X,Y] avec I'action de G = (g) donnée par
X9 = —X,Y9 = —Y. Les polyndmes X2 et XY sont G-invariants, tandis que leurs pged
X et —X ne le sont pas. En suivant I’argument précédent, on tombe effectivement sur un
homomorphisme non trivial e: G — A*. (Cet exemple répond essentiellement a la question
44)

3.3. (a) Le sous-anneau des polynémes symétriques dans Z[ X1, ..., X,,] est une Z-algébre libre
SUL 01, - - - , Op p- Par conséquent, le pged de oy, , et 0y ,, dans Z[oq , - . ., 0p ] vaut 1.
Utilisant le résultat précédent, leur pged dans Z[ X1, . .., X,,] vaut également 1.

(b) Pour k <nonaoy, =0g_1,n—1Xn + 0kn—1. Par rapport a X,, ce polyndme est donc
de contenu pged(ok—1,n—1,0kn-1) = L.

(c) Pour k& < n le polynébme oy, est de contenu 1 et de degré 1 en X, ; il est donc
irréductible dans Z[ X, ..., X,]. Par contre 0, , = X1 X5 ---X,, se décompose en les
n facteurs irréductibles évidents : X1, Xo, ..., X,.

4. ACTION ET CORPS DES FRACTIONS

4.1. Ona § = § si et seulement si ad = bc. Comme G agit par automorphismes d’anneau on a

g .9 . N . . P
a?d? = b9c? donc 37 = 5. Ceci montre que I’action est bien définie sur Frac(A).



4.2.

4.3.

44.

Ona09 =0et19 = 1dans A, donc aussi dans Frac(A). On vérifie que
(Eif)gf ad £ cb giagdgztcgbg7a79if7(g)gi(f)g
b d) bd B b9d9 b T d9 \b d/ ’

a c\9 rac\9 a9t o & raN9 [c\9
(5'8) _(Q> " b9y _bT‘dT_<Z) '(8) ’
Il s’agit donc bien d’une action par automorphismes de corps.
Remarque : C’est la seule prolongation possible d’une action A x G — G a une action sur

Frac(A) par automorphismes : comme ¢ -b=aona (%)’ -9 = a9, donc (2)’ = &.

Les éléments de Frac(A®) sont les fractions ¢ avec a,b € A%, b # 0. Evidemment on a

(4)! = 2 = ¢ donc ¢ € Frac(4)“. Réciproquement soit 2 € Frac(A)%, c’est-a-dire
z,y € A,y # 0, tels que ;”—Z = 5 pour tout g € G. On ne peut pas conclure que 29 = z et
y9 =y, seulement que 9y = xyY pour tout g € G. Si G est fini, par contre, on a % = 7 avec
a=x[]cqnY’ etb=yll,cq 1y’ Par construction b est G-invariant, ¢’est-a-dire
b € AC. Par conséquent a = %b aussi est G-invariant, c’est-a-dire a € A®. On conclut, pour
G fini, que Frac(A4)Y = Frac(A%).

(a) Tl existe un unique homomorphisme d’anneau h: Q[X,Y] — Q[X, Y] vérifiant X" =
iXetY"=1Y.Ona X% = X et Y9" =Y, donc gh = id. Inversement, X"9 = X
etY'g=Y, donc hg = id.

(b) Soit P = Z;;O P; avec P; € Q[X,Y] homogene de degré i et F,, # 0. On a alors
P9 = Y1 2'P;. La condition P = P9 équivaut donc a 2°P; = P; pour tout i. Ceci
n’est possible que pour n = 0. Autrement dit, Q[X, Y% = Q.

(c) Il est clair que 5 P € Q(X,Y) est G-invariant si P et ) sont deux polyndmes homogenes

g n
de méme degre n : dans ce cas gg = 2"5 = g.

Pour montrer la réciproque, c0n51der0ns € Q(X,Y)%. On décompose P = Yoo P

etQ = ZJ ~ o @; en sommes de polynomes homogenes avec deg(P;) =i etdeg(Q;) =
j, telles que P, # 0 et Q,,, # 0. La condition £ Qq = g veut dire que

zzz zczj ém(;m»

En comparant les termes domlnants, on trouve 2" P, Q,, = 2™ P,Q.,, ce qui implique
k

déja n = m. Trivialement (g)g = § implique que limk_,oo(%)g = & D’un autre
k ki n k(7 n) k
. (P\9 027'P Y2 P; P\9 _ P, .
coté, (@) ZZL TEg, = g, , donc hmk_,oo(Q) = &~ Ceci prouve

que 5 £ — Q” est une fraction de deux polynomes homogenes de méme degré n.

Avertissement : 1l n’est pas vrai que € Q(X,Y)Y est forcément formé de numérateur
X245 . . . N N
et dénominateur homogenes de degré n. Par exemple XYTH, est bien G-invariant. D’apres

> " : 4ot y X2 _ X, : X?4X _ X(X+1) _
I'argument précédent il est équivalent a £5 = $ ; effectivement 75 = & sesyia

X

-
Remarque : Cet exemple montre que, pour un groupe G de cardinal infini, Frac(A%) peut
différer de Frac(A)€ : dans notre exemple 3= € Frac(A)€, mais 3+ ¢ Frac(A%) = Q.

Considérons A = Q[X, Y] avec g: A — A donné par X9 = —X et Y9 = —Y. Evidemment

2 = id, donc G = (g) est d’ordre 2. Les polyndmes X 2 et XY sont G-invariants, il en
. 2 . Z 1.
est donc de méme pour la fraction ))((—Y € Q(X,Y). La fraction réduite % avec u € Q~

représente le méme élément G-invariant, mais numérateur et dénominateur ne sont pas G-
invariants.
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Feuille C1 — EXTENSIONS ET AUTOMORPHISMES

Résumé. On analysera quelques extensions du corps Q par des méthodes élémentaires, c’est-a-dire
sans la théorie de Galois, pour illustrer les notions de degré et du groupe d’automorphismes.

I.1.
1.2.

1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

1.9.

1. EXTENSIONS ALGEBRIQUES ET NON ALGEBRIQUES
Soient v = \/T et 8 = 1 + /7. Vérifier que Irrg(a) # Irrg(B) mais Q(a) = Q(S).

Soient o = /7 et 3 = j¥/7. Vérifier que Irrg(a) = ITrrg(B) mais Q() # Q(B).
Les deux extensions sont-elles isomorphes ? Comment construire un isomorphisme ?

Les extensions Q(1/7) et Q(v/11) sont-elles isomorphes ?
Montrer que toute extension E|Q de degré 2 est de la forme E = Q(y/a).

Quelles sont les extensions algébriques de C? de R ?
Donner des exemples d’extensions non algébriques de C et de R.

Est-ce que toute extension finie est algébrique ? Est-ce que toute extension algébrique est
finie ? La cloture algébrique de QQ est-elle de dimension finie sur Q ?

Soient E D L D K trois corps. Quel est le rapport entre [E : L] et [L: K] et [E : K| ?
Si les extensions E|L et L|K sont algébriques, est-ce que E|K est algébrique ?

En admettant que e (ou 7) est transcendant sur Q, montrer qu’il est transcendant sur toute
extension algébrique de Q. Est-il transcendant ou algébrique sur R ?

* Montrer que la cloture algébrique Q dans C est un ensemble dénombrable. En déduire
qu’il existe dans R des éléments transcendants sur Q. Si I’on choisit un élément = € [0, 1] au
hasard, il est transcendant avec probabilité 1.

2. CORPS DE RUPTURE ET CORPS DE DECOMPOSITION

Soit K un corps et P € K[X] un polynéme de degré n > 1. On dit qu’une extension E de K est un
corps de rupture de P si E = K (z) avec P(z) = 0. On dit que F est un corps de décomposition de
Pslilexiste x1,...,2, € Etelsque P=a(X —x1) -+ (X —zp) et E = K(x1,...,2,).

2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

Pour X2 — 2 sur Q trouver les corps de ruptures dans C. Sont-ils égaux ?
Expliciter le corps de décomposition E dans C et préciser une base de E sur Q.

Pour (X2 — 2)(X? — 3) sur Q expliciter les corps de rupture dans C. Sont-ils isomorphes ?
Expliciter le corps de décomposition E dans C, trouver |E : Q| et préciser une base.

Montrer que X2 — 2 sur Q admet trois corps de rupture distincts dans C. Sont-ils isomorphes ?
Expliciter le corps de décomposition dans C et en préciser une Q-base.

Vérifier que le polyndme P = X3 —3X —1 est irréductible sur Q, et qu’il a trois racines réels.
Soit a € R une racine. Sur Q(«) vérifier la factorisation P = (X —a)(X?+aX +a?—3) =

(X —a)(X 4+ 2H)(X + a%rl) Conclure que Q(«) est un corps de décomposition de P.

Montrer que E = Q(4, v/2) est le corps de décomposition de X* + 2 sur Q.
Montrer que E est aussi le corps de décomposition de X* — 2 sur Q.
Trouver le degré |E : Q)| et expliciter une base de E sur Q.

3. EXTENSIONS ET AUTOMORPHISMES

Pour un corps E on note Aut(FE) le groupe des automorphismes de E. Pour tout sous-corps K on peut
considérer E' comme une extension de K, notée F|K. Dans ce cas on note Autg (E) ou Aut(E|K)
le groupe des automorphismes ¢: E — E vérifiant ¢(k) = k pour tout k € K.

3.1.
3.2.
3.3.

Déterminer Aut(C|R) et Aut(Q(7)|Q) et Aut(Q(5)|Q), puis Aut(Q(+v/2)|Q).
Déterminer Aut(E|Q) pour E = Q(v/2,/3), puis Q(j, v/2), puis Q(i, v/2).
Déterminer G = Aut(Q(+/2)|Q). Ona |G| < |Q(3/2) : Q| ? Ce n’est pas normal. ..



4. COMPOSE DE DEUX EXTENSIONS

L

4.1. On considere les extensions £ = Q(i) et F = Q(+/2) puis L = Q(+/2,1) AR
de K = Q. Déterminer leur degré suivant le schéma a droite. En déduire que E F
X3 — 2 estirréductible sur Q(). AN K/

4.2. Plus généralement, soient F| K une extension de degré m et P € K[X] un polyndme irréductible
de degré n. Si pged(m,n) = 1, alors P est irréductible dans E[X].

4.3. Le polyndme X3 + 3 est-il irréductible dans Q(v/3)[X] ?
Et X° +3X? — 9X + 6 dans Q(v/2,/3)[X]?
Puis X2 + 2 dans Q(+/2)[X] ?

5. AUTOMORPHISMES DE R

On se propose ici de contempler Aut(R). Remarquons d’abord que 1’ordre < sur le corps R admet
une description purement algébrique : la propriété x > 0 équivaut a I’existence d’un élément » € R

tel que r? = .

5.1. Soit ¢ : R — R un automorphisme. Traiter d’abord la question de savoir si Q est fixé. Montrer
ensuite que tout réel x > 0 vérifie ¢(x) > 0, et en déduire que ¢ est un application croissante.
Conclure que Aut(R) = {id}. Qu’en pensez-vous ?

Avertissement : On a vu que Aut(C|R) = {id,conj} et Aut(R) = {id}. On pourrait étre tenté
de conclure que Aut(C) = {id, conj}. Le probleéme est qu'un automorphisme de C ne fixe pas
forcément le sous-corps R ; ¢’est incroyable mais vrai ! En effet, le groupe Aut(C) est infini, méme
non dénombrable. Avouons que c’est un théoreme d’existence seulement. Personne n’a jamais vu un
automorphisme de C outre I’identité et la conjugaison.

5.2. Voici une variante du méme phénomene, encore plus jolie, qui produit une extension algébrique :
Pour tout n € N, n > 1, on note /3 la racine réelle positive de X™ — 3. Vérifier que I’en-
semble K = J,~; Q({/3) est un sous-corps de R. Montrer que K|Q est une extension
algébrique. (Est-elle finie ?) Déterminer les automorphismes de K.

La morale de cette histoire : Pour une extension de corps K O L D Q, bien que K soit plus grand
que L, il se peut que Aut(K|Q) soit plus petit que Aut(L|Q). Pour vous réconforter : on verra qu’une
extension finie E|F qui est galoisienne a toujours le bon golt de vérifier | Aut(E|F)| = |E : F|.
Donc tout va bien.
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Feuille C2 — CORPS FINIS

Résumé. Cette feuille d’exercices présente la classification des corps finis : (1) Tout corps fini est de
cardinal p™ avec p premier et n > 1. (2) Pour tout tel couple (p,n) il existe un corps de cardinal p".
(3) Deux corps de cardinal p™ sont isomorphes. Nota bene : une bonne partie des questions est une
révision du cours et ne sera pas discutée en TD (sauf demande motivée).

1. EXEMPLES DE CORPS FINIS

Avant toute théorie, regardons deux exemples concrets. D’abord un corps de cardinal 4 :

1.1. Vérifier que le polyndme X2 + X + 1 est irréductible sur F5 ; c’est en fait le seul polyndme
irréductible de degré 2 sur FFo. Le quotient F, := F5[X]/(X2+ X +1) est un corps de cardinal
4. Comme [F3-base on peut choisir (1, x) ol « est I'image de X dans F,4. Dans cette base la
multiplication est donnée par

(o + pz) (0’ + f'z) = (e’ + B8') + (af’ + B’ + pB)x
Convainquez-vous qu’il n’est pas évident de partir de telles formules « tombées du ciel » pour

ensuite établir qu’il s’agit bien d’un corps. On préférera toujours la construction par quotient,
et on verra que tout corps fini se construit ainsi.

1.2. Vérifier que P = X3 + X + 1 est irréductible sur F5, donc E = F5[X]/(P) est un corps de
cardinal 125. Expliciter une F5-base de F et, si vous voulez, la loi de multiplication.
Vérifier que Q = Y3 + 2Y2 — Y + 2 est aussi irréductible sur F5. On obtient ainsi un
deuxieéme corps F' = F5[Y]/(Q) de cardinal 125. Est-il isomorphe a E ? Peut-on expliciter
un isomorphisme ? Indication : Notons x 1'image de X dans E. Vérifier que 22 — 2 annule Q.

2. STRUCTURES ADDITIVE ET MULTIPLICATIVE D’ UN CORPS FINI

Dans ce paragraphe on suppose donné un corps fini a g éléments. On le note IF,,.
2.1. Montrer qu’il existe un nombre premier p et un sous-corps K < I, isomorphe a If),.
Pour simplifier, on identifie K a IF,, c.-a-d. on considere IF,, comme sous-corps de [F,.

2.2. Regardons la structure additive de I, : Montrer qu’il existe un entier n > 1 de sorte que
1

(Fy, +) soit isomorphe a (I}, +). En particulier le cardinal vaut ¢ = p".
2.3. Quant a la structure multiplicative, redémontrer que le groupe (IF,-) est cyclique d’ordre
p" — 1. En déduire que tout élément x € IF, annule le polyndme X7 — X.
2.4. Montrer que [],cp, (X —a) = X9 — X. C’est un fait trés remarquable : X¢ — X admet ¢
racines distinctes dans I ; tout élément de IF, y figure comme racine simple.

2.5. Voici un argument qui ne suppose pas 1’existence d’un corps [, : Calculer le discriminant de
X7 — X dans F,,[X]. Conclure que X? — X est sans facteurs carrés.

3. POLYNOMES IRREDUCTIBLES SUR F),

3.1. Soit I C F) [X] I’ensemble des polyndmes unitaires irréductibles de degré n sur F,,.
Si P € I} alors ;[ X]/(P) est un corps de cardinal p", donc P divise Xr' - X.

3.2. Montrer que le pg(r:nd de XP" — X et XP" — X vaut X?' — X o d = pged(m, n).
En particulier, X? — X divise X P" _ X si et seulement si m divise n.
Indication : Montrer que m = an + b entraine X?" = X " modulo X" — X.

3.3. Dans F,[X] établir la décomposition primaire X?" — X = [] an 1l pe 12 . En déduire la
formule p" = Ed‘n d- |I;l\. Expliciter |[)| pourn = 1,2,3,4,5,6,7,8,9, .. ..

3.4. Montrer I'estimation 1 (p" —2p™/2) < |I'] < Lp". En particulier, la probabilité qu'un

polyndme P € FF,,[X] de degré n soit irréductible est proche de %
3.5. Montrer qu’un polyndme P € F,[X] de degré n est irréductible si et seulement si X?" = X

modulo P et pged (X Pt X, P) = 1 pour tout diviseur premier ¢ | n.



4. EXISTENCE ET UNICITE DES CORPS FINIS

4.1. Existence : Montrer que pour tout premier p > 2 et n > 1, il existe un polyndme unitaire
irréductible P € IF,,[X] de degré n, donc un corps IF,,[X]/(P) de cardinal p™.

Unicité : Pour tout corps [, de cardinal ¢ = p", montrer qu’il existe x € F, qui a P pour
polynéme minimale sur F,,. Construire ainsi un isomorphisme F,[X]/(P) = F,.

Existence et unicité peuvent se déduire de maniere encore plus élégante :

4.2. Unicité : Si F, est un corps de cardinal ¢ = p”, alors il est un corps de décomposition de
XP" — X sur F,,. Deux corps de décomposition du méme polyndme sont isomorphes.

Existence : 1l existe un corps K de décomposition de X?" — X sur F,,. Comme I’ensemble

{z € K | 2P" = x} est un sous-corps, le cardinal de K est exactement p".

5. EXEMPLE : LE POLYNOME X* 4 1 RECONSIDERE
5.1. Rappeler que le polynome P = X* + 1 est irréductible sur Q mais réductible sur Fs.
On se propose de montrer que P est réductible sur tout corps IF, avec p > 3 premier.
5.2. Montrer que 8 divise p® — 1 et en déduire qu’il existe o € F2 tel que a* = —1.
5.3. Conclure que P admet une racine dans IF 2, puis que P est réductible sur Fy,.

5.4. Décomposer X* + 1 en polyndmes irréductibles de F,[X] pour p = 2,3,5,7,11.

6. AUTOMORPHISMES D’UN CORPS FINI

6.1. Soit K un corps de caractéristique p. Montrer que I’application de Frobenius f: K — K
donnée par f(z) = P est un homomorphisme de corps. En particulier f est injectif.

6.2. Pour un corps fini, I’homomorphisme de Frobenius est forcément un automorphisme.
Attention, ceci peut étre faux pour un corps infini ! Discuter ’exemple K = F,,(X).

6.3. Soit désormais F,, un corps de cardinal ¢ = p™. Vérifier que f est d’ordre n dans Aut(F,).
Montrer que Aut(F,) est cyclique d’ordre n, engendré par f. Indication : Regarder un générateur
x de F et son polynome minimal sur F,.

6.4. Quel est le sous-corps fixé par Aut(F,) ? Etant donné = € F, notons z1, xa, ..., x4 son orbite
sous I’action de Aut(F,). (Remarquer que d|n.) Que peut-on dire du polyndme (X —z1)(X —
x2) -+ (X — x4) ? En déduire le nombre d’orbites de longueur d.

7. CLOTURE ALGEBRIQUE DE F),
Soit p un nombre premier. On se propose ici de construire une cloture algébrique de [F,,.

7.1. Soit K un corps a p” éléments. Montrer que K contient un sous-corps L a p°® éléments si et
seulement si s divise r. Dans ce cas L < K est le seul sous-corps a p® éléments.

Pour tout n € N soit désormais F,, un corps a p™ éléments, commengant par F; = F,.
Par le résultat précédent, F,, contient exactement un sous-corps isomorphe a F,, 1.
En identifiant les corps correspondants, on peut supposer que £y < Ey < Fg < ....

7.2. Montrer que la réunion C' := | J,, E, est un corps de fagcon naturelle.
Pour tout 7 > 1 le corps C' contient exactement un sous-corps a p” éléments.
Conclure que C est une clture algébrique de IF),.

Remarque. Pour rendre la notation unique, on peut fixer une fois pour toute une cloture algébrique C'
de IF,. On peut ensuite définir IF,- comme étant ’'unique sous-corps de C' de cardinal p”. On obtient
ainsi I’inclusion F,,s < Fp- pour tout s | 7, puis on retrouve C' = | J,. Fpr.

7.3. Soit C' une cldture algébrique de IF,. Est-ce I’homomorphisme de Frobenius f: z +— 2P, est
un automorphisme de C' ? Quel est son ordre ? Est-ce que f engendre Aut(C') ? Quelle est la
structure de du groupe Aut(C')?
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Feuille C3 — RECIPROCITE QUADRATIQUE

Résumé. Etant donné un nombre premier impair p > 3, on dit que a € Z est un résidu quadratique
ou carré modulo p s’il existe r € Z tel que 72> = a (mod p). Les exercices qui suivent ont pour but
d’étudier les résidus quadratiques. On montrera en particulier la célebre loi de réciprocité quadratique
de Gauss, un bijou de la théorie des nombres.

1. SYMBOLE DE LEGENDRE ET CRITERE D’ EULER

Soit p > 3 un nombre premier impair. Pour @ € Z on note @ € [F,, sa réduction modulo p. On définit
alors le symbole de Legendre de a modulo p par

B +1 sia € FX estun carré,
a a o )
—]l=(-]=<¢-1 siac IF; n’est pas un carré,
p p .
0 sia=0.
1.1. Déterminer (2) et (1) puis ({) et (). Reconaissez-vous déja un rapport ?
2
1.2. Le polyndme X? + aX + b € F,[X] admet exactement 1 + (“Tf‘lb) racines dans IF),.
Combien de racines admet-il dans IF 2 7.
1.3. Soit g un générateur de Y. Montrer que a est un carré dans F,; si et seulement s’il est une

puissance paire de g. En déduire le critere d’Euler : ( %) =a'z (mod p).

o @ a _ p=1 . a
1.4. Vérifier que (f) = (5) (g) et (%) =1let (71) = (=177 ,puis X cp, (5) =0.
2. LA LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE

Théoreme 4. Soient p,q > 3 deux nombres premiers. Alors on a la formule de réciprocité

q P p=1g-1 +1 sip=loug=1 (mod4),
=) =(=)- , , =(=1)2 2 =
(p) (q> e(pq) avec (p,q) = (-1) {1 ip=3eg=3 (modd).

Pour le cas exceptionnel ¢ = 2 et p > 3 impair on a la formule complémentaire

2 2_ 1 sip=+1 d 8),
(2) =001 wec o= (-7 = SP=T ey
D -1 sip=43 (mod 8).
2.1. Veérifier la réciprocité pour (2) et () ete(5, 7). Méme exercice avec (%) et (1) ete(7,11).
Vérifier la formule complémentaire pour (2) et (2) puis (2) et (3).

On se propose de montrer la loi de réciprocité en passant par les corps finis.

2.2. Montrer que F,> contient une racine primitive huitiéme de I'unité. On la note ¢ et on pose
r = ¢+ (. Calculer 7 puis 7. En déduire (2) suivant les valeurs de p mod 8.
2.3. Afin de montrer la formule principale, on suppose que p et ¢ sont deux nombres premiers im-
paires distincts. Soient ¢ € ]F‘p une racine primitive g-i¢éme de I'unité et 7 = ), _px (g) ¢k
q

1

(a) Montrer que r? = (—1)% ZmG]Fq ¢ ZkquX <1_ﬂ;k71)'

_ -1 sim#0
b) Montrer que x (%) = ,
(b) qu Zkqu q g—1 sim=0.

q—1

(c) En déduire que 72 = (—1) =2 q.

(d) Montrer que r? = 5) r,donc rP~1 = (§>'

q\ _ (»p _ p—1g—1

Conclure que (%) = (q) (-1)= =

2.4. Déterminer si 30 est un carré dans Fgs537. (On admet que 65537 = 22" + 1 est premier.)
Et 20 est-il un carré dans Fg5537 ? Est-il aussi facile de trouver une racine, le cas échéant ?



2.5. Justifions finalement ce qui a été tacitement admis : I’existence des racines primitives dans F,,
la cloture algébrique de IF;,. Expliquer pourquoi le groupe des racines p-iemes de I’unité dans
IF,, est trivial. Pour p { g, par contre, les racines g-iemes de 1’unité dans I, forment un groupe
cyclique d’ordre g, comme il se doit.

2.6. Dans C on note (,, = ¢>™/ comme avant. On a déja a vu I’aide du discriminant que NCRS
Ql¢q) sig = 1 (mod 4), et \/q € Q[(4q] si ¢ = 3 (mod 4). Vous pouvez en donner une
preuve alternative en explicitant /g a I’aide du symbole de Legendre.

3. SYMBOLE DE JACOBI

Le symbole de Legendre (%) n’est défini que pour les nombres premiers p > 3. On I’étend aux

nombres composés par multiplicativité : pour b > 1 impair on définit le symbole de Jacobi par (%) =

IL (i)ei ot b= [[, p;* est la décomposition primaire de b. Autrement dit :

pi (%) —1 et (ﬁ) - (%) (%) '

3.1. Montrer que (%) = 0 ssi pged(a, b) > 1. Justifier les régles de calcul suivantes :

o))« ()

b
@ (%) = (%/) si a=dad (modb)
® (E) = (Z) -e(a,b) si a et b sont impairs

b
2
® (5) =
S) = o)
Indication : Par définition il faut passer par la décomposition primaire de b, et dans ® il faudra
aussi la décomposition de a. Pour @ montrer d’abord que J est multiplicatif, et pour @ que &
est multiplicatif en chaque argument.

3.2. Calculer la valeur de (%) en utilisant les regles ci-dessus.

3.3. Soit a = 13353839 et admettons que p = 64a + 3 est premier. Existe-t-il une solution
x,y € Z al’équation 22 + yp = 4a ? Méme question pour I’équation 2% 4+ yp = 8a. (Tout le
calcul est faisable a la main.)

4. NOMBRES DE FERMAT ET CRITERE DE PEPIN

Fermat constata que la suite F,, = 22" 4 1 commence par cinq nombres premiers : Fy = 3, Fj = 5,
Fy =17, F5 = 257, F, = 65537. Il conjectura ensuite que F,, = 22" +1 est premier pour tout n. Cent
ans plus tard, Euler trouva la décomposition F5 = 4294967297 = 641 - 6700417. Ceci a provoqué
deux questions, toujours largement ouvertes : lesquels des nombres F;, sont premiers, et quant aux
autres, quelle est leur décomposition primaire ?

A noter que les nombres de Fermat croissent rapidement : déja F5 a 10 chiffres. De plus, Foyiesta
peu pres le carré de F;,, donc le nombre des chiffres double si I’on augmente n. Il est tres difficile de
factoriser des entiers a quelques centaines de chiffres, méme & nos jours avec les ordinateurs les plus
puissants. Par contre, on présentera dans la suite un algorithme efficace pour décider si un nombre de
Fermat F,, = 22" £ 1avecn > 1 est premier ou non.

4.1. Commencons par un critere suffisant. Soit N = 2* + 1 et supposons que a € Zy vérifie
k— . .
a?"" = —1. Déterminer I'ordre de a dans Zy - Conclure que NN est premier.

4.2. Calculer ( 1«;) ) puis (Fi) via réciprocité. En déduire le critere de Pépin : Pour n > 1 le nombre
n Fn

. . . —1
F,, est premier si et seulement si 372 = —1 (mod Fp,).

Sur ordinateur on peut calculer 37 mod F,, de maniere efficace a I’aide d’une méthode dite « puis-
sance dichotomique ». On a ainsi pu montrer, par des calculs sur machine, que F;, est composé pour
5 < n < 24, le cas Fy n’ayant été résolu qu’en 2003. A noter que I’on sait ainsi prouver que F4 est
composé, mais on ne connait aucun de ses facteurs !
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Feuille C4 — CORRESPONDANCE DE GALOIS

0.1. Enoncer avec précision la correspondance de Galois.

1. L’ACTION DU GROUPE DE GALOIS SUR LES RACINES

Supposons que P est un polyndme unitaire séparable sur un corps K. Soient £ = {x1,...,x,} ses
racines dans un cloture algébrique de K, et soit F = K (2Z") son corps de décomposition.

1.1. Tout automorphisme ¢ € Gal(E|K) permute les éléments x4, ..., z, entre eux. On ob-
tient ainsi un homomorphisme p: Gal(E|K) — Sym(Z"). Vérifier que p est injectif. En
numérotant les racines on obtient ainsi un plongement Gal(E|K) — S,,.

1.2. Si P est irréductible, alors Gal(E|K) agit transitivement sur .2, cad pour tout z;, z; € 2" il
existe ¢ € Gal(E|K) de sorte que ¢(x;) = z;. Dans ce cas n divise I’ordre de Gal(E|K).

Etant donné P il est en général trés difficile de déterminer son groupe Gal(P) = Gal(F|K). Certes,
Gal(P) va étre isomorphe a un sous-groupe de S,,, mais si n est grand, les possibilités sont énormes.
Les paragraphes suivants ne traitent que des exemples les plus faciles.

2. POLYNOMES SYMETRIQUES VUS PAR LA THEORIE DE GALOIS

Soit E = k(z1,...,2,) le corps des fractions rationnelles dans les indéterminées 1, ..., x, sur
un corps k. Le groupe symétrique S,, agit sur £ par permutation des variables, et on note K =
k(z1,...,2,)°" le corps des invariants. C’est le corps des fractions rationnelles dans les polynomes
symétriques élémentaires, ¢’est-a-dire K = k(s1,...,85).
2.1. Trouver P € KT unitaire de degré n ayant pour racines 2~ = {z1,...,%,}.
Montrer que la restriction p: Gal(E|K) — Sym(.2") est un isomorphisme.

2.2. Enutilisant la correspondance de Galois conclure que tout groupe fini se réalise comme groupe
de Galois Gal(E|L) avec E|L convenable.

3. CORRESPONDANCE DE GALOIS POUR LES CORPS FINIS

Soit F/ un corps a p™*® éléments et K le sous-corps a p® éléments.

3.1. Expliquer pourquoi ’extension F|K est galoisienne de degré r.
Quelles sont les extensions intermédiaires, cad les corps L avec £ > L > K ?

3.2. L’application de Frobenius f: F — E, f(x) = aP, est un automorphisme de E.
Vérifier que f* € Gal(E|K), c’est-a-dire f* est un automorphisme de E fixant K.
Montrer que ord(f®) = r et en déduire que Gal(F|K) = (f*).

3.3. Comparer les extensions intermédiaires de E|K et les sous-groupes de Gal(E|K), et établir
la correspondance de Galois dans ce cas. L’expliciter pour F4p9¢ sur Fs.

4. EXEMPLES DE LA CORRESPONDANCE DE GALOIS SUR

On reprend ici quelques extensions F|Q déja vues, pour illustrer la correspondance de Galois.

4.1. Commengons par E = Q(v/2,+/3), le corps de décomposition de (X? — 2)(X? — 3).
(a) Déterminer la dimension de F sur Q et spécifier une Q-base B.
Expliciter Gal(E|Q) avec son action sur F (en utilisant la base B).
(b) Vérifier que Gal(F|Q) = Zs x Zs. Pour chaque sous-groupe H < Gal(E|Q) identifier
le corps des invariants 7. Existe-t-il d’autres extensions intermédiaires ?

4.2. A titre d’avertissement, considérons F = Q(4/2) et Aut(E|Q). Lextension E|Q est-elle
galoisienne ? La correspondance de Galois est-elle vérifiée ?

4.3. Rappeler que £ = Q(J, V/2) est le corps de décomposition de X3 — 2 sur Q. Traiter les
questions de I’exercice 4.1 pour I’extension E|Q et vérifier que Gal(E|Q) = S3. Déterminer
ses 6 sous-groupes et noter ceux qui sont distingués. Expliciter tous les sous-corps de I et
noter ceux qui sont normaux sur Q.



4.4. Rappeler que E = Q(i, v/2) est le corps de décomposition de X* — 2 sur Q. Analyser ’ex-
tension F|Q comme ci-dessus et vérifier que Gal(E|Q) est isomorphe au groupe diédral Dy.
Déterminer ses 10 sous-groupes et noter ceux qui sont distingués. Expliciter toutes les exten-
sions intermédiaires et noter celles qui sont normales sur Q.

5. DISCRIMINANT ET GROUPE DE GALOIS

On reprend la notation du §1. Il est commode d’identifier le groupe Gal(E|K) et son image dans
Sym(.2"), cad on n’insiste pas sur la distinction entre un automorphisme ¢ € Gal(E|K) et la permu-
tation ¢| - € Sym(Z") donnée par restriction. (Le justifier !) On obtient ainsi Gal(E|K) < Sym(Z").
Dans ce paragraphe on développera un critére pour déterminer si Gal(E|K) < Alt(%2") ou non.

5.1. On considere I'élément d = [],_,(z; — z;) dans E. Pour tout ¢ € Gal(E|K) on a alors
¢(d) = d - sign(¢| 27), ot sign(¢| o) est la signature de la permutation ¢| o .

2 _ 2 D - s .
Remarquons que d* = [[,_;(z; — x;)° = Disc(P). On ne sait en général pas calculer les racines
z1,...,T, Mais on sait tres bien calculer le discriminant de P. Rappeler comment.

5.2. Vérifier que d® € K. Si Gal(E|K) < Alt(2) alors d € K. Montrer I’implication réciproque
sous I’hypothese que la caractéristique de K est différente de 2.

Ce critere permet de déterminer si Gal(F|K) est contenu dans Alt(.2") ou non : il suffit de savoir si
Disc(P) admet une racine carrée dans K ou non.

5.3. Montrer que les polyndomes P = X2 —3X + let Q = X® — 4X + 1 sont irréductibles sur
Q et toutes leurs racines sont réelles. Quels sont les sous-groupes transitifs de S5 ? Identifier
Gal(P) et Gal(Q) comme sous-groupes de .Ss.

Remarque : Pour un polyndme irréductible de degré 3 seulement deux groupes peuvent apparaitre
comme groupe de Galois, a savoir As et S3, et le discriminant permet de les distinguer. Il existe des
criteres semblables, plus sophistiqués, pour déterminer le groupe Gal(P) d’un polynéme irréductible
P € Q[X] de degré 4.

6. POLYNOMES SUR Q AVEC GROUPE S,

Soit P € Q[X] un polyndme irréductible de degré p. On note 2" = {x1,...,z,} 'ensemble de ses
racines dans C, et E = Q(x1, ..., x,) son corps de décomposition.

6.1. Regarder E > Q(z1) > Q et en déduire que p divise |E : Q|. De facon alternative, regarder
I’action de Gal(E|Q) sur 2 et en déduire que p divise | Gal(E|Q)|. Pour p premier conclure
qu’il existe un automorphisme p € Gal(F|Q) d’ordre p.

6.2. Supposons que P admet deux racines complexes conjuguées et p — 2 racines réelles.
Alors il existe 7 € Gal(E|Q) agissant comme une transposition sur 2.

6.3. Soient p > 3 un nombre premier, T € .S, une transposition et p € S, un p-cycle.
Alors T et p engendrent le groupe symétrique S), tout entier.

6.4. Vérifier 2 nouveau que Gal(X? — 2) =2 S3. Puis montrer que Gal(X® — 10X + 5) = Ss.
Essayer de trouver P € Q[X] irréductible de degré 7 tel que Gal(P) = S7.

6.5. Pour p > 5 premier analyser le polynome P = (X —p)(X —2p) - - - (X — (p—2)p) (X% +p)—p.
Est-il irréductible ? Combien de ses racines sont réelles ? En déduire son groupe de Galois.

Avertissement. L hypothése que p soit premier est nécessaire ! Par exemple le polyndme X — 2 admet
deux racines réelles ++/2 et deux racines complexes +4 /2. On a vu en exercice 4.4 que Gal(X 4_ 2)
est le groupe diédral D, et non le groupe symétrique Sy. Ceci correspond au fait que 7 = (13) et
p = (1234) n’engendrent pas Sy mais seulement Dy.
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Feuille C5S — CORRESPONDANCE DE GALOIS II

1. GROUPES ABELIENS FINIS ET CORRESPONDANCE DE GALOIS

On note Z,, le groupe additif de I’anneau Z/nZ, et on note Z.* le groupe multiplicatif des éléments
inversibles. Comme avant on note (,, = e2mi/" ¢ C. On construira dans la suite une extension K |Q
avec groupe de Galois isomorphe a Zg.

1.1. Trouver un générateur g du groupe Z;,. Quel est son ordre ? Expliciter ainsi un homomor-
phisme surjectif ¢: Z;, — Zg et déterminer son noyau.

1.2. Rappeler pourquoi ®19 = X + X7 + ... + X + 1 est irréductible dans Q[X], et en
déduire que (yg, . . ., (1S est une base de E = Q({19) sur Q. Pour tout k € Z];, construire un
automorphisme oy : E — F avec 01 (() = ¢*. Conclure que Gal(E|Q) = ZJ,.

1.3. Expliciter une base de K = E¥ pour H = ker(¢: Gal(E|Q) — Zg). Déterminer Gal(E|K)
et Gal(K|Q) par la correspondance de Galois.

On se propose de généraliser cet exemple de Zg a un groupe abélien fini quelconque. Pour ce faire on
admettra le théoreme de la progression arithmétique de Lejeune-Dirichlet : Si a,b € N sont premiers
entre eux, alors la progression arithmétique {ka+b | k € N} contient une infinité de nombres premiers.

1.4. Pour tout nombre naturel n, montrer qu’il existe un nombre premier p avec un homomor-
phisme surjectif Z) — Zp,.

1.5. Plus généralement, pour un groupe abélien fini A, expliquer comment trouver un nombre N
avec un homomorphisme surjectif Zy, — A.

1.6. Rappeler la structure du groupe de Galois de I’extension cyclotomique F = Q({y) sur Q. En
déduire que tout groupe abélien fini se réalise comme groupe de Galois Gal(K|Q).

2. GROUPE DE GALOIS DECOMPOSABLE EN PRODUIT DIRECT

2.1. Rappeler qu'un groupe G est le produit direct de deux sous-groupes H et H', noté G =
H x H', siet seulement si H et H' sont distingués, HN H' = {1} et HH' = G.

2.2. Soient F|K une extension galoisienne, F, F’ des extensions intermédiaires normales sur K
telles que F N F' = K et FF' = E. Alors on a une décomposition en produit direct
Gal(E|K) = Gal(E|F) x Gal(E|F"), puis Gal(F|K) = Gal(F|K) x Gal(F'|K).

2.3. Réciproquement, soient E|K une extension galoisienne et Gal(E|K) = H x H'. Alors les
corps correspondants F = Ef et F/ = EH " sont des extensions normales sur K telles que

FNF' =KetFF' =F.
3. EXTENSIONS NON NORMALES ET CLOTURE GALOISIENNE
3.1. Quels sont les sous-corps « évidents » de K = Q[\Sﬁ, \5/§] (Y en a-t-il d’autres ?)
3.2. Déterminer Gal(K|Q). La correspondance de Galois est-elle vérifiée ?
3.3. Déterminer la cloture galoisienne F de K sur Q.
3.4. Déterminer le groupe Gal(E|Q) en utilisant §2.
3.5. Quels sont les sous-groupes de Gal(E|Q) contenant Gal(E|K) ?

3.6. Quels sont les sous-corps de K ? Quelle est la morale de cette histoire ?



