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La résolution des équations numériques est une ques-
tion qui n'a pas cessé d'occuper les géométres, depuis
Porigine de P'Algeébre jusqu’a nos jours. Nous ne rappel-
lerons pas tous les procédés qui ont été proposés pour la
détermination des racines réelles des équations. Lagrange,
le premier, a donné pour cet objet une méthode rigou-
reuse; elle consiste 4 substituer dans l’équation, 2 la
place de linconnue, une suite de nombres croissant
depuis la limite supérieure des racines négatives jusqu’a
celle des racines positives, et tellement choisis, qu’entre
chaque nombre substitué et le suivant, il ne puisse tom-
ber qu’une seule racine de l'équation; les changemens
de signe qu’on obtient dans la suite des résultats indi-
quent quels sont ceux de ces nombres qui comprennent
effectivement une racine. On remplit la condition qu'il
ne puisse tomber qu'une racine entre un nombre subs-
titué et celul qui le surpasse immédiatement, en substi-
tuant des nombres formant une progression arithméti-
que, dont la raison soit une quantité moindre que la
plus petite des différences qui existent entre les racines
réelles de ’équation proposée. On parvient a déterminer
une telle quantité, en formant une équation auxiliaire

6. Savans étrangers. 35



214 _RESOLUTION

dont linconnue a pour valeurs les carrés des différences
entre les.racines de la proposée ;-et cherchant.une limite
inférieure des racines positives de cette nouvelle équation ;
la racine carrée de cette limite ou toute quantité moindre
peut étre prise pour lintervalle des substitutions succes-
sives quil faut effectuer dans I’équation.

Cette méthode, considérée sous un point vue purement
théorique, ne laisse rien.a désirer.du cété de la rigueur.
Mais, dans lapplication,”la longueur des calculs néces-
saires pour former I'équation aux carrés des différences,
et la multitude des substitutions qu’on peut avoir a ef-
fectuer, la rendent presque impraticable; et: quoique La-
grange y ait.apporté quelques- sn.mphﬁcatlons les calculs
qu’elle exige sont toujours trés pénibles;:aussi l'on.a.essayé
d’autres solutions: Fourier :a-découvert :un :théoréme
qui . renferme.comme corollaire da. régle; des- signes de
Descartes , et.a Paide -duquel on peut reconnaitre qu’une
équation.n’a-aucune, racine-entre deux.limites données,
ou bien. que:le. nombre .des racines comprises entre.ces
limites’ ne:peut pas-surpasser:unicertain .nombre:facile
a determmer..Mals ce;théoréme ne; donnant::pas vpremse-—
ment le, nombre de.ces racines, conupeut étre:expose,.en
lapphquant :a chercher des racines.dans .des intervalles
ou .il nlen existe;pas,.de: sorte. que..de: nouvelles régles
sont: nécessaires, pour.faire dispanaitre: cette\mcertltude.

. Le théoréme dont .le:développement:est l’ob]et ‘de. .ce
Memmrega beaucoup:d’analogie.avec: celui: de :Fourijer-
1l; fournit upmoyen;sir.de connaitre combien une-équa=
tion:a de racines wéelles: comprises: <éntre:deux :nombres
(uelconques ;i cetté;.connaissance suffit.pour conduire a:1a
détermination; effective:de tontes.lesrracinescréelles, sans
qu’on seit; obligéide-recourir :a l‘equtIOIl aux carres,.des
dnfferences. : :

A
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1. -

.....

Nz 4 Px"' + Qx>+ ... +Tx +U =o

une équation numeérique d’un degré quelconque, dont
.on se-.propose.de déterminer toutes les racines.réelles.
On. commencera.par. exécuter sur. cette équation le cal-
cul qui sert & trouver si elle a des racines égales, en opé-
rant de la maniére que nous allons indiquer. .En. dési-
gnant par.V la. fonction entiere Na™ - Pxm' 4 etc.,
et par V, sa.fonction.dérivée (qui.se forme en multipliant
chaque terme de.V. par Vexposant de x:dans ce.terme.et
diminuant.cet.exposant d’une unité), .il.faut.chercher. le
plus grand commun.diviseur. des deux poltynomes V et
V,. On divisera d’abord V par V., et quand on sera ar-
rivé a un reste d’'un degré inférieura celui du diviseur V,,
on changera les signes de:tous les termes de ce reste
(les signes + en — et les —-en —+). Désignons par V, ce
que deviendra ce reste aprés ce changement de signes.
On divisera de la méme maniére V, par V,, et, aprés
avoir encore changé les signes du reste, on aura un nou-
veau polynome V; d’'un degré inférieur a celui de V,.
La:.division de< V, par V;. conduirar.de. méme acune
fonction V; qui- sera.le-reste :de:-cetté division .on Lon
aura»changé les signes..On continuera -cettesérie de:dis
visionsy .enayand toujours soin.de: changer-les, signessdes
termes de chaquerres»te.l‘;.(}e;chan’gemen‘t-‘de\."sigqese\.,-qui;.sea
rait inutile si I'on n’avait pour but que.de tnouver:le
plus: grand :commun - diviseur.. des .polynomes.V et'V,
est-nécessaire dans la théorie que nous exposons. . Commne:
les;degrés: des. festes‘:;success-ifS wvons.en diminuantj.on ars,
rivera-finalement soit: &' un.réste-inmérique-indépendant

35..



276 RESOLUTION

de x et différent de zéro, soit & un reste fonction de x
qui divisera exactement le reste précédent. Nous exami-
nerons ces deux cas séparément.

2.

Supposons , en premier lieu, qu'on parvienne aprés un
certain nombre de divisions & un reste numérique qui
soit désigné par V.. _

Dans ce cas, on est assuré que V'équation V =on’a
pas de racines égales, puisque les polynomes V et vV,
n’ont pas de diviseur commun fonction de x. En repreé-
sentant par Q,, Qs,.. Q,.. les quotiens donnés par les
divisions successives qui laissent pour restes — V.,
— V3, ... —V,, on a cette suite d’égalités

V. = V1Q1 - Vz
VI - V2Q2 - V3
V2 = V3Q3 _— V4 (I)

Vr—’ == ‘rr—nQr—l "‘Vr ‘

- Cela posé, la considération de ce systéeme de fonctions
V,V.,V,,... V., fournit un moyen str et facile de con-
naitre combien l'équation V = o0 a de racines réelles
comprises, entre deux nombres A et B de grandeurs et
de signes quelconques , B étant plus grand que A. Voici
la régle qui remplit cet objet:

On substituera & la place de x le nombre A dans
toutes les fonctions V, V,, V,,... V,_,,V,, puis on écrira
par ordre sur une méme ligne les signes des résultats,
et l'on comptera le nombre de variations qui setrouyeront
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dans cette suite de signes. On écrira de méme la suite
des signes que prendront ces mémes fonctions, par la
substitution de l'autre nombre B, et I'ori comptera le nom-
bre des wariations qui se trouveront dans cette seconde
suite. Autant elle aura de wvariations de moins que la
premiére , autant l'égquation V =o aura de racines réelles
comprises entre les deux nombres A et B. 8i la seconde
suite a autant de variations que la premiére , I équation
V = o0 n'aura aucune racine entre A et B. D ailleurs,
B étant plus grand que A, la seconde suite ne peut pas
avoir plus.de variations que la premiére.

3. :

Nous allons démontrer ce théoréme, en examinant
comment le nombre des variations formées par les signes
des fonctions V, V,, V,..,V,, pour une valeur quelconque
de x, peut saltérer, quand x passe par différens états
de grandeur.

Quels que soient les signes de ces fonctions pour une
valeur de » déterminée , lorsque x croit par degrés in-
sensibles au-deld de cette valeur, il ne peut arriver de
changement dans cette suite de signes qu'autant qu’une
des fonctions V, V,... change de signe et par conséquent
devient nulle. Il y a donc deux cas a examiner, selon que
la fonction qui s'évanouit est la premiére V, ou quelqu’une
des autres fonctions V,, V,,.. V,_, intermédiaires entre
V et V,; la derniére V, ne peut pas changer de signe,
puisque c’est un nombre positif ou négatif.

Voyons, premiérement, quelle altération éprouve la
suite des signes; lorsque x, en croissant d’une maniére
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continuey atteint et-dépasse tne valeur qoi annulle la
premiére: fonction V. Désignons- cetté: valeur'par c. La
fonction - Vi, dérivée -de -V, me-peut ‘pas” étre-nullé -en
memestemps quea‘V pour-z'= c¢; car, par hypothése, Vg
quation -Vi=:0; n’a: pas -de" racines: egales* Oni:voit-d’ail-
leurs: d«apres les»equatlons ( 1) 't sans s'appuyer sur la théo-
rievdes:racines égales ,'que-si:les deéux fonctions V" etV
etalent“nullesspour’x ¢ stouteslésautres fonctions VQ,V3
et.enfin> V&, seralent\nulles' en méime>temps.’ Or, alt con-
traire, V, est par-hypothése un nombre-différent dé zéro:
V. a donc pour: z'==¢ ume valeur -différente dé- zéro,
positive ou négative.

Considérons des valeurs dex trés peu différentes de c.
Si , €n. _désignant par u.une quantité positive,aussi petite
qy’on.voudra, on. fait tour a tour &= c—uet xr = ¢4 u,
la fonction.V, aura .pour.ces deux-valeurs de.x:le.méme
sngne qu’elle;a pour x.= ¢; car.on peut.prendre. u assez
~ petit pour que V. ne s’évanouisse pas et ne. change pas

de sxgne, tandis_que x croit. depuis.la valeur € — u.jus-
qua c.+ u. . :

Il faut. maintenant déterminer le. 51gne de V pour
x = ¢ +u..Désignons .pour un.moment V par f(x), V,
par f'(x), et les autres fonctions dérivées de V par f”(x),:
fz) ... ft™)(x), suivant la. notation usitée:, Lorsqu’on.
fait .= ¢+ u, V-devient f(¢ 4~ u). Or on -

T3

f(c—}-»u)—f(C)—l—f/(C)uvi—f() 2t fw()u3+ etc. ~=..

ou bien, en observant quef(c) est zéro, et quef’(c) ne
Vest pas,

flet )= ulf@ +5Gur L ]
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On voit, d’aprés cette-expression de f (e*+ u),quen attri-
buant a-u'des valeurs positives tres’ petites ,'f(c —+u) aura
le méme signe que f/(¢) ,-et par conséquent’f(c +u)aura
aussi le méme signe que f/(c i), puisque f'(c+-u)-a
le méme-signe que f'(¢). -Ainsi V- a le méme-signe -que
¥, pour & = ¢ +u. ‘ :

En changeant u en — » dans la formule précédente ,
on a

- fle— i) = ——u[f’(c)aﬁfl"—(:)u—{—etc .:], o

et-lon.voit de niéme que f(c—u):asun signescontraire
a eeluide f'(c); d’ouil sult:que spour.a =.c—u ,lesigne
de'V est'contraire i celuiideV,. -

Donc, si le-signe de f'(c).ou de:V; pourz = c est - ,
le signe deV sera + pour x=c -u et — pour r=c—u.
Si au contraire le signe de'V, est — pour x = ¢, celui de
V sera —,pour .= c-4uet + pour :x = ¢ — u:-Dail:
leurs V, a:peour.x=.c¢ +uet pour.x-='¢ — u:le méme
signe quil a pour x = c. L

Ces résultats sont indiqués dans le tableau suivant :

vV V, VYV,

sl = ¢ =~ w — T R
pour ;{x ‘=.c - . 0 = oubien. ig
A N N i a ¢ —

Atusi /lorsque la fonction ‘V-s'évanouit, ‘le signe de 'V
forme avec le signe’de’V, une variation , ‘avant que x at-
teigne la valeur ¢ qui annulle V), et cette variation est chan-
gée en une permanence aprés que x a dépassé cette valeur.

Quant aux autres fonctions V1)V, etc., chacune aura,
comme V,, soit pour x=c + u, soit pour x = ¢ —u, le
mémesigne.quelle a pour x=-c,*si-toutefois ‘aucune ne
s'évariouit pour x:='c,‘en-nidme ‘tempsque'V,
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" La suite des signes des fonctions V,V,, V... V,, perd
donc une variation, lorsque x en croissant dépasse une
valeur ¢ qui annulle la premiére fonction V, sans annu-
ler aucune des autres fonctions V,, V., etc. Il faut main-
tenant examiner ce qui arrive lorsqu’une de ces fonctions
s’évanouit. -

. -5!

Soit V,, une fonction intermédiaire entre V et V., qui
sannulle quand x devient égal & 4. Cette valeur de x
ne peut réduire & zéro, ni la fonction V,_, qui précede
immeédiatement V,, ni la fonction V,, qui-suit V.. En
effet, on a entre les trois fonctions V,_,, Va, Vi, I'é-
quation suivante qui est I'une des équations (1) -
Ve =V Ve
Elle prouve que-si ‘les deux fonctions consécutives V,_,,
V,; étaiént nulles pour la méme valeur de x,V, ., serait
nul en méme temps; et comme on a ‘aussi '

Vn = Vn+; Qn+x - Vn-{-a )

on aurait encore V,., = o, et ainsi de suite; de sorte
won aurait enfin V; = o, ce quiest contraire a 'hypothése.
Les deux fonctions V,_, et V,, ont donc pour x =5
des valeurs différentes de zéro; en outre, ces yaleurs sont
de §ignes 'COI_ltZF‘gires ; car, la méme équation '

.‘ T ‘:_: 3 VH—I:VI;QH—VII-!:I

N &

donne:'V;, -, =— V¢, lorsquon a V, =5o. -~

oy . N

..Cela posé , ‘substituons .a la place de x',depx nombres
b—uetdbtu, trés peu différens de &; les deux fonctions
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V._. et V., auront pour ces deux valeurs de x les mémes
signes qu’elles ont pour x = &, puisqu'on peut toujours
prendre u assez petit ponr que ni V,_, ni V,, ne change
de signe quand x croit dans intervalle de & — 22 & & + u.
Quel que soit le signe de V, pour x = b — u, comme
il est placé dans la suite des signes entre ceux de V,,_, et
de V... qui sont contraires, les signes de ces trois fonc-
tions consécutives V,_,, V,, V.., pour = = b — u for-
meront toujours, soit une permanence suivie d’une varia-

tion, soit une variation suivie d’une permanence, comime
on le voit 1c1 :

Vn—l Vn Vn-{-z V,,_I Vn Vn+l
pourz=b—u -+ o4 — oubien — -

Pareillement, les signes de ces trois fonctions V,_,, V,,,
V.4 pour x = b+ .u, quel que soit celui de V,,, forme-
ront une variation, et n’en formeront qu'une.

.. D’ailleurs , chacune des autres fonctions aura un méme
signe pour & =6 — u et x = b + u, pourva qu’aucune.
ne se trouve nulle pour & = 4 en méme temps que V,.

Conséquemment, la suite des signes de toutes les fonc-
tions V,V,,...V,.pour & = b + u.contiendra premse—
ment autant de variations_que.la suite de leurs signes
pour x = b —u. Ainsi, le nombre des variations dans
la suite des signes n’est pas chaugé, quand une fonction
intermédiaire quelconque passe par Z€ro.

.- On arriverait évidemment a la méme conclusnon, s1
plusleurs fonctions mtermedlalres non consécutives s’éva-
nouissaient pour la.méme valeur de x. Mais si cette
valeur annullait aussi la premiére fonction V, le chan-
gement de signe de celle-ci ferait alors dlsparaxtre une
variation sur la gauche de la suite des sngnes ainsi que
nous Vavons fait voir n° 4. : _

6. Savans étrangers. 36
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6.

11 est donc démontré que chaque fois que la variable
x, en croissant par degrés insensibles, atteint et dépasse
une valeur qui rend V égal & zéro, la suite des signes
des fonctions V, V,, V,,.... V. perd une vari_ation-
formée sur sa- gauche par les signes de V et V;, la-
quelle est lemplacee par une permanence; tandis que les
changemens de signes des fonctions intermédiaires V,,
V,,....V,_, ne peuvent jamais ni augmenter ni di-
minuer le nombre des variations qui existaient déja. En
conséquence, si l'on prend un nombre quelconque A
positif ou négatif, et un autre nombre quelconque B
plus grand que A, et si Von fait croitre x depuxs A
jusqu’a B ; autant, 11 y aura de valeurs de & comprises
entre A et B, qui rendront V égal i zéro, autant la
suite des signes des fonctions V, V,,.... V, pour

= B contiendra de variations de moins que la suite
de ]eurs signes pour & = A. Cest le théoréme qu’ 1l fallalt
démontrer.

Pour en faciliter les apphcatlons, il est nécessaire
‘d’ajouter pluswuxs remarques a.ce qui precede

7.

Dans les divisions successives qui servent a former les
fonctions V,, V;, elc., on peut, avant de prendre un
polynome pour dividende ou pour diviseur, le multiplier
ou le diviser par tel nombre posmf qu'on voudra. Les
fonctions V, V,, V,,..... V,.quon obtiendraen opé-
rant ainsi, ne différeront que par des facteurs numériques
positifs, de celles que nous avons considérées précédem-
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ment et qui figurent dans les equatlons (1); de sorte
qu’elles auront respectivement les mémes signes que
celles-ci pour chaque valeur de .

- Avec cette modification on peut, lorsque les coeffi-
ciens de Iéquation V = o sont des nombres entiers,
former des polynomes V., V3, etc., dont tous les coeffi-
ciens seront aussi entiers; mais il faut bien prendre
garde que les facteurs numerlques qu'on introduit ou
qu’on supprime soient toujours posttifs.

. 8. -

Il peut arriver que l'une_des fonctions V,,V,,. ...
V._, se trouve nulle, soit pour x = A, soit pour x = B.
Dans ce cas, il suffit de compter les variations qui se
trouvent dans la suite des signes des fonctions V, V,,
V.,....V, en omettant la fonction qui est nulle. Cest
ce qui résuite de la démonstration que nous avons donnée
n° 5 pour le cas ol une fonction intermédiaire s’évanouit.
En effet, on a vu que, lorsque V, s'annulle pour & = &,
si Pon attrlbue a x une valeur b — u ou b+ u trés peu
différente -de &, les signes des trois fonctions consécu-
tives V,,_,, V,,, V.. forment une variation, et n'en
.torment qu une ;. or cette variation subsistera encore lors+
qu’o’n' fera x = b, et qu'on omettra dans la suite des
signes le résultat o placé entre les deux signes contraires
de V,_, etde V,,,. »

. Si 'V se trouve nul pour x = A, on en conclut d’abord
que A est racine de I equatlon V = o, puis on attribue 4 x
une valeur A+ u qui surpasse A d’'une quantité aussi
petite qu'on voudra; pour cette valeur A + u, le signe
de V forme avec le signe de V, une permanence comme

36.. °
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on I'a vu n° 4, tandis que dans le reste de la suite des
signes ,- depuis V" jusqua V,, il y a le méme nombre
de variations que pour x = B." On trouvera donc par
la' régle générale combien I'équation V = o a-de racines
comprises entre A - u et B, clest-a-dire plus grandes que
A et plus petites que B. ’

De méme si B est racine de ’équation V=0, on déter-
minera par la méme régle le nombre de ses racines com-
prises entre A et B-—1z, en observant que pour £ = B—u
Je signe de V forme avec celui de'V, une variation (n°4 ),
et que dans le reste de la suite des signes depuis V, jus-
qu'a V- il y aautant de variations que pour & = B.

9.

Quand on pourra reconnaitre qu'une des fonctions
auxiliaires, V,, intermédiaire entre V et V., conserve
constamment le méme signe pour toutes les valeurs de x
comprises entre A et B, il ne sera point nécessaire de
considérer les fonctions qui suivent V,; il suffira de
substituer ces deux nombres A et B dans les fonctions des
degrés supérieurs V,V,,V,,.. en sarrétantd 'V, et d’écrire
Jes signes des résultats. Autant la suite des signes des
fonctions V, V., Vo,.. jusquas V, inclusivement, pour
x= A, présentera de variations de plus que celle pour
=B, auiant il ¥ aura de racines de l'éguation V=0
comprises entre A et B. - '

‘En_ effet, on peut appliquer au systéme partiel des
fonctions V,V,,V,,..V,, la démonstration quencus avons
donnée plus haut pour le sysiéme comiplet ‘des fonctions
V,V,Va's Vo, Vi, V,, dont la derniére étaitun nombre
constant. Dans ’]"hypi)thésé'actuelle V, conserve toujours
fe méme signe, sans avoir une valeur ‘constdnte, pour
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toutes les valeurs de x croissant depuis A jusqu’a B. Or,
comme on 'a vu n* 4 et 5, la suite des signes de ces fonc-
tions V,V,,V,..,V, perd une variation chaque fois que V
devient nul, et 'évanouissement des fonctions intermé-
diaires entre V et V, ne peut ni augmenter ni- diminuer
le nombré des variations; donc autant 1% équation V= o
aura de racines comprises entre-A et B, autant le nombre
B substitué dans les fonctions V VI,VQ.., V. donnera de
variations- de moins que Aj ce qu 11 fallalt prouver..

¢

10 ¢

On voitencore que si V, ne cliange pas de signe, quand’
x croit depuis A jusqu’é B, on obtiendra constamment le
méme nombre. de Val‘laUOIIS en substltuant, soit A, soit
B, soit tout autre nombre compris. entre A et B dans 'Ta
suite partlelle des fonctions V,,,V,H_, vy Vi ‘Mais il ne
faut pas croiré que réciproquement, si les deux nombres
A et B substitués dans ces fonctions, donnent le méme
nombre devariations V doive toujours conserver e méme
signe pour toutes ]es- valeurs de x croissant depuis A
Jusqu’a B. Cette proposition. inverse n’a lieu qu’autant
que les fonctions V, , V4, ...remplissent certaines condi-
tions que néus ne croyons pas devoir exposer ici. Nous.
dirons seulement qu’elle a liew en particulier, lorsque les_
degrés respectifs de ces fonctions'V,, Votis V,,_,_ ae- VODL
en diminuant d’une’ unité, et qu en outre le premler terme:
de chacune est posmf Nous developperons dans un autre
Mémoire cette propriété et plusieurs autres dont Jouissent:
'cerlames classes d’equatlons.

’
A
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RPN /I/I oL T

Notre théoréme, modifié comme nous: venons de le
dire n°.9, sera souvent d’une application. plus facile.
Ainsi, lorsqu’en cherchant le plus grand commun divi-
sear de V et de V., on _parviendra.d un. polynome V,
(par exemple & celul du second degré ) qui égalé:a zéro
ne donnera que des valeurs imaginaires de x, il ne sera
pas nécessaire de pousser plus loin les divisions, car ce
polynome V, sera constamment de méme signe que son
premier terme pour toutes les valeurs réelles de x, de
sorte quon pourra le ;prendre pour la derniére des fonc-
tions auxiliaires V,,V,, etc. On. pourrait méme encore
Sarréter- 4 un. polynome V. qui sannullerait pour des
valeursréelles de x, pourvu qu'on piit déterminer toutes
ces valeurs. Car en désignant par.p, q, r,.. celles qui se-
raient comprises entre. A et B, apreés les avoir disposées
par ordre de grandeur, en commencant par les plus pe-
tites, et observant que V, conserve le méme signe pour
toutes les valeurs de x comprises entre A et p, on trouve-

¢

rait, ,pat I'application du ‘théoréme , modifié comme dans
les n°é$ et9, combien Féquation V=0 a deracines entre A
etp—u, u étant une ’trés".'peti'te quantité; de méme,
V., ayant encore un signe constant pour toutes les valeurs
de x éo}pp'r,iéés entre p et ¢ , on trouverait comhien V=0
a de racines entre p-+u et g—u ;, Cest-a-dire entre p et
q ,-en prenant u suffisamment petit; on reconnaitrait de
méme combien V=0 a de racines entre g et r, et ainsi
de suite. On suppose ici que Péquation V=o n’a pas de
racines égales, et qu'une valeur de x qui annulle V.
n’annulle pas V en méme temps.

4
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Ces circonstances out.I'on-peut-diminuer le nombre des
fonctions auxiliaires méritent d’étre remarqueées; car les
calculs nécessaires pour la détermination des fonctions
V., Vs,... sont trés longs, surtout lorsqu’on arrive aux
derniéres fonctions, & cause de la grandeur de leurs
coefliciéns numériques. |

12, .. o

Le théoréme .général donne le moyen de connaitre le
nombre total des racines réelles de JLéquation V= o. En.
effet, étant donné un polynome fonction entiére de -, on
peut, toujours, sans connaiire les valeurs:de & qui'Pan-
nullent, assignera.x une valeur positive finie telle que ,pour
eette valeur et pour toutes les valeurs plus grandes ; le
polynome aura constamment le méme signe que son pre-
mier terme; il en’ est de méme pour toutes les, valeurs
de " négatives au-delad d’une certaine limite. Donc, si
Yon représente selon I'usage par le. caraciére oo un nombre:
aussi grand quon:oudra , toutes les racines réelles de’ Ié--
quation V= o’ étant comprises entre — o et + oo, il suf-
fira’'pour en connaitre le nombre, desubstituer —oo et -~ oo.
au lieu de A et B dans les fonctions V,V,,V,,.. V, et de:
marquer les deux suites de signes pour — o et + .
Quand on. fait o =- oo, chaque fonction est de: méme-
signe que son premier terme. Pour x— — oo chaque
fonction de degré pair, y compris la comnstante V,, a le
méme signe qu’elle'a pour ‘& —=—- o, mais chaque fonc-
tion de degré impair p'rend‘ pour x ==— oo un signe con-
traire & celui qu’elle a pour 2 ==+ 0. L’excés du nombre-
des variations formées parlessignesdesfonctionsV,V,,..V,,
pourx=— , surlenombre des variations péiir £=+ co,
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exprimera le nombre total des racines réelles de 'équa-.
tion V=o. o . :
13. ’

Mais on peut faire usage d’une régle encore plus simple,
pour déterminer le nombre des racines réelles et celui
des racines imaginaires dans la plupart des équations.

Les fonclions auxiliairesV,,V,, etc.,sont ordinairement
en nombre égal au degré m de I'équationV = o, parce que
dans la recherche du plus grand commun - diviseur de V
et de V,, chaque reste est ordinairerent d’un degré infé-
cieur d’une seule unité 4 celui du reste précédent. Toutes
les fois que les fonctions V,,V,, etc., sont effectivement en
nombre égal a m, on peut.connaitré. le nombre des ra-
cines imaginaires :de I'équation V= o par la-simple ins-
pection "des signes des premiers termes de ces fonctions
V.,V,,.. y compris le signe de Ja derniére, qui ne contient
plus x et qui doit étre actuellement représentée par V.
L' équation N =0 a autant de couples de racines imagi-
naires quily a de variations dans la suite des signes des
premiers termes des fonctionsV,,V,, etc., Jusqu'au signe
de la constante’V,, inclusivement. Yoici la démonstra-
tion de cette proposition. '

il résulte de Ihypothése qu'on vient d’admettre, que
deux fonctions consécutives V,_, V,,sont I'une de degré
pair, I'autre de degré impair. Donc si ces deux fonctions
ont un méme signe pour x = —=®, elles auront des si-
gnes contraires pour x = — ®; €l wice versé, si elles ont
des signes contraires pour x = 4- &, elles auront un
jnéme signe x = — o : de sorte. que si Pon écrit 'une
au-dessous de Vautre les deux suites de signes des fonc-
tions V,V,,V,,.. Vo pour x =— oetpourx =+,
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chaque variation dans Pune quelconque de ces deux suites
correspondra i une permanence dans l'autre suite; ainsi
le nombre des permanences pour x = — o est égal au
nombre des variations pour x = — .

Soit ¢ le nombre des variations pour x = = 5, £ pou-
vant étre zéro. Ces variations sont celles que présente la
suite des signes des coefficiens qui multiplient les ‘plus
hautes puissances de x dans les fonctions auxiliaires
Vi, Va,.. Vo, le premier terme de V et celui de V, étant
positifs. - - S BN
~ On vient de voir que la suite des signes pour x=— o
doit contenir permanences; elle contiendra donc m— ¢
variations, puisque les fonctions V,V,,.. V,, sont au nom-
bre dem -~ 1, et que dans une suite de m + 1 signes, le
nombre des variations et celui des permanences réunis
font une somme égale 4 m. - ' :

Or, en vertu du’ théoréme général, le nombre des ra-
cines réelles de'équationV =o toutes comprises entre — oo
et -+ oo, doit étre- égal 4 l'excés du nombre m — i des
variations pour x = — o sur le nombre i des variations
pour x = - co. L’équation V = o0 a donc m — 2iracines
réelles et par conséquent 27 racines imaginaires; on sait
d’ailleurs que celles~ci forment des couples de la forme
a—+ b\/—1; ainsi le nombre de ces couples est égal a i;
ce qu’il fallait démontrer. - - '

Th.

En’supposant = o0, on conclut de’ 14 le corollaire sui-
vant:'le premier terme de V et celui de V, étant positifs,
st les -autres fonctions V,,V; etc., y compris celle. qui ne
contient plus x sont au nombre dem — 1, et si elles ont

G. Savans étrangers. 57
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toutes un premier terme positif , léquation V= o aura
toutes ses racines réelles. - o

Réciproquement, si I'équation V=0 a loutes ses ra-
cines réelles, il faut nécessairement que les fonctions
auxiliaires V,, V;.. jusqu' celle qui ne contient plus x
inclusivement , soient au nombre de m—1, (ou, en dau~
tres termes, que chacune de ces fonctions soit dun degré
inférieur d'une seule unité & celui de la précédente ) et
quen outre leurs premiers termes soient tous positifs.

En effet, si le nombre des fonctions V,,Vs, etc., €lait
plus petit que m — 1, la suite des signes des fonctions V,
V., V,, etc., pour x = — coaurait un nombre de varia-
tions plus petit que m; or, au contraire, elle doit aveir m
variations de plus que la suite des signes pour xr=—-0,
si Péquation V=0 a toutes ses racines réelles. 1l fant donc
d’abord que le nombre des fonctions V,, V.. soit m—1,
en-outre le coefficient de la plus haute puissance de x
dans chacune d’elles doit étre positif, comme dans V et
dans V; car, autrement, il y aurait une ou plusieurs va-
riations dans la suite des signes des fonctions VvV, V,V...
pour x = o et équation V=0 aurait des couples de
racines imaginaires en nombre égal & celui de'ces varia-
tions. o o
Lorsque les coefficiens de V’équation V= o sont indé-
terminés et représentés par des lettres, les polynomes V,,
V;, etc., qu'on obtient par la recherche du plus grand
commun diviseur de V et de V, sont respectivement des
degrés m—2 , m— 3, etc., et lescoefliciensdes plus hautes
puissances de x dans ces polynomes, en y comprenant
V .., sont des quantités littérales composées des coefliciens
de Péquation V==0. Les conditions de la réalité de toutes
les racines de cette équalion V=0 se réduisent donc & ce
que toutes ces quantités: soient positives, aucune n’étant
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nulle. On voit que le nombre de ces conditions n’est pas

plus grand que m — 1; mais il peut étre momdre, parce-
que quelques - unes peuvent étre comprises dans les
autres. ‘

15. :

L’usage de notre théoréme pour la recherche des raci-
nes réelles d’une équation V=0 qui n’a pas de racines
égales, se présente de lui-méme.

Aprés avoir obtenu les fonctions V,, V.. jusqu’é V. qui
ne contient plus x, on détermine en premier lien le.
nombre total des racines réelles de I'équation , en écrivant
les signes de ces fonctions V, V,,.. V, pour x =— o et
pour x= -4 %, comme on l'a dit n° 12 ou bien en ap-
pliquant la régle du n° 13 dans le cas ordinaire olt les
fonctions auxiliaires VQ, V;... etc., sont au nombre de

m—i. :

Pour trouver les racines posmves, on substitue a la
place de x une suite-de nombres croissans o, A, B, C,
D, etc., dansles fonctions V,V, .. 'V,,, et Pon écrit la suite
des signes des résultats que donne chaque nombre subs-
titué; le nombre des variations perdues en passant de la
suite des signes que donne un nombre substitué a celle
que donne le nombre suivant, exprime, en vertu du théo-
réme, combien I'équation V=10 a de racines comprises
entre ces deux nombres-la. On trouve ainsi quels sont
ceux qui comprennent des racines et combien ils en com-
prennent.

Pour ne pas faire des substitutions inutiles, il faut
s'arréter deés qu ’on arrive 4 un nombre qui donne autant
de variationsqu’en donnerait un nombre infiniment grand,
c'est-a-dire autant de variations qu’il s'en trouve dans la

37..
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suite des signes des premiers termes des polynomes.V,V,,
v,,..V, (en comptant V.). Un tel nombre est.une limite
supérieure desracines de ’équation, puisque entre ce nom-
bre et -+ o il ne peut pas exister de racines. .-

Admettons qu'il y ait plusiears racines entre A et B;
alors on substituera un nombre intermédiaire ou plu-
sieurs; et les variations perdues en passant d’un nombre
substitué a celui qui le surpasse immédiatement , indi-
queront toujours U'existence d’autant de racines comprises
entre eux. ’ ) _

Il pourra se faire que quelques substitutions suffisent,
pour opérer complétement la séparation des racines, cest-
a-dire pour assigner 4 chacune d’elles deux limites entre
lesquelles elle soit seule comprise. Mais quand des racines
seront trés rapprochées, on sera obligé de faire un plus
grand nombre de substitutions pour les séparer. Au sur-
plus, on verra bientét que cette séparalion n’est pas in-
dispensable pour le calcul des racines, et qu’il suffit d’a-
voir la partie entiére de chacune. En substituant des
nombres négatifs dans les fonctions V, V,,.. V,, ou ce qui
revient au méme, en y substituant des nombres positifs
aprés avoir changé dans toutes o en — ., on trouvera de
la méme maniére entre quels nombres tombent les racines
négatives. L - : :

Ces substitutions peuvent étre effectuées de telle sorte,
quon obtienne d’abord le chiffre de Vordre le plus élevé
de chaque racine, puis le chiffre de l'ordre immédiate-
ment inférieur, et ainsi de suite.

16.

On peut ainsi déterminer la valeur approchée de cha-
que racine, a une unité prés ol méme & une certaine
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fraction prés; il reste d calculer sa partie inconnue par
une méthode d’approximation plus rapide. On peut ici
employer celle de Newton ou celle de Lagrange.

On sait qu’il y a des cas ou la premiére se trouve en
défaut; alors il vaut mieux se servir de celle de Lagrange,
a laquelle notre théoréme donne le complément dont elle

‘avait besoin , comme nous allons Pexpliquer.

L’usage de cette méthode suppose que la racine qu’on
“veut calculer, soit seule comprise entre deux nombres
entiers consécutifs; on raméne aisément & ce cas, par une
transformation, celui- ot une récine est” seule comprise
entre deux limites: connues. Mais lorsqu’une équation a
des racines qui différent entre elles de quantités trés pe-
tites, on ne parvient & obtenir deux limites -de -chacune
quaprés des - substitutions multiplides, qui’ exigent de
longs calculs. Or, on peut dviter cet nconvénient, en
combinant notre théoréme avec la méthode de Lagrange.

Il s'agit de calculer Ies racines de I'équation V= o qui
sont comprises entre les deux nombres entiers consécutifs
@ et a+- 1. Si le théoréme indique que ces deux nombres
ne comprennent qu'une seale racine, on fait, suivant le
procédé connu , x = a-—l—-J{dans équationV=o, et comme
I'inconnue y ne doit avoir qu’une seule valeur positive

‘plus grande que l'unité, on substitue, dans I'équation
transformée en.y, ‘4 la place de 7 les nombres entiers
1,2, 3, 4,.. jusqud ce quon arrive 4 deux nombres con-
sécutifs & et b+ 1, qui donnent des résultats de signes
contraires; ces nombres comprennent la valeur cherchée

. . 1 Ve .
d,7; on fait ensuite y =5+ - dans Féquation en 7

z n’ayant aussi qu’une seule valeur positive plus grande
que 1; on cherche de méme sa partie entiére ¢ en subs-
tituant les nombres 1, 2, 3,... et en continunant ainsi on



204 RESOLUTION

obtient la valeur de x exprimée par la fraction con-

tinue
1

a-{-b

X
c -+ etc.

Supposons actuellement que le théoréme indique Vexis-
tence de plusieurs racines entre les deux nombres entiers

aet a+ 1.0n fait encore x =a-|—} dans’équationV=o;

inconnte y devant avoir autant de valeurs positives plus -
grandes que I'unité que x a de valeurs entré a et @ -I- 1,
la simple substitution des nombres naturels 1, 2, 3, 4,..
dans P’équation transformée en y; ne suffirait pas généra-
lement pour faire découvrir toutes ces valeurs de y, puis
que deux ou plusieurs valeurs de y peuvent avoir la méme
partie entiére. Clest pourquoi Pon doit remplacer x par

1 . .. .
a3 non-seulement dans la fonction V, mais aussi dans

les fonctions auxiliaires V,,V,, etc., en sarrétanta une
fonctionV,, dont on soit certain que lesigne reste Ie méme
pour toutes les valeurs de x comprises entre @ et a 1.,
Les polynomes V, V,, V,,. ...V, étant ainsi trans-
formés en fonction de y,.on y substitue a la place de y
les. nombres entiers 1, 2, 3, 4, . . . . et lon écrit la suite
des signes que donne chaque nombre substitué. La diffé-
rence entre les deux nombres de variations que donnent
deux nombres entiers consécutifs b et & + 1, exprime
combien il y a de'valeurs de ¥, comprises entre ces deux
nombres , qui satisfont & I'équation V= . Car, puisqu’on

a fait xr = a —|—;,, en substituant b et b 4 1 a la place
de.y dansles polynomes V, V,, ... V. exprimés en fonc-
tion de y,on obtient les mémes résultats qu’en substituant

: i 1
=G+Eeta+b+x

ala place de x dans les mémes poly-
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nomes exprimés sous leur forme primitive en fonction de
x: or, la différence entre les -deux nombres de varia-
tions que présentent les signes de ces résultats exprime

le nombre des valeurs de x comprises entre @ -+ % et
a+ b—__—;_——; qui sont racines de 'équation V = o, et aux-
quelles répondent autant de valeurs de y comprises entre

bet b+ 1. : ,

Si lon trouve ainsi que & et & + 1 comprennent plu-
sieurs valeurs de y, on fera y = &+ -, et l'on rempla-
cera ) par b+ % dans les polynomes V, V., V, ... déja
exprimés en fonction de y, en s’arrétant, sans aller jus-
qu’a V., & un polynome V, qui conserve toujours le méme
signe pour toutes les valeurs de ¥ comprises entre b et
b~ 1; puis on substituera dans ces polynomes V, V,,
V.,.... Vialaplace de z les nombres 1, 2, 3. ...

La différence entre les deux nombres de variations que

donneront deux nombres entiers consécutifs ¢ et ¢ -+ 1 ,
marquera le nombre des valeurs de z compiises entre
¢ et ¢ +- 1 qui correspondront & des racines x de ’équa-
tion V = o. En continuant ainsi, on développera en frac-
tions continues toutes les valeurs de x comprises entre
et a—+ 1. '
* Lorsqu'une des inconnues successives y, z, . . n’a qu’une
seule valeur comprise entre deux nombres entiers consé-
cutifs, on n’a plus besoin des fonctions auxiliaires V,, V..
pour développer cette valeur en fraction continue; il
suffit d’employer le procédé ordinaire que nous avons rap-~
pelé plus haut; pour développer une valeur de x, dans
le cas ou elle est seule comprise.entre les deux nombres «
et a + I.

Si I'on doit calculer avec une grande approximation des

.
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racines qui sont trés_peu différentes, on .pourra d’abord
obtenir, par les moyens que nous venons 'd’indiquer, une.
valeur suffisamment approchée de. chaque racine, puis
recourir & la méthode d’approximation de Newton, pour
avoir une valeur plus exacte.

Remarques. 1° Lafonction V, étant représentée par f{x),
devient, lorsquon y fait xr = a +} ,

V=f (d"}l»)“" {f(“)}’"‘—*-f (@) J’"“'+f @ TS ym—r - ete. }

Or, on n’a besoin de connaitre que les signes et non les
valeurs' numeériques des polynomes V, V., V,,... pour
chaque nombre positif substitué a la place de y ; on peut
donc supprimer dans cette expression de V le facteur po-

sitif — S €t prendre sunplement pour V la fonction entiére

(“)fm+f (a).?’ m=t - f (a) m— 1 etc. Cette remarque
sapplique & toutes les fonctxons V,V.,, V,.... oulon
l‘emp]éce x par a -+ Jl,, ainsi qu’a toutes leurs transfor-
mées successives qu'on emploie dans ]e cours des calculs.

2° Il est inutile de remplacer x par a + } dans la'

fonction V,, si elle conserve le méme signe, comine on I'a
supposé , pour toutes les valeurs de x comprlses entre

a et a + 13 car elle aura aussi ce méme signe pour toutes
les valeurs de y plus grandes que 1. '

De meme on se dnspensera de mettre b + s.4 la place

de ¥ dans V,, si V; a un signe constant poul toute valeur
de y comprise entre b et b 4+ 1. :
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17.

Appliquons notre méthode & quelques exemples.

1° - EXEMPLE.
Soit Péquation
23— a2x — b =o;
on a ici

V =23 —a2xr —5,
V, = 3x? — 2.

Pour former V, on divise V par V,; mais afin d’éviter
les fractions , on multiplie d’abord V par 3 (n° 7): on ob-
tient ainsi le reste — 4x — 15, et l'on a, en changeant
les signes,

V., = 4x + 15.

On divise ensuite V, par V,, et pour éviter les frac-
tions,, on multiplie par 4 la fonction V., ainsi que le
reste du premier degré.

Le reste, indépendant de x auquel on arrive est +- 643 ;
on a donc

Y, = — 643, (%)

L’existence de ce reste numérique prouve que I’équa-
tion proposée n’a pas de racines égales. Le nombre des
fonctions auxiliaires V., V,, V; est égal au degré de

) Si les coefficiens de V, et de V,, étaient des nombres plus grands, on
éviterait la division de V, par V,, en observant qu’d cause de la relation
V, = V.Q,—Vj3, le signe cherché de V3 doit étre contraire a celui du résultat
qu’on obtiendrait en substituant dans V, la valeur de x unique qui annulle V,,
Or, on touve facilement le signe de ce résultat, en examinant si la valeur de
z qui annulle V, est ou n’est pas comprise entre celles qui annullent V..

6. Savans étrangers. 38



298 : RESOLUTION

Péquation, et la suite des 51gnes de leurs premiers termes,
y compris V3, est

Cette suite offrant une variation, on en conclut, d’aprés
la proposmon du n° 13, que. lequatlon a une couple de
racines lmagmalres et par conséquent une seule racine
réelle; ce qu'on peut voir encore en écrivant les signes des
fonctlonsV , Vi, V,, Vipourr =— x, et pour x =+ o,
et prenant la différence entre les deux nombres de va-
riations.

Cette racine réelle étant unique, pour obtenir sa partie
entiére, on: n’a.plus. besoin de considérer les-fonctions
auxiliaires V,, V;, V;,~il suffit de substituer différens
nombres-dans la seule fonction V. Comme o et + oo subs-
titués dans V, donnent des résultats de signes contraires,
on voit dabord que cette racine est positive. En faisant
x =2 dans V, on a un résultat negatlf et .en faisant
x = 3, on a un résultat positif : la racine est ‘donc com-
prise entre 2 et 3. On en obtiendra des valeurs aussi ap-
prochées quon voudra par les procedes ordinaires d’ap-
proximation qui ont été. rappelés dans les n* précédens.
On trouvera

xr = 2,00455148.
2° EXEMPLE.
Cherchons les conditions nécessaires pour que 'équation
x4+ pxr + g |

ait toutes ses racines reelles.

On-a

A% x4+ px—+gq,
V.= 3x* -+ p.
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On obtient V, et V; par les divisions successives. Pour
éviter les fractions, on a soin de multiplier le dividende
par 3 dans la premiére division, et dans le seconde par
4p* qui est une quantité positive (n° 7).

On trouve

V, = — apx — 3q,
 Vi= — 4p* — 274~

Les .conditions de la-réalité. des racines de Péquation
proposée sont (n™ 13 et 14) les deux suivantes :

—2P>0, ~4P3"2772>°’
qui reviennent A celles-ci :
P <Ao, 4p® + 279> < o.

La premiere se trouve comprise dans la seconde; ce qui
est d’ailleurs bien connu.

On pourrait trouver de la mdme maniére les condi-
tions nécessaires pour que I’équation '

xh+ pa® +.gxr +r=o0
ait toutes ses racines réelles.

3° EXEMPLE.

On verra » dans l'exemple suivant, comment on peut
calculer deux racines dont la différence est trés petite.
Soit 'équation

23 4 112 — 10220 4 181 = o,

38..
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Ona V = 2% + 1122 — 1020 + 181,
V, = 3x*> 4+ 222 — 102,
V, = 854x — 2751,
V3 - + 441

On voit d’abord, d’aprés la proposition du n° 14, que
I’équation a ses trois racines réelles.

Pour trouver les racines positives, on substitue a la
place de x les nombres 0, 1, 2,3, 4,... dans les fonc-
tions V_.V,, V,, Vs, et lon écrit les signes des résultats;
on trouve

VYV VYV o
pour x = o + — — —~ 2variations,
x =1 + — — +
x = 2 ‘4 — — 4+ (@)
x = 3 -+ — — -~ 2 variations,
xr =4 . + 4+ -+ -+ o

* Getableau montre que ’équation a deux racines positives
et qu’elles sont comprises entre 3 et §.

Déterminons la valeur de ces racines & un dixiéme prés.
Pour rendre lecalcul plus facile, on ferax = 3 -+ y, et Pon
remplacera x par 3 -+ y, non-seulement dans V, mais aussi
dans V, etV,, parce qu'on voit dans le tableau précédent
quechacune de ces fonctions V,, V,, change de signe pour
une valeur de'x comprise entre 3 et 4. Les fonctions
V, V,,..., deviendront par cette transformation

e 2y PR T

s Y=yt 4 2002 —Tgy 4 1,
| VI 372 -+ 40)’ — 9,
V, = 854y — 189,
ot V3 ..

I

I

L
ol
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On fera successivement 'y = o0, y = o,1; Y =0,2..;

Jusqu’a ce que la suitedes signes desfonctions V., V, » Vo, Vs,

perde les deux variations qu’elle a pour y. =0 (qui répond
& x = 3), ou jusqu’a ce que V change de signe’

iV

V V.V, Vi
Yy = o donne + — — -
Yy =01 . 4 — e 4
Yy o= 02 + — — 4
y =03 4+ 4+ +.

On a donc V < o pour deux valeurs de ¥ comprises
entre 0,2 et 0,3, et par conséquent pour deux valeurs
de x comprises entre 3,2 et 3,3. ‘

On déterminera le chiffre des centiemes de chaque ra-
cine, en substituant & la place ‘de y, dans les mémes
fonctions, les nombres 0,20 .. 0,21 ., 0,22 ,. Jusqu’a ce
que la suite de leurs signes.perde deux variations, ou jus-
qu’a ce que V change de signe. On' trouyera

B TaT e
.

i .
.-,Y VI :_VQ V3 Ty, B
poury = 0,20 + - — 4 P e
Yy =021 .+ —— 4 V="4:0,001261
Yy =022 — . V=~ 0,00135>.

On voit par le cliangement -de signe de' V, que l'une
des deux valeurs cherchées de Y tombe entreo,21 et 0,22,
et que l'autre doit Eire plus grande qiie 0’22 3 de sorté quie
les deux racines sont maintenant séparées. Dés lors on .n’a
plus besoiuhdes,f(_)r_'x;(;:yions_.'apleiaires V., V., ¥;. On subs-
titue 0,23 a la place de y dans la seule fonction V: on
trouve le résultat positif - 0,000167 ; d’olt il suit que la
seconde valeur cherchée de y tombe entre 0,22 et 0,23.
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__Par de nouvelles substitutions faites dans 'V, on trou-
vera que le chiffre des milliemes est 3.pour la plus petite
racine, et g pour lautre. Ainsi les deux racines positives
de lequatlon proposée

23 + 112 — 1027 + 181 = o,
sont 3,213 et 3 »229 3 un milliéme pres
On obtiendra trois chiffres décimaux'de plus pour cha-
cune, en appliquant la régle de Newton & cette équation
ou a sa transformée en y On trouvera les valeurs 3,213128
et 3,229521, exactes & un millionieme pres.

On peut obtenir les mémes racines en cherchant leurs
valeurs en fractions continues, suivant le procede de, La-
grange Aprés avoir reconnn par le-tableau (@) que V'équa-
tion V= .0a deux: racines positives entre3 et 4, on fait

X = 342 72Jaura deux valeurs posmves plus grandes que

Vunité’ On remplace x par 341 7 non-seulement dans

V, mais aussi dans.V,.et V,, qui changent de signe quand
x croit depuls 3 jusqu’a 4. En supprimant les facteurs

pOSltlfS ,y,, . . comme on l'a dit 4 la fin du n° 16, les
fonctlons deviennent : -

V-=y3—gy-|—2o,y+1,
Vl = — 9}' -+ 40_}’ -+ 3
V, = — ‘1_89)' ~+ 854?
. V3 :. +. .. - e .- . -
On fait dans ';:és fonctionsy -=:1,2,3,4..; on:trouve
pour .. .y =1 -~ 4+ o+ '

les mémes resultats qu ‘on avait obtenus pour z = 4

‘,__y =} ++++
oy ‘="5:‘_' i +

L
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On voit que: les deux valeurs:chérchgeside 5 tombent

P T TR T R SO L€, sty a L

entre 4 et 5. On fait ‘alors = %“;3 2“4ira’ éhcore

deux valeurs plus grandes que 1. Les fonctions V,V,. .
deviennent - TT

V = gS — 42 4~ 3z + 1,

Vi = 1922 — 32z — 9,

V. = 98z — 189,

Va= +. DS A Sy G EPI CRM R
e _ VT e D

= 1 donne.f -;-}—: ,‘_;..‘.-_.'. -+»iv'; CCOlniIie' iy o :-:5)‘,

g

N N
I

2 - Y
_-=3','. P ‘1+_ . Sos.

Donc l'une des valeurs de’ z “tombé enire ‘et ‘2", Tautre
entre 2 et 3. Arrivé 3 ce point, on n’a plus besoin des
fonctions auxiliaires V,, V,, V,. On développe la plus pe-

tite valeur de z en fraction continue : on pose z= 1+ .
L’équation précédente |

B — b2 3z 4+ 1=o0
devie . . "
' B — 2P — 4

[N s ss

=005 i,

t ne doit avoir qu’une seule ‘valeur positive plus grande

que: Iunité;non substitue pour ¢,7:lesinombiespéntiers

VSRS AP NI o4 M Cnopt

1,2, 3. .. Of'irouve que-% et 3" d6ineni ‘des résultits
. . : . 1 ’

de signes contraires; on fait donc z= 2 -+ =» U étant >1.

. 1 . .
On trouve de méme u=4f - 5, v=20 + _, et ainsi
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de suite. La plus petite racine positive de I'équation V=o,
est donc exprimée par la fraction continue :

En formant les fractions convergentes et convertissant la
ey . . 3965 . , .
sixiéme, qui est—96—4 , en fraction décimale , on trouve

x=3, 213128 , & un millioniéme prés.
On calculera de la méme maniére la seconde valeur de
z qui tombe entre 2 et 3. On aura successivement
I

. z=g+{,t—1+ ,(l)u._4+ 7 v::ao-{-—etc,

puis

etdelad x 3 229521, pour la seconde racine positive
de l’équatlon proposée.

LI DX Car L RN L .. [

(1) Liéquation transformée en u’,.se trouve;la méme que V'équation en u
a laquelle on est arﬁnve dans le .calcul de la premlére racme
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18.

Nous avons admis jusqu’a présent que I’équation pro-
posée V=0, n’avait pas de racines égales. On peut
toujours faire en sorte qu’on n’ait 4 résoudre que des
équations qui remplissent cette condition. Car on sait
que si une équation a des racines égales, on peut en
ramener la résolution i celle d’autres équations de degrés
moindres qui n'ont que des racines inégales, et dont les
racines sont celles de la proposée elle-méme. On pourra
donc déterminer toutes ses racines réelles a l'aide des
principes exposés précédemment. |

Toutefois, il ne sera pas inutile de faire voir que lors
méme que -Péquation proposée V = o0 a des racines
égales , le théoréme énoncé n° 2 ne cesse pas d’étre vrai,
et peut servir encore & faire découvrir toutes les racines
réelles de cette équation, sans qu’il soit nécessaire de la
décomposer en deux ou plusieurs autres, qui n’aient que
des racines inégales.

Supposons donc qu’en cherchant le plus grand com-
mun diviseur de V et de V, comme on l'a dit n* 1, on
parvienne & un reste'V,, fonction de x, qui divise exac-
tément le reste précédent V,_,. Ce dernier reste V, est
alors le plus grand commun diviseur de V et de V,, et
lon est averti que 'équation V= 0 a des racines égales.

Les divisions successives donnent cette suite d’égalités

V =VQ —V,,
V., = V,Q,—V;,
. . . . (2)
V;-_g = Vr—]Qr—l _— Vr ’
Vf—l = Vr Qr .

6, Savans étrangers. 39
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On voit que V, divise a la fois toutes les fonctions V,V,,
V., etc. Silon désigne Paf T, T,, T, T ,, les quotiens .
.que donnera la- division de:V,;V,,V,, ., V, par V;, on

aura les équations sutvantes -

T =TQ —T.,
T, = T.Q, —Ts,
L. N )

’ Tr—ez =. .vTr—er_‘;, — T,. %"
et enfin. _
T, = 4+ 1.

Nous allons. prouver que le théoreme énoncé n° 2, re-
lativement au systéme-des fonctions V,V,,V,, .., V., pour
le cas.ol Péquation V = o n’avait.pas de racines égales,
slapplique a -ces nouvelles fonctions T, T, T,..,T,,
quoique T, ne soit pas la fonction; dérivéede T.

D’abord on saitque le plus grand commun diviseur V,.de
V et de V,, se compose du produit des facteurs multiples
de V, élevés chacun & une puissance dont l'exposant est
moindre d’une unité que dans V, d’our il suit.que le quo-
tient T de. la division de V par V,, contient tous
les facteurs de V soit simples, soit multiples, a la pre-
miére paissance. L’équation T =o0.a donc les mémes ra-
cines que la proposée V. = o, mais chacune de ces racines
ne se trouve qu'une fois dans T = o. '

Examinons maintenant comment la suite des signes
des fonctions T, T,, T,, .., T,, perd ou acquiert des va-
riations, quand x passe par différens états de grandeur.
Cette suite ne peut saltérer qu’a cause des changemens
de signe qu’éprouvent les fonctions T, T, T,, .. en sé-
vanouissant. _

Considérons d’abord le cas ou la premiére fonction T
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devient égale & zéro. Soit ¢ une valeur de x qui rend
T = o. La fonction T, ne peut pas étre nulle en méme
temps que T; carsi T et T, étaient nuls pour-la méme
valeur de x, en vertu des équations (3) toutes les autres
fonctions T,, Ts,... et enfin T,, seraient nulles en méme
lemps; ce qui ne peut pas étre, puisque T, est égal &
-+ 1. T, aura donc pour x = ¢ une valeur différente de
zéro, et si l'on.attribue & x des valeurs c—u et c 4+ u
trés peu différentes de ¢, T,aura pour ces valeurs le méme
signe qu’il a pour x = c. '
La valeur c.qui annulle T est aussi une racine de 16-
quation YV'= e. Supposons qu’elle se trouve p fois dans
V=0, ou en. d’autres termes. que V soit divisible:-par
(x—c)’ : en.désignant le quotient par ¢(x), on a

| V = (x—c)”.cp(x)
et sa fonction dérivée V, a pour expression
Vi = (& —cy™[lpo) + (x—c) ¢()].
" On tire de la :

V_ _@=9e® _ _ _ weo
A T C R e Rl e o
PP m )

mais puisque

' ‘ V_ T
ona v.T T .
donc aussi
| T ___z—c
T = e@—a9d@ 4)
P+ (

- Gette formule fait voir que le;vquoti.entx.% est positif
pour des valeurs de- x un pew plus grandes que ¢, et né-

39..
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gatif pour des valeurs de x un peu plus petites que c.
Ainsi, pour & =c+u, T a le méme signe que T, et
pour z=c—u, T aun signe contraire a celui de T,.
Chacune des autres fonctions T,, T;,. . aura d’ailleurs,
soit pour x = c¢—u, soit pour x = ¢ +u, le méme s1-
gne qu'elle a pour x=c, si toutefois aucune ne séva-
nouit pour x=c. On conclut de 14, que la suite des
signes des fonctions T, T,, T, ,.., T, perd une variation
lorsque x, en croissant dépasse une valeur qui annulle
la seule fonction T. oo :

Quand une des autres fonctions TI, Tg, ... T,_,, s’éva-
nouira pour une valeur de x qui ne réduira pas en
méme temps T & zéro, le nombre des variations restera
le méme dans la-suite des signes. En effet, supposons
T, =o pour x=25 : en vertu des équations (3), les deux
fonctions adjacentes T,_; et T, , auront pour & = b des
valeurs différentes de zéro, et de signes-cont‘raires, car si
Yon supposalt T,_, ou T,H_l nul en méme temps que
T, , on voit que toutes les fonctions j ]usqua T, inclusi-
vement seraient nulles & la fois, ce qui est'impossible,
puisquona T, =1. Le signe de T” pour x = & —u, quel
qu’il soit, étant placé entre les signes de T,_, et de T,
qui sont contraires , ces trois signes consécutifs formeront
une variation et n’en formeront qu'une, et il en sera de
méme pour x==b— u. Il résulte de la que le nombre
des variations n’est pas changé dans la suite des signes
de T, T, .., T,, quand une fonction intermédiaire vient
a s’évanouir, a moins que la premiére fonction T ne s’an-
nulle en méme temps, auquel cas la suite des signes
perd une variation, comme on I’a vu plus haut.

En conséquence, si x croit depuis A jusqu’é B, autan:
il y aura de valeurs de x entre ‘A et B qui rendront T
égal & zéro, autant la suite des signes des fonctions
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T, T, , T,,..., T, pour x=. B contiendra de 'varzatzons
de moins que la suite de leurs signes pour x= A -

On peut & Paide de cette proposition, ~déterminer les
racines réelles de Péquation T=o0, qui sont aussi celles de
la proposée V —=o0,sans éire obligé de faire sur la fonc-
tion T et sa dérivée I'opération du plus grand commun
diviseur; il'suffit de I'avoir faite sur Vet V.

L’équation T = o n’ayant que des racines inégales, il
reste & savoir, aprés qu'on aura calculé 'une d’elles, com-
bien de fois elle se trouvera dans la proposée V =o0. Dé-
signons par ¢, comme précédemment, une racine de 1'é-
quation T= o qui entre p fois dans V="0. T étant di-
visible par le facteur o — ¢ une fois seulement, posons

T= (x— ) Y(x).
En nommant T/ la fonction dérivée de T, on a
= (@) + (= — ) V(=)

et conséquemment

'_I'___ ®—c
TS T E—ol®
P+ W@

Si Fon divise cette valeur de % T par celle de—trouvee
plus haut, formule (4), 1l v1ent

. » (x — ) ?'(x)
T 7.*' 9@
z — Y (x)’

' G
v F Y

»3

d’ou Ton tire, en faisant x = - ¢,

\

= p,
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. «Ainst, ~aprés -avoir-calculé-une racine ¢ de l’équation
T =0, onlasubstituera.dans les.deux fonctions T, et T’
et.le quotient: qu'orni:obtiendra. en divisant. le premier ré-
sultat -par le. second, exprimera combien de fois cette
racime se trouvera dans. l?équa'tfi'on V=o0. Quand la racine
¢ sera m'ratlonnelle on. n’aura. que-des valeurs approchées
de T, et de T, mais leur quotient devra différer trés pen
d’ur- nombre entier qui sera p. '‘On’ connait: d’ailleurs
d’autres. Lmoyens de déterminer le degre de multlphmte de
chaque racine de lequatlon}‘V Lo

.. Hefaut remarquer, enfin’, qu’on' peut se dispenser- d ef-
fectuer la dlvrsmn deV VI y VQ,) .., parV “En effet on a

V—TV,, V_.TV,,MYQ;'.I‘;Y',,... V—TV

Donc, si pour unesvaléur: 'donnée. de z;, V., a ane valeur
positive, Vaura pour cette valeur de x le \meme 51gne que
T, V, aura le méme SIgne que I’I,“V le méme s1gne que
T, et ainsi de suite jusqua V qui a le méme. SJgne que
T,= - 1. Mais si V, a une valeur négative, Tes signes de
V,V.,.., V,seront Q.QHE@J.!‘QL-CGUX de T, T,,.., T, res-
pectivement. Ainsi; -quel Giie soit le signe de V,, la suite
des 31gnes deV,V,,V,,. V,, présentera les mémes va-
riations; que. Jlasuite-des signes;.de T, F; ,;:T,yin. 5 T:.. Pe
cette remarque et de Ja proposmon qui-précéde, on con-.
clut que le nombre des racines ‘réelles dgﬂ'e’renles de I'é-
quation V=0 comprz;es‘ entre A et B, abstraction faite du
degré de multiplicité:. de cluzcune -est.égal a l'exces du
nombre des variations: qontenues‘ dans la suite des signes
des fonctions V,V, VY, ..V, pour x = A sur le nombre
des variations contenues: dans"li suite de letirs ‘s szgnes
pour x=B. Notre théoréme est ainsi étendu au cas ou

I'équation proposée Vo a des racines égales. :
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. . .
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'On peut ‘étre curieux de savoir comment la‘suite dés
signes des fonctions V, V,, V,,..., V, doit se modifier,
pour qu'elle puisse perdre une variation chaque fois que V
s’évanouit. '

Onavu, n® 4 et 48, quesi ¢ est une racine, soit simple
soit multiple, deléquation V= o, les deux fonctions Vet
V., doivent avoir des signes contraires\pour.x = ¢ — u et
le méme signe pour x = c=+u. De méme, si I'on désigne
par ¢ la racine simple ou multiple de Téquation'V =.0, qul
surpasse ¢ immeédiatement , de sorte qu’entre ¢ et ¢/, il n'y
aitpas d’autre racine, V, aura pour x = ¢/ —u un signe
contraire i celui de V. Or, V a constamment le méme
signé pour toutes les valeurs de x comprises entre ¢ et s
et comme V, a le méme signe que V pour & = ¢+ u €t
un signe contraire i celut de V pour £ = ¢/ — u; on voit
que V, a deux valeurs de signes contraires pour x = ¢+
et pour z = ¢’ --u; donc, tandis que z croit depuis ¢ +u
jusqu’a ¢’ -——u, V. doit changer de signe une fois, ow un
nombre impair de fois (1). .

Soit vy la valeur unique de x ou la plus petite valeur
de x, entre ¢ et ¢/, pour laquelle V, changede signe;
Vet V, auront-pour & =y~ u le méme signe commun

T

(1) On sait que cette propriété,iqui estle fondement des méthodes proposées
par Rolle et de Gua pour la résolution des équations, n’est pas bornée aux
fonctions entitres. On la démontre aisément pour une fonction quelconque
f (z):d’une Variable z ,-en observant que si la fonction dérivée: f*(x)sest cons-
tamment positive .ou négative: pour toutesJles valeurs de la variable.x com:
prises entre deux limites -données, la fonction f(x) doit croitre ou décroitre
continuellement dans leur intervalle; d’oi il suit qu’elle ne peut pas §'éva-
nouir pour deux valeurs de x comprises entre ces limites.
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qu’elles ont pour x = ¢ + u. Pour x = y + u, V aura
ce méme signe; mais V, aura le signe contraire. V, aura
un signe contraire & celui de V pour les trois valeurs
y—u,y et y+u (n°5). Si, par exemple, V est positif
pour x = ¢ - u, on aura le tableau suivant :

0

Vv V. YV,

pour x=y-—u . + 4+ —
=Y += 0 =
x=y—+U + - —.

Ainsi, avant que x atteignit la’ valeur ¢ qui an-
nulle V, les signes de V et de V, formaient une variation
qui. est changée en une permanence aprés que x a dépassé
cette valeur c; cette permanence subsiste jusqu’a ce que V,
change de signe, puis elle est de nouveau remplacée par
une variation aprés le changement de signe de V, : mais
en méme temps il y a une variation formée par les signes
de V, et de V,, qui se change en permanence; de sorte que
le nombre des variations dans la suite totale des signes
n’est ni augmenté ni diminug. .

Si V, changede signe une seconde fois pour unenouvelle
yaleur de & comprise entre ¢ et ¢’, la variation que forment
les signes de V et de V, avant que x atteigne cette valeur,
sera de nouvean remplacée par une permanence; et cepen-
dant, & cause de V,, le nombre des variations restera le
méme dans la suite des signes, Comme V; ne peut ainsi
changer de signe qu'un nombre impair de fois, aprés son
dernier changement , les signes de'V et de V, formeront
une variation qui snbsistera jusqu'a ce que x atteigne
la valeur ¢’ qui annulle V. On n’a point i considérer ici Je
cas o V, s'éyanouit sans changer de signe;

RS
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20.

V. étant la fonction dérivée de V, nous savons que si
VY est nul pour x =¢, V a un signe "contraire- a celui
de V, pour x = c¢— u et le méme signe que V, pour
x = ¢+ u. Cest ce qu’on peut exprimer plus brievement

en disant que le quotlent - passe toujours du negatlf au

positif quand V s’évanouit.

Supposons maintenant que V, ne soit plus la fonction
dérivée de V, mais que ce soit un polynome quelconque
d’un degré inférieur 4 celui de V et qui n’ait ancun facteur
reel commun avec V. On pourra se servir de ce poly-
nome V, pour en former dautres V., V,, etc., de degres
décroissans, par des divisions successives, comme on s'est
servi n° 1, du _polynome dérivé.

Cen31derons ce nouveau systeme de fonctions V, VI,
Vg,..., V., qui vérifient aussi les équations (). Quand x,
en cr01ssant atteint et depasse une valeur ¢ qu1 an-

. . .V ,
nulle V, il peut arriver que le quotient 3 passe du néga-

tif au positif, ou du positif au négatif, ou enfin qu’il
ne change pas de signe. Dans le premier cas, la suite
des 51gnes des fonctions V, V,, V,,.., V, perd sur sa gauche
une variation; dans le second elle acquiert au contraire
une variation ; dans le tromeme le nombre de ses varia-
tions n’est pas changé. D’allleurs (n° 5) Pévanouissement
d’une fonction intermédiaire entre V et V, ne peut pas
altérer le nombre des variations. De 14 il est aisé de con-
clure la théoréme suivant qui remplace celui du n° 2,
lorsque la fonction V, n’est pas la dérivée de V.:

Le nombre des racines de. Péquation V = o comprises
entre les deux nombres A et B, pour lesquelles le quo-

6. Savans étrangers. 4o
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tient + passe du négatif au positif, moins le nombre des

racines de la méme équation comprises entre A et B, pour
VvV [ . 4 " 3 A

lesquelles ¥ passe du positif au négatif, est égal au nombre

des variations qui se trouvent dans la suite des-signes des
fonctions V, V,, V,,.., V,, pour x = A, moins lenombre
de leurs variations pour = = B. -
Le nombre des racines de 'équation V = o comprises
entre A et B, ne peut donc pas étre moindre que la diffé-
rence éntie ces deux nombres de variations; mais il puet
étre égal A cette différence, ou la surpasser d’'un nombre
. pair quelconque. Pour qu'’il lui soit précisément égal, il
faut que V, soit la fonction dérivée de V ou bien une
fonction qui ait toujours le méme signe que cette dérivée,
.'ou un signe contraire au sien , pour chaque valeur réelle
de x comprise entre A et B qui annulle V. Comme on
né connait pas & priori une telle fonction, on est obligé
de prendre pour V, la fonction dérivée de V, si 'on veut
déteiminer -avec certitude toutes les racines réelles de
Téquation V= o. '

21.

Lorsque V, est la fonction dérivée de V, le systéme
des fonctions auxiliaires V,, V,, V3, etc., quon déduit les
unes des autres par le calcul du plus grand commun

_diviseur entre V et V, n’est pas le seul qu'on puisse
employer pour la recherche des racines réelles de I'équa-
tion V = o. Nous allons montrer qu'on peut en former
une infinité d’autres qui jouissent ‘des mémes propriétés.
- Multiplions la fonction dérivée V, parlebinome pxr+q,
o p et ¢ sont des inddterminées, et retranchons V du



DES EQUATIONS NUMERIQUES. 35

produit : nous aurons pour résultat’ un polynome du
degré m: divisons-le par une fonction du second degrs
de la forme ax*—4bx 4-c, @, b, c étant des nombres
tout connus, tels que cette formule soit constamment
positive pour toute valeur réelle de x, ou que du moins
elle ne s'évanouisse que pour une seule valeur -de « qui
n’annulle pasV,, et qu’elle soit positive pour toute autre
valeur. La division du polynome V,(px—+¢)—V par
ax® -+ bx -t c, nous donnera un quotient fonction de x
du degré m — 2 que nous désignerons par V,, contenant
p et g a la premiére puissance dans tous ses termes, et
un reste du premier degré de la forme Ka + L, dont
les coefficiens K, L contiendront aussi les indéterminédes
p et g au premier degré. Egalons ces quantités K, L &
z€ro , nous en tirerons des valeurs de p et de ¢ qui se-
ront ordinairement finies et déterminées ; substituons
ces valeurs dans le quotient V,, il deviendra un poly-
nome tout connu. La fonction V, déterminée par ce calcul
est donc lide avec V et V, par Iéquation -

Vi(pxr+q)—V = V,(azx? + bx +¢),
ou

V=Y, (px -+ q) —_ VQ(de ~+ bx'+c). (6) ‘_

Si le coefficient de.x™> dans V, ne se trouve pas nul, on
formera de la méme maniére une fonction V; du degré
m— 3, en divisant le polynome V, (rz + s) — V, par un
nouveau diviseur du second degré ex? + S + g, qui
soit aussi positif pour toutes les valeurs réelles de & et.ne
puisse s’évanouir que pour une seule valeur de x qui -
n’annullera pas V,. On déterminera ret s de maniére que

4o..
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le reste de cette division soit nul, et I'on substltuera ]eurs
valeurs dans le quotlent V. On aura ainsi , s

V, : V., (re +5) — V3 (ex? +fx + 8)- (6)

51 V, était du degré m — 3, on remplacerait le hinome
rr 4+ § par un trinome rx2 -+ sx - t; on dlvlseralt
V,(ra* +sx +t)—V, par ez + fr+g, etlon déter-
minerait r, s, t, de maniére que le quotlentV3 fiit au plus
du degré m — 4 ; alors V; satlsferalt a l’équation

\A = Vo(re? + sx + t)— Vi(ex? + fo +g). (6)

-On - calculera de la méme maniére des fonctions V,,
Vs, etc.

Si I'équation V = o n’a pas de racines égales, on arrivera
a une derniére fonction V, qui ne contiendra plus x; car
st P’on arrivait 4 une fonction V, contenant encore x , et
que la suivante V.., fit identiquement nulle, Y. de—
vrait, en vertu des équations (6), diviser a la fois toutes
les fonctlons precedentes, etenfin V, et V, ce qui est contre
i lhypothese

Cela posé , le théoréme énoncé ne 2 pour les fonctions V,
V., Vs, etc.,que nousavonsdéfiniesn® 1, et qui vérifient les
équations (1), a lieu également pour les nouvelles fonctions
dont nous venons d’expliquer la formation : car on ‘peut
appliquer a ce nouveaun systéme de fonctions V,V,,.., V,
toute la démonstration développée dans les n> 3,4 et 5.
Ainsi, V, étant toujours la fonction dérivée de V, la
suite des signes de ces fonctions perdra une variation
chaque. fois ‘que V s'évanouira.. Mais le nombre des va-
riations restera le méme, quand une des fonctions inter-
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meédiaires V,, V,, .. s’évanouira, parce qu’alors les deux
fonctions adjacentes auront des valeurs différentes de zéro
et de signes contraires : ce que Pon conclut facilement
des équations (6) et des hypothéses que -nous *avons
admises.

Le théoréme aura lieu encore pour ce nouveau sysleme
de fonctions V, V,,..., V,, dans le cas méme oulequa-
tion V = o aura des racines egales , pourvu qu’aucun
des trinomes ax* + bx + ¢, ex* -+ fx + g, etc. , ne
divise V. /

Comme le diviseur du second degré ax + bx> + c,
qui sert a former la fonction V,, peut étre pris a vo-
lonté, pourvu qu’il remplisse les conditions énoncées
plus haut, on pourra obtenir une infinité de fonctions
qul seront représentées par V,. De méme, avec V, et
P'une de ces fonctions V,, on pourra ‘composer une infi-
nité de fonctions V;, et ainsi de snite. Il est donc pos-
sible’de former une infinité de systémes de fonctions
auxiliaires, propres & la résolution de I'équation’V = o.

Le systéme que nous avons considéré particuliérement
dans ce Mémoire , et qui est défini par les équations (1),
est compris parml ceux que mous venons d’indiquer.
On peut le déduire des équations générales (6) , en rédui-
sant les trinomes ax* + bx + ¢, ex*—+fxr + g, etc., a
Punité ou a de simples nombres positifs.

Il existe encore un autre moyen particulier de former
les fonctions auxiliaires, aussi simple que celui qui a
été exposé n° 1. Quand on a deux fonctions consécu-
tives, V,_, et V,, on peut former la suivante V,_,, en
divisant V,_, par V,,, aprés avoir ordonné ces polynomes.
suivant les puissances croissantes de «, au lien de les
ordonner suivant les puissances décroissantes, comme
on a coutume de le faire. La division donnera un quo-
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tient de la forme p + gx, et un reste divisible par x?;
en changeant les signes de tous les termes de ce reste ,
et le divisant par x?, on aura la fonction V., qul est
ainsi liée avec V,_, et V, par la relation .

Vn-l == Vn (P -+ (]x) - Vn+l xQ’

Cette relation est comprise dans les équations géné-
rales (6), lorsqu’on réduit les trinomes ax* +- bx+ c,
ex* 4 fx + g,... au seul terme x*.

Ainsi , pour obtenir V,.,, on peut effectuer la divi-
sion de V,_, par V,,, de deux maniéres différentes,
en ordonnant ces polynomes suivant les pulssances deé-
croissantes de x, ou suivant les puissances croissantes.
La combinaison de ces deux procédés donne pluswurs
systémes de fonctions auxiliaires également propres a la
résolution de Véquation V = o; et de la résultent aussi
plusxeuxs systémes de quantltes dependantes des coefliciens
de cette equatlon dont les signes font connaitre le nombre
de ses racines réelles.

Il y aurait encore d’autres moyens de former des fonc-
tions auxiliaires. Mais de plus longs détails sur ce sujet
seraient superflus.



