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Introduction

Des nceuds, des tresses et d'autres objets noués apparaissent non
seulement dans la vie quotidienne, la marine et I'art décoratif, mais aussi en
sciences. En biologie moléculaire, par exemple, 'ADN d'une bactérie peut
étre noué, et généralement il I'est. En physique, certains modeéles théoriques
font apparaitre des structures qui ressemblent a des tresses.

En mathématiques, finalement, I'étude des nceuds sert a comprendre la
géométrie et la topologie des espaces de dimension 3. Ainsi s'est établie,
notamment depuis les découvertes spectaculaires des années 1980, une
véritable théorie des nceuds, qui relie diverses branches scientifiques que
I'on pensait auparavant éloignées. Méme a un niveau elememalre le sujet
révele une richesse surp etdes i

Voici deux bouqins sympathiques et plutot accessibles :
A. Sossinsky : Noeuds, Editions du Seuil, 1999
11 C.Adams : The Knot Book, American Mathematical Society, 2004

L'objectif de cet exposé n'est pas de vous impressionner avec des résultats
compliqués. Mon objectif est de vous faire plaisir avec quelques phénoménes
compréhensibles. Ainsi j'ai choisi trois expériences ludiques que vous pouvez
faire tout & I'heure et que j'aimerais vous expliquer dans la suite.

[Certes, dans ce document écrit je ne pouvais m'empécher d'inclure de
nombreux compléments qui ne rentraient pas dans I'exposé.]
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Des objets noues se trouvent partout dans notre monde 3- dlmen5|onnel




Des objets noués se trouvent partout dans notre monde 3-dimensionnel

Les noeuds apparaissent, bien sir, dans la vie quotidienne : comme outil en
alpinisme, comme nceuds marins, comme nceuds de cravates, comme
décoration, comme tricot, voire méme comme systéme d'écriture !

= «Quipu » signifie noeud en quechua, une langue inca toujours parlée par environ
dix millions de locuteurs dans des régions des Andes. Le terme désigne les
objets qu'utilisait ladministration inca pour toute la gestion économique et sociale
de l'empire : un quipu représente des entiers naturels a l'aide de successions de
nceuds le long de cordelettes de laine de lama. Les quipus semblent également
avoir constitué un outil de communication dans 'ancien Pérou. (Wikipédia,
fr.wikipedia.org/wiki/Quipu)

Ce qui est plus surprenant encore, c'est que les nceuds apparaissent aussi
dans les sciences.

m En biologie moléculaire, par exemple, 'ADN d'une bactérie est circulaire, il peut
donc étre noué. Lors de la division cellulaire il est pourtant vitale de séparer les
deux copies du afin de les dela « ére » aux
deux « cellules-filles ».

= En physique, certains modeles théoriques font apparaitre des structures qui
ressemblent beaucoup a des tresses.

= En mathématiques, finalement, 'étude des nceuds sert & comprendre la
géométrie et Ia topologie des espaces de dimension 3.

i1 554

Des objets noués se trouvent aussi en sciences

-

(e) Mathématique

(c) Nanotech

(d) Physique théorique

FiG.: Des objets noués en sciences

Deux précurseurs célébres au 19e siécle

William Thomson, Lord Kelvin
(1824-1907)

Carl Friedrich Gauss
(1777-1855)

=

Physicien britannique né en Irlande,
professeur a Glasgow

Mathématicien, physicien et astronome
allemand, professeur a Géttingen

[ A. Ranicki, History of Knot Theory, www.maths . ed. ac.uk/~aar/knots
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Origines historiques de la théorie des nceuds

Gauss a apporté d'importantes contributions aux mathématiques, a la
physique, et a 'astronomie. Il est considéré comme un des plus grands
mathématiciens de tous les temps. Lors de son étude de I'éléctromagnetisme
il étudia des nceuds et des entrelacs. Par curiosité intellectuelle, semble-t-i, il
a aussi regardé des tresses. Son éléve Listing a écrit le premier traité de

« topologie » : il a méme inventé ce terme qui signifie a peu prés « la science
de la position mutuelle des objets » donc la « géométrie qualitative ».

Kelvin est connu pour ses travaux en thermodynamique, et on lui doit I'échelle
Kelvin des températures. Il travailla aussi sur la théorie et 'application de
I'électricité. Pour ses contemporains il devint célébre pour ses contributions
cruciales au premier cable transatlantique. C'était une réussite technologique
de tout premier plan, qui lui a valut son titre de noblesse en 1866.

En 1867 Kelvin proposa sa théorie atomique, suivant laquelle les atomes
sont des nceuds dans I'éther. A I'époque cette théorie était tout a fait
compétitive et fut étudiée pendant deux décennies, avant d'étre abandonnée
au profit des modéles concurrents qui expliquaient mieux les expériences.

Motivés par Kelvin, les physiciens Tait, Little et Kirkman se sont mis a
élaborer — durant 20 ans ! - la table des nceuds jusqu’a 9 croisements. Le
probléme est d'établir une liste compléte, sans oublier aucun nceud, et sans
doublons. (Méme & nos jours ce probléme de classification reste trés difficile.)
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Tabulation empirique par Tall thtle—Klrkrnan 1870—1 890
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1ére expérience : tresses de Dirac — le phénomene de spin
La tresse suivante T est-elle équivalente a la tresse triviale ? Preuve ?

V
/N
un tour complet

La tresse 72 est-elle équivalente 4 la tresse triviale ? Preuve ?

%
’ ,\// ’
deux tours complets
Pour ces questions il faudra préciser le modeéle puis établir des outils :
= Qu'est-ce qu'une tresse ? Quels mouvements sont autorisés ?

m Qu'est-ce qu'une tresse de Dirac ? Quels mouvements sont autorisés ?

= Quelles obstructions peut-il y avoir pour transformer une tresse en une
autre ?

116

2nde experlence jonglage topologique — qu’est-ce qui est possmle ?
. Une expérience x

mathémagique
Peut-on nouer une corde

par un geste d’'une seule main ?

Peut-on dénouer la corde
de la méme maniére ?

Pour ces questions il faudra préciser le modéle puis établir des outils :
m Qu'est-ce qu'un nceud ? Quels mouvements sont autorisés ?
m Que dire de la concaténation des nceuds ?
m Existe-t-il des éléments inverses, ainsi dire des « anti-nceuds » ?

S
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3éme expérience : images miroirs — la question de chiralité
Question de Listing (1847), résolue par Dehn (1914) :

Le nceud de tréfle est-il égal a son image miroir ?

son image miroir

&3

son image miroir

le nceud de tréfie

=

e nooud de tefle fermé

Le nceud de huit est-il égal a son image miroir ?

oS A

o nooud dhuit sonimage miroir

SIS
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Comment modéliser les tresses ?

Un premier modeéle : ,Y
Propriété importante : les brins sont flexibles, ils peuvent bouger.

Mauvaise nouvelle : dans ce modéle toutes les tresses sont égales.

SSEES=

19754

o
Comment modéliser les tresses ?

On fixe les extrémités
a gauche et a droite !

Le bon modéle : !
© bon modéle Au milieu les brins

7

P O —

RIS S

La longueur n'est pas essentielle :

Exemples (mouvements élémentaires) :

5

peuvent encore bouger.
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On peut concaténer les tresses !

Les tresses a n brins jouissent d'une concaténation naturelle :

—
* = /-Y
Questions naturelles :

i La concaténation des tresses est-elle associative ?
(AxB)=C=Ax(B+C)

0

2 Est-elle commutative ?
AxB=BxA

3 Admet-elle un élément neutre ?

Axl=A et 1xA=A

4 Pour une tresse A donnée, y a-t-il une tresse inverse ?
AxA7' =1 et AT'sA=1

22
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La concaténation des tresses
Est-elle associative ? Oui !

(8 - o) - e - ooy - {0 - e
EONENIETIREORED

Est-elle commutative ? Non !

SR BN

Admet-elle un élément neutre ? Oui!

e
==

li22
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La concaténation des tresses (suite)
Existe-t-il des éléments inverses ? Oui !

Définition (groupe)

Un ensemble avec une opération ayant ces propriétés est appelée un groupe.

Théoréme (Emil Artin 1925)
Les tresses a n brins avec leur concaténation forment un groupe.
Pour n > 3 il est non commutatif : onavuque A+ B # B = A.

Notation : On note ce groupe par (B..,*) pour « braid » (anglais).
Par commodité on écrit simplement AB au lieu de A x B.

22
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Présentation algébrique du groupe des tresses

1 1

" . i i
Tresses élémentaires : 8= . st =

i+l i+l

n n

Relations élémentaires : nous avons s;s; ' = s, 's; = 1, bien sor, puis

sl ivea

SiSi+18i = Sit18iSi+1

K

= sysiol|i—j|>2
Théoreme (Emil Artin 1925)
Le groupe B,, des tresses an brins admet la présentation

_ sifli-jl=1
- 3li-i=1

8i858i = 5j5i8;
8iSj = 8;8i

li22
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Commentaires sur la présentation d'Artin

La tresse élémentaire s; twiste les brins i et i -+ 1 par un demi-tour positif
(suivant la regle de la main droite) et ne bouge pas les autres brins.
Puisque I'on travaille dans un groupe, s; admet un inverse, noté ici s; *
Latresse s; ' twiste les brins i et i + 1 par un demi-tour négatif.

Les relations élé sont précisé les its constatés au
tout début de notre discussion. Les tresses élémentaires nous permettent de
traduire ces en relations algébri

Le théoréme d'Artin contient deux affirmations :

m Toute tresse, aussi compliquée qu’elle soit, s'écrit comme concaténation
des tresses élémentaires s; et s; . Autrement dit, nous pouvons coder
des tresses par des mots en s; et s; . Ceci permet, par exemple, de

ément la iption d'une tresse par téléphone.

= Tout mouvement d'une tresse, aussi compliqué qu'il soit, se traduit en
une suite fini de mouvements élémentaires. Au niveau algébrique ceci
veut dire que deux mots présentent la méme tresses si et seulement si

I'un se transforme en l'autre par une suite fini des relations élémentaires.

Nous pouvons utiliser cette pré { ique pour é les
tresses sur ordinateur et ainsi faire des calculs dans le groupe B,,. Ceci a
provoqué des questions algorithmiques et suscité pas mal de recherches.

o2 Récemment on discute méme des applications en cryptographie.




Complément : démonstration du théoreme d'Artin
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Toute tresse 3 peut étre rendue polygonale (cad affines par morceaux).

En position générale la projection de /3 donne donc un diagramme p\ana\re
Lisant les croisements de gauche a drmle on obtient un mot en si',
Ainsi /3 est é aune de tresses élé

£,

Deux tresses polygonales sont équivalentes si et seulement si
elles sont équivalentes par des mouvements polygonaux :

Trois cas élémentaires peuvent se produire :

1 On crée une paire de croisements opposés : 1
2 On déplace un croisement par rapport aux autres : s;s; = s;si.
3 On pousse un brin au-dessus d'un croisement : s;.15:8i+1

8iSit18i.

En subdivisant assez finement, on se raméne aux trois cas élémentaires. [
2154

Essayons de comprendre ces groupes des tresses. ..
n = 1:Avec un seul brin il n'y a que la tresse triviale :

n = 2 : Regardons les tresses a 2 brins :

boodbociiipothoos

Le nombre de croisements n'est pas un invariant, il peut changer !
DX -poed - poed
S et legt 9
Ce qui compte est la vrille v: {tresses} — {nombres entiers} définie par
L(,\’) =+ () =1 e B) =) +u(B)

Corollaire (de la présentation d’Artin)
Les tresses a2 brins sont classifiées par leur vrille, v: (Ba, *) =+ (Z,+).

Exemple :

Ainsi les tresses a 2 brins avec leur concaténation correspondent aux
nombres entiers avec leur addition : la vrille est un isomorphisme de groupes.

o2
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La vrille est un invariant

li22

Corollaire (de la présentation d'Artin)

Pour tout n la vrille définit un morphisme de groupes v: B, — Z tel que

W(X) =+ o(A)=

Par exemple, on trouve que L E /-6 =+l+1-1=1

Veérifions que c'est bien un invariant : v ( ,\ 4 )

Bien entendu, pour n > 3 la vrille ne suffit plus pour classifier les tresses :
les entiers sont commutatifs, alors que les tresses ne le sont pas !

. u(AxB) = v(A) +v(B).

Recherche récente (de 1984 a présent)
On peut étudier, voire classifier, les tresses a l'aide de matrices.

2084

Complément : le centre de B,
Nous avons vu que le groupe B, est non commutatif pour n > 3.
Certaines tresses commutent, par exemple s; et s; pour [i — j| > 2.
Existe-t-il des tresses qui commutent avec toutes les autres ?
Définition
Une tresse 4 € B, est dite centrale si v+ a = a ~ pour tout a € B,

Dans B, la tresse 7 =

o+ sn-1)" représente un tour complet :

@

La tresse T est centrale. Par conséquent, 7* est centrale quelque soit k € Z.

En fait, nous venons d'épuiser déja tous les exemples :
Théoréme (admis)

Toute tresse centrale est de la forme T pour un certain k € Z. (m)

22
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Complément : une représentation B; — SL.Z

li22

Si vous connaissez les matrices, vous pouvez vérifier les calculs suivants :

La matrice S; = (1} }) estinversible, S,
La matrice 5> = (!, {) estinversible, 5; '
Elles vérifient la relation 515251

Corollaire (de la présentation d'Artin)

Nous avons une représentation ¢: Bs — SL2Z telle que ¢(s1) = S1 et
é(s2) = Sa. (On sous-entend que ¢(a = ) = () - 6(8) pour tout a, B € By.)

Dé ion. C'est une

de la pré

Bs = (51,8 | s18251 = 52518 ).
Toute tresse 3 s'écrit comme un mot dans les lettres s, et s, (et leur inverse).
On définit ¢(,3) comme le méme mot dans S, et S, (et leur inverse).
Bien sdr le mot représentant 3 n'est pas unique, mais les différents mots
possibles ne différent que par la relation s;s2s1 = s2s1s2, et ces
modifications ne changent pas le résultat ¢(3) car S15251 = $25155. [m]
Par exemple, (1) = ¢((s152)%) = (5152)° = (4 )" = (4 ).
D'un autre COté 0N a 1 = 515251525152 = s15251815281 = (s15281)°.
Ainsi 6(r) = o((s15251)?) = ($18251)? = (2 8)* = (3 %)
Quelque soit le cheminement, le résultat est bien défini |
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Complément : classification des tresses a 3 brins

22

Nous avons calculé que ¢(7) = (' °, ). Par conséquent ¢(7°) = (§
La représentation ¢: B; — S fe n'est donc pas fidel

elle ne distingue pas la tresse 7° et la tresse triviale. C'est son seul défaut :

Théoréme (admis)

Si une tresse (3 € By vérifie 6(8) = (4 9) alors 3 = 7** pour unk € Z.

Corollaire
Si¢(a) = ¢(8), alors « = B7°* pour un k € 7.

Démonstration. Si ¢(a) = ¢(8), alors d(af™') = d»(u)a(a)”’

Ainsi a3~ = 72" pour un k € Z, ce qui veut dire que a = f77*. )
Corollaire
La 6! ¢ et la vrille v les tresses a3 brins.

Démonstration. Si ¢(a) = (3), alors a = r2*.
Sienplus v(a) =v(3),alors k =0eta =
Ce beau résultat donne un algorithme pour reconnaitre les tresses a 3 brins.
Théoréme (Krammer, Bigelow 2001)

Pour tout n il existe une représentation fidéle B, < GL,R.

Complément : le groupe B,, est ordonnable
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Le groupe By = { sf | k € Z } = Z est ordonnable :
les tresses « positives » P = { st | k > 0 } vérifient
+ By = PU{1} U P~ (Trichotomie)
2 P« P C P (Stabilité par concaténation)
Ceci permet de définir I'ordre a < bpara™'be P:
1 On asoita < bsoita = b soit b < a. (Antisymétrie)
2 Sia<beth< c alors a < c. (Transitivité)
A la surprise générale, Patrick Dehornoy découvrit en 1992 que
tout groupe B, est ordonnable, quelque soit le nombre n de brins :

Théoréme (Dehornoy 1992)
Le groupe des tresses B,, peut étre ordonné, les éléments positifs étant

P={bosiby---sibg | 1<i<n, k>1, bo,bi,...bx € (8i1,--.,8n-1) }

Démonstration. La stabilité P = P C P est trés facile a voir.
La trichotomie P L1 {1} Ly P~" est difficile et nous 'admettons ici. [u}
Remarque

Il existe des algorithmes efficaces pour déterminer si une tresse est positive,
négative, ou triviale. Ceci permet de classifier les tresses a n brins.
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Frise chronologique

22

Depuis toujours : usages pratiques et décoratifs
~ 1830 C.-F. Gauss (Gottingen) : quelques essais sur les tresses

1867 W. Thomson [Lord Kelvin] : atomes comme nceuds dans I'éther
1870-1890 P.G. Tait, C.N. Little, T.P. Kirkman : tabulation empirique

1924 JW. Alexander (Princeton) : nceuds sous forme de tresses
1925 E. Artin (Hambourg) : premiére étude du groupe des tresses
1945 A.A. Markov (Moscou) : correspondance entre tresses et nceuds

1984 V. Jones (Berkeley) : représentations « quantiques » des tresses et
invariants « quantiques » des nceuds (Médaile Fields 1990)

1994 P. Dehornoy (Caen) : le groupe des tresses est ordonnable.
2001 D. Krammer, S. Bigelow : représentation fidele par des matrices

En mathématiques, tout était déja connu & nos ancétres ? Loin de cela!
Les mathématiques sont bien vivantes et évoluent constamment.
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A quoi ¢a sert ? A quoi servent les mathématiques ?
Il'y a plusieurs motivations pour explorer ces structures mathématiques.
m Dabord et avant tout, parce que c’est joli.

— Je commence par ce point, parce que la compréhension de ces abjets me procure
beaucoup de plaisir. C'est un point de vue personnel, certes. Il se trouve que pour
beaucoup de chercheurs c'est une raison suffisante pour y consacrer du temps.

m L'étre humain est curieux et ressent le désir de comprendre.

— Observer des phénomenes, pus les analyser, est une activité profondément humaine.
Si fon ajoute un peu d'abstraction, on I'appelle mathématiques, du grec. po@NHoTXT
< [mathématiké téchng], Iart de comprendre.

m Les mathématiques s'inspirent du monde réel.
- La déduction est une méthode efficace, certes, mais ce n'est pas tout!

La motivation et les questions intéressantes proviennent surtout des exemples, des

abservations, des conjectures, ... que fon souhaite comprendre.

m Les mathématiques sont efficaces.

Elles essaient d'extraire I'essentiel, le noyau dur du probléme, ce que 'on appelle.
abstraction. Si un probléme est diffcie, il peut nécessiter la coopération de beaucoup
de personnes, parfois sur plusieurs générations. Mais une fois élaborée, la solution
s'applique a de nombreuses situations analogues. Ceci explique la « déraisonnable
efficacité » des mathématiques, qui étonne et réjouit ses utiisateurs, et soutient Ia
conviction que tout investissement intellectuel s'amortit 1t ou tard.

Ainsi les mathématiques fournissent un langage et des outils
. acourt terme pour la question immédiate (mathématique),
. amoyen terme pour les domaines qui s'en servent (sciences),
. &long terme pour les applications concrétes (technologie).

1

Tresses de Dirac (théorie de I'électron, prix Nobel 1933)
Tresses de Dirac : on remplace le mur a droite par un objet mobile.
Restriction : il est autorisé de se déplacer mais pas de tourner.

%

Seul nouveau mouvement : on peut passer un brin autour de I'objet.

S
H
z
s
H
s

Théoréme (Newman 1942 ; Fadell 1962)

Les tresses de Dirac a n brins forment & nouveau un groupe.
I s’agit de B,, modulo Ia relation supplémentaire sy - -+ s,—15p—1 -+ s1 = 1.
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Le twist de Dirac Commentaires
La tresse suivante T est-elle équivalente a la tresse triviale ? Preuve ?
%
) Pour les tresses standards — accrochées aux murs a droite et a gauche —
Va nous avons vu que la vrille est un invariant, notée v: B,, — Z.
f Les tresses de Dirac (a n brins) admettent un mouvement supplémentaire :
un tour complet un brin peut passer autour de lobjet, ce qui change la vrille par +£2(n — 1).
Lobservation-clé Ici, pour n = 3 brins, ce mouvement change donc la vrille par 4.
~ Ainsi c'est la vrille modulo 4 qui est invariante. Comme v(r) = 6 et v(1) = 0
B \ /\ . -4 ne sont pas congrus modulo 4 nous avons forcément = # 1.
—_ k Pour la tresse 72 nous trouvons v(2) = 12, et ce nombre est bien congru
aw(1) = 0 modulo 4. Lobstacle de la vrille, qui nous a bien servi pour 7,
Latresse 7 est-elle équivalente a la tresse triviale ? Preuve ? disparait donc pour 7 : on peut se ramener a une tresse a vrille 0.
P Est-ce suffisant ? Rappelons que la vrille ne classifie pas les tresses an > 3
brins, et qu'il existe bien des tresses non triviales a vrille 0. Il pourrait donc y
avoir d'autres obstacles. Pour le savoir il faut I'essayer !
NA N\ /
deux tours complets
li2s avesfiaa 5204




Jonglage topologique
Une expérience
mathémagique

Peut-on nouer une corde
par un geste d'une seule main ?

Peut-on dénouer la corde
de la méme maniere ?

Stratégies complémentaires :

m Pour prouver qu'un objectif peut étre atteint, il suffit de le faire.
En mathématiques on appelle cela une « preuve constructive ».

m Pour prouver que c’est impossible, il ne suffit pas d'échouer.
Il faut identifier 'obstacle !

La premiére question est réglée. Pour la seconde il nous faudra des maths |

liso

s34

i

Comment modéliser les nceuds ?

Observation — Dans un modéle trop naif, tous les nceuds sont égaux :
Deux solutions sont possibles et s'avérent équivalentes :
noeuds fermés O :\/\; (\/N:

Comme avant le brin peut bouger.

noeuds ouverts

La concaténation des nceuds

Les nceuds jouissent d'une concaténation naturelle :

o Heso Feaesa

Est-elle associative? (A= B)+C = Ax(BxC)? Biensir!
(@) @ - 6@ -3
- (&) - & - - -

Admet-elle un élément neutre? Ax1=Aetl+A=A? Biensar!

oot - hear
e

lis2
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La concaténation des noeuds (suite)
Est-elle commutative? A+ B=BxA? Contrairement aux tresses, oui!

H- 53 - o= o
eI e oS
-HeaH- o3-S

Existe-t-il des éléments inverses? A+ A™' =1 et A7 xA=17?

et

C’est notre question initiale concernant le « jonglage topologique » !
Stratégies complémentaires :

m Pour prouver qu'un objectif peut étre atteint, il suffit de le faire.

m Pour prouver qu’un objectif est impossible, il faut identifier I'obstacle !

Pour les nceuds inverses on vient de franchir la premiére étape :
on a reformulé le probléme en termes mathématiques.




Mouvements de Reidemeister
Les mouvements locaux suivants modifient le diagramme, mais pas le nceud :

R

_—

—

-
_//-\~
X

—

Ces trois mouvements locaux suffisent!
Théoréme (Reidemeister 1926)

Deux diagrammes représentent le méme nceud si et seulement si
I'un se transforme en l'autre par des mouvements de Reidemeister.

Démonstration.

On peut imiter la preuve du théoréme d'Artin esquissée plus haut :

les nceuds et leurs mouvements peuvent étre rendus polygonaux. o
lis2
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Complément : la classification des nceuds est difficile
Probléme de classification : étant donnés deux nceuds, disons sous forme de
diagrammes planaires, comment déterminer s'ils sont équivalents ou non ?

Le théoréme de Reidemeister ne fournit pas d'algorithme !
m Sivous avez la chance de trouver une suite de mouvements de
Reidemeister menant de I'un & I'autre, alors ils sont équivalents.
m Si, aprés de longues tentatives, vous ne trouvez pas de telle
transformation, la question reste en suspens.

Exemple (la paire de Perko)
Depuis le 19e siécle on pensait les deux nceuds ci-dessus différents.

En 1974 l'avocat new-yorkais Kenneth Perko découvre qu'ils sont en fait
équivalents ! Pour une telle transformation voir www. knotplot . com/perko.
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Complément : méme la reconnaissance du nceud trivial est difficile

Comment reconnaitre les nceuds ? au moins le noeud trivial ?
A ce jour on ne connait que des réponses partielles et/ou peu efficaces.

(_\\/\/C) Exemp\epe (?_.\é/\/p

CC ) > L. Goeritz
L/\./ (1934)

Un de ces nceuds est trivial : lequel ? Comment le prouver ?
Lautre nceud est non trivial : lequel ? Comment le prouver ?

Théoréeme (Hass & Lagarias 2001)

Soit D un an SiD le nceud trivial, alors
on peut transformer D en un diagramme trivial par moins de GRS R
de (Ceci donne un théorique.)

Les questions analogues pour les tresses sont plus faciles :
= Comment déterminer si deux tresses sont égales ?
m Comment déterminer si une tresse donnée est triviale ?

Artin (1925) : il existe une solution (peu efficace, exponentielle)
Dehornoy (1998) : il existe une solution efficace (polynomiale)

lis2

Tricoloriages (Fox 1971)
Ajoutons des couleurs ! Prenons bleu, rouge et vert.

604 F63 Fod

On colorie les arcs d'un diagramme selon les régles suivantes :
1 Le premier arc est colorié en bleu.

2 A chaque croisement se rencontrent soit toutes les trois couleurs,
soit une seule couleur. (On interdit donc les croisements bicolores.)

—1 F651 6o

Définition
Pour tout diagramme D on note col(D) le nombre de ses tricoloriages.

Exemple : on trouve que col(A) =3 mais col(T) = col(T") =

304

32




Les tricoloriages sont invariants |
Théoréme (Fox 1971)
Si D~ D' alors col(D) = col(D').
Par contraposé : si col(D) # col(D') alors D o D'

Démonstration. Etudions les trois mouvements locaux de Reidemeister :

R (X
XL XK T

On fixe les couleurs a I'extérieur. Avant et aprés chaque mouvement
il n'existe qu'une seule fagon d'étendre le tricoloriage & I'intérieur.

Ceci n’est pas
un tricoloriage!

lis2
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Complément : calcul modulo 3

On peut coder les trois couleurs bleu, rouge, vert par les nombres 0, 1
Nous calculons modulo 3, c'est-a-direque 2 +1=1+2=0et2+2

Reformulation algébrique de la régle de tricoloriage

Autour de chaque croisement la somme alternée des couleurs vaut zéro.

pad

Proposition

Cette regle dit que a — b+ ¢ — b = 0, ou encore a + ¢ = 2b.
Sia = b, alors ¢ = b : c'est donc un croisement unicolore.

Si a # b, alors c est la troisiéme couleur (croisement tricolore).
Les croisements bicolores sont exclus, comme souhaité.

Pour tout diagramme d'un nceud il existe autant de tricoloriages commengant
par bleu que par n'importe quelle autre couleur.

Démonstration. On translate toutes les couleurs en ajoutant une constante ¢.
La régle est respectée, car a + ¢ = 2b devient (a +t) + (c +t) = 2(b+ ).

La couleur initiale est translatée de 0 a . On peut tout défaire en translatant
par —t. Ceci établit la bijection souhaitée, d'oti le résultat énoncé.

Application. Prouver ainsi que col(A x B) = col(A) - col(B).
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Complément : une coincidence remarquable
Aprés avoir colorié un grand nombre de diagrammes de nceuds ouverts
(accrochés aux murs & gauche et a droite), on remarque une coincidence :

Observation empirique
Pour tout tricoloriage les couleurs initiale et terminale coincident.

Ce phénoméne est étroitement lié & la topologie du plan :
notre observation empirique ne tient plus quand nous colorions
des diagrammes dessinés sur des surfaces plus générales.

Voici un exemple simple, a titre d'illustration et d'avertissement :
/75\\

Ici 'arc rouge traverse I'arc vert par une anse, évitant tout croisement.
Ainsi les couleurs initiale (bleu) et terminale (rouge) peuvent différer.

Si nous voulons tenter une preuve de notre observation empirique
il faudra donc utiliser des propriétés des diagrammes spécifiques au plan.
lis2
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Complément : démonstration de la coincidence remarquable

Théoreme
Soit D un diagramme tricolorié. Pour tout rectangle R qui intersecte D
transversalement au bord la somme alternée des couleurs au bord est zéro.
Démonstration. Lénoncé est vrai dans les trois cas élémentaires :

1 Si R ne contient aucune partie du diagramme.

2 Si R ne contient qu'un seul brin sans aucun croisement

3 Si R ne contient que deux brins avec exactement un croisement.

0,0, 0
T R T R ]
\O © 0 e
[e)
Etant donné un grand rectangle R, on peut le découper (verticalement ou
) en deux petits Ry et R, comme ci-dessus.
Si I'énoncé est vrai et pour R, et pour R, alors il est aussi vrai pour R :
en ajoutant les sommes alternées les couleurs intérieures s’annulent.
(Dans 'exemple on ajoute a —b+c—d+e—f=0etf—e+g—h=0)
En subdivisant assez finement, on se raméne aux cas élémentaires. o
Application. On peut appliquer le théoréme a un rectangle qui n'intersecte
le diagramme qu'en deux points, I'entrée a gauche et la sortie a droite.
532 Ainsi pour tout tricoloriage les couleurs initiale et terminale coincident.




Existe-t-il des nceuds inverses ?
Le noeud de tréfle admet trois tricoloriages :

63 FeaH Fear

On en déduit que le nceud de tréfle est non trivial :

=k

col(4)=3 col(T)=1

Mieux encore : on a col(A x B) = col(A) - col(B).

- - {0

Sil'on avait A « B = 1, alors col(A) - col(B) = 1. C'est impossible !

Conclusion
Le noeud de tréfle n'a pas d'inverse.

Ceci résout notre question initiale issue du « jonglage topologique »
liss
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Complément : I'astuce de Barry Mazur
Existe-t-il des nceuds inverses ? Voici la réponse en toute généralité :

Théoréme
Si deux nceuds A et B vérifient A+ B = 1, alors A = B =

Démonstration (d'aprés Barry Mazur 1962) On saitque BA = AB = 1.

noeuds > noeuds infinis > noeuds
HiH = H——---
-H-===-
W w—
= Ha-ElaH{Baa}----
= HAHBHAHEHAHEHY
= HAEHABHATHATE- -
He===-
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Complément : I'astuce de Mazur est-ce une escroquerie ?

Largument ci-dessus a aussi été nommé « escroquerie de Mazur ».

Lastuce de Mazur peut étre transformée en une preuve solide,
mais il faut donner un sens précis aux constructions utilisées.

Soyons donc prudents !

Voici une analogie numérique instructive, qui est visiblement absurde :

= 1 + 0 + 0 + 0 +
= 1 + (=141 4+ (-1+1) 4+ (=141 +
= 1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 +
= (-1 + @-1) + Q-1 + (1-1) +

0 + 0 + 0 + 0 +
= 0

Mais ou est I'erreur ?

liss
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Complément : décomposition en nceuds premiers
Un nceud A est composési A= B+ C ol B#1etC # 1.
Un nceud A est premier si A = B + C entraine soit B = 1 soit C
Par exemple, le nceud de tréfle et le nceud de huit sont premiers.
Il existe une infinité de noceuds premiers.

Théoréme (Schubert 1949)

Tout nceud se décompose comme concaténation de nceuds premiers.
Cette décomposition est unique a I'ordre des facteurs prés. o

Ceci justifie que la tabulation ne tient compte que des nceuds premiers.

Les nombres naturels (I, -) jouissent de la méme propriété :
tout n € N se décompose de maniére unique en produit de facteurs premiers.

Corollaire
I existe une bijection entre les nceuds avec leur concaténation
et les nombres naturels {1,2,3, ...} avec leur multiplication. u|

Sous cette bijection le noeud trivial correspond au nombre 1,
les nceuds premiers correspondent aux nombres premiers,
et les nceuds é aux nombres

Autrement dit, les nceuds se comportent comme les nombres naturels.
Malheureusement le théoréme ne fournit pas de bijection explicite.
i35




La question de la chiralité
Proposition
Le nceud de huit est amphichiral.

Démonstration.
I suffit d’exhiber une transformation qui fait ce que I'on veut :

&)

“ ) &

a0

Le noeud de tréfle, est-il chiral ?

Question (Listing 1847, résolue par Dehn 1914)

Le noeud de tréfle estil égal & son image miroir ?

e nceud de réfle fermé son image miroir

Nos expériences (plus ou moins étendues) nous menent a
soupgonner que ce n'est pas possible pour le nceud de tréfle.

Dans la suite on essaiera de construire des invariants,
dans I'espoir de répondre définitivement a cette question.

Par commodité on travaillera avec des diagrammes fermés
comme dans les dessins ci-dessus.

Des nceuds aux entrelacs
Quand on autorise plusieurs composantes, on parle d'un entrelacs.

SDRCD,

diagramme d'un entrelacs diagramme orienté.

Muni d'une orientation sur chaque composante, c'est un entrelacs orients.
Le théoréme de Reidemeister s'étend aux diagrammes d’entrelacs orientés.

On peut définir la vrille v: & — 7,
1A(X) =41, .(X) =-1
La vrille n'est pas invariante — elle change sous un mouvement R1 :
(30) (3) 1
Par contre, on a toujours l'invariance par R2 et R3 :

O == (2%) (35¢)

lse2

en comptant les croisements avec signes :

siiss

Complément : le nombre d’enlacement

2

On peut en tirer un invariant en ne comptant que les croisements mixtes,
ol deux composantes différentes se croisent.

Définition
Nous définissons le nombre d'enlacement Ik: & — Z par

Exemple :




Complément : le nombre d’enlacement est invariant
Proposition
Le nombre d’enlacement k(D) est invariant.
Démonstration. Le mouvement R1 ne pose plus de probleme :

K(Y0) ()

Puis on assure toujours I'invariance par les mouvements R2 et R3 :

OO (=) (22 -+(3%¢)

Pour ceci il suffit de vérifier tous les cas possibles.

Corollaire
On ne peut pas séparer les composantes d’un entrelacs de Hopf :

CORCY

Jutilise ce résultat quotidiennement pour I'antivol de mon vélo.

lse2
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Complément : tresses fermées
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Toute tresse 3 peut étre fermée :

aari

Théoréme (Alexander 1924)
Tout entrelacs peut étre représentée comme la fermeture d'une tresse. o

e

Si une tresse 3 € B,, représente ainsi I'entrelacs L, alors les deux
mouvements de Markov suivants créent d'autres tresses 3’ représentant L :

Stabilisation : 3’ = 3si’ € B4 0l B, C B,..1 en rajoutant un brin trivial.
Conjugaison : 3 = aBa~! € B, pour n'importe quelle (resse a€B,.
Ces mouvement 1t aux de R1etR2.

Théoréme (Markov 1945)
Deux tresses représentent le méme entrelacs si et seulement si
elles sont reliées par une suite finie de mouvements de Markov.

Cette correspondance permet d'étudier les entrelacs 4 l'aide des tresses,
la théorie des groupes, les représentations par des matrices, etc.
Depuis Jones 1984 c’est un domaine de recherche trés actif.

Le crochet de Kauffman (1987)

Objectif : On veut associer a chaque diagramme D un nombre (D).
Bien s0r on espére trouver finalement un invariant.
La construction suivante est astucieuse mais élémentaire.

Commencons par un diagramme sans croisements : ¢'est une réunion de
courbes fermées simples dans le plan, éventuellement imbriqués. On pose

(0)=e. (O0)=¢. (000) =" (O) =

Passons ensuite aux diagrammes avec croisements.
Tout croisement peut étre éliminé de deux manieres différentes :

K=o X

Essayons de définir (D) par une récurrence & deux termes :
(K)=200+8(X)-

Ce sont des relations locales. Ici A, B, C sont des indéterminées

lies
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Calcul récursif du crochet : un exemple

43

Exemple :

ASBOC3 4+ A?B1C?+ A2 B1C?+ A B2 C1+ A2 B1C?+ A B2 C1+ A B2 C1 + A° B*C?

Notation

Notons 7 I'ensemble des diagrammes planaires d’entrelacs non orientés.
Nos formules définissent une application # — Z[A, B, C], notée D — (D).




Invariance : 'ordre des croisements

Lordre des croisements n'influe pas le résultat :
(306) =40+ 5(XX)

— A4 <)()(> +a8(Y(CX) +BA(XD() + BB (X X)
Dans I'autre ordre on obtient :
() =400 +5(xX)

=400+ 45 (X0 +pA(3CK) + 55 (XX)
La commutativité AB = BA assure 'égalité des deux résultats.

Question : Est-ce que (D) est invariant par mouvements de Reidemeister ?

lies
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Invariance : R2

Regardons d'abord le mouvement R2 :
00X = (=)
Par définition du crochet on trouve
<\/\x> = AA4<)(X> +AB <)o(> + uA<ﬁ> +BB <>O(>
= (AA+ BB + ABC) <> Q)+Ba <v> .

On obtient nvariance pour AB =1 et A* + B* + ABC = 0.
Autrement dit, on impose les relations B = A~' et C' = A% — A2,

Ainsi on n'a plus trois indéterminées A, B, C' mais une seule, A.

Invariance : R3

Regardons ensuite le mouvement R3 :
-
(>C):

—

< %
? N\
X/
Par définition du crochet on trouve d'un coté
e T~ /7
<-//-/\>:A<-/ /'\>+,r1<./ C>,
— — —
et de 'autre coté

(550 (8) (55¢)

Les deux sont égaux ! (On profite ici de I'invariance R2.)

lies
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Invariance : R1

Regardons finalement le mouvement R1 :
0)=0)
Par définition du crochet on trouve
(20)=100)(30)
- [A(fA" —AT 4 A"] <>> = A <>

De méme on trouve

(5000} 1(x0)
e ansa{3) - ()

On obtient l'invariance gratuitement pour A = ¢'*/, racine 6éme de I'unité.
Mais c'est inutilement restrictif ! On verra une meilleure solution. ...




Du crochet de Kauffman au polynéme de Jones
Proposition
A tout diagramme non orienté D on peut associer une valeur (D) définie par
(O)=ca-ar o (K)=40Q) +47 (3.
Elle est invariante par des mouvements de Reidemeister R2 et R3 :

eo-=2). (X9 -(%%)-

—

Sous un mouvement R1 elle change de maniére bien controlée :

00)- 20} (0)--10)

Pour corriger ce défaut on utilise la vrille de diagrammes orientés :

o(3O)=v(D)+1. o(3O) =v(D) -1

Théoréme
A tout diagramme orienté D on associe J(D) := (—A®)~*(®) . (D).
Ce polynéme est invariant par les trois mouvements de Reidemeister. [m]

C'est donc une propriété de I'entrelacs indépendante du diagramme choisi.

lies
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Application au nceud de tréfle

Considérons un diagramme D du nceud de tréfle et son image miroir D* ©

On voit que la vrille de ces diagrammes vaut v(D) = —3 etv(D*) = +3 .

D'aprés nos calculs nous avons (D) AT A -
Ainsi J(D) = (=A%) 7PV (D) = —A? — A5 — A10 4 A8,

.

0, 48,

Pour limage miroir nous obtenons (D*) =

T4 A% 4
etainsi J(D*) = (~A%) 7P (D7) = —A72 —

A

Conclusion
On vient de prouver que D + D" : le nceud de tréfle est chiral !
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Complément : Polynéme de Jones et images miroirs
Pour un diagramme D on note D* son image miroir, obtenue en renversant
tous les croisements. Ainsi la vrille satisfait v(D*) = —v(D).

Pour un polynéme P € Z[A*!] on note P* le polynéme miroir, obtenu en
remplagant A — A~'. Par exemple, (54% + 44 %)" = (542 4+ 44%).
Proposition (image miroir)

Le crochet de Kauffman vérifie (D*) = (D)".

Démonstration. Par récurrence sur le nombre des croisements.

S'il n'y a aucun croisement, alors D = Q" et (D) = C™.

On voit que D* = D ainsi que C* = (—A%> — A™%)* = C.

S'il y a au moins un croisement, alors on applique la relation locale :
(D) = AT (DY) + A (D2X)

ATHDHO +ATHDIX)

Corollaire
Le polynéme de Jones vérifie J(D*) = J(D)*. Autrement dit :
Le 6me du miroir et le polynéme miroir du u}

lies
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Conclusion

La théorie mathématique des tresses et des nceuds est relativement récente.
Depuis ses débuts au 19e siécle, elle a vu un développement surprenant tout
le long le 20e siécle, et elle a explosé durant les 25 derniéres années.

Nous n'avons vu que la pointe de l'iceberg :
= Le groupe des tresses,
m La notion de tricoloriage,
u Le polynéme de Jones.

Il'y a encore beaucoup de questions ouvertes, par exemple :
Question de Jones : Si J(K) = J(O), est-ce que nécessairement K = (O ?
Autrement dit, le polynéme de Jones reconnait-il le noeud trivial ?
Je vous remercie de votre attention !
waw.igt.uni-stuttgart.de/eisern/popularisation/#noeuds
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