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kurz kennengelernt haben). Insbesondere wird die klassische Differential- und Integralrech-
nung behandelt, die fundamental in der Mathematik selbst und fiir zahlreiche Anwendungen

in allen moglichen Wissenschaften ist.

Wie bereits im vorherigen Semester werden nicht alle Beweise im Detail ausgefiihrt, sondern
einerseits nur einige beispielhafte Argumentationen in den Anfingen eines jeden Kapitels,
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Kapitel V: Matrizen iiber R und C

In diesem Kapitel fithren wir das Thema Matrizen aus dem letzten Semester fort, betrachten
hier aber ausschlieflich Matrizen mit Eintrdgen in R oder C. Wir kénnen dann die besonde-
ren Eigenschaften dieser Korper benutzen, also die Vollstandigkeit von R (siehe Kapitel II,
§10) sowie die algebraische Abgeschlossenheit von C (siehe Kapitel II, §11). Dadurch erge-
ben sich einige starke Aussagen iiber die Diagonalisierbarkeit von Matrizen, die sowohl rein

mathematisch sehr bemerkenswert sind, als auch in Anwendungen eine grofse Rolle spielen.

23. Spektralzerlegung

In §19 (Kapitel IV) haben wir das Standard-Skalarprodukt auf R™ betrachtet. Wir wollen
dies nun auf den Vektorraum C™ ausdehnen, wobei die komplexe Konjugation ins Spiel zu
bringen ist. Fiir n = 1, ist der Absolutbetrag von z € C durch |z| := /zz definiert. Fiir
n > 1 beliebig definieren wir nun eine Abbildung (, ): C" x C* — C durch

X1 Y
< N A > =X1Y1 + .-+ XnYn fiir alle x;,y; € C.
Xn Yn
Sei x € C™ mit Komponenten Xq,...,x, € C. Dann definieren wir x € C" als den Spal-

tenvektor mit Komponenten xi,...,x, € C. Sei y € C* mit Komponenten y;,...,y, € C.
Dann gilt die Regel:

(X, Y) =X1Y1 4+« .. + XnYn :>_c1lj1 +...+>_Cnljn =YX+ ... +YnXn = (Y, Xx).

Insbesondere folgt (x,x) = (x,x) = [x1]* + ...+ [xa* € R fiir alle x € C". Das Ergebnis ist
sogar > 0, also konnen wir [|x|| := 1/(x,x) als die Norm von x definieren; beachte: Auch
hier gilt ||x|| = 0 nur fiir x = 0,. Wir bezeichnen ( , ) als die standard-hermitesche Form
auf C". Analog zu §19 (Kapitel IV) kénnen wir dann auch schreiben:

(x,y) =x"-y fir alle x,y € C™,
wobei das Ergebnis eine 1 x 1-Matrix der Form [u] mit u € C ist, wofiir wir nach unseren

Konventionen einfach nur u € C schreiben.

Satz 23.1 (Gram—Schmidt—-Orthogonalisierung tber C). Sei U C C" ein Teilraum mit
m:=dimU > 1 und {vi,...,vn} eine Basis von U. Dann gibt es eine Basis {wq,..., Wy}
von U mit folgenden FEigenschaften:
(a) di:=[wi|]* > 0 und (wi,w;) =0 fir alle 1 <1i,j <m mit i #j;

k—1

(b) wy =v; und wk:vk—de(vk,wj).wj firk =2,3,...,m.

j=1
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Beweis. Vollig analog zu Satz 19.3 in Kapitel IV. U

Definition 23.2. (a) Sei A = [a;;] € M,(C) beliebig. Dann setzen wir A= [a;] € M, (C)
und A* ;= AT, Man sieht sofort (A*)* = A und (A - B)* = B* - A* fiir B € M,,(C).

Ist A = A* so heift A eine hermitesche Matriz. (Ist also A € M, (R), so ist A hermitesch
genau dann, wenn A symmetrisch ist.)

(b) Eine Matrix U € M, (C) heift unitdre Matriz, wenn U* - U = I, gilt. In diesem Fall
ist also U invertierbar, und die inverse Matrix ist auf besonders einfache Weise gegeben,
niémlich durch U~" = U*. (Es folgt dann auch U - U* = 1,,.)

Lemma 23.3. Sei U € M, (C) eine beliebige Matriz; seien vi,...,vy, € C" die Spalten
von U. Genau dann ist U unitir, wenn B = {vi,...,vn} eine Orthonormalbasis von C"

beziiglich der standard-hermiteschen Form (, ): C" x C* — C, (x,y) — x'" -y, ist.

Beweis. Fiir 1 < l,] <n gllt <Vi,\)j> = (U - €, u- €j> = (U : ei)“ -U- € = e%r . (utr . u) . éj =
Eintrag an der Stelle (i,j) von U¥ - U = (U* - U)". Also ist U* - U = I, genau dann, wenn
<Vi)Vi> =1 und <Vi,\)j> =0 fiir 1 < l,] < M mit i 75] gllt [

Gegeben seien Spaltenvektoren vy,..., vy, € C* (mit m > 1). Das Tupel (vy,...,Vy) heift

orthonormal, wenn ||vi|| =1 und (v;,v;) =0 fiir 1 <1i,j < m und i #j gilt.

Lemma 23.4 (Orthogonale Basiserginzung). Sei 1 < m < n und (vi,...,Vy) ein

orthonormales Tupel wie oben. Dann ist (Vi,...,Vm) Lu. und es gibt vini1y...,vn € C" s0
dass B = {vi,..., Vi, Vins1y+ - ., W} €ine Orthormalbasis von C™ ist. Sind vi,...,vn in R™,
so konnen auch vii1y..., v in R™ gewdhlt werden.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass (vi,...,Vy) Lu. ist. Seien also zy,...,z, € C gegeben mit

ZiVi + oo+ ZmVim = O Sei i € {1,..., m} fest. Wegen (vi,vi) =1 und (vi,v;) =0 fiir i #j
folgt dann 0 = (z1vi +...+znVm, Vi) = zi(Vi, Vi) = zi, wie gewiinscht. Nach dem Basisergén-
zungssatz gibt es Spaltenvektoren v/ .,...,v) € C", so dass {vi,...,Vim, V) 1,...,V,} eine
Basis von C" ist. Wir wenden das obige Gram—-Schmidt—Verfahren auf diese Basis an und
erhalten eine Orthogonalbasis {w1, ..., wy} von C™. Setze d; := ||w;||* fiir alle i. Die Formeln
in Satz 23.1 zeigen sofort, dass w; = v; fiir 1 <1 < m gilt. Dazu: Zunéchst ist w; = v;. Sei
nun m > 2; wegen (v,,vy) = 0 folgt w, =v; — df (v, Wwi)wy = v, — d(l (V2,V1)vy = V3. Sei
nun m > 3; dann folgt analog
w3 =v; — d; (v, widwy — dy ' (v3, W) wo = v3 — d; (vs, v v — dy T (v, v) Vo = vs,
i M

und so weiter bis wy, = vy,. Setzen wir schlieRlich v; := ||jwi|~'w; fiiri = m+1,m+2,...,n,

so ist {V1y.++y Vi, Vins1y -+ ., Vn} eine Orthonormalbasis von C™. Sind vi,...,v;, in R™, so
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ergidnzen wir zunichst vy, ..., vy, zu einer Basis von R™ und wenden dann wieder das Gram—
Schmidt—Verfahren in Satz 19.3 (Kapitel IV) an. O

Beispiel 23.5. Fir 0 € R, 0 < 0 < 27, und z,w € C mit |z> + [w|> = 1 setzen wir

u:= —uv(ve)i u(g)Vv € M,(C) wobei u(0) :=cos(0) +sin(0)i € C.

Dann priift man leicht nach, dass U unitér ist. Umgekehrt kann man zeigen, dass jede unitéire

Matrix in M;(C) obige Form hat. (Dies ist eine sehr gute Ubungsaufgabe.)

Eine Matrix A € M,(C) heilst unitdr diagonalisierbar, wenn es eine unitire Matrix
U € M,(C) gibt, so dass U™ - A-U = U*- A - U eine Diagonalmatrix ist. Wir wollen
herausfinden, unter welchen Bedingungen dies moglich ist.

Bemerkung 23.6. Sei A € M,,(C) unitér diagonalisierbar. Dann gilt A - A* = A* - A.

Denn sei U € M, (C) unitér, so dass D := U* - A - U eine Diagonalmatrix ist. Dann ist
A=U-D-U und A*=(U-D-U")* = (U*)*-D*-U*=U-D*-U*" Es folgt A -A* =
(U-D-U*)-(U-D*-U*)=U-(D-D*)-U* und analog A*-A =U-(D*-D)-U* Da D
und D* beide Diagonalmatrizen sind, gilt D - D* = D* - D und damit auch A - A* = A*- A.

Ist A € M,,(C) und gilt A - A* = A* - A, so heifst A eine normale Matriz. Zum Beispiel

sind hermitesche Matrizen automatisch auch normale Matrizen.

Lemma 23.7. Ist A € M,,(C) eine normale Matriz, so gilt |A - x| = ||A* - x]|| firx e C™".

Beweis. Sei x € C™. Dann ist (A*x)" = (A"x)" = x'T-A und damit

[A*x||2 = (A*x, A*x) = (A*x)" - AFx = X" (A - A%)-X = x'- (A - A¥)X;
andererseits gilt auch [|A-x||2 = (Ax, A-x) = (Ax)" - Ax = x"- (A" - A)-x = x"-(A*- A)-X.
Nach Voraussetzung sind die beiden rechten Seiten gleich. U

Satz 23.8 (Spektralzerlegung). Sei A € M, (C) eine normale Matriz, also A-A* = A*-A.
Dann ist A unitir diagonalisierbar; es gibt also eine unitire Matriz U € M, (C) so dass
D:=U'T-A-U=U*"-A-U¢€ M,(C) eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. (Vollsténdige Induktion nach n.) Ist n = 1, so ist A = [a] mit a € C und die
Aussage gilt mit U = [1], D = [a]. Sei nun n > 2 und die Aussage bereits fiir alle normalen
Matrizen in M,,_1(C) gezeigt. Da C algebraisch abgeschlossen ist, hat das Minimalpolynom
ua € C[X] eine Nullstelle, also gibt es einen Eigenwert A; € C; sei wy € C™ ein zugehoriger
Eigenvektor, d.h., wy # 0, und A - w; = Ajwy. Setzen wir vi := |[w;]|7'w; € C™, so
ist auch vy ein Eigenvektor (mit Eigenwert A;) und |[vi]| = 1. Nach Lemma 23.4 gibt es

V2,...,vn € C" so dass {vi,Vvz,...,V,} eine Orthonormalbasis von C" ist. Sei U; € M,,(C)
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die unitdre Matrix, deren Spalten durch vy,...,v, gegeben sind (siche Lemma 23.3). Wir
setzen B := Uj - A - U € M,(C). Wir zeigen nun, dass auch B normal ist. Dazu: Es
gilt B = (- A-Up)* = Uf-A*- (U = U - A*- Uy Mit A-A* = A*- A erhalten
wir B-B* = (Uf-A) - (U - U - (A" Uy) = W-(A-A%) - Uy = U (A*-A)- Uy =
(Uj-A*) - (U -U3) - (A-Uy) = B* - B, wie behauptet.

Nun ist U; - e; = vy, also ist die erste Spalte von B gegeben durch B-e; = (Uj-A)-(U;-e) =
U (A-vy) = A (U -vy) = A (U7 " -v) = Ajer. Die Eintriige in der ersten Spalte von B sind
also A1,0,...,0; insbesondere ist ||B - e7|| = [A;|. Seien by,...,b, € C die Eintrige in der
ersten Zeile von B; insbesondere b; = A;. Wegen B* = B" sind dann 61, ceny b, die Eintrage
in der ersten Spalte von B*. Mit Lemma 23.7 folgt

AP+ 0224 .o baf =01+ 02+ ...+ [buf =B - er||* = ||B - &> = NI,

und damit b, =... =b,, = 0. Also hat B eine Blockdiagonalgestalt wie folgt:
}\1 Oftlr,]
UTAU1 =B = mit Aq EMnf]((C).
On—1| A4

Da B normal ist, folgt mit einer leichten Rechnung, dass auch A; normal ist. Nach Induktion
gibt es also eine unitdre Matrix U, € M,,_;(C), so dass Dy :=U; - A; - U, € M;,_1(C) eine

Diagonalmatrix ist. Setzen wir

1o
U=U; W,  mit U= Ll e M,(C)
On71 uZ
so sieht man sofort, dass auch U unitar ist; aufkerdem gilt
A] OTE'I;]
U*~A-U:(Uﬁ)*-(UT-A-m)-Uﬁ:(Uﬁ)*- U = )
On—1 | U3-Aq-U,

und die rechte Seite ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintrdge durch A; und die Dia-

gonaleintrage von D; gegeben sind. U

Ist A € M,;(C) normal und D = U* - A - U die Spektralzerlegung wie oben, so sind die

Diagonaleintrige von D genau die Eigenwerte von A. Fiir hermitesche Matrizen ergibt sich:

Lemma 23.9. Sei A = [ay] € M, (C) beliebig.
(a) Ist A € C ein Eigenwert von A, so ist A € C ein Eigenwert von A.
(b) Ist A hermitesch (also A = A*), so sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis. (a) Sei v € C" ein zu A gehoriger Eigenvektor, also v # 0, und A - v = Av. Seien
Z1y...yzn € C die Komponenten von v. Fiir i € {1,...,n} ist dann die i-te Komponente

von A - v gleich Az;. Sei v € C" der Spaltenvektor mit Komponenten z;,...,z,. Die i-te
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Komponente von A - v 1st dann gegeben durch

aiyz; = Z ayz; = Z @jzj = Azi = AZ;;
_ _ j=1 1<<n ~
also gilt A -v = Av und damit ist 7\ ein Eigenwert von A, mit Eigenvektor v.
(b) Sei A ein Eigenwert von A, mit Eigenvektor 0, # v € C™. Nach (a) ist A ein Eigenwert
von A, mit Eigenvektor v € C*. Wegen A = A" folgt einerseits
VA= (VAT = (A V)T Y = (W) -V = AV v) = A
Andererseits ist die linke Seite auch gleich v** - (A - v) = v - (Av) = AV - v) = A||v||%
Also folgt Al|v|? = Al[v||2. Wegen v # 0,, ist |[v|| # 0 und damit A = A. O

Bemerkung 23.10. Sei A € M,,(C) eine normale Matrix. Um die Spektralzerlegung in
Satz 23.8 zu berechnen, kann man rekursiv wie im obigen Beweis vorgehen. Alternativ geht

dies auch wie folgt:

1. Schritt. Berechne das charakteristische Polynom xa € C[X] und finde die Nullstellen die-
ses Polynoms. Da C algebraisch abgeschlossen ist, gilt xa = (—1)"(X —=A¢)™ -+« (X — A)™
wobei A1, ..., A, € C paarweise verschieden sind und ny > 1 fiir 1 <i<r.

2. Schritt. Fiir 1 < T sel By = N(A Al ) C C™ der Eigenraum zu A;. Da A diagonali-
sierbar ist, gilt dim Ei = n,;. Bestimme eine Basis B; von E;; dazu muss man das homogene
LGS mit Matrix A — AL, € M,,(C) 16sen.

3. Schritt. Fiir 1 <1 < r bestimme eine Orthonormalbasis C; von E; (zum Beispiel mit dem
Gram-Schmidt—Verfahren). Dann ist C := C; U... U C, eine Orthonormalbasis von C™.

Sei schlieklich U € M, (C) die Matrix, deren Spalten durch die Spaltenvektoren in C gegeben

sind; dann ist U unitdr und D := U* - A - U eine Diagonalmatrix.

1T i i 1
Beispiel 23.11. Sei A = A* = :1 } ;) _; € My(C).
1 i - 3
Wir erhalten xp = det (A — XI4) = ... = X*(X —4)?% es gibt also die beiden Eigenwerte

A1 =0 und A; =4. Mit dem obigen Verfahren ergibt sich mit
—iv6 —/3 V2 1
_ 1 Ve V3 V2 -
23 0 —iv3 2V2
0 v3 0 3

dass U unitér ist und D := U* - A - U eine Diagonalmatrix mit Eintragen 0,0,4,4 auf der

€ M4((C)>

Diagonalen; Details in den Ubungen (oder selbst).



6 Mathematik II (inf, swt, msv)

24. Der Spekralsatz iiber R

In vielen Anwendungen spielt eine Version der Spektralzerlegung iiber R eine wichtige Rolle.
Wir konnen dies nun leicht aus der Spektralzerlegung tiber C herleiten. In Definition 23.2
haben wir bereits bemerkt, dass eine Matrix mit Eintrdgen in R genau dann hermitesch ist,

wenn sie symmetrisch ist. Fiir solche Matrizen gilt die folgende zentrale Aussage:

Bemerkung 24.1. Sei A € M, (R) symmetrisch. Dann besitzt A einen FEigenwert A € R.
Denn: Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es einen Eigenwert A € C. Da A hermitesch
ist, folgt A € R mit Lemma 23.9(b). — Viel spéter in diesem Semester werden wir noch einen

anderen Beweis sehen, der nicht den Fundamentalsatz der Algebra benutzt (siehe §77).

Eine unitire Matrix mit Eintrdgen in R heifst eine orthogonale Matriz. Also: T € M, (R)
ist eine orthogonale Matrix genau dann, wenn T - T = I, gilt. (Wegen T € M, (R) ist
T* =T".) Analog zu Lemma 23.3 ist T orthogonal genau dann, wenn die Spalten von T eine
Orthonormalbasis beziiglich des Standardskalarprodukts auf R™ bilden.

Bemerkung 24.2. Sei T € M,(R) eine orthogonale Matrix. Ist x € R™, so gilt
IT-x[P=(T-x,T-x)=(T-x)"-(T-x)=x"-(T"-T)-x=x"-x=[|x]|?
und damit ||T-x| = [|x||, d.h., T erhélt die Norm von Vektoren. Etwas allgemeiner heifst eine
Abbildung ¢@: R™ — R" eine Bewegung, wenn es eine orthogonale Matrix T € M,,(R) und
einen Spaltenvektor u € R™ gibt mit @(x) =T - x + u fiir alle x € R™. In diesem Fall gilt
o) =) =T -x=T-y =T-x=yll = llx—yll|.
fiir alle x,y € R™, d.h., ¢ erhélt die Abstdnde zwischen Vektoren.

2 g] € M;(R) orthogonal, also A" - A = I,.

Ausmultiplizieren ergibt die Bedingungen a? +c?> =1, b>+d?> =1 und ab + cd = 0.
1. Fall: Ist a =0, so folgt ¢ = £1 und dann auch d =0, ¢ = £1.
2. Fall: Sei a # 0. Aus ab + cd = 0 erhalten wir b = —cd/a und dann 1 = b? + d* =

c?d?/a? + d* = (a®? + ¢?)d?/a? = d?/a?, also d = 4+a und dann auch ¢ = Fb. Also ist

A = :Fg j:g } mit a? + b?> = 1. Umgekehrt sieht man sofort, dass eine Matrix dieser

Beispiel 24.3. Sein=2und A = [

Form orthogonal ist. Der 1. Fall passt auch in dieses Schema, mit a = 0 und b = +1.
Schlielich beachte: Sind a,b € R gegeben mit a? + b?> = 1, so gibt es ein eindeutiges
0 € [0,271) mit a = cos(0) und b = sin(0). Also gilt:

cos(0)  sin(0)
—06sin(0) dcos(0)
Ist 5 = 1, so ist det(A) = 1 und die Abbildung R? — R?, x +— A - x, ist eine Drehung (im
Uhrzeigersinn) um den Winkel 0. Sei nun 6 = —1. Dann ist det(A) = —1 und

A € M;(R) orthogonal & A= mit 6 = +1, 0 € [0, 27).
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xa = (cos(0) — X) * (—cos(0) — X) —sin(0)? = X2 — cos(0)? —sin(0)? = X* — 1.
Es gibt also die beiden Eigenwerte Ay = 1 und A, = —1. Mit Hilfe der Additionstheoreme

fiir sin und cos in §10, Kapitel II, findet man zugehorige Eigenvektoren:

cos(0/2) —sin(0/2)
Vi = lsm(e/zﬂ €RTund vy = [ cos(e/z)} € R

In der reellen Ebene ist also R? — R?, x — A - x, die Spiegelung an der Geraden durch den
Ursprung und den durch v; gegebenen Punkt. Der Vektor v, € R? steht senkrecht auf dieser
Geraden und wird auf —v, abgebildet.

Eine allgemeine Bewegung ¢@: R? — R? wie in Bemerkung 24.2 ist damit eine Drehung oder

Spiegelung, gefolgt von einer Verschiebung um einen festen Vektor u € R2,

Lemma 24.4. Seien v,w € R™ mit ||v|| = ||w|| > 0. Dann gibt es eine orthogonale Matriz
TeMy(R)mit T-w=wv. Ist v €{0,1,...,n} so, dass die ersten v Komponenten von v und

von w gleich 0 sind, so kann T so gewdhlt werden, dass T -e; = e; fir 1 <i<r gilt.

Beweis. Sei B = ||v|| = ||w|| > 0. Sei v/ € R™" der Spaltenvektor mit Komponenten
B Vi1, ...y BV und W' € R™ T der Spaltenvektor mit Komponenten "Wy, ..., ' Wy.
Dann gilt ||v'||" = [[w’'||]" = 1, wobei || ||" die Norm zum Standard-Skalarprodukt auf R™"

bezeichne. Nach Lemma 23.4 kénnen wir v{ zu einer Orthonormalbasis von R™™" ergénzen; es

gibt also eine orthogonale Matrix Ty € M,,_,(R) mit T;-e; = v’ (wobei e] der erste Standard-

Basisvektor von R™ " sei). Analog gibt es eine orthogonale Matrix T, € M, (R) mit T,-e] =

w’. Nun sind Produkte und Inverse von orthogonalen Matrizen wieder orthogonal, also ist

auch T := T, -Tf € M, (R) orthogonal. Es gilt T"-w’ =Ty - (Tz’1 -w')=T;-ef =v'. Nun

bilden wir die Blockmatrix [ I |om
T:= Lo

0

/!
n—r T

Man sieht sofort, dass T orthogonal ist und die gewiinschten Bedingungen erfiillt. 0

] € M,(R).

Satz 24.5 (Spektralsatz iiber R). Sei A € M, (R) symmetrisch, also A*™ = A. Dann gibt
es eine orthogonale Matriz T € My (R) so dass D =T -A-T=T" . A-T € M,(R) eine

Diagonalmatriz ist. Insbesondere ist A diagonalisierbar.

| Ab hier Woche 2]

Beweis. Wir gehen noch einmal den Beweis von Satz 23.8 durch und achten darauf, dass wir
in jedem Schritt im Bereich der reellen Zahlen bleiben konnen. Wegen A™ = A hat A nach
Bemerkung 24.1 einen Eigenwert A € R. Es gibt dann auch einen zugehorigen Eigenvektor

wi € R™, also wy # 0, und A - w; = Aywy. Setzen wir v; == |[wq]|~'w; € R™, so ist auch vy
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ein Eigenvektor (mit Eigenwert A;) und |[v¢|| = 1. Nach Lemma 24.4 gibt es eine orthogonale
Matrix Ty € M, (R) mit Ty - e; = vy. Wie im Beweis von Satz 23.8 gilt dann
M0, .
T]tI‘ . A . T] — B — mit A] € Mn—] (R)a
On—1| A4

und man sieht leicht, dass auch A; symmetrisch ist. Wir konnen dann wieder mit Induktion
fortfahren. Es gibt also eine orthogonale Matrix T, € M, _1(R), so dass Dy := Ti* - A; - T,
eine Diagonalmatrix ist. Wir bilden T, € M,,(R) (analog wie im Beweis von Satz 23.8) und
setzen T:= Ty - T) € M,(R). Dann ist T orthogonal und T* - A - T eine Diagonalmatrix. O

Beispiel 24.6. Sei A € M,,(R) symmetrisch. Um eine orthogonale Matrix T € M, (R) wie
oben zu finden, kénnen wir in 3 Schritten wie in Bemerkung 23.10 vorgehen: Zuerst Eigen-

werte bestimmen, dann Basen der zugehorigen Eigenrdume, und schliefslich Transformation

dieser Basen in Orthonormalbasen. 0 1 —
Konkretes Beispiel: Sei A=A"= | 1 0 1 ] € M3(R). Wir erhalten
-1 1 0
—X 1 -1
XA = det( 1T —X 1 > = (X42)(X—1)?; es gibt die Eigenwerte A; = —2 und A, = 1.
—1 1 —X 1
Der Eigenraum zu A; = —2 hat Dimension 1, mit Basis vy := [—1] ;es gilt (vy,vy) = 3.
1 -1
Der Eigenraum zu A, = 1 hat Dimension 2, mit Basis {v,,v3} wobei v, := [1|,v3 =] 0
0 1
Hier ist (vy,v2) = 2 und (vz,v3) = —1; die Basis {v,,vs3} ist also noch keine Orthogonal-

basis des Eigenraums. Gem#f Gram-Schmidt—Verfahren setzen wir daher v} :=v; + Jv, =
—1/2
1/2 |; dann folgt (v,,v}) =0, (vi,v;) = 3/2 und {v,,v}} ist eine Orthogonalbasis des Ei-
1
genraums. Sei T € M;3(R) die Matrix mit Spalten gegeben durch \/§_]v1, \/2_1\)2, \/3/2_]v§.

Dann ist T orthogonal und es gilt T" - A -T = Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen —2, 1, 1.

Bemerkung 24.7. Sei K beliebiger Korper und A = {g ﬂ € M;(K) symmetrisch.
(a) Sei K=R. Dann ist xo =...=X*—(a+¢c)X+ (ac—b?) = ((X— %(a—i—c))z—i-A € RIX]
mit A = ac —b? — J—l(a +c¢)? = —b?— J—‘(a —¢)? < 0; also zerfiillt xa tatsichlich {iber R.

(b) Ist K = C und zum Beispiel A = []1 _11}, so ist xa = X2, also A = 0 der einzige

Eigenwert. Aber A ist nicht diagonalisierbar.

(c) Ist K = FF, und zum Beispiel A = [O s0 ist xa = (X + 1)2, also A = 1 der einzige

1
1 0|’
Eigenwert. Aber A ist wiederum nicht diagonalisierbar.
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Also: Fiir die Giiltigkeit des Spektralsatzes ist es wesentlich, dass K = R der Grundkdérper ist.

25. Hauptachsentransformation

Als eine klassische Anwendung des Spektralsatzes (iiber R) behandeln wir in diesem Ab-
schnitt einen kleinen Hohepunkt der elementaren analytischen Geometrie. Dabei geht es um
Lésungsmengen nicht nur von linearen Gleichungen, sondern von quadratischen Gleichungen

in n Variablen. Fiir n = 2 hat eine solche Gleichung die allgemeine Form
f(x1,%2) := oux] + X3 + auxxixy + Brixs + Paxa +v =0,

wobei die Koeffizienten o, oz, 0t12, B1, B2,Y € R fest vorgegeben und alle x;,x; € R gesucht
sind, so dass f(x7,x2) = 0 gilt. Zum Beispiel ist fiir f(x1, %) = x4 + x5 — 1 die Losungsmenge
ein Kreis in der reellen Ebene mit Radius 1 und Mittelpunkt im Ursprung (0,0). Gibt es
mehr Terme in der Gleichung mit Koeffizienten ungleich 0, so wird es schon schwieriger,
gleich zu sehen, um welche geometrische Figur es sich handelt; Beispiele:

f(x1,%2) = 5%F + 2v/3x1%2 + 7x3 — 16 = 0,

f(x1,%2) =%+ 2% + %3+ 3% —4x, + 1 =0.
Die Idee ist nun, eine Koordinatentransformation vorzunehmen, so dass in den “neuen” Ko-
ordinaten die Gleichung “mdglichst einfach” wird. Behandeln wir dies gleich fiir beliebiges
n > 1. Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung ist

f(X1y .y Xn) = o0X] o F X+ D XX+ Bixs . By Y =0,

I<i<j<n

rein quadratisch linear

gemischt quadratisch

mit vorgegebenen Koeffizienten o, oyj, 35,y € R. Um triviale Sonderfille zu vermeiden,
nehmen wir an, dass mindestens ein o; oder ein oy; ungleich 0 ist, also quadratische Terme
(rein oder gemischt) tatséchlich vorkommen. Die Lésungsmenge

Q:={(x1,...,xn) € RP™M[f(x1,...,%,) =0}

heift Quadrik oder auch Hyperfliche zweiten Grades; fiir n = 2 spricht man auch von
Kegelschnitten. Siehe zum Beispiel https://de.wikipedia.org/wiki/Quadrik fiir mehr
Hintergrund dazu. Als geeignete Koordinatentransformation betrachten wir eine Bewegung
@: R™ — R™; es gibt also eine orthogonale Matrix T = [t;] € M, (R) und ein u € R™ mit
e(y) =T -y + u fir alle y € R™. Seien uy,...,u, € R die Komponenten von u. Jedes
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x € R™ konnen wir schreiben als x = @(y) =T -y +u mit y € R™. Sind x4,...,x, € R die

Komponenten von x und yi,...,y, € R die Komponenten von y, so gilt also
n
Xy = (Z tijUj) + fir 1 < i <n.
j=1

Setzen wir diese Ausdriicke in die Gleichung f(xq,...,Xx,) = 0 ein, so erhalten wir eine neue

quadratische Gleichung f'(yi,...,yYyn) = 0 in den Variablen yi,...,yn.

Satz 25.1 (Normalformen von Quadriken). Es gibt eine Bewegung @: R™ — R"™, so

dass die urspringliche quadratische Gleichung f(xq,...,xn) = 0 mittels der Transformation
x = @(y) in eine der folgenden Gleichungen in i, ..., Yn Uberfihrt werden kann:

1) Myi+ .o AYE+Y =0 mit 1 <1 <n, oder

2) MYt + . FAYEHBY =0 mit1<r<m,

wobei jeweils Aiy B,y € R sowie p # 0 und Ay # 0 fur 1 < i< r gilt.

Eine Bewegung, die die urspriingliche Gleichung f(x4,...,%,) = 0 in eine der Gleichungen

1) oder 2) iiberfiihrt, heikt Hauptachsentransformation.
(0.5 fiir i = j,

Beweis. Wir definieren eine Matrix A = [ay] € My (R) durch ajj := < oy/2 fiir i <j,

oi/2 fiir i > j;
dann ist A # Onxn (weil mindestens ein oy oder ein oy; ungleich 0 ist). Sei b € R™™ der
Zeilenvektor mit Komponenten {31,..., . Dann ist A symmetrisch und es gilt

f(X1yeeoyXn) =xX"-A-x+b-x+7vy fiir alle x € R™.

Wir zeigen nun, dass man in maximal 4 Schritten diese Gleichung auf die Form 1) oder 2)

transformieren kann.

1. Schritt. Nach dem Spektralsatz gibt es eine orthogonale Matrix T € M, (R), so dass
D:=T"1.A-T=T".A.T eine Diagonalmatrix ist; seien A; ..., A, € R die Diagonaleintrige
von D. Wir kénnen diese so anordnen, dass A{ Z O fir T <i<rund A,y =...=A, =0
gilt (wobei r € {1,...,n}, weil A # 0,yy). Betrachte die Bewegung @: R* 5 R", y— T-y;
schreibe x = @(y) und setze b’ :== b - T € R™™; dann hat die neue Gleichung die Form
f'(Yryeesyn) = (T-y)" - A-(T-y)+b-(T-y)+v
=y"-D-y+(b-T) - y+y=Myi+...+Ayi +b" -y +v;
d.h., es gibt keine gemischt quadratischen Terme mehr. — Je nach Fall werden wir jetzt noch

weitere Bewegungen anwenden miissen, um 1) oder 2) zu erreichen.

2. Schritt. Damit wir nicht stindig neue Namen fiir die Variablen einfiihren miissen, nehmen
wir nun an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form hat, also

f(X1yeeeyXn) =AXF+oon FAXE+ B1xg 4o+ BuXn Y,
wobei Ay, Bi, Y € R und Ay # 0 fiir 1 < 1 < r. Betrachte nun die Bewegung @;: R™ — R™,

Yy — Yy + ¢, wobei ¢ € R"™ ein Spaltenvektor mit Komponenten cy,...,¢,0,...,0 sei (und
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Cly...yCr € R noch zu bestimmen sind). Schreibe x; = y; + ¢; fiir 1 <i < r und x; = y; fiir
r+1<i<n Dann erglbt sich als neue Glelchung
f'(Yty -y Yn) ZA yi + ci) +Z[3 Y+ + Z Biyi +v
i=r+1
—ZklyﬂLZ 2Aici + By + Z Bly1+Z (Aic? + Bici) +
i=r+1
Mit ¢; := —pi/(2A;) fiir 1 i<r erhalten wir: =
f'(Yryeo oy yn) = Z}\Ly1+ Z Biyi +v/,
i=r41

d.h., die Variablen in den quadratlschen und den linearen Termen wurden getrennt.

3. Schritt. Nehmen wir nun wieder an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form
hat, also f(x1y...yXn) = MxF 4.0 o+ A2+ Bri1Xest + ...+ BrXn +7Y, wobei Ay, Bi, Y € R und
AM#AO0flir 1 <i<r Ist r=noder By =... =B, =0, so haben wir 1) erreicht. Nehmen
wir schlieklich an, es sei r < n und es gibt ein k € {r+ 1,...,n} mit By # 0. Betrachte nun
die Bewegung @3: R* — R™ y +— y + cex, wobei ¢ € R noch zu bestimmen ist. Schreibe
Xk = Yx + ¢ und x; = y; fiir i # k. Dann ergibt sich als neue Gleichung

(Y1, -y Un) Zkyl + Z Byi+ Brc +,

i=1 i=r+1
Mit ¢ := —y/Py erhalten wir v’ = 0, d.h., es gibt keinen konstanten Term mehr.

4. Schritt. Nehmen wir wiederum an, dass die Ursprungsgleichung die gerade erreichte Form
hat, also f(xl, oy Xn) = MX3 oo AXE A+ BriXepr + ..+ BrXn, Wobei Ay, Bi € R und
A # 0 fiir 1 < 1 < 1; aukerdem ist mindestens ein {3; unglelch 0. Um 2) zu erreichen, miissen
wir noch eine Bewegung @4: R — R™ finden, so dass nach der Transformation x = @4(y)
nur der lineare Term in y, iibrig bleibt.

Dazu: Seiv € R™ der Spaltenvektor mit Komponenten O,...,0, Br11,..., Pn. Dannist v # Oy;
sei B := [[v|| > 0. Sei w := Be, € R"; dann ist |w| = = ||v||. Sei dann @4: R* — R",
y+— T-y, wobei T € M,,(R) eine orthogonale Matrix wie in Lemma 24.4 ist. (Beachte, dass
die Voraussetzung an die ersten r Komponenten von v und w erfiillt ist.) Schreibe wieder

x = @4(y); wegen T - e; = ey ist dann x; = y; fiir T <1< r. Als neue Gleichung ergibt sich:

f'(Yny ..y yn) = Z7\191 + Z Bi (Z%%) ZNUL +Z<Z Bi tu)%

i=r+1 j=1 i=r+1

g

—(T)y
Nun ist T-w =v, also V¥ = W . T® =W . T-" und damit v - T = w' = Bel’. SchlieRlich

folgt (v* - T) -y = Belf -y = Byn, wie gewiinscht. O
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Beispiel 25.2. Sei f(x1,%2) = X§ +2x1%2 + X3 4+ 3x7 —4x, + 1. Wir gehen die obigen Schritte

durch. Die Matrix A ist gegeben durch A = “ ”, mit xa = det(A — XI,) = X? — 2X; es

gibt also die beiden Eigenwerte A =2 und A; = 0. Wie in Beispiel 24.6 finden wir
T'AT = [é 8] mit der orthogonalen Matrix T = ﬁ“ “ _11]
Die Transformation x; = \/T‘ (Y1 +y2), x2 = \/27] (y1 —ya) ergibt die neue Gleichung
f'(y1,y2) = 2y3 — VZ 'y +7V2 g k1 =0,
Schreibe nun y; = z; +u, Yy, = z; wobei u € R noch zu bestimmen ist. Einsetzen ergibt
2(z; +u)2—\/2’] (z1+u) +7\/Z’122+1 = 2zf+4z1u—|—2u2—\/zf1zl —/2' u+7\/2’122+1 .
Mit u := (4v/2)7" erhalten wir die Gleichung f”(z1,z,) = 222 + 7\/2_122 +15/16 = 0.

Schlieflich schreibe z; = wy, z;g = w; + 1 wobei r € R so zu bestimmen ist, dass der
konstante Term verschwindet. Mit 1 = —15v/2/112 erhalten wir die Gleichung " (wq, w,) =
2wh + 7\/241/\)2 = 0, was in der reellen Ebene R? (mit Koordinatenachsen wi,w;) einer

Parabel entspricht.

26. Singuldrwertzerlegung

Als eine weitere Folgerung aus dem Spektralsatz betrachten wir die Stnguldrwertzerle-
gung einer Matrix (englisch: singular value decomposition, kurz SVD). Diese wird in

zahlreichen Anwendungen aus den unterschiedlichsten Bereichen eingesetzt; siehe

C. D. MARTIN AND M. A. PORTER, The extraordinary SVD, Amer. Math. Monthly 119
(2012), 838-851; ttp://dx.doi.org/10.4169/amer .math.monthly.119.10.838

fiir einen Uberblick mit vielen weiterfiihrenden Referenzen. AuRerdem ist dies eine schone

[lustration, wie die bisher erzielten Ergebnisse zusammenwirken.

Lemma 26.1. Sei A € R™ ™" beliebig und v := Rang(A). Dann gilt:
(a) Es ist auch Rang(A™ - A) =.
(b) Die Eigenwerte von A™ - A € M, (R) sind reell und > 0; es gibt v Eigenwerte # 0.

Beweis. (a) Seix € N(A), also A-x = O,. Dann ist auch (A" A)-x = 0,,, also x € N(A"-A).
Umgekehrt: Sei x € N(A"-A), also (A¥-A)-x = 0,,. Dann ist auch ||A-x[|* = (A -x,A-x) =
(A-x)"-(A-x) =x"-(A"-A)-x =0, also A - x = 0,, und damit x € N(A). Damit ist
N(A) = N(A'" - A) gezeigt, also folgt mit Lemma 20.6 (Kapitel TV):

Rang(A) =n —dimN(A) =n —dim N(A" - A) = Rang(A" - A).
(b) Sei B := A" - A € M,(R); dann ist B symmetrisch. Nach dem Spekralsatz gibt es eine
orthogonale Matrix V € M,,(R) so dass D :== V~".B-V = V¥.B.V eine Diagonalmatrix ist.


ttp://dx.doi.org/10.4169/amer.math.monthly.119.10.838
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Nun ist V ein Produkt von Elementarmatrizen; damit entsteht D aus B durch eine endliche
Anzahl von elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen. Dabei &ndert sich der Rang nicht
(siche die Bemerkungen in Definition 20.6, Kapitel IV), also gilt Rang(D) = Rang(B) =,
d.h., genau r der Diagonaleintrige von D sind ungleich 0. Sei schlieflich A € R ein Eigenwert
von B = A™ - A (also ein Diagonaleintrag von D) und v € R™ ein zugehoriger Eigenvektor,
also v # 0, und B-v = Av. Dann gilt ||A-v||* = (A-v,A-v) = (A-V)¥- (A-v) =V (B-v) =
VI (Av) = A|[v]|2. Wegen [|v|| > 0 und ||A - v|| > 0 folgt dann auch A > 0. O

Satz 26.2 (SVD). Sei A € R™™ mit myn > 1 beliebig; sei v = Rang(A) > 0. Dann gibt es
orthogonale Matrizen U € M (R) und V € M (R) mit A = U-S-V*, wobei S = [sy] € R™™
Diagonalgestalt hat, mit sy = 0 fiir alle i #j sowie s;1 > ... = spe > 0 und sy =0 firi>r.

Die Diagonaleintriage si1, S22,... von S heien Stnguldrwerte von A.

Beweis. Sei B := A" - A € My(R). Wie oben im Beweis gibt es eine orthogonale Matrix
Ve M,(R)sodass V7'-B-V =V¥".B-V eine Diagonalmatrix ist; seien A,...,A, € R die

Eintrage auf der Diagonalen. Wir konnnen dies so einrichten, dass A > A, > ... > A, gilt.
Nach Lemma 26.1 gilt A; > O fiir alle i; auferdem ist A; = 0 fiir i > 1. Setze o4 := v/A; € R
fiir 1 <1< n;dannist auch o > ... > o, > 41 = ... = &, = 0. Seien vy,...,v, € R"

die Spalten von V; dann gilt B - v; = Ayv; fiir 1 <1 < n. Wir setzen uj := ocj_‘A -v; € R™ fiir
1 <j < 1. Weil V eine orthogonale Matrix ist, ist {vq,...,v,} eine Orthonormalbasis von R™.
Damit folgt fiir 1 <1i,j <
(ui, uy) = ocfocf(A-vi,A-vj) = oci_]ocj_1 (Vir- AT A y) = ocfocj_] (vir- (B - vy))
= o ocj’] (V- (Ajvy)) = o oc;]Aj(vi,vQ.

Ist 1 #j, so ist (vi,vj) =0, also auch (u;,u;) =0. Ist i =3, so ist Aj = ooxj und (vi, vi) =1,
also auch (u;,uw;) = 1. Nach Lemma 23.4 gibt es W,y1,..., Uy, € R™ so dass {uy,..., Uy}
eine Orthonormalbasis von R™ ist. Sei U € M,,(R) die orthogonale Matrix mit Spalten
Uy..., Uy, Jetzt betrachte S = [sy] = U'-A-V =U"-A-V. Fir1 <1i< mund
1 <j < ngilt also sy = ul" - A -v;. Fiir i beliebig und 1 <j < v gilt A-v; = oyu; und damit
sy = ui" A-vy = og{up, W) = 08y, Fiir j > 1ist [A-vj|2 = (A-vj, Avy) = v (AT A) vy =

Vit (B-v;) =v" - 0p =0, also A - vj = Oy, und damit auch sy = wi" - A - v; = 0 fiir alle i,

Folglich ist A=U-S- V1 =U-S- V" und S hat die gewiinschte Diagonalgestalt. O
10 21

Beispiel 26.3. Sei A = |1 1| € R3>*2 Dann ist B := A" - A = [1 2} € M;,(R) mit
0 1

xg = (X—3)(X—1). Mit dem Verfahren in Beispiel 24.6 finden wir eine orthogonale Matrix
V € M;(R), so dass V' - B - V eine Diagonalmatrix ist; in diesem Fall:
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30 1|1 1
tr R .V — : _
V. B V—[O ]1 mit V=12 {1 _1}.
Die Singuldrwerte von A sind also o = V3 und o« = 1. Seien vi,v; € R? die beiden Spalten

von V. Wie oben im Beweis setzen wir anschliefiend
1 1
uy = oqlA-w :\/37] [2] und u = ocz’]A-vz:\/zf] [0 ]
1 —1

Zum Schluss miissen wir noch einen Spaltenvektor u; € R? finden, so dass die Matrix U €

M;(R) mit Spalten u;, uy, uz eine orthogonale Matrix ist; in diesem Fall geht dies mit

LT Lo vEov2
u =3 |1 und damit u:=+6 2 0 —V2
1 1 -3 V2
V3 0
Mit S:= | 0 1| € R**? erhalten wir also die Singulirwertzerlegung A =U-S - V¥,
0 O

Bemerkung 26.4. Sei A = U-S- V" und r = Rang(A), wie in Satz 26.2. Fiir 1 <k <r
sei Sy € R™™ die Matrix in Diagonalgestalt mit Diagonaleintrdgen sii,..., sw, d.h., Su
entsteht aus S, indem wir die ersten k Diagonaleintrige in S beibehalten und die restlichen
Diagonaleintrige an den Positionen k + 1,...,1 alle gleich 0 setzen. Dann heift
Ag)=U-Syy - VI e Rm*n “Rang-k-Approximation” von A.
Beachte, dass tatséchlich Rang(Ay)) = k gilt; man kann zeigen, dass Ay die “beste” Appro-
ximation von A durch eine Matrix mit Rang gleich k ist (Satz von Eckart—Young; siehe §1
im oben zitierten Artikel von Martin und Porter). Fiir 1 <1i < k sei u; € R™ die i-te Spalte
von U und v; € R™ die i-te Spalte von V. Dann ist u; - vi* € R™™ und die Definition der

Matrixmultiplikation zeigt sofort folgende Formel:
k
A(k) = Z Sii (LLL . V%r).
i=1

Die mn Eintrége von Ay sind also bestimmt durch die insgesamt k(m +mn + 1) Eintrége in

den Spaltenvektoren u;,...,u € R™ vy,..., v € R" plus den k Singularwerten dyy, ..., d.

’Ab hier Woche 3‘
Dies findet Anwendungen zum Beispiel im Bereich der Datenkompression, wo man es mit

dem Problem der Speicherung einer grofen Matrix A zu tun hat. Wenn es nicht auf die exak-
te Kenntnis jedes einzelnen Eintrags von A ankommt, so diirfen die Werte der gespeicherten
Matrix innerhalb einer vorgegebenen Fehlergrenze von den tatsédchlichen Werten abweichen,
ohne dass das Gesamtbild zu stark verfilscht wird. (Denken Sie zum Beispiel an die Millionen
von Farb- und Helligkeitswerten in einem digitalen Photo, das man auf einem kleinen Bild-

schirm betrachten mochte; kleinere Abweichungen von den Ursprungswerten werden dann
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nicht ins Auge fallen.) Ersetzt man A durch eine Rang-k-Approximation, so ergibt sich je

nach Wahl von k unter Umsténden eine enorme Ersparnis im Speicherplatz.

Beispiel 26.5. Zur Veranschaulichung betrachten wir ein extrem vereinfachtes Beispiel, mit
digitalen Schwarz-Weiss-Photos in einem 20 x 20 Raster; jeder Punkt im Raster ist entweder
weiss, grau oder schwarz. Wir stellen dies mit einer Matrix A = [a;] € My (R) dar, wo aj;
gleich 0, T oder 2 ist, je nach dem, ob der entsprechende Punkt im Raster weiss, grau oder
schwarz ist. Fiir ein solches Photo miissen wir also die 400 Eintrége von A speichern. (Die
Photos mit heutigen Smartphones brauchen natiirlich viel mehr Speicherplatz.) Beispiel:
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Sei A=U-S-V¥"die SVD von A. Zum Beispiel mit Sage

SageMath version 9.3, Release Date: 2021-05-09
Using Python 3.9.2. Type "help()" for help.
sage: A=matrix(RDF,
(0,0,0,0,0,0,
(0,0,0,0,0,0,
(0,0,0,0,0,2,

@

# obige Matrix A

L

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
0,2,2,2,2,2,0,0,0,0,0,0,0,0
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,0,0,0,0

b

I’

I’

| Wy N gy M-

b b b I’ b b b b b b b 3 b

t(:);0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]])
sage: U,S,V=A.8VD()

Der Rang von A ist gleich 12; die Singuldrwerte ungleich O (also die ersten 12 Diagonaleintri-
ge von S) sind wie folgt in Dezimaldarstellung gegeben, gerundet auf 2 Nachkommastellen:
18,88 6,02 4,71 3,06 2,27 1,79 1,26 1,15 0,79 0,69 0,56 0,40.

Die Rang-4-Approximation von A ist in Tabelle 1 angegeben, auf eine Nachkommastelle ge-
rundet. Runden wir die Werte jeweils zu 0, 1, 2 auf oder ab, so erhalten wir eine Ann&herung

an das urspriingliche Bild; siehe ebenfalls Tabelle 1.

Bei der Rang-4-Approximation werden insgesamt nur sehr wenige Rasterpunkte nicht kor-
rekt dargestellt, ndmlich zum Beispiel die Eintrége:
1,4 an der Stelle (2,8) (wo wir auf 1 abrunden aber die Farbe schwarz sein sollte);

1,6 an der Stelle (7,6) (wo wir auf 2 aufrunden aber die Farbe grau sein sollte);
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TABELLE 1. Approximation an A

r0.0 0.0 00 00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.07
0.0 -0.2 0.0 0.0 0.1 —02 0.1 14 2.0 21 21 20 0.3 0.1 —0.1 0.2 0.0 0.0 0.0 0.0
00 —03 00 02 04 16232219 2020 19 2123 18 1.1 0.2 0.0 0.0 0.0
00 0400 21 19 161210 11092 09 1.1 11 12 1.1 16 2.1 0.0 0.0 0.0
00 0620 19 15 1209 0.7 0.8 1.3 13 08 09 0.9 1.0 1.3 1.9 2.0 0.0 0.0
00 0101 10 10 111010 10 10 10 10 1.0 1.0 0.9 1.0 1.0 0.1 0.0 0.0
00 0000 08 09 161814 11 1111 1116 18 15 1.2 0.8 0.0 0.0 0.0
00 0000 09 10 192115111010 111921 19 14 0.9 0.0 0.0 0.0
0.0 0419 10 09 10100907 1313071010 1009 1.0 1.9 0.0 0.0
00 0420 10 09 09210 111218 18 1.2 10 1.0 1.0 09 1.0 2.0 0.0 0.0
00 0420 10 09 09210111218 18 1.2 1.0 1.0 1.0 09 1.0 2.0 0.0 0.0
0.0 0420 10 09 091011121818 121010 1.0 09 1.0 2.0 0.0 0.0
00 0100 10 10 10101619 192 19 19 10 1.0 08 1.0 1.0 0.0 0.0 0.0
00 0101 10 10 111010 10 10 1.0 1.0 1.0 1.0 0.9 1.0 1.0 0.1 0.0 0.0
0.0 0100 10 10 1719 13092092 0920921719 16 13 1.0 0.0 0.0 0.0
00 0000 09 10 1517 20 20 20 20 20 17 1.7 14 13 0.9 0.0 0.0 0.0
0.0 —0.1 00 04 04 09 11 1110 10 1.0 1.0 1.0 1.1 0.9 0.7 04 0.0 0.0 0.0
0.0 —0.2 0.0 —0.1 01 0.7 1.1 1.1 092 1.0 1.0 0.9 1.0 1.1 0.8 0.5 —0.1 0.0 0.0 0.0
0.0 —0.2 0.0 —0.1 —=0.1 04 0.7 1.1 1.0 1.1 1.1 1.0 0.7 0.7 0.5 0.3 —0.1 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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Rang-4-Approximation A 4) Rang-2-Approximation A ;)

0,4 an der Stelle (17,5) (wo wir auf 0 abrunden aber die Farbe grau sein sollte).

Nun beachte, dass A4 gegeben ist durch zwei Matrizen der Grofe 20 x 4, plus die 4 Singu-
larwerte, also brauchen wir fiir A4y nur noch 164 = 2-80+4 Zahlen zu speichern — deutlich
weniger als die Halfte der urspriinglichen Anzahl! Fiir die Rang-2-Approximation bréuch-
ten wir noch viel weniger Speicherplatz, aber die Qualitdt des Bildes ist dagegen ziemlich
schlecht; hier bleibt im Wesentlichen nur die ungefihre Form erhalten.

Experimentieren Sie selbst mit der SVD—Funktion, um zu sehen, wie sich die Qualitat des
Bildes fiir unterschiedliche Werte von k € {1,2,...,12} &ndert.

Zu den vielen weiteren Anwendungen des Spektralsatzes und der Singuldrwertzerlegung er-
wihnen wir hier nur noch das Moore—Penrose Inverse einer (nicht-invertierbaren oder

nicht-quadratischen) Matrix; siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Pseudoinverse.
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Kapitel VI: Folgen und Reihen

In diesem und den folgenden Kapiteln geht es um reelle Funktionen der Form f: D — R,
wobei typischerweise D ein Intervall oder ganz R ist. Einige Beispiele fiir solche Funktionen,
die Sie vermutlich schon in der einen oder anderen Form gesehen haben, sind:
Polynomfunktionen f(x) = a,x™+...4+ a;x + qp auf D = R (wie im ersten Semester);
e Wurzelfunktionen f(x) = {/x auf D ={x € R | x > 0};

e die trigonometrischen Funktionen sin(x) und cos(x) auf D = [0, 27;

e die Exponential-Funktion exp(x) = e¢* auf D = R, wobei e die Eulersche Zahl ist.
Mit Ausnahme der Polynomfunktionen gibt es fiir die anderen Funktionen keine elementaren
Beschreibungen, sondern deren Existenz beruht wesentlich auf der Mdoglichkeit, Grenzwerte
bilden zu kénnen. (Das Gleiche trifft schon auf e oder die Kreiszahl 7 zu.) Wir behandeln in
diesem Kapitel die Grundlagen dieser Grenzwertbildung; ebenso auch die Frage, wie man die

damit zusammenhéingenden unendlichen Prozesse rechnerisch unter Kontrolle bringen kann.

27. Grenzwerte von Folgen

Zur Erinnerung: Ist eine Funktion f: Ny — R gegeben, so setzen wir a, := f(n) fiir alle
n € Ny und schreiben die Funktion einfach als f = (a,)nen,; dies wird dann auch als Folge
von reellen Zahlen bezeichnet. Man interessiert sich nun dafiir, wie sich die Folgenglieder a,,
bei immer grofer werdendem Index n verhalten.

Betrachte zum Beispiel die Zahlenfolge 1, %, %, %, .., also a, = n+r1 fiir alle n € Ny. Offenbar
werden die Folgenglieder mit wachsendem n immer kleiner und nahern sich der Zahl 0 an
(ohne 0 jemals exakt zu erreichen). Dies ist der Prototyp einer “konvergenten” Folge. Hier

ist die prazise mathematische Formulierung dieser Idee:

Definition 27.1. Sei (an)nen, eine Folge von reellen Zahlen und o € R. Die Folge (an)nen,
heilst konvergent, mit Grenzwert x, wenn folgende Bedingung gilt:

(x)  Zu jedem e € R, € >0, gibt es ein ng € Ny mit |a, — «| < € fiir alle n > ny.
(Anders formuliert: Ve >0 3ny € Ny Vn > ng: |a, — «f < €.) In diesem Fall schreiben wir
nli_)ngo(an) = «, oder auch manchmal (a,) — « (fiir n — 00). Gibt es kein & mit (x), so heifst

die Folge (an)nen, divergent.

Anschaulich gesprochen bedeutet obige Bedingung (*): Egal wie klein man ¢ > 0 wébhlt,
es gibt immer einen Index ny (der von € abhéngen kann), so dass alle Folgenglieder a, ab
diesem Index hochstens den Abstand &€ von « haben. Oder noch einmal anders: Fiir grofer
werdendes n ndhern sich die Folgenglieder a,, immer mehr dem Wert « an. — Dennoch ist
die obige Definition sicherlich gewShnungsbediirftig. Die folgenden Beispiele und Aussagen

illustrieren, dass man damit jedenfalls prizise arbeiten und Grenzwerte bestimmen kann.
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Beispiel 27.2. (a) Sei ¢ € R fest und a, := c fiir alle n € Ny. Dann konvergiert (an)nen,
mit Grenzwert c. Denn sei € > 0. Dann gilt |a, — ¢| = 0 < ¢ fiir alle n € Np; die Bedingung

(%) ist also mit ny = 0 erfiillt.

(b) Die Folge (an)nen, heilt Null-Folge, wenn sie gegen o = 0 konvergiert. Sei zum Beispiel
¢ € R fest und a, := 55 fiir alle n € Ny. Behauptung: Dies ist eine Null-Folge. Denn sei
¢ > 0. Nach Lemma 10.4 (Kapitel IT) gibt es ein ny € N mit nge > [c. Ist n > ny, so folgt

Ic]

auch (n+T)e > ne > noe > [c| und damit |a,| = 75

< g, wie gewiinscht.

(c) Sei a,, := (—1)" fiir alle n € Nj. Diese Folge ist divergent. Annahme, sie wire konvergent,

mit einem Grenzwert «. Sei ¢ = % > 0. Dann gibt es ein ny € Ny mit |a, — | < % fiir alle
5
sei n > ng gerade. Dann ist a,, = (—1)™ = 1 und die obige Ungleichung zeigt % <a< % Ist

n > ngy. Daraus folgt —% < o—a, < 5, also —% +a, < x< %+ ay fiir alle n > ny. Nun
n > ny ungerade, so ist a, = (—1)™ = —1 und die obige Ungleichung zeigt —% << —%.
Also folgt & < 0 und o« > 0, Widerspruch.

(d) Sei (an)nen, eine Folge und d € N fest. Dann definiere die Folge (byn)nen, mit by := agin
fiir alle n € Ny. (Wir streichen also die ersten d Folgenglieder ay, aj,...,aq 1.) Man sieht
sofort: Genau dann ist (an)nen, konvergent, wenn (by)nen, konvergent ist; und in diesem

Fall sind die Grenzwerte gleich.

Bemerkung 27.3. Seid € Nund D :=={n € Ny | n > d}. Ist f: D — R eine Funktion, so
setzen wir a, := f(n) fiir n > d, erhalten also eine Folge (a,)n>q. Solche Situationen, also
Folgen, die erst ab einem bestimmten Index d definiert sind, werden wir 6fter in Beispielen
sehen. Wir konnen aber stets zur Folge (@, )nen, iibergehen, mit a, = a, fiir n > d, und
a, =0 firn=0,1,...,d — 1. Nach Beispiel 27.2(d) dndert dies nichts am Grenzwertver-
halten fiir n — oo. Die allgemeinen Sétze fiir Folgen mit Definitionsbereich Ny behalten also

auch ihre Giiltigkeit fiir Folgen, die erst ab einem bestimmten Index d definiert sind.

Lemma 27.4. Sei (ay)nen, €ine konvergente Folge. Dann gilt:
(a) Der Grenzwert o der Folge ist eindeutig bestimmd.
(b) Die Menge {a, | n € No} C R ist nach oben und nach unten beschrinkt.

Beweis. (a) Nehmen wir an, es gibt ¢, &’ € R mit a < &', so dass die Bedingung (x) sowohl
mit o als auch mit o’ gilt. Sei ¢ := (o’ — ) /2 > 0. Dann gibt es ein n; € Ny mit |a, —«| < ¢
fiir alle n > mny, und es gibt ein n; € Ny mit |a, — /| < ¢ fiir alle n > n,. Nun sei
n > max{ny,ny}. Dann ist —¢ < a,— & < €, also a, < x+¢. Es gilt auch —e < a,— &' < ¢,
also o/ — ¢ < a,. Zusammengenommen erhalten wir a, < a+¢ = ¢« + (o' — «)/2 =

(x+a')/2=a" — (/! —a)/2 = &' — ¢ < a,, Widerspruch.
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(b) Sei « € R Grenzwert der Folge. Zu ¢ = 1 gibt es ein ny € Ny mit |a, — «f < 1 fiir alle
n > ng, also x —1 < ay, < o+ 1 fiir alle n > ng. Sei C:= max{oc+1,a9,a1,...,an,_1} € R;
dann gilt a, < C fiir alle n € N. Also ist C eine obere Schranke fiir {a, | n € Ny}. Analog

ist min{oc — 1, ap, ajy..., an,—1} € R eine untere Schranke. O

Lemma 27.5 (Cauchy). Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen. Ist diese Folge konvergent,

so gibt es zu jedem € > 0 ein nyg € Ng mit |a, — an| < € fiir alle n > m > n,.

Beweis. Sei (an)nen, konvergent, mit Grenzwert o« € R. Zu € > 0 gibt es dann ein ny € Ny
mit |a, — «f < ¢/2 fiir alle n > ny. Sei 1 > m > ny. Mit der Dreiecksungleichung folgt

lan —aml =lan —ax+ o —an| <lan— o] +am — | < e/2+¢/2 =¢. d

Es gilt auch die Umkehrung der obigen Aussage, aber der Beweis ist komplizierter; siche
zum Beispiel §5, Satz 3, im 1. Band des Buches von Forster. (Das Problem ist, dass man
erstmal einen Kandidaten fiir einen Grenzwert bendtigt, um iiberhaupt die Bedingung (x)

in Definition 27.1 testen zu konnen.)

Satz 27.6 (Einschlieffungs-Kriterium). Gegeben seien Folgen (an)nen,, (bn)nen, und
(Cn)nen,- Es gebe ein N € Ny mit a, < ¢ < by fiir allen > N. Sind (an)nen, und (bn)nen,

konvergent mit gleichem Grenzwert x € R, so ist auch (Cn)nen, konvergent mit Grenzwert «.

Beweis. Sind x,y,z € R gegeben mit x <y < z, so gilt —|x| < x <y < z < [z und damit
lyl < max{|x],|z[}. Nach Voraussetzung ist nun a, < ¢, < b, fiir alle n > N, also auch
a,— < b,— a<cy,— aund damit

b, — «f < max{la, — &, |cn — «l} fiir alle n > N.
Sei ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es nach Voraussetzung ein n; € Ny mit |a, — ] < ¢ fiir alle
n > ny, und ein n; € Ny mit |¢,, — «f < ¢ fiir alle n > n,. Sei ny := max{n;,n,}. Firn > n,

ist dann |a, — «| < € und |c, — ] < €, also auch |b,, — & < max{|la, — «f,|ch — |} <e. O

Beispiel 27.7. Sei ¢ € R fest und a, := c" fir n € N. Ist |[c| < 1, so ist (an)ney eine

Null-Folge. Denn: Ist ¢ = 0, so ist dies klar. Sei nun ¢ # 0, |c| < 1 und setze x := ]Tc‘f‘ € R;
1

T also folgt mit der Bernoulli-Ungleichung

P R SR |
(T ™ T4nx S nx

wegen |c| < Tist x > 0. Nun ist [c| =
fiir alle n € N.

Damit gilt 0 < [¢[* < ¢, mit ¢, = % fiir alle n € N. Die konstante Folge (0),en konver-
giert mit Grenzwert 0, die Folge (c,)nen ist eine Null-Folge; siehe Beispiel 27.2. Mit dem
Einschliefungs-Kriterium folgt, dass die Folge (|c[™)nen konvergiert, also auch (a,)nen, mit

dem gleichen Grenzwert O.

Satz 27.8 (Grenzwert-Regeln). Gegeben seien konvergente Folgen (an)nen, und (bn)nen,

in R. Sei «:= lim (a,) und B := lim (b,).
n—oo n—oo



20 Mathematik II (inf, swt, msv)

(1) Seienr,s € R fest und (cn)nen, die Folge mit ¢, := ra,+sby. Dann konvergiert (cn)nen,
mit Grenzwert roc + sf3.

(2) Sei (cn)nen, die Folge mit ¢, := ay - by. Dann konvergiert (cn)nen, mit Grenzwert « - 3.
(3) Sei p # 0. Dann gibt es ein ng € Ng mit by # 0 fir alle n > ng. Sei (cn)nen, die
Folge mit ¢, = an/by fir n > ny, und ¢, := 0 sonst. Dann konvergiert (Cn)nen, mil
Grenzwert oo/ 3.

(4) Gibt es ein ny € Ny mit a, < by, fir alle n > ny, so ist auch o« < B.

Beweis. Zuerst (4): Annahme, es wire o > 3. Sei dann € := oc— 3 > 0. Nach Voraussetzung
gibt es ein ny € Ny mit |a, — & < ¢/2 fiir alle n > n;, sowie ein n, € Ny mit |[b,, — B| < ¢/2
fiir alle n > n,. Dann ist —¢/2 < a, — &« < ¢/2, also a, > « — ¢/2 fiir n > ny; analog
—e/2 < b, —B < ¢/2,also p > b, — ¢/2 fiir n > n,. Sei nun n > max{n;,n,}. Wegen
o =P +e¢folgt dann a, > x—¢e/2=p+e—¢/2 > (by—¢/2)+e—¢/2 =b,, Widerspruch.
Die Aussagen (1), (2), (3) werden auf &hnliche Weise gezeigt; siche etwa §4.1.2 im Buch von
Glosauer fiir die Details. O

Bemerkung 27.9. Wir werden spéter sehen, dass es analoge Regeln auch fiir das Zusam-
menspiel von Grenzwerten mit geeigneten Funktionen f: D — R gibt (wie etwa sin, cos,
Polynomfunktionen, Wurzelfunktionen /x fiir x > 0, ..., oder Kombinationen von solchen
Funktionen). D.h., ist (an)nen, konvergent mit a, € D fiir alle n € Ny und « := 111520((1“)’

so wird auch die Folge (f(an))nen, konvergent sein, mit f(x) = lim (f(a)).
n—oo

Beispiel 27.10. Seien a,b € R und (an)nen, eine Null-Folge. Es gebe ein ny € Ny mit
a < a, + b fir alle n > ng. Dann ist a < b. Dazu: Setze b, := a,, + b fir n € Ny. Nach
Beispiel 27.2(a) und Satz 27.8(1) konvergiert (by)nen,, mit Grenzwert 0 +b = b. Nun ist
a < b, fiir alle n > ny. Nach Satz 27.8(4) folgt also auch a < b.

2 2 3
Beispiel 27.11. (a) Sei a,, := A%

also definiert.) Berechne lim (a,) (falls der Grenzwert existiert).
n—oo

fir n € N. (Der Nenner ist stets # 0, der Bruch

Solche Beispiele lassen sich mit folgendem Trick behandeln. Wir teilen Zéhler und Nenner
durch die héchste vorkommende Potenz von n, in diesem Fall also n?. Dies ergibt

n2+2n+3_1+%+%ﬁl+0+0_1 (fir 1 > 00)
42 4+5m+6 4424+ 5 4+0+0 4 ’

wobei wir Beispiel 27.2 und die Regeln in Satz 27.8 benutzen. Also ist die Folge (an)nen

konvergent, mit Grenzwert & = le.

(b) Sei r € R, v > 0, fest. Betrachte die rekursiv definierte Folge (a)nen mit:

1
a; = max{r, 1} und Ani1 = 3 (an + al) firm>1.
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Beachte: Man sieht sofort, dass a,, > 0 fiir alle n € N gilt, der Bruch r/a, ist also in jedem
Fall definiert. Nehmen wir an, wir wiissten bereits, dass diese Folge konvergiert; sei o« € R
der Grenzwert. Nun gilt a; > /7 und

1 2_2 n+ n - 2
an-i-]_\/?:_(an"}_L)_\/;:an \/Fa r:(a \/;) 20
2 a, 2a, 2a,

fiir alle n > 1. Also gilt a, > /7 fiir alle n € N, und damit auch o > /r > 0; siche
Satz 27.8(4). Nach Beispiel 27.2(d) ist die Folge (an.1)nen ebenfalls konvergent, mit Grenz-
wert «. Mit den weiteren Regeln in Satz 27.8 folgt nun
i o] T 1 T
o= lim (a,41) = lim —(an—i——) = —(oc-i——)
n—oo n—oo 2 an 2 (0.6

und damit 20 = o>+, d.h., & = 1. Wegen « > 0 erhalten wir also & = /7. — Wir miissen

uns aber noch davon iiberzeugen, dass (a,)ney iiberhaupt konvergiert; siche weiter unten.

(c) Betrachte die rekursiv definierte Folge (an)neny mit a; := 1 und a,y1 := 2a, + 3 fiir
n > 1. Nehmen wir wieder an, dass diese Folge konvergiert; sei « € R der Grenzwert. Wie
oben erhalten wir dann o = 2« + 3, also &« = —3; Widerspruch, weil a,, > 0 fiir alle n € N

gilt, und damit o« > 0. — Also war die Annahme falsch: Die Folge konvergiert gar nicht!

Der anschliefende Satz ist ein sehr niitzliches Hilfsmittel, um zu zeigen, dass eine Folge
konvergiert (ohne irgendetwas iiber den Grenzwert zu wissen). Im Beweis geht wesentlich
ein, dass R ein vollstandiger Koérper ist; siche §10, Kapitel II. Vorab noch eine allgemeine

Definition, die nicht nur fiir Folgen giiltig ist, sondern beliebige reelle Funktionen.

Definition 27.12 (Monotonie von Funktionen). Sei f: D — R eine Funktion mit D C R.

monoton wachsend f(x) < f(y)
h
£ heit streng monoton wachsend  falls f(x) < fly)
monoton fallend f(x) = fly)
streng monoton fallend f(x) > f(y)

fiir alle x,y € D mit x <y gilt.

Beachte: Ist f streng monoton wachsend oder streng monoton fallend, so ist f injektiv.

Einfaches Beispiel: f(x) = x? ist streng monoton wachsend auf D = {x € R | x > 0} und
streng monoton fallend auf D = {x € R | x < 0}; aber f(x) = x? ist weder monoton wachsend

noch monoton fallend auf D = R.

Satz 27.13 (Monotonie-Prinzip). Eine monoton wachsende und nach oben beschrankte
Folge ist konvergent. Genauer: Sei (an)nen, eine Folge von reellen Zahlen. Gibt es ein C € R
und ein N € Ny mit a,, < C und a,, < anyq fiir alle n > N, so ist die Folge konvergent und

es gilt lim (a,) =sup{a, I n > N} < C.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist C eine obere Schranke fiir die Menge S :={a, | n > N} C R.
Also existiert o := sup(S) € R und es gilt « < C. Sei nun ¢ > 0 beliebig. Dann ist o« — ¢
keine obere Schranke fiir S, also gibt es ein ng € Ny mit np > N und a,, > « — . Wegen

an, < xist also 0 < @ — an, < €. Sei nun n > ny > N beliebig. Nach Voraussetzung ist

~X
Qn = Qyn,; aulerdem ist a, € S, also a, < « und 0 < ax—a, < —an, < & Damit gilt
la, — «f < ¢ fiir alle n > ny, also ist lim (a,) = «. O
n—oo

Analog gibt es auch eine Version fiir monoton fallende Folgen, also: Sei (an)nen, eine Folge
von reellen Zahlen. Gibt es ein C € R und ein N € Ny mit a,, > C und a, 2 Qn1 fiir alle

> N, so ist die Folge konvergent und es gilt llm (an) infla, [ n >N} >

’Ab hier Woche 4‘
Beispiel 27.14. Gegeben sei eine Folge von abgeschlossenen Intervallen I, [, I3,... C R

mit [; DL D I3 D ... und inf({(I,) | n € N}) = 0, wie in Satz 10.9, Kapitel II (Intervall-
schachtelung). Es gibt dann genau ein x € R mit x € I,, fiir alle n € N. Schreibe I, = [a,, by]

mit a,,b, € R, a, < b,. Dann ist a, < a7 und b, > b, fiir alle n € N. In Satz 10.9
wurde gezeigt, dass {a, | n € N} nach oben beschriankt ist und x := sup({a, | n € N}) € R
gilt. Kombiniert mit Satz 27.13 erhalten wir nun, dass die Folge (a,)nen konvergiert, mit
Grenzwert x. Analog konvergiert die Folge (b, )nen, ebenfalls mit Grenzwert x.

Beispiel: In §10, Kapitel II, haben wir die Fulersche Zahl e € R mit Hilfe einer Intervall-

T\n 1\ n+1
schachtelung eingefiihrt. Es folgt nun: e = lim (1 + E) = lim <1 + E) .

n—oo n—oo

Beispiel 27.15. Betrachten wir noch einmal die rekursiv definierte Folge (a,)nen in Bei-
spiel 27.11(b). Wir haben dort bereits gesehen, dass a,, > /7 fiir alle n € N gilt, die Folge

ist also nach unten beschrankt. Aufserdem gilt:

1 T 202 — (a2 +71) at—r
o I n n _n >
3 (an+ n) 2an 2a, 20

fiir alle n € N, d.h., die Folge ist monoton fallend. Mit Satz 27.13 kénnen wir jetzt schliefsen,

an — Qp41 = AQn —

dass (an)nen konvergiert, und mit der Rechnung in Beispiel 27.11(b) folgt lim (a,) = /.

Wir haben damit erstens gezeigt, dass jedes v € R mit r > 0 eine Quadratwurzel in R

besitzt; zweitens konnen wir /T ndherungsweise bestimmen, indem wir die Folgenglieder bis

zu einem bestimmten Index ausrechnen. Fiir r = 2 erhalten wir zum Beispiel mit Sage:
sage: def sqrt(r,n): # n = Anzahl der Iterationen

al=max(1,r)
for i in range(n-1): al=(al+r/al)/2

return al
sage: sqrt(2,2) #r=2,n=2
3/2
sage: sqrt(2,6) #r=2,n=6

886731088897/627013566048
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sage: dec_exp(_) # ’_° = was zuletzt berechnet wurde
’1.4142135623730950° # Wurzel(2) bereits korrekt auf 16 Stellen!

Ist die Eingabe von sqrt ein v € Q, so erfolgen die Rechnungen innerhalb der Funktion
ebenfalls in Q (also exakt, nicht ndherungsweise). Um das Ergebnis nicht als Bruch, sondern
als Dezimalzahl zu sehen, benutzen wir am Ende die Funktion dec_exp in Tabelle 2. Diese
implementiert die Prozedur in Beispiel 10.7, Kapitel II, und druckt die Dezimalentwicklung

von x € Q bis zu einer vorgegebenen Anzahl von Nachkommastellen aus.

TABELLE 2. Sage-Programm zur Dezimalentwicklung von x € Q

def dec_exp(x,nachkomma=16) : # nachkomma = Anzahl korrekter
if x==0: return ’0.0° # Nachkommastellen (default=16)
if x<0: return ’-’+dec_exp(-x,max)
z=0

while z+1<=x: z+=1
d=str(z)+’.?; y=10*(x-z)
for i in range(nachkomma):
z=0
while z+l<=y: z+=1
d+=str(z); y=10%(y-z)
return d # Ausgabe ist ein string

Definition 27.16. Sei (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen. Dann heit diese Folge bestimmit
divergent gegen +oo, wenn es zu jedem C € R ein ny € Ny gibt mit a,, > C fiir alle n > n,.
Wir schreiben dann auch lim (a,) = +oo0.

Analog heifst die Folge besgfniomt divergent gegen —oo, wenn es zu jedem C € R ein ng € Ny

gibt mit a, < C fiir alle n > ny. Wir schreiben dann auch lim (a,) = —oo.
n—oo

Zum Beispiel ist die Folge (n)nen, bestimmt divergent gegen +oo; die Folge ((—1)“n)n€No
ist weder konvergent noch bestimmt divergent.

Lemma 27.17. Ist (an)nen, bestimmt divergent gegen +00 oder —oo, so ist (1/an)nen, eine
Null-Folge.

Beweis. Sei zuerst (an)nen, bestimmt divergent gegen +o00. Zu jedem € > 0 gibt es dann ein
ny € No mit a, > 1/¢ > 0 fiir alle n > ny. Also ist 1/a, < ¢ fiir alle n > ny. Das Argument

ist analog, wenn (an)nen, bestimmt divergent gegen —oo ist. O

28. Unendliche Rethen

Betrachten wir als erstes Beispiel die Folge 1, %, J—U ..., also ay = zin fiir n € Ny. Wir wollen

dann so etwas wie die unendliche Summe ) > ja, = 1+ % + JT + % + ... bilden — was

natiirlich zunéchst noch keinen Sinn ergibt. Aber man kann dies wie folgt prézisieren:
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Definition 28.1. Sei (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen. Fiir jedes n € Ny definieren wir die

Partialsumme
An =Zak:ao+a1 +...+a, €R.

k=0
Wir koénnen dann die Folge (A )nen, bilden; diese Folge heift unendliche Reihe mit Glie-

dern a, und wird mit ) >, a, bezeichnet. Konvergiert die Folge (An)nen, (im Sinne von
Definition 27.1), so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit ) > j a, bezeichnet und heift dann
Summe der Reihe. — Das Symbol ) > ja, hat also zwei Bedeutungen: Erstens ist es nur
eine andere Schreibweise fiir die Folge (A, )nen, (egal ob diese konvergiert oder nicht), und

zweitens bezeichnet es im Fall der Konvergenz den Grenzwert lim (A,).
n—oo

Beispiel 28.2. Seic € R und a, := c" fiir alle n € Ny. Setze A,, := ZE:O ax. Konvergiert die
Reihe ) ay, also die Folge (An)nen, 7 Ist ¢ =1, so ist a, =1 fiir alle n, also A, =n fiir
alle n; die Folge (A )nen, ist also divergent. Nun sei ¢ # 1. Dann gilt A, = (¢ —1)/(c—1)
fiir alle n € Ny, wie man leicht mit vollstandiger Induktion zeigt. Ist [c| < T, so ist (¢™)nen,
eine Null-Folge (siehe Beispiel 27.7). Mit Satz 27.8 folgt also, dass (A, )nen, konvergiert, mit

0—1 1 . .
E ¢"=lim (A,) = —— = “geometrische Reihe’.
n—>oo c—1 1—c
Fiir unser Eingangsbelsplel mit ¢ = % erhalten wir jetzt 1+ 1 + JT + % +.o.=3 2, 2n = 2.

Ist [c] > 1 und ¢ # 1, so kann man sich iiberlegen, dass die Folge (A )nen, nicht konvergiert.

Lemma 28.3. Ist die unendliche Reihe Y .~ an konvergent, so ist (an)nen, €ine Null-Folge.

Beweis. Firn € Nysei A, = ap+a;+- - -+a,. Nach Voraussetzung existiert o := lim (A,) €
n—oo

R. Sei ¢ > 0. Nach Lemma 27.5 gibt es ein ng € Ny mit |[A, — A, < ¢ fiir alle n > m > n,.

Firn>npund m:=n—12>ngist a, = A, — A7 und damit |a,| = |A, — A1 < &.

Also ist (an)nen, eine Null-Folge. O

Bemerkung 28.4. Sei (an)nen, eine Folge und (A )nen, die zugehorige Folge der Partial-

summen, also A, = ) |, ai fiir alle n € No.

(a) In konkreten Beispielen sind manchmal die Folgenglieder a,, erst ab einem bestimmten
Index d € N definiert. Man kann dann aber stets zur Folge (Qn)nen, iibergehen, wie in
Bemerkung 27.3; das Verhalten der Partialsummen beim Grenziibergang n — oo dndert
sich nicht. Wir schreiben dann auch einfach )~ a, =Y

n=0 C~1n.
(b) Sei m € N fest. Sei a := amsn fir n € Ny und (A])nen, die zugehorige Folge der
Partialsummen, also A/ = Y ' a/ = Y " " q fiir alle n € Ny. Wir schreiben dann auch

einfach ) >° a,:=) ~°,a. Man sieht lelcht Die Reihe ) >, a, konvergiert genau dann,

n=0 -n-
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wenn die Reihe ) >0 an konvergiert; in diesem Fall gilt
Zanzao+a1+ A+ Qe 1—|—Zan
n=0

Beispiel 28.5. Die unendliche Reihe Y 7, ~ konverglert nicht.

Dazu: Wire die Reihe konvergent, so konverglert also die Folge der zugehorigen Partialsum-
men (Ap)nen; diese miisste also inbesondere nach oben beschriankt sein (Lemma 27.4), d.h.,
es gibt ein C € R mit A,, < C fiir alle n € N. Sei nun aber n = 2* fiir k € N. Dann gilt

n =t (3434 (g 7)o (v -t )
111 11 1 1 11 :
>1+§ (Z+Z>+<§+§—|—g+§>+---+<ﬁ+ﬁ+...+ﬁ)
=]+%+2-%+4-%+...+2k—1,%:]_{_%k.

Ist also k > 2(C — 1), so folgt A,x > C, Widerspruch.

Beispiel 28.6. Es gibt eine Darstellung fiir die Fulersche Zahl e als unendliche Reihe:

) I\" «— 1
e=Jm(1+5) =25
n=
Dazu: Fiir n € Ny sei A, = ZE:O % Dann ist A1 = An+ — n+1 > A, fiir alle n € Ny. Um
die Konvergenz der Folge (An)nen, 2zu zeigen, geniigt es also nach dem Monotonie-Prinzip,

eine obere Schranke zu finden. Mit dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir
n

I\" «— /n\ 1 = n(n—1)--- (n—k+1) 1 nn—1)---(n—k+1) 1
(1+3) :Z@n—zz W maD " ﬁ

k=0

fiir alle n € N. Fiir 0 < k < n setzen wir zur Abkiirzung

n—1)- .- (n—k+1 n n-—I n—k+1
d(n, k) = M= J_n o1 _
n n o on n
Mit dem “Trick” in Beispiel 27.11(a) folgt sofort lim (d(n,k)) = 1. Wir benutzen dies nun,

um A, nach oben abzuschétzen. Sei dazu m € Ny fest und n > m. Dann ist

T 1

(+3) Zd“k Zdnk!+Zd(n)k)kl!> dln, k)

k=m+1 k=0

>0

Mit den Regeln in Satz 27.8 folgt, dass die rechte Seite fiir n — co gegen > ., % = An
konvergiert. Die linke Seite konvergiert gegen e, also folgt A, < e; dies gilt fiir alle m € N.
Insbesondere ist die Folge (A )men, nach oben beschrinkt und konvergiert. Es folgt dann
auch e := nlli_rgo(Am) < e. Andererseits ist 0 < d(n,k) < 1, also (1 + %)“ <D i % = A,
fiir alle n € N, und damit e = nhjgo(] + %)“ < T}LHQO(A“) = €. Also schlieflich e = e. O

Lemma 28.7. Seien ) > a, und ) .-, by konvergente Reihen und rys € R. Dann konver-
giert auch die unendliche Reihe Y o (ran +sby), mit Grenzwert v(3_o2 5 an) +s(> oo by).
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Beweis. Dies folgt sofort mit Satz 27.8 angewandt auf die zugehdrigen Partialsummen. [

Fiir Produkte von unendlichen Reihen ist die Situation komplizierter. Um dies zu behandeln

(siche Satz 28.13 unten), bendtigen wir zunéchst den folgenden Begriff.

Definition 28.8. Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen. Die unendliche Reihe ZTOIO:O a, heifst

absolut konvergent, wenn die Reihe der Absolutbetrige Y > ,|an| konvergiert.

Fir die Partialsummen A} := |ao| + [ai] 4+ ... + [an| gilt dann A%, = A% + |an| > A
fiir alle n € Np. Also ist ) -~ ,|an| nach dem Monotonie-Prinzip konvergent, wenn (A )nen,

nach oben beschrankt ist.

Beispiel 28.9. Fiir n € N sei a, = # Konvergiert die unendliche Reihe ) >°, a, 7
Dazu zeigt man am besten, dass die Folge der Partialsummen nach oben beschrankt ist,

zum Beispiel durch 2 (siche Ubungen). Da |a,| = a, > 0 fiir alle n € N gilt, folgt mit

o) 1

dem Monotonie-Prinzip, dass ) °, -5 konvergiert (siche obige Bemerkung). Was ist der

Grenzwert? Der geniale Euler zeigte 1735, dass ) ., # = “—62 gilt (was selbst heutzutage

nicht so ganz einfach ist ...).

Satz 28.10 (Majoranten-Kriterium). Sei (an)nen, eine Folge reeller Zahlen.

(a) Sei (bn)nen, eine weitere Folge mit 0 < a, < by fir alle n € Ny. Ist die unendliche

[o¢]
n=0

(b) Wenn die unendliche Reihe ) - |ay| konvergiert, so auch die unendliche Reihe y 7 ; a.

Reihe Y by konvergent, so konvergiert die unendliche Reihe ) 7 5 ay.

Beweis. (a) Fiir n € Ny sei A, := ap+ -+ + a, und B, := by + --- + b,,. Wenn der
Grenzwert ) b, € R existiert, so ist die Folge (By)nen, konvergent, also gibt es nach
Lemma 27.4 ein C € R mit B, < C fiir alle n € Ny. Wegen a, < by fiir alle k € Ny folgt
Ap=ao+ -+a, <by+---+b, <B, <C fiir alle n € Ny, also ist {A,, | n € Ny} nach
oben beschrinkt. Nun ist auch a, > 0 fiir alle n € Ny, also A1 = A, + any = A, fiir alle

n € No. Nach dem Monotonie-Prinzip konvergiert (A, )nen,, also die Reihe ) >°  an,.
(b) Wir definieren zwei neue Folgen durch

ot a, fallsa,>0 wud - — —a, fallsa, <0

"] 0 fallsa, <0 no 0 fallsa,>0 ~

Dann gilt |a,| = af + a;; fiir alle n € Ny; aukerdem 0 < a} < |ay| und 0 < a;; < |ay|. Sei
nun ) - |a,| konvergent. Nach (a) konvergieren dann auch ) ~ af und } 7 a; . Nun gilt

weiterhin a, = a; —a;, fiir allen € Ny. Also konvergiert auch ) >/ a, nach Lemma 28.7. O

Beispiel 28.11. Sei A die Menge aller Folgen & = (zn)nen, mit zo € Ny and z,, € {0, 1,...,9}

fir n > 1. Fiir o = (zn)nen, bilden wir die unendliche Reihe
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= Zn — Zp
&-%W—ao—l—;m

Diese konvergiert absolut, denn: Es gilt 0 < 5% < by = 9(]]—0)” fiir alle n € N; nach Bei-

spiel 28.2 (mit ¢ = 15) und Lemma 28.7 konvergiert ) >, b,; nach Satz 28.10(a) konvergiert
also auch Q. Damlt definiert jede Folge o € A eine reelle Zahl & € R; wir schreiben

’ Q= Z0,Z1Z22Z3 "+ -

Umgekehrt gibt es zu jeder reellen Zahl x € R, x > 0, ein « € A mit x = &. Dazu
definiert man eine Folge (z,)nen, Wie in Beispiel 10.7, Kapitel 1I; nach Konstruktion ist

o= (Zn)nen, € A. Mit an =3 7o¢ gilt aukerdem 0 < x —an < fiir alle n € Ny. Also

10n
konvergiert (an)nen,, mit Grenzwert x, d.h., es ist x = Q.

Folgerung 28.12. Zu jedem x € R gibt es eine konvergente Folge (an)nen, mit x = lim (ay,)
n—oo
und a, € Q fir alle n € Ny.

Beweis. Sei zuerst x > 0. Nach Beispiel 28.11 gibt es ein o« = (zy)nen, € A mit x = &. Dann
ist die gewiinschte Folge gegeben durch a, := Y |, 7o € Q fiir alle n € No. Ist x < 0, so

wende das vorherige Argument auf —x an. 0

Satz 28.13 (Cauchy—Produkt von Reihen). Seien ) > a, und ) > by absolut konver-
gente Reihen. Fir n € Ny definiere ¢, == Y _, axbn_x (wie beim Produkt von Polynomen,
siehe §9, Kapitel II). Dann ist auch die Reihe ) .~ ¢y konvergent und es gilt

ch_ (Z n) . (ibn).

n=0

Beweis. Da die Reihen ) *° ja, und ) °° b, absolut konvergieren, so existieren auch o :=
S, an €Rund =3 % b, € R; siche Satz 28.10(b). Fiir N € Ny setze Cn := Y~ _, Cq.
Sei € > 0. Wir miissen ein Ny € N finden, so dass |Cy — o - B| < ¢ fiir alle N > Ny gilt. Wir
gehen dazu in mehreren Schritten vor. Zunéchst einige Bezeichnungen: Fiir N € Ny setzen
wir auch Ay == Z::o a, und By := ZLO b, sowie

AN ={(k,1) e Ny x Ny | k+1< N} und Qn:={(k,1) € Ng x Ny |k <N und 1 <N}
auferdem setze Ay = ZT]\::O la,| und BY, := ZLO |b,|. Dann gilt

Cn = Z axby, AN - Bn = Z ay by, AN BN = Z lay| - [bu].

(k,)eAN (k,)eQn (k,1)eQn
Nun beachte:

ICn — - Bl =[Cn—AnN BN +AN By — - B < JAN - By — Cnl+JAN - By — - B

Nach Satz 27.8 konvergiert (AN - Bn)nen,, mit Grenzwert oc- 3. Also gibt es ein Ny € Ny mit
AN - By — - B] < g/2 fiir alle N > Ny. Weiterhin: Es gilt offenbar Ay € Qy, also folgt
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AN - By — Cnl = ’ Z akbl’ < Z |y - [by].
(k1) €QN\AN (k1EQN\AN

Sei nun N’ := N/2 falls N gerade ist, und N’ := (N — 1)/2 falls N ungerade ist. In jedem
Fall gilt also 2N’ < N. Dann ist Qns € Ay. (Denn fiir (k,1) € Qn/ ist k < N und 1 < N/,
also k+ 1 < 2N’ < N und damit (k,1) € An.) Es folgt Qn \ An € Qn \ Qnr, also

An-By—Cnl< ) lad - [bil = AR - BR — AR B

(DEQN\Qn

Mit (A )nen, und (BY)nen, konvergiert auch (A} - By)nen, (sieche Satz 27.8). Nach Lem-
ma 27.5 gibt es zu unserem ¢ > 0 ein N, € Ny mit [A§-By—Axy Byl < e/2fiir N > M > N..
Nun sei N > Np := max{Ny,2N; + 1}. Dann ist N > N’ > N; (siehe Definition von N’) und
damit [An-Bn—Cn| < €/2. Insgesamt also [Cy— - B| < e/2+¢/2 = ¢ fiiralle N > Ny. O

Es folgen nun noch einige weitere Konvergenz-Kriterien.

Satz 28.14 (Leibniz—Konvergenz-Kriterium). Sei (an)nen, eine Null-Folge mit a, > 0

und an > Qnq fiir alle n € No. Dann konvergiert die unendliche Reihe Y 2 (—1)"ay.

Beweis. Siehe zum Beispiel §7, Satz 4, im 1. Band des Buches von Forster. O

Beispiel 28.15. (a) Nach Satz 28.14 konvergiert die folgende unendliche Reihe:

= (=1 T 1 1 1 1
—4 =4 (T—gtz—stg—m+).
; nZoszrl 375 7 e T T
Hier sind einige Werte fiir die zugehorigen Partilalsummen A,;:

n ‘O 1 2 3 1000 100000
Ay ‘ 4 =~ 26667 ~ 34667 ~2,8952 --- ~3,1406 ~3,1415

(Schreiben Sie dazu ein kleines Programm in Sage, wie in Beispiel 27.15.) Es sieht so aus,

als wiirde (A )nen, gegen die Kreiszahl 7t konvergieren! (Mehr dazu in §77.)
(b) Nach Satz 28.14 konvergiert die folgende unendliche Reihe:

1 T 1 1 1 1
_ n—1 _
P L R R R S

Versuchen wir, s auszurechnen durch kleveres Umsortieren der Terme in der Summation:

_]_1_1+1_1_1+1_l_l (jeder “4” Term gefolgt
STIT 27473 67875 10 12 von zwei “—” Termen)
1 1 1 1 1 1 1 1 T 1 1 1 S
=(1-=)--4+(=-—=)--"4+|=-"—)]——+ == ——F = — — 4. = —.
( 2) 4 <3 6> 8 (5 10) 12 2 4 6 8 2
~1/2 176 ~1/10
Also s =0. Andererseits ist s = (1—3)+ (3—3)+(G—2)+ - =3+pH+5x+ =7,

Widerspruch. — Es ist also nicht erlaubt, die Terme in einer solchen unendlichen Reihe
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beliebig umzusortieren! Ein solches Verhalten kann nicht passieren bei absolut konvergenten

Reihen (siehe zum Beispiel §7, Satz 8 im 1. Band des Buches von Forster).

Das Beispiel der obigen Reihe Y >, (—T1 )™ 1/n zeigt, dass eine konvergente Reihe nicht ab-

solut konvergent zu sein braucht (siehe Beispiel 28.5).

Satz 28.16 (Quotienten-Kriterium). Sei (an)nen, eine Folge. Es gebe ein ny € Ny mit
a, # 0 fiir alle n > ny, sowie ein c € R mit 0 < ¢ < 1 und |an1/an| < ¢ fir alle n > ny,.

Dann konvergiert die Reihe Y > a, absolut.

Beweis. Siehe zum Beispiel §7, Satz 7, im 1. Band des Buches von Forster. O
Beispiel: Sei a,, := 2= fur alle n € Ny. Dann gilt fiir n > 3: ]a““l ;:l]iz; — %(1 + %)2 <

%(1 + %)2 = g =:c< 1. Also ist die unendliche Reihe ) > a, absolut konvergent.

Siehe §7 im 1. Band des Buches von Forster fiir einige weitere Konvergenz-Kriterien.

| Ab hier Woche 5|
29. Potenzreithen und die Exponential-Funktion

Sei (an)nen, eine beliebige Folge reeller Zahlen und D C R die Menge aller x € R so dass

die “Potenzreihe’ ) |, a,x" konvergiert. Dadurch erhalten wir also eine Funktion
f:DoR mit f(x) =) ax"€R fiir alle x € D.

Beachte: Es gilt stets 0 € D, mit f(0) = aog. Solche Potenzreihen sind von zentraler Bedeutung

fiir die gesamte Analysis. Der folgende Satz bestimmt die Menge D genauer.

Satz 29.1. Seien (an)nen, und f: D — R wie oben. Dann ist entweder D = R oder D = {0}
oder es gibt ein Ry € R, Ry > 0, mit (—Rp, Ry) € D C [—Ryg, Rol. Fiir alle x € (—Ro, Ry) (bzw.
fiir alle x € R im Fall D = R) konvergiert die Reihe f(x) =Y >~ , anx™ absolut.

Hier heifst Ry der Konvergenzradius von f. (Setze Ry := 0 fiir D = {0}, Ry := oo fiir D = R.)

Beweis. Fiir x € R sei Aq(x) := Y |, axx*. Nehmen wir nun D # {0} an, und sei 0 #

Xo € D. Dann konvergiert die Folge (An(X0))nen,, also ist (akxo) eine Null-Folge (siehe

keNy
Lemma 28.3), also inbesondere nach oben und unten beschrinkt, d.h., es gibt ein C € Ry,

mit |apx§| < C fiir alle k € Np. Sei x € R beliebig mit 0 < [x| < 1 := [xo|. Dann gilt

K
!akxk!:‘akxlgx—k :|akx1§]qk mit 0<q —‘— < 1.
X
Damit folgt Y 1o [ax®| < Y, |axg|q® < CY L g < CY 2 q* = %, wobei wir

Beispiel 28.2 (mit ¢ = ) benutzen. Damit ist f(x) = ) -, axx* absolut konvergent (siehe
Anmerkung direkt im Anschluss an Definition 28.8), also auch selbst konvergent (Satz 28.10)
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und damit x € D. Dies zeigt, dass (—r,1) C D gilt. Jetzt gibt es 2 Félle:

1. Fall: D ist nicht nach oben beschrankt. Zu jedem x € R gibt es also ein r € D mit |x| < 1.
Wie oben folgt x € (—r,1) C D. In diesem Fall ist also D = R.

2. Fall: D ist nach oben beschréinkt; sei Ry := sup(D) € R. Es ist stets 0 € D, also Ry > 0. Ist
Ry =0, s0 D ={0}. Sei nun Ry > 0. Fiir x € (—Ry, Ry) ist |x| keine obere Schranke fiir D, also
gibt es ein v € D mit |x| < r. Wie oben folgt wieder x € (—r,7) C D, also (—Ry, Ry) C D. Sei
nun x € D; dann ist natiirlich x < Ry. Wire x < —Ry, so Ry < 1:= —x = [x| und es gibt ein
x1 € R mit Ry < x7 < 1; es folgt wieder x; € (—r,7) C D, Widerspruch zu Ry = sup(D). O

Beispiel 29.2. (a) Sei a, := 1 fiir alle n € Ny. Fiir x € R erhalten wir also die Potenzreihe
f(x) = Y oo x" Fir x = %1 ist diese divergent, also Ry < 1. Fiir [x| < 1 ist f(x) nach
Beispiel 28.2 konvergent, mit Grenzwert 1/(1 —x). Also ist hier Ry = 1.

(b) Sei ap := 0 und an =1 firn e N. Fiir x € R erhalten Wir also die Potenzreihe

Zanx —Z—_X—l— +§+Z+

Was ist der Konvergenzradms Ro 7 Hler ist wieder (1) divergent, also Ry < 1. Seinun x € R
mit |x| < 1. Mit Beispiel 28.2 sehen wir > |, % < D o IxXIF < 1/(1 = X)) fiir alle n € N,
also ist Ry = 1. (Ubrigens ist hier nach Beispiel 28.15(b) auch f(—1) konvergent, aber eben

nicht absolut konvergent.) — Wir werden spéter noch sehen, was genau diese Funktion f ist.

(c) Sei ap := 0 und an = £ fiir alle n € N. Fiir x € R erhalten wir also die Potenzreihe

(2x)™ 4x 83 16xt  32x%°
= — 2x & 32
Z“X;nz ty e tag T

Die Folge (an)neNo ist bestimmt divergent gegen +oo (siche Ubungen). Aber fiir x = § ist

flx) =3 2,1 n2 dennoch konvergent (siehe Beispiel 28.9), also Ry > % Man kann zeigen,

dass fiir x > 5 die Folge (anx™)nen keine Null-Folge ist (siche Ubungen), also die Reihe f(x)

divergent ist. Folglich ist hier Ry = % und f(x) absolut konvergent auf ganz D = [—%, 12].

Bemerkung 29.3. Sei (an)nen, eine Folge und f: D — R wie oben definiert, also f(x) =
> 2o anx™ fiir x € D. Zur ndherungsweisen Berechnung von f(x) kénnen wir die Partial-
summen F,(x) := Y ', axx* verwenden, fiir hinreichend grofe n € Ny. Wir bendtigen dann
typischerweise auch eine Abschitzung fiir den Fehler |[f(x) — F,(x)].

Zur Tllustration betrachten wir die Potenzreihe in Beispiel 29.2(b), also f(x) = Y >°; %= fiir

€ (—1,1). Fiir myn € N mit n > m ist dann

k n k m+1 n
X x| x| m+T1,
Fo(x) — F(x :‘ —| < — < — X[
Falx) = Fnlal = | 3 % - +]§ o ix
k=m+1 k=m+1 k=m+1
|X|m+1 n |X|m+1

k—m—1 k
Mt > K +1 Z’ = Gy
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wobei die letzte Gleichheit wieder mit Beispiel 28.2 folgt. Sei nun d,,(x) := [f(x) — F..(x)] fiir
n € N. Da (F,(x))nen gegen f(x) konvergiert, ist (dn(x))nen eine Null-Folge. Sein >m > 1,
mit m fest. Dann ist dp (x) = [f(x) —Fu(x) +Fa () = F (x)] < [f(x) = Fn (%) [+ [Fa(x) =Fn ()] <

dn(x) + [Fa(x) = Fn(x)] < dn(x) + % Mit Beispiel 27.10 folgt
|f(x) —F (x)‘ =dn(x) < ™ fiir alle m € Nund x € (—1,1)
" T (=K (m+1) P

Geben wir uns also x € (—1,1) und die gewiinschte Anzahl N der korrekt zu berechnenden
Nachkommastellen in der Dezimalentwicklung von f(x) vor, so wahlen wir einfach m € N

M™ 10~ (N+1) gilt; fiir jedes solche m ist dann [f(x) — Fm(x)] < 10-(N+1),

so, dass =TS

In Sage lasst sich dies zum Beispiel auf sehr einfache Weise programmieren:

sage: def freihe(x,nachkomma): # f wie oben, nachkomma = Anzahl
ce m=1 # korrekter Nachkommastellen
....: while abs(x)"~(m+1)*10~(nachkomma+1)>(m+1)*(1-abs(x)): m+=1

....: return sum(x~(k+1)/(k+1) for k in range(m))

sage: dec_exp(freihe(1/2,16)) # x=1/2, 16 korrekte Nachkommastellen
’0.6931471805599453° # kennen Sie diese Zahl?

(Am Ende benutzen wir wieder die Funktion dec_exp; siche Tabelle 2, S. 23.)

In Anlehnung an die Reihenentwieklung von e in Beispiel 28.6 setzen wir nun:

k XK
X y
ex(x) =17 und B Z er(x Z o firallek;n € No und x € R.
k=0
Die néhere Betrachtung der zugehorlgen Potenzreihe wird es uns am Ende erlauben, so etwas

wie e* fiir x € R zu definieren.

Lemma 29.4. Fir jedes x € R ist (ex(x))xen, eine Null-Folge. Sind m,n € Ny mit n >
m > 25x| — 2, so gilt [En(x) — En(X)] < 2lem 1 (x)].

Beweis. Sei x € R fest und m € Ny so, dass m + 2 > 2|x| gilt. Fiir alle k > m + 1 gilt dann

X kI X x| X I X I
Wl miz mas et e e s T
k — m — 1 Faktoren
lemso. BB lema ()] _ 2w (x)
m m+2 m+2 mi2 m42 = 2k—m-1 2k

a (1/2%)yen, eine Null-Folge ist, folgt aus der obigen Abschiitzung, dass auch (ex(x))xen,
eine Null-Folge ist. Sei nun n € Ny mit n > m. Mit ¢ := |en.1(x)| folgt dann:

n—m—1

x|
[En(x) ‘Zkv)\ X_\Zka]\c sz\ : o
H/—/

k=m+1 k=m-+1

<2
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Satz 29.5 (Exponential-Funktion). Fir jedes x € R konvergiert die Folge (Eq(X))nen,-

Wir erhalten also eine Funktion exp: R — R mit
exp(x) = lim (E,(x)) =Y =
n—oo n!

Diese Rethe konvergiert absolut; die obige Potenzreihe hat Konvergenzradius Ry = 00.

Beweis. Sei x € R beliebig und r := |x| > 0. Nach Lemma 29.4 gibt es ein ng € Ny mit
2lemir(T)] < T und [Ex(r) — En(T)] < 2lemy 1 (r)] < T fiir alle n > m > ngy. Fir n > n, folgt:

En(1) = En(1) — Eng (1) + Eng (1) < [En (1) — Eng (1)] + Eng (1) < 1+ By (7).
Also ist die Folge (En(7))nen, nach oben beschriankt. Wegen E,ii(r) = E.(r) +

1
!t =
E.(r) fiir alle n € N, ist die Folge also nach dem Monotonie-Prinzip konvergent. D.h., die

unendliche Reihe ) >° ’;—T,L ist absolut konvergent und damit auch konvergent. O

Die Funktion exp(x) ist fundamental fiir die Mathematik selbst und kommt gleichzeitig in
unzéihligen Anwendungen in allen méglichen Wissenschaften vor, vor allem bei der Beschrei-
bung von Wachstumsprozessen; denken Sie etwa an Zinzeszinsrechnungen oder das bedroh-

liche “exponentielle Wachstum” zu Corona-Krisenzeiten. (Mehr dazu spéter in Beispiel 77.)
2|X|m+1

(m+1)
(Dies folgt aus der Abschitzung fiir [E, (x) — Ey(x)] in Lemma 29.4, mit dem gleichen Argu-

Beispiel 29.6. Fiir x € R und m € Ny mit m > 2|x| — 2 gilt ‘ exp(x) — Em(x)‘ <

ment wie in Bemerkung 29.3.) Mit Sage erhalten wir:

sage: def expreihe(x,nachkomma) :

- m=0

....: while m<2#*abs(x)-2: m+=1

....: while 2*abs(x)~(m+1)*10~(nachkomma+1)>factorial (m+1): m+=1
....: return sum(x"k/factorial(k) for k in range(mt+1))

sage: dec_exp(expreihe(1,64),64) # e=exp(l) korrekt auf 64 Stellen
72.7182818284590452353602874713526624977572470936999595749669676277°
sage: dec_exp(expreihe(-1,16)) # x=-1

70.3678794411714423°
Satz 29.7 (Funktionalgleichung). Fir alle x,y € R gilt exp(x +y) = exp(x) - exp(y).

Beweis. Seien x,y € R fest. Fiirn € Ny sei x,, := ’;L—T,L und y,, == %1 Wir betrachten die beiden
konvergenten Reihen exp(x) = Y ° X, und exp(y) = ) . Yn; wie oben bemerkt, sind diese
absolut konvergent. Mit dem Cauchy—Produkt fiir Reihen erhalten wir eine konvergente Reihe
exp(x) - exp(y) = Y 7 wn, wobel wy = > |, XnYn_y fiir alle n € Ny gilt. Nun ist

kK ,m—k

_nx_y _n 1 knfk_lnnknfk_l n
W=D Tl 2 Y _n!kzo(k)xy BT

k=0 k=0
wobei wir den Binomischen Lehrsatz verwenden. Also ist ) °° ;wy, = exp(x +y). O



Mathematik II (inf. swt, msv) 33

Folgerung 29.8. Sei x € R. Dann gilt exp(x) > 0; ist x > 0, so gilt auch exp(x) > 1+ x.
Sind x,y € R mit x <y, so gilt exp(x) < exp(y), d.h., die Funktion exp: R — R st streng

monoton wachsend und damit injektiv.

Beweis. Sei zuerst x > 0. Dann ist exp(x) > E,(x) fiir alle n € Ny. Fiir n = 1 ergibt
dies exp(x) > 1+ x > 0. Sei nun x < 0. Mit der Funktionalgleichung folgt 1 = exp(0) =
exp(x — x) = exp(x) - exp(—x) also exp(x) = exp(—x)~! > 0. Seien nun x,y € R mit x < y.
Dann ist y —x > 0 und mit der Funktionalgleichung folgt exp(y) = exp(x + (y — x)) =
exp(x) - exp(y —x). Nun ist exp(y —x) > 14 (y —x) > 1, also exp(y) > exp(x). d

Ist n € N, so schreibe n =141+ ...4 1 (mit n Summanden). Mit der obigen Funktional-
gleichung folgt dann exp(n) = exp(1)™ = e™. Die Funktion exp interpoliert also die Potenzen
e™ fiir natiirliche Exponenten n € N und dehnt diese auf beliebige reelle Exponenten aus;

daher der Name “Exponential-Funktion” und die Schreibweise e* := exp(x) fiir x € R.

30. Konvergenz in C, und die Euler-Gleichung e** = cos(x) + sin(x)3

Wir wollen nun auch exp(z) fiir z € C definieren. Zunéchst einige allgemeine Vorbereitungen.

Vollig analog zu Definition 27.1 kénnen wir Grenzwerte von Folgen (z,)nen, mit komplexen
Zahlen z, € C definieren. Die Bedingung (x) in Definition 27.1 wird exakt genauso formuliert,
wobei wir den komplexen Absolutbetrag |z| = vzz € R (fiir z € C, sieche Bemerkung 11.1,
Kapitel II) anstelle des reellen Absolutbetrags [x| (fiir x € R) verwenden. Fiir diesen gilt
ebenfalls die niitzliche Dreiecksungleichung |z 4 z'| < |z| 4 |2/] fiir alle z,z’ € C. (Denn: Sei
z = a+ bi mit a,b € R. Dann ist |z| = v/a? + b? die Euklidische Norm des Spaltenvektors

{ g } € R?; die Dreiecksungleichung folgt also aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in

Satz 19.2, Kapitel IV.) Ist z= a + bi € C mit a,b € R, so gilt |a] = Va2 < Va? + b? = [z
und analog |b| < |z|, d.h., die reellen Absolutbetrige des Realteils von z € C und des
Imaginérteils von z € C sind stets kleiner oder gleich |z|; dies wird im Folgenden stindig
benutzt werden. Beachte auch: Fiir x € R C C stimmen der Absolutbetrag in R und der

komplexe Absolutbetrag iiberein; auflerdem ist |xi| = |x|.

Lemma 30.1. Sei (z,)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Fir n € N schreibe z, = an, + byi
mil an, by € R. Genau dann ist (zn)nen, konvergent in C, wenn sowohl (an)nen, als auch

(bn)nen, in R konvergieren. In diesem Fall gilt lim (z,) = (lim (an)) + (lim (bn))z’.
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Sei zuerst (zn)nen, in C konvergent, mit Grenzwert y = o+ i € C, wobei «, 3 € R.
Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein ny € Ny mit |z, —y| < ¢ fiir alle n > ny. Nun ist a, — « € R der
Realteil von z,, —y € C. Also folgt mit obiger Bemerkung |a, — «| < |z, —y| < ¢ fiir alle
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n > ng. Analog ist b, — 3 der Imaginérteil von z, —v, also auch |b,, — | < ¢ fiir alle n > n,.
Also konvergiert (an)nen, in R gegen o und (by)nen, in R gegen (3. — Sei jetzt umgekehrt
vorausgesetzt, dass (an)nen, in R konvergiert, mit Grenzwert o« € R, und (by)nen, in R
konvergiert, mit Grenzwert 3 € R. Wir wollen zeigen, dass dann (z,)nen, in C konvergiert,
mit Grenzwert v := o+ i € C. Sei ¢ > 0. Dann gibt es ny,n; € Ny mit |a, — «f < ¢/2 fiir
alle n > ny und |b, — B| < ¢/2 fiir alle n > n,. Fiir n > ny := max{n, n,} folgt dann
zn — vl =l(an—a) + (bn—BR)i| < lan—af +[(bn—R)i| = lan—af + [bn—B| < &/2+¢€/2 = ¢,

wobei wir die Dreiecksungleichung in C verwenden. Also konvergiert (zn)nen, gegen y. O

Folgerung 30.2. Sei (zy)nen, eine konvergente Folge komplexer Zahlen. Dann konvergiert
die komplez-konjugierte Folge (zn)nen, n C, mit T}Lngo(in) = T}l_}rlolo(ln)

Beweis. Sei vy := lim (z,) € C und schreibe y = o« + pi mit «, f € R. Fiir n € Ny schreibe
Z, = Qn + byl mirz_)(i,bn € R. Nach Lemma 30.1 konvergiert (an)nen, in R gegen o, und
(bn)nen, konvergiert in R gegen (3. Nun ist z, = a, —byi fiir alle n € Ny. Also folgt wiederum

aus Lemma 30.1, dass (zn)nen, in C konvergiert, mit Grenzwert &« — i =y. O

Sei (zn)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Fiir n € Ny sei Z, :==2zp + 21 + ...+ 2z, € C die
zugehorige Partialsumme. Vollig analog zu Definition 28.1 bezeichnen wir mit dem Symbol
> > o zn die Folge (Zy)nen, (egal ob diese konvergiert oder nicht); wenn (Z,)nen, konver-
giert, so bezeichnen wir wiederum den Grenzwert auch mit )~ z,.

Fiir n € Ny sei auferdem Z7 := [zo| + |z;] + ... + |zn] € R die Partialsumme der komple-
xen Absolutbetrdge. Dann ist also (Z})nen, eine Folge reeller Zahlen. Wir sagen, dass die
unendliche Reihe ) °  z, absolut konvergiert, wenn die Folge (Z})nen, in R konvergiert.

Insbesondere ist in diesem Fall die Folge (Z} )nen, nach oben beschrénkt.

Satz 30.3. Sei (zn)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Es gebe eine Konstante C € R mit
Z: = |zo| + |zi| + ... + |z < C fiir alle n € Ny. Dann konvergiert die Folge (Z} )nen, in R

und die unendliche Reihe ) -, zn konvergiert in C.

Beweis. Es gilt Z7 ., = Z} + |zn| > Z;, fiir alle n € No. Wegen Z; < C folgt mit dem
Monotonie-Prinzip, dass die Folge (Z})nen, in R konvergiert. Fiir n € Ny schreibe nun
Zn = Qy + byl mit an, by, € R, Sei A :=|ag| + |ai| + ... + |as] € R. Nun ist |a,| < |z,]; also
folgt A}, = |aol+las[+. .. +lan| < |zol+lzi|+. . . +lzn| = Z5, < Cfiirallen € No. Wegen A}, =
A +|an| > A% konvergiert die Folge (A )nen, also nach dem Monotonie-Prinzip, d.h., die
unendliche Reihe ) *°  a, ist absolut konvergent in R. Nach Satz 28.10(b) konvergiert sie
auch im gewohnlichen Sinne, es existiert also oc:= Y ° ja, € R, d.h., die Folge (An)nen, der

Partialsummen A, := ao+ a1 + ...+ a, konvergiert in R, mit Grenzwert . Vollig analog
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zeigt man, dass auch  := ) ° b, € Rexistiert, d.h., die Folge (B )nen, der Partialsummen
B, :=bo+b;+...+ b, konvergiert in R, mit Grenzwert (3. Nach Lemma 30.1(a) konvergiert
dann auch die Folge (A, + Bni)nen, in C. Wegen A, +Bri=zo+2z1+ ...+ 2z, = Z, fiir alle
n € Ny bedeutet dies genau, dass die unendliche Reile Y 7z, in C konvergiert. O

Bemerkung 30.4. Sei (z,)nen, eine Folge komplexer Zahlen. Analog zum Fall reeller Po-
tenzreihen sei D C C die Menge aller z € C so dass die “Potenzreihe’ f(z) := ) . znz"
konvergiert. Wir erhalten also wieder eine Funktion f: D — C mit f(z) :== Y ~ z.,z" € C
fir z € D. Es gilt dann folgende analoge Version von Satz 29.1 (mit einem &hnlichen Be-
weis): Es ist entweder D = C oder D = {0} oder es gibt ein Ry € R, Ry > 0, so dass
K°(Ro) € D C K(Ry), wobei K(Ry) :={u € C | lu| < Ro} und K°(Ro) :={u € C | [u| < Ro}.
(Das Intervall [—Rp, Ro] € R in Satz 29.1 wird also durch den Kreis K(Ry) mit Radius Ry in

der komplexen Zahlenebene ersetzt.)

Satz 30.5 (Ezponential-Funktion in C). Fﬁr jedes z € C konvergiert die unendliche
Reihe Y 70 2 und wir setzen exp(z) =) o= € C. Wie zuvor gilt:

n=0 n!
m Zk 2|Z|m+1
(2) ‘GXP(Z)_ OE‘ STt

(b) exp(z+2') = exp(z) - exp(z’) fir alle z,z" € C (Funktionalgleichung).

fir jedes m € Ny mit m > 2|z| —

Beweis. Seiz € C fest. Fiir n € N setze z,, :== % und Z7% = |zo|+zi|+. . .4zl = X1, ‘i—lr €
R. Sei m € Ny fest mit m > 2|z| — 2. Genauso wie in Lemma 29.4 zeigt man
n k n k m+1
z |z| |z| )
— 1 < — << Ci=2——— fiir alle n > m.
’ Z k! ’ Z k! (m+1)!

Nun ist Z¥ < Z% fiir 0 < n < m. Fiir n > m folgt mit obiger Abschétzung:

Z|Z|k Z|Z|k Z |i|' \ZE_FC Z*—l—C

k=m+1
Also gilt Z% < Z: + C € R fiir alle n € Ny. Damit existiert exp(z) = > -~ ,z, € C; siche
Satz 30.3. Nun folgt (a) genauso wie in Beispiel 29.6. Die Funktionalgleichung in (b) folgt
genauso wie in Satz 29.7; die Aussage {iber das Cauchy-Produkt in Satz 28.13 gilt auch fiir

absolut konvergente Reihen in C, mit fast wortlich dem gleichen Beweis. O

Bemerkung 30.6. Sei z € C. Dann gilt exp(z) = exp(z). Denn: Fiir n € Ny sei z, = fl—", und
Z, =Yz Damnist Z, =Y "z =51, ‘%, also exp(z) = Y 7, Zn. Mit Folgerung 30.2
erhalten wir exp(z) = exp(z).

| Ab hier Woche 6| Nachdem exp(x) auf C fortgesetzt ist, erhalten wir nun auch eine “ana-

lytische” Definition fiir sin(x) und cos(x) (im Gegensatz zur “anschaulichen” Definition wie in

§11, Kapitel IT), aus der sich sofort einige Eigenschaften dieser Funktionen herleiten lassen.
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Definition 30.7. Sei x € R. Dann betrachte exp(xi) € C und schreibe exp(xi) = a+bi e C
mit a,b € R. Wir setzen cos(x) := a und sin(x) := b. Damit erhalten wir Funktionen

sin: R — R und cos: R — R. Es gilt exp(xi) = cos(x) + sin(x)i fiir alle x € R.

Ebenso wie exp(x) spielen sin(x) und cos(x) eine fundamentale Rolle sowohl in der Ma-
thematik selbst als auch in vielen Anwendungen, typischerweise bei der Beschreibung von

periodischen Wellenbewegungen oder Schwingungen (mehr dazu in Kapitel VIII??).

Satz 30.8. Fir x € R seien sin(x) und cos(x) wie oben definiert. Dann gilt:

(a) sin(0) = 0 und cos(0) = 1;

(b) sin(x)? + cos(x)? = 1, sin(—x) = —sin(x) und cos(—x) = cos(x) fiir alle x € R;

(c) sin(x +y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) und cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)
fir alle x,y € R. (Additionstheoreme; siche auch §11, Kapitel 11.)

Beweis. (a) Es gilt 1 =exp(0) = cos(0) 4 sin(0)i, also cos(0) = 1 und sin(0) = 0.

(b) Sei z = xi € C. Dann ist z = —xi, also exp(xi) = exp(—xi); siehe Bemerkung 30.6.

Damit folgt cos(x) — sin(x)i = cos(x) + sin(x)i = exp(xi) = exp(—xi) = cos(—x) + sin(—x)i,
also cos(—x) = cos(x) und sin(—x) = —sin(x). Aukerdem ergibt sich 1 = exp(0) = exp(xi) -
exp(—xi) = exp(xi) - exp(xi) = | exp(xi)]* = cos(x)? + sin(x)2.

(c) Es gilt exp((x+y)') = cos(x+y) +sin(x+y)i. Andererseits ist die linke Seite auch gleich
exp(xi) - exp(yi) = (Cos( ) + sin(x)i )(Cos(y) + sm(y)l). Ausmultiplizieren und Vergleich von

Real- und Imaginérteil ergibt die gewiinschten Formeln. U

Satz 30.9 (Rezhenenthcklung fiir sin). Fir alle x € R gilt
RPN 3 5 7

sin(x) :Z(—n“(zH” =X— g tE Tt

n=0

und diese unendliche Reihe ist absolut konvergent. Es gilt
2k+1 2|X|2m+3

PR P .
‘Sm(x) é( (2k+1)! ‘ 2m + 3)!

fiir jedes m € Ny mit m > |x| —

Beweis. Sei x € R und z := xi; dann ist |z| = [x]. Sei m € Ny mit m > [x| — 2. Dann ist

2m + 2 > 2|x| — 2 und mit Satz 30.5(a) folgt
2m+-2

) (X 2|X|2m+3
| explxi) - ; 0 ‘ S (2m+3) '
Sei b(x) € R der Imagmarteﬂ von sz+2 sin(x) — b(x) der Imaginérteil von
. 2m+2 (
exp(xi) — > 1o v , also folgt . - s
) . — (xi) 2[x| ™
’sm x)—b(x)!é‘exp(m)—z T )\ om 3l

1=0
Nun ist i' = 41 falls 1 gerade. Fiir b(x) brauchen wir also nur ungerade 1 zu betrachten.
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Sei 1 = 2k 4+ 1 mit k € Np; dann ist (xi)' = (xi)?! = i x24T = (—1)Z*1i. Dies ergibt
b(x) = Z?:O(—l)k% und damit die gewiinschte Abschéitzung. Daraus folgt dann auch

die Konvergenz der Reihe, und mit Satz 29.1 die absolute Konvergenz. U

Satz 30.10 (Reihenentwicklung fiir cos). Fir alle x € R gilt
0 2n 2 4 6

A X XXX
cos(x) :;(—1) 2l 1 —E—I-E—ai...,
und diese unendliche Reihe ist absolut konvergent. Es gilt
m XZk 2|x|2m+2 o .
‘ cos(x) — % 201 ‘ < om ) fiir jedes m € No mit m > [x| —3/2.
Beweis. Analog zum obigen Beweis. O

Die obigen Abschiatzungen kénnen noch etwas verbessert werden (siehe §77), aber damit kann
man jedenfalls die Werte sin(x) und cos(x) fiir alle x € R sehr gut ndherungsweise bestimmen.
Was jetzt noch fehlt, ist der Zusammenhang mit der Kreiszahl 7t = 3,1415...; zum Beispiel
sollte sin(7t) = cos(7t/2) = 0 gelten, sowie sin(x + 27t) = sin(x) und cos(x + 271) = cos(x) !
Der folgende Hilfssatz ist eine erste Vorbereitung dazu. (Wir betrachten das Intervall [0, 2]
weil 0 < /2 < 2.)

Lemma 30.11. (a) Es gilt cos(2) < 0 und sin(x) > 0 fir 0 < x < 2.
(b) Fiir 0 < x <y < 2 ist cos(2) < cos(y) < cos(x) < 1.

Beweis. (a) Mit Sage erhalten wir folgende Annéherung an den Wert cos(2):

sage: def cosreihe(x,nachkomma):

ceet m=0

....: while m<abs(x)-3/2: m+=1

....: while 2%abs(x)"~(2*m+2)*10~ (nachkomma+1l)>factorial (2*m+2): m+=1

....t return sum((-1) k*x~(2%k)/factorial(2+k) for k in range(m+1))

sage: dec_exp(cosreihe(2,16))

’-0.4161468365471424°>  # cos(2)<0 wegen 16 korrekten Nachkommastellen
Sei q(x) = x — ’;—3, Nach Satz 30.9 gilt dann [sin(x) — q(x)] < 2|x]/5! fiir 1T > x| — 2,
also [x| < 3. Fiir 0 < x < 2 ist q(x) = x(1 —x?/6) > x(1 —4/6) = x/3. Andererseits

21x[° /5! = x(x*) /60 < 16x/60 < x/3, also 2|x|°/5! < x/3. Also folgt sin(x) > 0.

(b) Setze u:= (x+y)/2 und v := (y —x)/2. Dann gilt 0 < u,v < 2; auferdem ist x = u—v,
Yy = u+ v und mit dem Additionstheorem fiir cos folgt

cos(y) = cos(u +v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v),

cos(x) = cos(u —v) = cos(u) cos(—v) — sin(u) sin(—v) = cos(u) cos(v) + sin(u) sin(v),
wobei wir auch Satz 30.8(b) verwenden. Also folgt cos(y) —cos(x) = cos(u+v) —cos(u—v) =
—2sin(u) sin(v). Wegen 0 < u,v < 2 ist sin(u) > 0 und sin(v) > 0; siehe (a). Also folgt
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cos(y) — cos(x) < 0, d.h., cos(y) < cos(x). Schlieflich: Fiir y = 2 folgt cos(2) < cos(x) und
fiir x = 0 auch cos(y) < cos(0) = 1. d

Durchlduft x € R das Intervall [0, 2] von links nach rechts, so zeigt Lemma 30.11, dass cos(x)
immer kleiner wird, von cos(0) = 1 am Anfang bis cos(2) < 0 am Ende des Intervalls. Es
scheint anschaulich klar zu sein, dass irgendwo zwischen 0 und 2 der Graph der Funktion
y = cos(x) die x-Achse schneiden muss, es also ein & € (0,2) gibt mit cos(&y) = 0. Dieses &
sollte dann genau 7t/2 sein ... (Mehr dazu im néchsten Kapitel; siehe dort Definition 31.9.)

Satz 30.12. Nehmen wir an, es gibt tatsichlich & € (0,2) mit cos(&) = 0. Dann gilt:
(a) sin(&) =1, cos(2&0) = —1 und cos(x) = sin(x + &) fiir alle x € R.

(b) COS( (2n + 1)50) =0 und SIH(ZTLE,()) =0 fiir allen € Z.

(c) cos(x + 2&y) = —cos(x) und sin(x + 2&y) = —sin(x) fir alle x € R.

(d) cos(x +4&y) = cos(x) und sin(x 4+ 4&y) = sin(x) fir alle x € R.

(

e) sin ist streng monoton wachsend auf [—&g, &ol; cos ist streng monoton fallend auf [0,2&].

Beweis. (a) Aus sin(&)? + cos(&)? = 1 folgt sin(&y)? = 1, also sin(&y) = 41 und schlieflich
sin(&y) = 1; siehe Lemma 30.11(a). Mit dem Additionstheorem fiir cos folgt cos(2&y) =
cos(&o)? —sin(&p)? = 0 — 1 = —1. Mit dem Additionstheorem fiir sin folgt sin(x + &) =
sin(x) cos(&y) 4 cos(x) sin(&y) = cos(x) fiir alle x € R.
(b) Zuerst zeigen wir die Aussage fiir sin(2n&y). Wegen sin(—x) = —sin(x) fiir alle x € R
geniigt es, nur n € Ny zu betrachten. Dazu verwenden wir vollstindige Induktion nach n.
Fiir n = 0 ist sin(0) = 0. Sei nun n > 0 und angenommen, dass die Aussage bereits fiir n
gilt. Mit dem Additionstheorem fiir sin folgt dann

sin(2(n+ 1)&) = sin(2n& + 2&) = sin(2n&) cos(2&,) + cos(2n&o) sin(2&y).
Die rechte Seite ist gleich 0. Denn nach Induktion ist sin(2né&y) = 0; aus (a) (mit x = &) folgt
auch sin(2&y) = sin(&y + &) = cos(&y) = 0. Nun folgt die Aussage auch fiir cos((2n+ 1)&0).
Denn mit (a) ist dies gleich cos (ZnEo + Eo) = sin (Znio + 2&0) = sin (Z(n + 1)50) =0.
(c), (d) Mit (a), (b) und dem Additionstheorem fiir sin folgt sin(x+2&g) = sin(x) cos(2&o) +
cos(x)sin(2&y) = —sin(x) fir x € R. Mit y = x+42&, folgt sin(x+4&)) = sin(y+2&) =
—sin(y) = —sin(x+2&y) = —(—sin(x)) = sin(x). Die Aussagen fiir cos folgen mit (a).
(e) Nach Lemma 30.11 ist cos streng monoton fallend auf [0, &]. Wegen cos(x) = cos(—x)
fiir alle x € R ist dann cos streng monoton wachsend auf [—&, 0]. Nach (c) ist cos(x+2&g) =
—cos(x) fiir alle x € R; folglich ist cos streng monoton fallend auf [£g,2&]. Insgesamt ist

also cos streng monoton fallend auf [0,2&,]. Mit (a) folgt die analoge Aussage fiir sin. U
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Kapitel VII: Differential- und Integralrechnung

Wir verlassen nun den Bereich der Folgen und betrachten Funktionen f: D — R, wobei typi-
scherweise D ein Intervall oder ganz R ist. In dieser Allgemeinheit gibt es ziemlich exotische

oder ungewoOhnliche Beispiele, etwa die Funktion fy: R — R mit

1 falls x € Q,
folx) := { 0 fallsx € R\Q.

Da zwischen zwei beliebigen reellen Zahlen stets eine rationale Zahl liegt, ist es praktisch
unmoglich, sich den Graph von y = fy(x) in der (x,y)-Ebene anschaulich vorzustellen. Man
braucht also Methoden, um solche exotischen Funktionen von denen zu unterscheiden, die
interessante oder sinnvolle Eigenschaften haben, mit denen man weiterarbeiten kann und die
in Anwendungen auch tatsichlich vorkommmen. Um dies prizise zu formulieren, hat sich

wiederum der Grenzwertbegriff als entscheidend herausgestellt.

Wir fiithren gleich an dieser Stelle einige niitzliche Bezeichnungen ein: Fiir a € R sei
Req:={x €R|x > a}, Roeg:={x € R|x > a}, auch [a,+o00) bzw. (a,+00);
Reg:={x € R|x < a}, Roo:={x€eR|x< a}, auch (—oo, a] bzw. (—oo, a).

Wir bezeichnen diese Teilmengen von R ebenfalls als Intervalle.

31. Stetige Funktionen

Sei f: D — R eine Funktion, mit D C R. Ist a € D, so interessiert man sich fiir das Verhalten

der Funktionswerte f(x) fiir x € D “in der Nahe” von a. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 31.1. Gegeben seien eine Funktion f: D — R, und ein a € D. Dann heift f
stettg im Punkt a, wenn fiir jede konvergente Folge (xy)nen, mit Grenzwert a und x,, € D
fiir alle n € Ny auch die Folge der Funktionswerte (f(xn))nen, konvergiert, und zwar immer

mit Grenzwert f(a). Ist f stetig in jedem a € D, so sagen wir kurz, dass f stetig auf D ist.

[Bemerkung: Wir erwdhnen noch eine dquivalente Version der Definition der Stetigkeit, die nicht auf Folgen
Bezug nimmt. Sei also f: D — R und a € D. Genau dann ist f stetig in a, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein
5 > 0 gibt mit [f(x) —f(a)| < € fiir alle x € D mit [x — a| <& (“e-6-Kriterium” fiir Stetigkeit). Anders
formuliert: Ve >038>0V¥xeD: |x—al <& = [f(x)—f(a)|] < e. (Siehe zum Beispiel §11, Satz 3 im

1. Band des Buches von Forster fiir einen Beweis dieser Aquivalenz. Wir werden dies hier nicht bendtigen.)]

Beispiel 31.2. (a) Sei D = R, ¢ € R fest und f(x) := c fiir alle x € R. Dann ist f stetig
auf R. Denn ist a € R und (X, )nen, konvergent mit lim (x,) = a, so ist f(x,) = c fiir alle
n € Ny, also (f(xn))nen, automatisch konvergent, mit Grenzert ¢ = f(a). Genauso sieht man

sofort, dass die Funktion f: R — R mit f(x) := x fiir alle x € R stetig auf ganz R ist.
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(b) Sei D = R\ {0} und f(x) = 1/x fiir alle x € D. Dann ist f stetig auf D. Denn sei
0 # a € R und (Xn)nen, eine konvergente Folge mit lim (x,) = a und x,, # 0 fiir n € N,.

Nach Satz 27.8 ist die Folge der Funktionswerte (1/xn)nen, konvergent, mit Grenzwert 1/a.

(¢) Sei D := Ry und f: D — R definiert durch f(x) := /x fiir x € D. Dann ist f stetig
auf D. (Siehe Aufgabe 4.6 im Buch von Glosauer, sowie die Losung auf S. 372.)

(d) Sei f: R — R definiert durch f(x) := 1 falls x > 0, und f(x) := —1 falls x < 0.
Der Graph der Funktion macht also einen Sprung von —1 nach 1 an der Stelle a = 0.
Behauptung: f ist nicht stetig in a = 0. Dazu betrachte einerseits die Null-Folge (1/M)nen.
Dann ist f(1/n) = 1 fiir alle n € N, die Folge der Funktionswerte konvergiert also, mit
Grenzwert 1. Betrachte andererseits die Null-Folge (—1/n),cn. Hier konvergiert die Folge
der Funktionswerte ebenfalls, aber nun mit Grenzwert —1 # 1. Also ist f nicht stetig in

a = 0. Auf dhnliche Weise sieht man, dass obiges fy in keinem Punkt a € R stetig ist.

Sei D C R und seien f,g: D — R Funktionen. Wir definieren die Summe f+g: D — R
durch (f + g)(x) := f(x) + g(x) fiir alle x € D; wir definieren das Produkt f-g: D — R
durch (f - g)(x) := f(x)g(x) fiir alle x € D. Ist g(x) # 0 fiir alle x € D, so definieren den
Quotienten f/g: D — R durch (f/g)(x) := f(x)/g(x) fiir alle x € D.

Satz 31.3. Mit obigen Bezeichnungen sei a € D. Sind f und g stelig in a, so sind auch
f+g, f-g undf/g stetig in a.

Beweis. Dies folgt sofort aus den analogen Grenzwertregeln fiir Folgen in Satz 27.8. O

Beispiel 31.4. (a) Sei D =R und f: R — R eine Polynomfunktion. Es gibt also n € Ny
und ao, aj,...,a, € R mit f(x) = a4+ a;x + ayx? + - - - + a,x™ fiir alle x € R. Beachte dass
f aufgebaut ist, mit Hilfe von Summen und Produkten, aus konstanten Funktionen und der
Funktion p: R — R mit p(x) = x fiir alle x € R. Weil diese beiden Typen von Funktionen
stetig sind (siehe Beispiel 31.2(a)), folgt sofort aus Satz 31.3 (ohne jede weitere Rechnung),
dass auch f auf R stetig ist.

(b) Sei g: R — R eine weitere Polynomfunktion. Es gibt also m € Ny und by, by,...,b,, € R
mit g(x) = by + byx + byx? + -+ + byx™ fiir alle x € R. Nehmen wir an, es sei m > 1
und b, # 0. Dann hat g hochstens m Nullstellen (siehe Folgerung 9.2, Kapitel II); sei
D’ :={x € R| g(x) # 0}. Mit (a) und Satz 31.3 folgt, dass f/g: D’ — R stetig ist; ein solcher
Quotient von Polynomfunktionen heifst eine rationale Funktion.

Sind zum Beispiel f(x) = 2x> — 7x + 1 und g(x) = x* — 1, so ist D’ = R\ {£1} und wir
23 —T7x+1
o x2—1

Satz 31.5. Die Funktionen exp, sin und cos sind stetig auf ganz R.

erhalten die rationale Funktion f/g: D" — R mit (f/g)(x) fiir alle x € D".



Mathematik II (inf. swt, msv) 41

Beweis. Wir beginnen mit exp. Betrachte zuerst a = 0. Nach Beispiel 29.6 (mit m = 0)
ist [exp(x) — 1] < 2Jx| fiir alle x € R mit 0 = m > 2|x| — 2, also [x| < 1. Sei (xn)nen,
eine Null-Folge. Dann gibt es ein ny € Ny mit |x,| < 1 fiir alle n > ng. Nun ist 0 <
lexp(xn) — 1] < 2|x,| fiir alle n > ny. Also folgt lim (exp(xn)) = 1. Sei jetzt a € R
beliebig und (Xn)nen, eine konvergente Folge mit Grg;zozvert a; schreibe h,, := x, — a fiir
n € Np; dann ist (hn)nen, eine Null-Folge. Mit der Funktionalgleichung in Satz 29.7 folgt
exp(xn) —exp(a) = exp(a+hy,) —exp(a) = exp(a) exp(hy) —exp(a) = exp(a) (exp(hy) —1)
fiir alle n € Ny. Wir haben gerade zuvor gesehen, dass (exp(hn))nen, gegen 1 konvergiert;
also ist Tlle (exp(xn)) = exp(a) und damit exp stetig in a.

Nun zu sinoljnd cos, zuerst wieder fiir a = 0. Nach Satz 30.10 (mit m = 0) ist | cos(x)—1] < [x?
fiir x € Rmit 0 = m > |x|—3/2, also |x| < 3/2. Genau wie oben folgt die Stetigkeit in a = 0;
beachte cos(0) = 1. Nach Satz 30.9 (mit m = 0) gilt |sin(x) — x| < [x[?/3 fiir alle x € R mit
0=m > |[x| — 2, also x| < 2. Genau wie oben folgt analog die Stetigkeit in a = 0; beachte
sin(0) = 0. Sei jetzt a € R beliebig und (Xn)nen, €ine konvergente Folge mit Grenzwert a;
schreibe wieder h, := x, — a fiir n € Ny. Mit dem Additionstheorem fiir cos folgt

cos(xn) —cos(a) = cos(a + h,) —cos(a) = cos(a) cos(h,) —sin(a) sin(h,) — cos(a)
= cos(a) (cos(hﬂ) — 1) —sin(a) sin(hy,).
Wie oben folgt, dass die Folge (cos(xn))nen, gegen cos(a) konvergiert. Also ist cos auch stetig

in a. Die Stetigkeit von sin folgt analog, mit dem Additionstheorem fiir sin. O

Bemerkung 31.6. Seien f: D — R und g: E — R Funktionen. Gilt f(D) C E, so kénnen
wir die Hintereinanderausfithrung g o f: D — R bilden, mit (g o f)(x) := g(f(x)) fiir alle
x € D. Ist f stetig in a € D und g stetig in f(a) € E, so ist g o f auch stetig in a.

Sei zum Beispiel f = cos: [0, &] — R (mit & € (0,2) wie in Satz 30.12) und g: R\ {0} - R
gegeben durch g(x) = 1/x fiir x € R\ {0}. Nach Beispiel 31.2(b) ist g stetig auf R\ {0}. Nun
ist cos(&y) = 0 und cos(x) > 0 fiir 0 < x < &. Setzen wir D := [0, &), so gilt cos(D) C R\{0}
und wir konnen gof: D — R bilden, mit (gof)(x) = 1/ cos(x) fiir alle x € D. Nach Satz 31.5
ist cos stetig in jedem a € R. Also ist g o f auch stetig in jedem a € D.

Wir kommen nun zu zwei zentralen Eigenschaften von stetigen Funktionen. Wie bereits
Beispiel 31.2(d) zeigt, sollte der Graph einer stetigen Funktion keine Liicken oder Spriinge

haben. Der folgende Satz macht diese Aussage priziser.

Satz 31.7 (Zwischenwertsatz). Sei f: D — R stetig, wobei D = [a, b] ein abgeschlossenes
Intervall ist (mit a,b € R, a < b). Sei c € R mit f(a) < ¢ < f(b) oder f(a) > ¢ > f(b).
Dann gibt es ein x € (a,b) mit f(x) = c.
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Beweis. Sei f(a) < ¢ < f(b). (Das Argument fiir f(a) > ¢ > f(b) ist analog.) Wir benutzen
die sogenannte “ Intervallhalbierungs-Methode’. Dazu definieren wir rekursiv abgeschlos-
sene Intervalle I,, = [a,,b,] C R fiir alle n € Ny, mit a, < by, f(ax) < ¢ < f(bn) und
((I,) = (b—a)/2™ Firn = 0 sei [ := [a,b]. Sei nun n > 0 und I, = [a,, b,] bereits
definiert. Wir teilen I, in zwei gleiche Teilintervalle auf, also I,, = I’UI” mit I’ = [a,, d] und
[” = [d, b,], wobei d := (a, +b,)/2. Ist f(d) < ¢, so setze I,,1 = [Ani1, bng1] mit anyq:=d
und b, ;= by;ist f(d) > ¢, so setze 1,1 = [any1, bnir] mit anyg := an und by := d. Nach
Konstruktion ist Iy D Iy D I; D ...; wegen £(I,) = (b—a)/2" liegt also eine Intervallschach-
telung vor. Nach Satz 10.9 (Kapitel IT) gibt es genau ein x € R mit x € I, fiir alle n € N.
Nach Beispiel 27.14 konvergieren (an)nen, und (by)nen,, beide mit Grenzwert x. Wegen der
Stetigkeit von f in x konvergieren (f(ay))nen, und (f(bn))nen,, beide mit Grenzwert f(x).
Wegen f(a,) < c fiir alle n € Ny ist f(x) < ¢; wegen f(b,) > c fiir alle n € Ny ist f(x) > ¢
(siehe Satz 27.8(4)). Also gilt f(x) = c. O

TABELLE 3. Sage-Programm zur nidherungsweisen Zwischenwertbestimmung

def f0(f,a,b,c,eps): # Betrachte Fall f(a)<c<f(b)
n=0; epsl=(b-a)/eps # n = Anzahl Halbierungen
while 2°n<epsl:
d=(a+b)/2 # Halbierungs-Schritt
if f(d)<=c: # neues Intervall [d,b]
a=d
else: # neues Intervall [a,d]
b=d
n+=1
return d

Bemerkung 31.8. Ist f: [a,b] — R eine konkret gegebene stetige Funktion, die sich nume-
risch gut berechnen ldsst (zum Beispiel eine Polynomfunktion), so liefert der obige Beweis
sogar einen Algorithmus, um mit beliebig vorgegebener Prézision € > 0 ein x € (a,b) mit
f(x) = ¢ ndherungsweise zu bestimmen. Dieser konvergiert sehr gut, weil bei der wiederhol-
ten Halbierung die Intervalle sehr schnell sehr klein werden. Sei etwa f(x) = x> — 2. Dann
ist f(0) = —2 und f(2) = 2, also gibt es ein xo € (0,2) mit f(xo) = 0. Mit dem einfachen
Sage-Programm in Tabelle 3 ergibt sich eine Anniherung xo ~ v/2.

sage: def f(x): return x~2-2

sage: dec_exp(f0(f,0,2,0,10°-8)) # a=0, b=2, c=0, eps=10"-8
71.4142135614529252

sage: dec_exp(£f0(f,0,2,0,10~-17)) # a=0, b=2, c=0, eps=10"-17
71.4142135623730950° # sqrt(2) = 1.414213562373095048. ..

| Ab hier Woche 7|
Definition 31.9 (Analytische Definition von 7). Da die Funktion cos streng monoton
fallend und stetig auf [0,2] ist (siehe Lemma 30.11 und Satz 31.5), mit cos(0) = 1 und
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cos(2) < 0, gibt es nach dem Zwischenwertsatz genau ein & € (0,2) mit f(&) = 0 (wie in
Satz 30.12). Wir setzen dann . Definieren wir mit Hilfe der Sage Funktion cosreihe
(sieche Beweis von Lemma 30.11) eine Funktion p(x), um die Werte von — cos(x) bis auf 32

Nachkommastellen genau zu bestimmen, so erhalten wir auch eine Anndherung an 7t

sage: def p(x): return -cosreihe(x,32)
sage: dec_exp(2*£f0(p,0,2,0,107-33),32)
?3.14159265358979323846264338327950° # alle Nachkommastellen korrekt
In §7?7 wird gezeigt, dass das so definierte 7t wirklich der Flidcheninhalt eines Kreises mit

Radius 1 ist; siehe auch Beispiel 31.13 weiter unten.

Satz 31.10 (Extremwertsatz von Weierstrafl). Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist die
Menge S := {f(x) | x € [a,b]} nach oben und nach unten beschrinkt. Es gibt x1,x; € [a,b]
mit f(xq) < f(x) < f(xz) fir alle x € [a,b], also f(xq) = inf(S) und f(x2) = sup(S).

Beweis. Annahme, S wére nicht nach oben beschrinkt. Analog zum obigen Beweis liefert
die Intervallhalbierungs-Methode eine Folge von Intervallen Iy = [a,b] D I; D I; D ... mit
€(I,) = (b — a)/2™ und so, dass {f(x) | x € I,} nicht nach oben beschrinkt ist fiir alle
n € Np. Schreiben wir I, = [an, by] wie oben, so konvergieren (an)nen, und (bn)nen, gegen
ein x € [a,b]. In jedem I, gibt es ein ¢, € I, mit f(c,) > n. Nun ist a, < ¢y < by, also
auch x = lim (c,). Wegen der Stetigkeit von f folgt lim (f(c,)) = f(x) < oco; Widerspruch,
da f(cyn) —n>_>roo fiir n — oo. Also ist S nach oben bTels_gfloréinkt; sei M := sup(S). Annahme,
es ware f(x) < M fiir alle x € [a,b]. Dann betrachte g(x) := 1/(M — f(x)) fir x € [a, b].
Nun ist g auch stetig, also nach oben beschrankt; sei K € R mit g(x) < K fiir alle x € [a, b].
Es folgt 0 < 1/(M — f(x)) < K, also f(x) < M’ := M — 1/K < M fiir alle x € [a,b],
Widerspruch zu M = sup(S). Also gibt es ein x; € [a, b] mit f(x;) = M.

Analog findet man x; € [a, b] mit f(x;) = inf(S). O

Allein mit Hilfe des Zwischenwertsatzes ist es oft moglich, “globale” Aussagen iiber den

Gesamt-Wertebereich einer (stetigen) Funktion zu treffen.

Beispiel 31.11. (a) Es gilt exp(R) = R.o. Denn: Nach Folgerung 29.8 ist exp(R) C R.,.
Sei nun ¢ € R beliebig. Wir miissen zeigen, dass es ein x € R gibt mit exp(x) = c. Ist
c =1, so gilt exp(0) =1 = c. Sei nun ¢ > 1 und betrachte das Intervall I = [0, c]. Nach
Satz 31.5 ist f stetig auf I. Nach Folgerung 29.8 ist exp(c) > 14+ ¢ > ¢ > 1 = exp(0).
Nach Satz 31.7 gibt es also ein x € (0,c¢) mit f(x) = c¢. Sei nun 0 < ¢ < 1. Dann ist
1/c > 1 also gibt es ein x € R mit exp(x) = 1/c. Nun ist mit der Funktionalgleichung
1 =exp(0) = exp(x — x) = exp(x) exp(—x), also exp(—x) = 1/exp(x) = c.
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(b) Es gilt sin(R) = cos(R) = [~1,1]. Denn: Wegen cos(x)? + sin(x)?> = 1 fiir alle x € R
ist cos(R) € [—1,1] und sin(R) C [—1,1]. Nun gilt cos(0) = 1 und cos(mt) = —1; siche
Satz 30.8(a) und Satz 30.12(a). Fiir —1 < ¢ < 1 gibt es also wieder ein x € (0,7r) mit
cos(x) = c. Die Aussage fiir sin folgt dann mit Satz 30.12(a).

Definition 31.12. Nach Lemma 29.8 ist exp: R — R streng monoton wachsend, also injek-

tiv. Nach obigem Beispiel gilt aufkerdem exp(R) = R.,. Also ist exp eine Bijektion von R auf

R.o. Analog folgt mit Satz 30.12 und obigem Beispiel, dass sin eine Bijektion von [—7, 7]

auf [—1,1] ist, sowie cos eine Bijektion von [0,7t] auf [—1,1]. Es existieren also jeweils die

Umkehrfunktionen. Wir bezeichnen:

log :=exp': Roy — R, “natirlicher Logarithmus”,
arcsin ;= sin~': —1,1] — [—g, %], “Arcus-Sinus’,
arccos 1= cos ' : [—1,1] = [0, 7, “Arcus-Cosinus’.

Man kann dann auch zeigen, dass diese ebenfalls stetig sind; siehe zum Beispiel §12, Satz 1

im 1. Band des Buches von Forster.

Beispiel 31.13. In der reellen Ebene sei Ky := {(a,b) ERxR|a?+1b?= 1} der “Ein-
heitskreis’. Behauptung: v:10,2m) - Ky, t— (cos(t),sin(t)), ist eine Bijektion.

Dazu: Fiir t € R gilt sin(t)? 4 cos(t)?> = 1 und damit y(t) € K;; also ist y([0,27)) C K;.
Sei umgekehrt (a,b) € Ky beliebig. Ist b > 0, so folgt leicht mit den obigen Regeln, dass es
genau ein t € [0, 7] gibt mit a = cos(t). Dann ist b2 =1 — a? = 1 — cos(t)? = sin(t)?, also
b = +sin(t); wegen b > 0 und sin(t) > 0 fiir t € [0, 7] folgt automatisch b = sin(t). Fiir
t € [m, 27t gilt sin(t) < 0, und cos: [, 27r] — [—1, 1] ist ebenfalls bijektiv. Ist b < 0, so folgt

damit analog, dass es genau ein t € (71, 271) gibt mit a = cos(t) und b = sin(t).

Durchlduft t das Intervall [0, 271), so durchlauft (Cos(t), sin(t)) alle Punkte von K7, und zwar
gegen den Uhrzeigersinn beginnend mit (1,0) (fiir t = 0), dann z.B. (0,1) (fiir t = /2),
danach (—1,0) (fiir t = 71) und so weiter; fiir t = 27 erhalten wir wieder (1,0). — Fiir
(a,b) € K; heikt das eindeutige t € [0,271) mit y(t) = (a,b) der Winkel im Bogenmaf
(oder auch Radiant) zwischen der x-Achse (also der Geraden durch (0,0) und (1,0)), und der
Geraden durch (0,0) und (a,b); man kann dieses t tatsichlich als die Linge des Kreisbogens

zwischen (1,0) € K; und (a,b) € K; interpretieren, wie wir in §77 noch sehen werden.

Definition 31.14. Sei f: D — R. Analog zur bestimmten Divergenz fiir Folgen (siehe Defi-

nition 27.16) fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

(a) Ist ¢ € R und D nicht nach oben beschrinkt, so schreiben wir lim f(x) = c, falls fiir

X—+00

jede bestimmt gegen +oo divergente Folge (Xn)nen, mit x, € D fiir alle n € Ny die Folge

der Werte (f(xn))nen, konvergiert mit Grenzwert c. (Analog wird lim f(x) = c definiert.)

X——00
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(b) Ist D nicht nach oben beschriankt, so schreiben wir lim f(x) = +oo, falls fiir jede
X—+00

bestimmt gegen +oo divergente Folge (Xy)nen, mit x, € D fiir alle n € Ny die Folge der

Werte (f(xn))nen, bestimmt divergent gegen +oo ist. (Analog werden liin f(x) = +oo fiir

alle Kombinationen der Vorzeichen definiert.)

Beispiel 31.15. (a) Betrachte die Funktion exp: R — R. Dann ist
Xl_i>1r+nOO exp(x) = +o0 und XEIPOO exp(x) = 0.

Denn: Sei (Xn)nen, bestimmt divergent gegen +o0; dann ist exp(x,) = 14 x, fiir alle n € Ny
und x,, > 0 (siehe Folgerung 29.8), also die Folge (exp(xn))nen, auch bestimmt divergent ge-
gen +o00. Also gilt XETOO exp(x) = 4o00. Sei nun (X, )nen, bestimmt divergent gegen —oco. Dann
ist (—Xn)nen, bestimmt divergent gegen 400, also auch (exp(—xn))nen, bestimmt divergent
gegen +o0o (wie wir gerade gesehen haben). Nach Lemma 27.17 ist dann (1/ exp(—xn))nen,
eine Null-Folge. Aus der Funktionalgleichung folgt aber exp(x,) exp(—x,) = 1, also ist auch

(exp(Xn))nen, eine Null-Folge und damit lim exp(x) =0.
X——00

(b) Sei f: R — R eine Polynomfunktion, also f(x) = agx® + ag 1x%" +... + a;x + ao fiir

alle x € R, wobei d > 1 und ay, ay,...,aq € R. Nehmen wir ag = 1 an. Dann ist
. - . | H4oo falls d gerade,
XEE]OO f(x) = Fo0 und xgl—noo fix) = { —oo falls d ungerade.

Denn: Fiir x # 0 ist f(x) = x4g(x) mit g(x) := 14+ 2= 4 242 4+ % Firx > C =

max{1, 2d|a;|,...,2dlaq 1|} gilt dann g(x) > 1/2, also f(x) > x%/2 > x/2. Sei nun (xy)nen,

eine bestimmt gegen +oo divergente Folge. Dann gibt es ein ng € Ny mit x, > C fiir alle

n > ny, also f(x,) > xn/2 fiir n > ny. Damit ist Xl_i)lgl00 f(x) = 400. Um die Behauptung fiir

X — —o0 zll zeigen, setze h(x) = x% — ag_1 x4 " 4+...+ (—=1)%Ta;x + (—1)%a, fiir alle x € R;

dann gilt f(—x) = (=1)%h(x). Damit folgt lim f(x) = lim f(—x) = lim (—1)%h(x), und
X——00 X—+00 X—+00

die rechte Seite ist gleich +o0 (falls d gerade) bzw. gleich —oco (falls d ungerade).

Damit erhilt man den folgenden Spezialfall des Fundamentalsatzes der Algebra.

Folgerung 31.16. Sei f: R — R eine Polynomfunktion wie in Beispiel 81.15(b). Ist d

ungerade, so gibt es ein x € R mit f(x) = 0.

Beweis. Wegen lim f(x) = 400 gibt es ein b > 0 mit f(b) > 1. Wegen lim f(x) = —oo

X—-+00

gibt es ein a < 0 mit f(a) < —1. Die Behauptung folgt also aus dem Zwischenwertsatz. [

32. Differenzierbare Funktionen

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der technisch klingende Begriff der Stetigkeit

genau richtig ist, um niitzliche Aussagen iiber Funktionen und ihre Werte herleiten zu kénnen.



46 Mathematik II (inf, swt, msv)

Umso mehr trifft dies auf den Begriff der Differenzierbarkeit zu, den wir jetzt einfiihren

wollen. Zuerst noch die folgende allgemeine Definition.

Definition 32.1. Sei f: D — R und a € R (also nicht unbedingt a € D).

Sei ¢ € R. Wir schreiben lim f(x) = ¢ (oder auch f(x) — c fiir x — a), wenn fiir jede
konvergente Folge (X%, )nen, Xr;ft Grenzwert a und x,, € D fiir alle n € Ny auch die Folge der
Funktionswerte (f(xy))nen, konvergiert, und zwar immer mit T}Lngo (f(xn)) = c. In diesem Fall

heillt ¢ der Grenzwert von f(x) fiir x — a.

Ist a € D, so gilt insbesondere: f stetigina & lim f(x) = f(a).
Xx—a
Auferdem schreiben wir lim f(x) = +o0, wenn fiir jede konvergente Folge (xn)nen, mit
X—a —

Grenzwert a und x,, € D fiir alle n € N; die Folge der Werte (f(xy))nen, bestimmt divergent

gegen +oo ist. (Analog wird lim f(x) = —oo definiert.)
X—a

Beachte: Damit diese Definitionen wirklich sinnvoll sind (vor allem falls a ¢ D), miissen wir voraussetzen,
dass es mindestens eine konvergente Folge (xn)nen, gibt mit Grenzwert a und a # x,, € D fiir alle n € No;
ein solcher Punkt a heifit Hdufungspunkt von D. (Zum Beispiel ist jede reelle Zahl in einem Intervall ein
Haufungspunkt dieses Intervalls; ist D = (a,b] mit a < b, so ist a ¢ D und a ein Haufungspunkt von D;
aber a = 2 ist kein Hiufungspunkt von D = [0, 1], nicht einmal von D = [0, 1] U{2}.) Wir werden dies hier

nicht besonders thematisieren; in allen konkreten Beispielen wird a stets ein Hiufungspunkt von D sein.

Beispiel 32.2. (a) Sei D := R\ {0} und f: D — R definiert durch f(x) := 2™ fiir alle
x € D. Fiir a = 0 sind Zahler und Nenner gleich 0, also f(0) nicht definiert — aber wir
konnen natiirlich trotzdem versuchen uns anzuschauen, was “in der Nahe” von a = 0 passiert;
beachte, dass a = 0 ein Haufungspunkt von D ist. (Es gibt zum Beispiel die Null-Folge mit
Xo := 1 und x,, := 1/n fiir alle n € N.) Sei (xn)nen, eine beliebige Null-Folge mit x, € D,
also xy, # 0 fiir alle n € Ny. Wie im Beweis von Satz 31.5 gilt |sin(x) — x| < [x]*/3 fiir x € R
mit x| < 2. Sei ng € Ny mit [x,]| < 2 fiir alle n > ngy. Fiir n > ng gilt dann

SlIl(Xn) —Xn 1 |Xn|3 - |Xn|2

Shal 3003
Die rechte Seite ist eine Null-Folge, also folgt hm f(xn) = 1 und damit hm f(x) = 1. Noch
eine Bemerkung: Nach Satz 31.3 (sowie Belsplel 31 2(a), Satz 31.5) ist f stetlg auf D. Defi-

nieren wir nun f(0) := 1, so erhalten wir eine stetige Funktion f: R — R. In dieser Situation

O<|f(xn)—1]:

sin(xn) — xn‘

Xn [ I‘

sagt man auch, dass wir eine stetige Fortsetzung von f auf ganz R gefunden haben.

(b) Sei D := R\ {0} und diesmal f(x) := M fiir alle x € D. Vollig analog zeigt man auch
hier, dass lin% f(x) = 1 gilt, mit Hilfe der Abschatzung in Beispiel 29.6 (mit m = 1).

Nun zum Begriff der Differenzierbarkeit. Gegeben sei eine Funktion f: D — R. Wir mo6chten

f in der Nihe eines gegebenen a € D durch eine einfachere Funktion ann&hern; im einfachsten
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Fall durch eine Gerade. Dazu wihlen wir einen weiteren Punkt b € D und betrachten die
Gerade durch die Punkte (a,f(a)) und (b, f(b)); diese Gerade, auch Sekante genannt, ist
gegeben durch die Gleichung
g(x) :=f(a)+A(a,b)(x —a) fiir alle x € R, wobei A(a,b):= M.
(Hier ist A(a,b) die Steigung der Geraden.) Die Anndherung wird umso besser vfflerden, je
niher b € D am gegebenen a € D liegt. Dies fiihrt auf die Idee, den Grenzwert von A(a,b)
fiir b — a zu betrachten. Existiert A, := lll_r{}1 A(a,b), so erhalten wir mit dieser “optimalen”
Steigung A, die Tangente an f durch den Punkt (a,f(a)):
t(x) :=f(a) + Aq(x — a) fiir alle x € R.
Diese letztlich genial einfache und gleichzeitig iiberaus weitreichende Idee geht auf Newton

und Leibniz am Ende des 17. Jahrhunderts zuriick. Etwas formaler:

Definition 32.3. Sei f: D — R und a € D. Definiere D, := D \ {a} und, analog zu oben:

f(x)—f
Fo:D,— R mit Fo(x) := M fiir alle x € Dq.
X—a

(Beachte, dass a nicht im Definitionsbereich D, von F, ist.) Die Funktion f heift diffe-

renzierbar in a, wenn der Grenzwert A, := lim F,(x) existiert!; dann heifit f'(a) = A,
Xx—a

die Ableitung von f in a. Ist f differenzierbar fiir alle a € D, so sagen wir kurz, dass f

differenzierbar auf D ist; wir erhalten dann eine Funktion f': D — R.

Beispiel 32.4. (a) Sei f: R — R selbst eine Gerade, also f(x) = cx+d fiir alle x € R, wobei
c,d € R fest sind. Fiir a € R und a # x € R ist dann
f(x) —f(a) (ex+d)—(ca+d) cx—ca

Fo(x) = =
X—a X—a X—a

=C.

Also ist f differenzierbar in a, mit Ableitung f’(a) = c. (Hier ist f gleich der Tangente an f.)

Insbesondere ist f'(a) = 0 falls ¢ = 0, d.h., wenn f konstant ist.

(b) Sei f(x) = x? fiir alle x € R. Sei a € R fest. Fiir a # x € R ist dann

f(x) — f ‘-d -
Fo(x) = ) (a):x d :(X a)(x+a)=x—|—a—>2a fiir x — a.
X—a X—a X—a
Also ist f differenzierbar in a, mit Ableitung f'(a) = 2a.

Sei g(x) := v/ fiir x € R.y. Sei a > 0 fest; fiir a # x > 0 ist dann
CVAeva_ Reva 1
ox—a (= VaVx+va)  Vx+va o 2va

Also ist g differenzierbar in a, mit Ableitung g’(a) = ﬁa Beachte: g(x) ist auch fiir a =0

fiir x — a.

Ga(x)

definiert, aber nicht differenzierbar in a = 0.

"'Wir nehmen hier stillschweigend an, dass a ein Hiufungspunkt von D ist, und damit auch von D; also

koénnen wir den Grenzwert von Fy(x) fiir x — a sinnvoll bilden; siehe dazu noch einmal Definition 32.1.
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(c) Sei f: R — R definiert durch f(x) := [|x| (Absolutbetrag) fiir x € R. Fiir a > 0 ist

f differenzierbar mit f'(a) = 1 (siehe (a)); fiir a < 0 ist f ebenfalls differenzierbar mit

f'(a) = —1 (wiederum nach (a)). Sei nun a = 0 = f(a). Betrachten wir die Null-Folge
(1/n)nen, soist Fo(1/n) = };—K = 1 fiir alle n € Ny; also konvergiert Fy(1/n) mit Grenzwert 1.
Fiir die Null-Folge (—1/n)qey ist Fo(1/n) = Imo— 1, also konvergiert Fo(—1/n) mit

—1/n
Grenzwert —1. Folglich ist f nicht differenzierbar in a = 0.

Satz 32.5. Sei f: D — R differenzierbar in a € D. Dann ist f auch stetig in a

Beweis. Sei (Xn)nen, eine beliebige konvergente Folge mit Grenzwert a und x, € D fiir alle
n € Np. Sei S:={n € Ny | x, # a}. Ist |S| < oo, so gibt es ein Ny € Ny mit x, = a fiir alle
n > ny. In diesem Fall ist auch f(x,) = f(a) fiir alle n > ny, also konvergiert (f(xn))nen,
mit Grenzwert f(a). Sei nun |S| = oco. Dann ist S abzéhlbar und S = {ny | k € Ny} mit
0<ng<mny <n, <.... DieFolge (xn,)ken, konvergiert dann auch mit Grenzwert a. Nun
gilt f(xn,) = f(a) + Fa(xn, ) (xn, — a) fiir alle k € Ny. Mit den Regeln in Satz 27.8 folgt, dass
(f(xny))xen, konvergiert, mit Grenzwert f(a)+f'(a)(a—a) = f(a). Da f(x,) = f(a) fiir alle
n € Ny \ S gilt, konvergiert dann auch die ganze Folge (f(xn))nen, gegen f(a). O

Die Umkehrung von Satz 32.5 gilt nicht. Denn zum Beispiel ist die Funktion f(x) = [x| nach

Beispiel 32.4(¢c) nicht differenzierbar in a = 0, aber f stetig auf ganz R, wie man sofort sieht.

Satz 32.6. Die Funktionen exp, sin und cos sind differenzierbar auf ganz R, mit exp’(x) =

exp(x), sin’(x) = cos(x) und cos’(x) = —sin(x) fiir alle x € R.

Beweis. Sei a € R beliebig und (X, )nen, eine konvergente Folge mit Grenzwert a und x,, # a

fir alle n € Nyp. Setze h, = x, — a # 0 fiir alle n € Ny; dann ist (hy)nen, eine Null-Folge

mit h,, # 0 fiir alle n € Ny. Mit der Funktionalgleichung fiir exp folgt

exp(xn) —exp(a) _ exp(athn)—exp(a)  exp(a)exp(hn)—exp(a) eXp(a)exp(hn)—1 .
Xn —a h, hy hy

Nach Beispiel 32.2(b) konvergiert die Folge ((exp(hﬂ) — 1)/hn)n€No gegen 1. Damit kon-

vergiert die linke Seite gegen exp(a), also ist exp’(a) = exp(a). Das Argument fiir die

Ableitungen von sin und cos ist vollig analog, mit Hilfe der Additionstheoreme anstelle der

Funktionalgleichung (siche auch Beweis von Satz 31.5). O
Satz 32.7 (Ableitungsregeln, 1. Teil). Seien f,g € D — R differenzierbar in a € D. Dann
sind auch f+ g, f-g und /g differenzierbar in a, mit

(f+g)(a) =1f"(a)+g'(a), (Summenregel),

(f-g)(a) =1f"(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produktregel),
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f'(a)g(a) —f(a)g’(a)
g(a)?

Beweis. Siehe zum Beispiel die Abschnitte §5.2.1, §5.2.4, §5.2.7 im Buch von Glosauer. [

(f/g)'(a) = falls g(a) # 0 (Quotientenregel).

Beispiel 32.8. (a) Sein € N fest und p,,(x) := x™ fiir alle x € R. Wir zeigen mit vollstéindiger
Induktion nach n € N, dass p,, differenzierbar auf R ist mit p/(a) = na™' fiir alle a € R.
Fiir n = 1 gilt dies nach Beispiel 32.4(a). Sei nun n > 1 und die Behauptung bereits gezeigt

fiir pn—1. Nun ist p,, = p1 - pn_1, also mit der Produktregel und der Induktionsvoraussetzung
prla) =pi(a) - pnala) +pi(a) -p (@) =T1-a" " +a- ((n—T1)a"?) =na™"
fiir alle a € R. Mit den weiteren Regeln im obigen Satz folgt, dass jede Polynomfunktion

auf ganz R differenzierbar ist. Ebenso folgt, dass jede rationale Funktion in ihrem Definiti-

onsbereich differenzierbar ist.

(b) Sei f( ) = 1{2 fiir x € Rxo. Sei g(x) := /X, h(x) := 1+x%. Mit (a) und Beispiel 32.4(b)
gilt g’(a) = 1/(2y/a) und h'(a) = 2a fur a>0. Mlt der Quotientenregel folgt
fla) ~ Q@@ —gla(e) zp(+e)-2ava  1-3a
- ola)? T (r@r 2/al e

(¢) Sei g: D — R differenzierbar; es gelte g(x) # 0 fiir alle x € D. Dann erhalten wir
die Funktion f(x) := 1/g(x) fiir x € D. Als Spezialfall der Quotientenregel ergibt sich
f'(a) =—

(a) # 0. Ist zum Beispiel g(x) := x™ mit n € N, so erhalten wir

na™’! n

f'(a) = — g = g fiir alle a # 0.

Es folgen erste Anwendungen der Differentialrechnung. Diese zeigen vor allem, wie man aus

Eigenschaften der Ableitung einer Funktion auf die Funktion selbst zuriickschliefen kann.

Definition 32.9. Sei f: D — R und a € D. Wir sagen, dass f in a ein lokales Maximum
hat, wenn es ein € > 0 gibt mit (a—¢,a+¢) € D und f(x) < f(a) fir alle x € (a—¢,a+¢).
Analog sagen wir, dass f in a ein lokales Minimum hat, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit
(a—¢e,a+¢) CDund f(x) > f(a) firallex € (a—¢,a+ ¢).

Hat f in a ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum, so sagen wir, dass f in a ein

lokales Extremum besitzt.
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| Ab hier Woche 8|
Im Allgemeinen kann es schwierig sein, die lokalen Extrema einer Funktion zu finden. Der

folgende Satz fiihrt dieses Problem auf die Bestimmung von Nullstellen der Ableitung zuriick.

Satz 32.10. Die Funktion f: D — R besitze in a € D ein lokales Extremum und sei in a

differenzierbar. Dann gilt f'(a) = 0.

Beweis. Nehmen wir, es liegt ein lokales Maximum in a vor. (Der Beweis fiir ein lokales
Minimum ist analog.) Sei ¢ > 0 mit (a — e, a+¢) € D und f(x) < f(a) fiir alle x €
(a —e,a+€). Setze x, := a+ ¢/(n+ 2) fir n € Ny. Dann ist (xn)nen, konvergent mit
Grenzwert a; aulkerdem ist x, € (a — ¢,a + ¢) fiir alle n € Ny. Da f in a differenzierbar
ist, folgt lim Fo(x,) = f'(a). Da f in a ein lokales Maximum hat, gilt f(x,) < f(a) fiir alle
n € Ny. Wegen x,, > @ ist damit Fo(xy) = (F(xn) — £(a))/(xn — a) < O fiir alle . € Ny, also
auch f'(a) = lim Fq(xy) < 0. Betachten wir dann die Folge (yn)nen, mit yn := a—¢/(n+2)
fiir n € Ny, S(;L?(()Tgt analog auch f'(a) > 0, also schlieklich f'(a) = 0. O

Ist f differenzierbar in a € D mit f'(a) = 0, so heifst a ein kritischer Punkt von f. Beachte:
Die Umkehrung des obigen Satzes gilt nicht. Zum Beispiel ist a = 0 ein kritischer Punkt der

Funktion f(x) = %3, aber in a = 0 liegt kein lokales Extremum vor.

Satz 32.11 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R stetig und f
differenzierbar auf (a,b). Dann ¢ibt es ein x € (a,b) mit f(b) = f(a) + f'(x)(b — a).

Beweis. Zuerst betrachtet man den Fall f(a) = f(b). Dann wird also ein x € (a,b) gesucht
mit f'(x) = 0. Ist f(x) = f(a) fiir alle x € [a,b], so ist f'(x) = 0 fiir alle x € (a,b) also
die Behauptung klar. Andernfalls gibt es xi,x> € [a,b] mit f(xy) < f(x) < f(x,) fiir alle
x € [a, b] (siehe Satz 31.10), wobei f(x;) < f(a) = f(b) oder f(x;) > f(a) = f(b). Im ersten
Fall ist x; € (a,b) und f hat ein lokales Minimum in x;; also f’(x;) = 0 nach Satz 32.10.
Im zweiten Fall folgt analog x; € (a,b) und f'(x;) = 0. Ist f(a) # f(b), so wendet man das
vorherige Argument an auf die Funktion g: [a,b] — R mit
g(x) :=f(x)(b—a)— (f(b) — f(a)) (x —a) fiir x € [a, b].

Beachte: Die Funktion g ist ebenfalls stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b); aukerdem
gilt g(b) = f(b)(b—a) — (f(b) — f(a))(b —a) = f(a)(b—a) = g(a). O

Folgerung 32.12. Sei f: [a,b] — R stetig und f differenzierbar auf (a,b).

(a) Gilt f'(x) = 0 fir alle x € (a,b), so ist f monoton wachsend.

(b) Gilt f'(x) <0 fiir alle x € (a,b), so ist f monoton fallend.

Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b) (bzw. f'(x) < O fir alle x € (a,b)), so ist f sogar streng

monoton wachsend (bzw. fallend).
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Beweis. (a) Seien xq,%x; € [a,b] mit x; < x,. Dann ist f stetig auf [x;,x;] und differenzierbar
auf (x1,x2). Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein x € (x1,x2) mit f(x2) = f(x7)+f'(x) (x2—x1).
Wegen f'(x) > 0 und x; < x; folgt f(x;) > f(x;). Ist f'(x) > 0, so folgt f(x;) > f(x7). Der

Beweis von (b) ist vollig analog. O

Folgerung 32.13. Seien f,g: [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Gilt f'(x) =
g'(x) fiir alle x € (a,b), so gibt es eine Konstante C € R mit g = f+ C. Inbesondere: Ist
f'(x) =0 fiir alle x € (a,b), so ist f konstant.

Beweis. Sei h := g — f: [a,b] — R. Dann ist h stetig und h differenzierbar mit h'(x) = 0
fiir alle x € (a,b). Nach Folgerung 32.12 ist h sowohl monoton wachsend als auch monoton

fallend, also konstant. [l
Beispiel 32.14. Fiir x € (-5, 7) ist cos(x) > 0; wir definieren die Tangens-Funktion

durch tan(x) = EE;((’;)) Mit der Quotientenregel folgt, dass tan differenzierbar ist mit

, sin’(a) cos(a)—sin(a)cos’(a)  sin(a)?+ cos(a)? 1
tan’(a) = > = 5

5 flir a € (—%, %)

cos(a) cos(a) - cos(a)

Wegen 1 = cos(a)? + sin(a)? kénnen wir dies auch als tan’(a) = 1 + tan(a)? schreiben;
insbesondere ist tan’(a) > 0. Nach Folgerung 32.12 ist tan streng monoton wachsend auf
(=%, 5). Fiir x € (0, 3) ist sin(x) > 0; fiir x € (-7, 0) ist sin(x) < 0; aukerdem ist sin(£7) =
+1 und cos(+%) = 0. Daraus folgt lim tan(x) = £oo. Also ist tan: (—3,5) — R bijektiv

272
x—+7/2
und wir erhalten die stetige Umkehrfunktion arctan: R — (-7, 7) mit liin arctan(x) = £7.
X— 00

Beispiel 32.15. Sei f(x) := x> — 5x*> + 1 fiir x € R. Welches sind die Nullstellen und die
lokalen Extrema von f ? Dazu bestimmen wir die kritischen Punkte von f sowie die Bereiche
von R, auf denen f monoton wachsend bzw. fallend ist (Stichwort “ Kurvendiskussion”).
Es gilt f'(x) = 5x* — 10x = 5x(x* — 2). Fiir g(x) := x> — 2 ist g’(x) = 3x* > 0 fiir x # 0,
damit g streng monoton wachsend auf Ry und auf R.y, also auf ganz R. Daher hat g nur
eine reelle Nullstelle, nimlich v/2. Folglich hat f genau 2 kritische Stellen, 0 und v/2.

Fiir x < 0 ist auch x> —2 < 0, also f/(x) > 0 und damit f streng monoton wachsend.
Wegen lim f(x) = —oo (siehe Beispiel 31.15(b)) und f(0) = 1 > 0 gibt es im Bereich
(—o0, O)Xgerizmu eine reelle Nullstelle. Wegen f(—1) = —5 < 0 ist diese im Intervall (—1,0) zu
finden. Analog ist f streng monoton wachsend fiir x > v/2. Wegen f(v/2) = —3 \3/22 +1<0
und Xl_i}gloo f(x) = +oo gibt es im Bereich (v/2,+0c0) genau eine reelle Nullstelle. Wegen
f(3/2) = —85/32 und f(2) = 13 > 0 ist diese im Intervall (3/2,2) zu finden. Schlielich ist f
streng monoton fallend fiir 0 < x < v/2. Wegen f(0) > 0 und f(v/2) < 0 gibt es im Bereich
(0, v/2) genau eine weitere reelle Nullstelle. Wegen f(1) = —3 ist diese im Intervall (0, 1).

Jetzt sehen wir auch, dass an der Stelle O ein lokales Maximum von f vorliegt, und an der
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Stelle v/2 ein lokales Minimum. Beachte: Wegen liin f(x) = £oo sind dies keine globalen
X—x 00

Extrema. Zum Beispiel mit Sage erhilt man ein anschauliches Bild des Graphen von f mit
sage: plot(x~5-5%x~2+1,-1.5,2)}

33. Berechnung von Ableitungen und Stammjfunktionen

In diesem Abschnitt behandeln wir einige weitere, und sehr niitzliche Regeln zum Berechnen
von Ableitungen; insbesondere werden wir am Fnde simtliche Formeln in Tabelle 4 nach-
vollziehen kénnen. Aufserdem betrachten wir das Umkehrproblem, d.h., die Frage, wie man

zu einer gegebenen Funktion f eine differenzierbare Funktion F finden kann mit F' = f.

Satz 33.1 (Kettenregel). Seien f: D — R und g: E — R mit f(D) C E; wir kénnen also
die Hintereinanderausfihrung gof: D — R bilden. Sei a € D. Ist f differenzierbar in a und g
differenzierbar in f(a) € E, so ist g o f differenzierbar in a mit (go f)'(a) = f/(a)g’(f(a)).

Beweis. Siehe zum Beispiel §5.2.5 im Buch von Glosauer. O

Beispiel 33.2. (a) Sei ¢ € R fest und f(x) := exp(cx) fiir x € R. Dann ist f = expog
mit g(x) := cx fiir alle x € R. Mit der Kettenregel und Beispiel 32.4(a) folgt also f'(x) =
g'(x) exp(g(x)) = cexp(cx) = cf(x) fiir alle x € R.

(b) Sei f: [=1,1] — R definiert durch f(x) := /1 —x? fiir x € [—1,1]. Dann ist f(x) = \/g(x)
mit g(x) :=1—x? und g’(x) = —2x. Mit der Kettenregel und Beispiel 32.4(b) folgt f'(x) =
g’'(x)/(24/g(x)) = —x/v/1 —x? fiir x € (—1,1).

(c) Sei f(x) := log(|x|) fir x € R\ {0}. Mit der Kettenregel und Beispiel 32.4(c) folgt hier
sofort f/(x) = 1/x fiir alle x € R\ {0}.

Definition 33.3 (Allgemeine Potenzfunktion). Sei a € R, a > 0. Dann definieren
wir exp,: R — R.o durch exp,(x) = exp(log(a)x) fiir alle x € R. Wir schreiben auch
kurz a* := exp,(x) fiir x € R. Aus der Funktionalgleichung fiir exp ergeben sich sofort die
folgenden Regeln, fiir alle x,y € R und myn € N mit m > 2:

AV =aav, (a)¥=a¥, a“*=aa--a (nFaktoren), a¥™= Vam
Ist « € R fest, so erhalten wir analog eine Funktion pow, : R.y — R.o mit pow,(x) =
exp(aclog(x)) fiir x € Ruo. Es gilt dann x* = exp, () = pow,(x) fiir x > 0.
Fiir n € N, n > 2, ist zum Beispiel pow, ,,(x) = x!/™ = /x fiir x > 0.
Mit der Kettenregel und der Formel exp’ = exp folgt, dass exp, differenzierbar ist auf R,

mit exp, (x) = log(a) exp,(x) fiir alle x € R. Ebenso ist pow, differenzierbar auf Ry, mit

pow/(x) = alog’(x) exp(axlog(x)) = oox 'x* = ox™"! fiir x > 0.
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TABELLE 4. Ableitungsformeln

f(x) =c (x€R,ce€Rfest) = f'(x)=0,

f(x)=x" (xeR,neNfest) = f'(x)=nx"",
1 —n
f(x) = x” (x #0,n € Nfest) = f'(x)= poeay
1
flx) = ¥x (x>0mn>2fest) = f(x)= —~ Vx
flx) =x* (x>0,x €Rfest) = f'(x)=ax*"
exp’(x) = exp(x), sin’(x) = cos(x), cos’(x) = —sin(x) (x € R),
exph(x) =log(a) exp,(x) (x € R,a > 0 fest), log/(x) = % (x > 0),
arcsin’(x) = ] (x| < 1), arccos’(x) = ! (Il < 1),
1 —x2 1—x2
1 1
/ _ s / —
tan’(x) = 052 (xI < 3, arctan’(x) 21 (x € R),
1
sinh’(x) = cosh(x) (x € R), Arsinh’(x) = (x € R),
x2+1
1
cosh’(x) =sinh(x) (x € R), Arcosh’(x) = x> 1),
(x) (x) ) (x) Vo ( )
1
h/ = —— R A h/ = .
tanh’(x) cosh ()2 (x € R), rtanh’(x) T (x| < 1)

1
Beispiel 33.4. Es gilt lim og(n)

=0 und lim Yn=1.

n—oo n n—oo
Dazu: Nach obigen Regeln ist n = /n’ = exp (2) = exp(2log(y/m)), also log(n) =
2log(y/n). Fiir n > 1 ist auch v/n > 1 und damit exp(yn —1) > y/n; also 2(yn —1) >
2log(y/n) = log(n). Damit erhalten wir 0 < login) < 2\/71_1 = 2(# — 1). Die rechte

n

Seite ist eine Nullfolge, also folgt lim loen) — 0. Schlieflich erhalten wir Yn = n/m =

n—oco "

exp (log(n)/n) — exp(0) =1 fiir n — oo (mit der Stetigkeit von exp).

Satz 33.5 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion). Sei f: D — R injektiv und E :=
f(D) C R; dann kinnen wir die Umkehrfunktion f7': E — R bilden. Ist f differenzierbar in
ac D mit f'(a) #0, und 1 stetig in b:=f(a) € E, so ist £~ differenzierbar in b mit

1
) (b) = = .
() (®) f'(a)  f(f'(b))
Beweis. Siehe zum Beispiel §15, Satz 3 im 1. Band des Buches von Forster. O

Beispiel 33.6. Nach Definition 31.12 ist log = exp~': R.o — R. Wir haben dort auch
bemerkt, dass log stetig auf R, ist. Also folgt nun



54 Mathematik II (inf, swt, msv)

/ — ] == ]
log'(b) = exp’(log(b))  exp(log(b))

Analog folgt fiir alle b € (—1,1):
] B ] B ] o
sin’(arcsin(b))  cos(arcsin(b)) /1 —sin(arcsin(b))? V1 — b2’

sowie auch die Formel fiir arccos’ in Tabelle 4. Die Formel fiir arctan’ ergibt sich sofort aus

fiir alle b > 0.

1
b

arcsin’(b) =

der Formel fiir tan’ in Beispiel 32.14. Fiir die restlichen Formeln in Tabelle 4 sieche Ubungen.

Die Hyperbel-Funktionen sinh, cosh und tanh sind definiert durch

sinh(x) := %(exp(x) — exp(—x)), cosh(x) := %(exp(x) + exp(—x)),
sinh(x)  exp(2x) —1
cosh(x) - exp(2x) + 1
Die Funktion sinh ist eine Bijektion von R nach R, die Funktion cosh eine Bijektion von R,

fiir alle x € R.

tanh(x) :=

nach R>; und tanh eine Bijektion von R nach (—1,1); die Umkehrfunktionen werden mit
Arsinh: R — R, Arcosh: R5; — R und Artanh: (—1,1) — R bezeichnet. (Siehe Ubungen.)

Mit Hilfe der obigen Regeln und Tabelle 4 ist es in den meisten Féllen relativ leicht moglich,
die Ableitungen von Funktionen zu bestimmen, die durch konkrete Formeln gegeben sind.
In Sage gibt es dazu die Funktion diff; zum Beispiel:

sage: diff(sin(x~3) ~4xsqrt(1-x~2),x)

12xsqrt (-x~2 + 1)*x~2*cos(x~3)*sin(x~3)"3 - x*sin(x~3)"4/sqrt(-x~2 + 1)

Wesentlich komplizierter ist das Umkehrproblem, auf das wir jetzt eingehen.

Definition 33.7. Gegeben sei f: D — R. Eine Funktion F: D — R heift Stammfunktion
von f (englisch: “antiderivative”), wenn F differenzierbar ist mit F'(x) = f(x) fiir alle x € D.
Nach Folgerung 32.13 ist F (falls F existiert) “fast” eindeutig bestimmt; genauer: Ist D ein
Intervall und G: D — R eine weitere Stammfunktion von f, so gibt es eine Konstante C € R
mit G = F+ C. Das Auffinden einer Stammfunktion wird auch als “Integration” bezeichnet;

eine Erklarung fiir diese Bezeichnung erfolgt im néchsten Abschnitt.

Beispiel 33.8. (a) Mit Tabelle 4 kann man fiir einige Funktionen leicht eine Stammfunktion
angeben. Ist zum Beispiel n € Ny und f(x) = x™ fiir alle x € R, so ist eine Stammfunktion
’f: fiir alle x € R. Ist f(x) = J—( fiir alle x € R\ {0}, so ist eine
Stammfunktion gegeben durch F(x) := log(|x|) fiir alle x € R\ {0}. Das zweite Beispiel zeigt

gegeben durch F(x) :=

allerdings bereits, dass Stammfunktionen im Allgemeinen “komplizierter” zu werden scheinen
als die gegebene Funktion selbst. Wenn wir log noch nicht definiert hétten (als Umkehrfunk-
tion der nicht ganz so elementaren Funktion exp), so hitten wir hier keine Chance, eine

Stammfunktion der so einfach aussehenden Funktion f(x) = J—( zu finden!
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(b) Sei nun f(x) := v/1 —x2 fiir x € [~1,1]. Aus Tabelle 4 ist nicht direkt ein Kandidat fiir
eine Stammfunktlon ersichtlich. Aus der Tabelle konnte man aber zumindest auf die Idee
kommen, dass arcsin eine Rolle spielen sollte. In Sage gibt es die Funktion integral, die
Stammfunktionen bestimmt. In diesem Fall erhalten wir:

sage: integral((1-x~2)"(1/2),x)

1/2*sqrt(-x~2 + 1)*x + 1/2%arcsin(x)
Setzen wir F(x) := —xm +1 arcsm x) fiir x € [—1,1], so kénnen wir natiirlich leicht
nachpriifen, dass F dlfferenmerbar ist mit F/(x) = f(x) fiir alle x € [—1,1].

Die wirkliche Frage ist also: Wie hat Sage das obige F gefunden? Dazu gibt es einen ziemlich
ausgekliigelten Algorithmus; siehe Chapter 12 in

K. O. GEDDES, S. R. CzAPOR AND G. LABAHN, Algorithms for Computer Algebra, Kluwer
Academic Publications, 1992 (oder https://en.wikipedia.org/wiki/Risch_algorithm).

Wir behandeln hier nur einige Spezialfille und elementare Teilaspekte des Algorithmus.

Beispiel 33.9 (Umkehrung der Produktregel, oder “partielle Integration”). Sei f: D — R.
Seien u,v: D — R differenzierbar, so dass die Werte von f durch die Formel f(x) = u(x)v'(x)
fiir alle x € D gegeben sind. Ist G eine Stammfunktion von 1 - v, so ist F:=uw-v — G eine
Stammfunktion von f (wie sofort aus der Produktregel folgt). — Drei Beispiele:

(a) Sei f(x) := xsin(x) fiir x € R. Dann gilt f = w-v' mit u(x) = x und v(x) = — cos(x). Nun
ist u’'(x)v(x) = —cos(x), also ist G(x) := —sin(x) eine Stammfunktion von u’ - v. Folglich

ist F(x) = u(x)v(x) — G(x) = —xcos(x) + sin(x) eine Stammfunktion von f.

(b) Sei f(x) := log(x) fiir x € R.y. Dann gilt f =w-v' mit u(x) = log(x) und v(x) = x. Nun
ist W' (x) = 1/x und u’'(x)v(x) = x/x = 1; also ist G(x) := x eine Stammfunktion von u’ - v.
Folglich ist F(x) = u(x)v(x) — G(x) = xlog(x) — x eine Stammfunktion von log(x).

(c) Sei f(x) :== 1 —x% Dann gilt f(x) = uw-v' mit u(x) := v/1 —x? und v(x) = x. Nun ist

"(x) = —x/v/1 —x2, also
, e SR e —5 1
g(x) :=u'(x)v(x) = N V1—x2 Vi

Nehmen wir nun an, F; sei eine Stammfunktion von f. Mit Tabelle 4 sehen wir, dass

G( ) = F(x) — arcsin(x) eine Stammfunktion von g ist. Also ist auch Fy(x) := u(x)v(x) —
= xv/T —x2 —F;(x) 4 arcsin(x) eine Stammfunktion von f. Nun gibt es eine Konstante
C € R mit F, = F1 + C. Also folgt Fi(x) + C = xv/1 —x2 — ) + arcsin(x) und damit
= lxm—k T aresin(x) — Q Nachdem wir diesen Kandldaten gefunden haben, kon-
nen wir auch direkt nachpriifen, dass durch F(x) := —xm + arcsin(x) tatséchlich eine

Stammfunktion von f gegeben ist, wie bereits vorher von Sage gefunden.
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Beispiel 33.10 (Kettenregel “riickwérts”). Sei f: D — R so, dass die Werte durch eine
Formel der Form f(x) = @'(x)g(@(x)) fiir x € D gegeben sind, wobei @: D — R und
g: E — R differenzierbar sind mit @(D) C E. Ist G eine Stammfunktion von g, so ist

F := Go eine Stammfunktion von f (wie sofort aus der Kettenregel folgt). — Zwei Beispiele:

(a) Sei f(x) = xsin(x?) fiir x € R. Mit @(x) := x*> und g(x) := sin(x)/2 sind wir genau in
der obigen Situation. Nun ist G(x) = —cos(x)/2 eine Stammfunktion von g; also ist durch

F(x) := —cos(x?)/2 eine Stammfunktion von f gegeben.

(b) Seien a,b € R mit a # 0 und f(x) = g(ax+b) fiir x € D, wobei g: E — R differenzierbar
ist mit ax + b € E fiir alle x € D. Ist G eine Stammfunktion von g, so ist durch F(x) :=

a~'G(ax + b) eine Stammfunktion von f gegeben.

Bemerkung 33.11. Die obigen Verfahren (und Verfeinerungen davon) funkionieren in vie-
len Fallen, aber nicht immer: Es gibt Funktionen, von denen man zeigen kann, dass sie eine
Stammfunktion besitzen, aber auch, dass es keine geschlossene Formel fiir diese Stamm-
funktionen geben kann. Nach Beispiel 12.15 im oben genannten Buch von Geddes et al.
ist f(x) = exp(—x?) eine solche Funktion. Die Stammfunktionen solcher Funktionen sind
dann sozusagen “neue” Funktionen, die man — je nach Interesse oder Wichtigkeit — zum

Sortiment der iiblicherweise bekannten Funktionen (wie exp, sin, cos, ...) hinzufiigen muss.

Bemerkung 33.12. Sei (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen und f: D — R die zugehérige
Potenzreihe, also f(x) = )~ a,x™ fiir alle x € D. Sei Ry der Konvergenzradius von f; siehe
Satz 29.1. Dann ist f differenzierbar auf (—Ry, Rg) und es gilt

f'(x) = Z na,x™"! fiir alle x € (—Ry, Ro).
n=1
Aufserdem besitzt f eine Stammfunktion, gegeben durch
F(x) := é nci: ; X" fiir alle x € (—Ro, Ro).

Ableitung und Integration von Potenzreihen diirfen also einfach “gliedweise” ausgefiihrt wer-
den. (Fiir einen Beweis siehe zum Beispiel Anhang A im Buch von Haggarty.) Damit erhélt

man auch sehr leicht die Formeln in Satz 32.6.
| Ab hier Woche 9|
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Winkel im Bogenmafi, 44

Zwischenwertsatz, 41

Mathematik II (inf, swt, msv)
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