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Dies ist das Skript zur Vorlesung Mathematik I (fiir inf, swt, msv) im Wintersemester 2021 /22
(V4U2, 15 Wochen). Eines der Hauptziele ist natiirlich die Vermittlung von Grundwissen
und Rechenfertigkeiten in der Mathematik. Etwas genereller geht es auch um die Vermittlung
einer mathematischen Denkweise fiir Studierende, deren erstes Fach nicht Mathematik selbst

ist aber wo diese Denkweisen dennoch eine wichtige Rolle spielen.

Dazu gehort es zu lernen, wie man mathematische Sachverhalte formal korrekt aufschreibt
und diese beweist, also ihre Richtigkeit nach logischen Prinzipien herleitet. Dies sind iibri-
gens Fahigkeiten, die sich auch beim Programmieren (und in diversen anderen Situationen)
als sehr hilfreich erweisen! Auferdem sollen natiirlich Beispiele fiir die Niitzlichkeit von ma-

thematischen Konzepten in Anwendungen gegeben werden.

Die Gebiete, die in diesem Skript behandelt werden, umfassen Lineare Algebra (Matrix-
Theorie), die ersten Grundlagen zur Analysis (reelle und komplexe Zahlen), sowie diskrete
algebraische Strukturen (zum Beispiel das “binére” Zahlensystem {0, 1} mit 141 = 0). Ganz
am Anfang gibt es zunédchst eine kurze Einfiihrung in die Mengenlehre und mathematische
Logik. Bei der Auswahl des konkreten Stoffes habe ich mich an den Skripten von Herrn
Kiinzer und Herrn Lesky aus fritheren Semestern orientiert und auch explizit weite Teile

daraus {ibernommen. Allerdings gibt es hier und da Anderungen in der Présentation.

Im Durchschnitt werden pro Woche etwa 7 Seiten dieses Skriptes behandelt. (In den einfiih-

renden Abschnitten am Anfang etwas mehr.)

Mein Dank an Herrn Rainer Haukling fiir die regelméfsigen Listen mit Druckfehlern und

Verbesserungsvorschlagen.

Kommentare sehr willkommen! (Insbesondere weitere Druckfehler, sonstige Unklarhei-

ten, Verbesserungsvorschlige etc.)

Stuttgart, Oktober 2021
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Kapitel I: Grundlagen

Mathematik beruht auf den Grundpfeilern Mengenlehre und Logik. Wir kénnen und wollen
hier keine formale Einfiihrung in die abstrakte Mengenlehre und mathematische Logik geben.
(Dazu wére eine eigene Vorlesung notig, die auch in einem Mathematik-Studium oft erst
spater angeboten wird, wenn {iberhaupt.) Fiir den Anfang und die meisten Zwecke geniigt
es, sich auf einige grundlegende Sprech- und Schreibweisen zu verstdndigen, mit denen wir

im weiteren Verlauf mathematische Sachverhalte prézise formulieren und beweisen kénnen.

1. Mengen und Aussagen

Eine Menge ist fiir uns einfach eine Zusammenfassung von bestimmten Objekten, die als
Elemente der Menge bezeichnet werden. Eine solche Zusammenfassung wird durch ge-

schweifte Klammern { ... } bezeichnet, zum Beispiel:
S ={ alle Einwohner von Stuttgart },
N ={1,2,3,4,...} die natiirlichen Zahlen,
No ={0,1,2,3,4,...} die natiirlichen Zahlen mit 0,
7 ={0,1,—1,2,—-2,3,—-3,...} die ganzen Zahlen.
Mengen kénnen also nur eine bestimmte Anzahl von Elementen enthalten (wie im 1. Beispiel)
oder auch unendlich viele Elemente (wie im 2., 3. und 4. Beispiel).
Schreibweisen:

"a € A” bedeutet: Das Objekt a ist ein Element der Menge A;
analog bedeutet "a ¢ A”, dass a nicht zu A gehort.

"A C B” bedeutet: Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge B, und dies wiederum bedeu-

tet, dass jedes Element von A auch ein Element von B ist.

"A = B” bedeutet: Die Menge A enthélt die gleichen Elemente wie die Menge B, oder anders
ausgedriickt: Es gilt A C B und B C A.

Zum Beispiel gilt =5 ¢ N und N C Z. Ist A C B und A # B, so schreiben wir A ; B.
Das Symbol 7@” steht fiir die leere Menge, also die Menge, die iiberhaupt kein Element
enthélt. Wir konnen dies auch mit {} bezeichnen. Es gilt @ C A fiir jede Menge A.

Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz (auf deutsch, englisch oder in sonst irgendeiner

Zeichensprache), der entweder wahr oder falsch ist.
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BEISPIEL: Der Satz "Der 19.10.2021 ist ein Dienstag” ist eine wahre Aussage. Aber der Satz

"Bitte stellen Sie Fragen, wenn etwas nicht klar ist” ist keine Aussage.

Natiirlich ist ein in der mathematischen Zeichensprache verfasster Satz wie "1 + 1 = 3” eine

Aussage, die in diesem Fall falsch ist.

Beachte: Es kann dabei sein, dass wir vielleicht nicht wissen, ob die fragliche Aussage nun
wahr oder falsch ist, oder dass es extrem schwierig ist, die Antwort zu finden; es kommt nur

darauf an, dass etwas gesagt wird, das entweder wahr oder falsch ist. — Beispiele:
e "Es gibt Aufserirdische”.
o 2277BX _ 1 (eine Zahl mit 23249425 Ziffern) ist eine Primzahl.

Mengenbildung mit Aussagen: Gegeben sei eine Menge A und, fiir jedes a € A, eine
Aussage P(a). Dann konnen wir die Menge aller derjenigen a € A bilden, fiir die P(a) wahr

ist, und dies ist eine Teilmenge von A; in Zeichen:
{a € A|P(a) ist wahr} C A.
BEISPIEL: Sei A die Menge aller Anwesenden im Horsaal V47.01. Fiir jedes a € A sei P(a)

die Aussage: ”a tragt einen blauen Pullover”. Dann ist also {a € A | P(a) ist wahr} genau

die Menge der hier Anwesenden, die einen blauen Pullover tragen.

Hier sehen wir auch die Niitzlichkeit der leeren Menge: Trégt namlich niemand einen blauen
Pullover, so ist {a € A | P(a) ist wahr} = &.
BEISPIEL: Sei A = N und P(n) die Aussage: "n ist eine gerade Zahl”. Dann ist also
{n € A|P(n) ist wahr} ={2,4,6,8,...}
die Menge der geraden Zahlen.

Beachten Sie: Es ist offenbar egal, ob wir P(a) oder P(n) schreiben, denn das Symbol ”a”
bzw. "n” ist hier ja nur ein Platzhalter (also so etwas wie eine lokale Variable beim Program-

mieren), der auf ein Element von A verweist.

Sei nun Q(n) die Aussage: "P(n) ist falsch”. Dann ist
{ne Al Q(n) ist wahr} ={n € A | P(n) ist falsch} ={1,3,5,7,...}

die Menge der ungeraden Zahlen.
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Verkniipfung von Aussagen.
Ist P eine Aussage, so wird mit —P die Negation von P bezeichnet.
Beispiel: Ist P : "Heute ist Dienstag”, so ist =P die Aussage "Heute ist nicht Dienstag”.
Sind P und Q Aussagen, so erhalten wir neue Aussagen durch folgende Verkniipfungen:
"PV Q” ist die Aussage: "P ist wahr oder Q ist wahr oder beide sind wahr.”
"P A Q7 ist die Aussage: "P ist wahr und Q ist wahr.”

"P = Q7 ist die Aussage: "Aus P folgt Q” oder anders ausgedriickt: "Wann immer P wahr

ist, so muss auch Q wahr sein.”

Es ist manchmal niitzlich, diese Verkniipfungen durch Wahrheitstabellen zu beschreiben,
die angeben, welchen Wahrheitswert die Verkniipfung in Abhéngigkeit von den méoglichen

Kombinationen der Wahrheitswerte von P und Q hat, also etwa:

P P P Q PVQ PAQ P=0Q
10 11 1 1 1
0 1 10 1 0 0
0 1 1 0 1
0 0 0 0 1

(wobei 1 fiir “wahr” steht und 0 fiir “falsch”). Vielleicht kommt Thnen die letzte Spalte etwas
ungewohnt vor! Dazu beachten Sie, dass aus falschen Aussagen durchaus wahre Aussagen

gefolgert werden konnen; es geht ja nur darum, dass die Folgerung als solche korrekt ist.
Beispiel: Fiir a,b € Z ist die folgende Verkniipfung eine wahre Aussage:

a=b = da’=DbA
Beweis: Wenn a = b gilt, so kénnen wir im Produkt a? = a - a beide Faktoren durch b
ersetzen und erhalten b - b = b?, also die rechte Seite.

Nehmen wir konkret a =2 und b = —2, so ist a = b” falsch, aber "a? = b?” wahr; nehmen
wir a =2 und b = 3, so ist "a = b” falsch und auch "a? = b?” falsch. Aber der obige Beweis

ist natiirlich immer richtig, egal in welcher Beziehung a und b zueinander stehen.

Das Beispiel a = 2, b = —2 zeigt auch, dass die Umkehrung “a? = b? = a = b” falsch ist.

Allgemein sagen wir, dass P und Q dquivalente Aussagen sind (in Zeichen: "P & Q7),
wenn sowohl "P = Q” als auch "Q = P” wahr sind.

Wir driicken dies auch so aus, dass P genau dann gilt, wenn Q gilt.
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Mit Hilfe der Werte in den entsprechenden Wahrheitstabellen stellen Sie sofort fest:

e "P & Q7 ist dquivalent zu: Entweder P, Q beide wahr oder beide falsch.
e "P = Q7 ist dquivalent zu: ”(—P) V Q.
e "P = Q7 ist auch dquivalent zu: ”(—Q) = (—P)".

Letztere Verkniipfung heifst Kontraposition.

Weitere Konstruktionen zum Bilden neuer Mengen: Seien A, B zwei Teilmengen

einer Menge M. Dann ist die Durchschnittsmenge von A und B ist definiert durch
ANB:={xeM|xeAAx € B}
dieser besteht also genau aus den Elementen, die sowohl in A als auch in B enthalten sind.

Hierbei (und auch sonst in diesem Skript) steht der Doppelpunkt in ”:=" fiir eine Definition:
Es wird keine Gleichheit behauptet, sondern das Symbol A N B” ist lediglich ein Name fiir

die Menge auf der rechten Seite.

Die Vereinigungsmenge von A und B ist definiert als
AUB:={xeM|xe AVxeB}

diese besteht also genau aus den Elementen, die in A oder in B enthalten sind (oder sowohl

in A als auch in B). Das Komplement von B in A bezeichnet ist definiert als
A\B:={x €A |x B} (oft auch A€ geschrieben).

Schlieflich konnen wir zu jeder Menge A auch ihre Potenzmenge P(A) bilden, d.h., die

Menge aller Teilmengen von A.

Zum Beispiel besteht die Potenzmenge von A ={1,2,3} aus 8 Elementen:

PA) ={g, {1}, {2}, {3} {1,2}, {1,3} {2,3}, {1,2,3}}.
Hier gilt dann etwa {1,2} € P(A) und {@,{1}} € P(A), d.h., Mengen kénnen auch selbst

wieder Elemente von anderen Mengen sein.

EIN ETWAS KOMPLEXERES BEISPIEL: Sei A eine nicht-leere Menge und B eine beliebige
Teilmenge von P(A), d.h., B ist eine Menge von Teilmengen von A. Dann konnen wir die

Vereinigung aller X € B bilden.

Dies wird mit obigen Mengenbildungsprinzipien wie folgt begriindet. Betrachte fiir a € A
die Aussage P(a): “Es gibt ein X € B mit a € X".

Dann ist UX::{aeAlesgibteinXEBmitan}
XeB
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Konkretes Beispiel: A = Menge aller Menschen auf der Erde.
B = {{ Menschen in Deutschland}, {Menschen in Frankreich},

{Menschen in Polen}, ...usw. fiir alle (nur noch) 27 Lander der EU}.

Dann ist U X = {alle Menschen in der EU}.

XeB
Quantoren: Dies sind die mathematischen Kurzzeichen 4, welches fiir "es existiert” steht,
und V, welches fiir "fiir alle” steht. Beispiele:

Die Aussage "Es gibt eine natiirliche Zahl n mit n® = 8” lisst sich kurz schreiben als:
IneN:n’=38.

Die Aussage "Das Quadrat einer beliebigen ganzen Zahl ist entweder 0 oder positiv” lésst

sich kurz schreiben als: YneZ:n*>0.

Etwas formaler: Gegeben sei eine Menge A und, fiir jedes a € A, eine Aussage P(a).

“Ya € A:P(a)” bedeutet, dass die Aussage P(a) fiir alle a € A wahr ist.

“Ja € A:P(a)” bedeutet, dass es (mindestens) ein a € A gibt, fiir welches P(a) wahr ist.
Fiir die Negation von Aussagen mit Quantoren gilt:

-(VaeA:P(a)) & JacA:—Pla) und —(Ja€A:Pla)) & VaecA:—P(a)

Im Prinzip sollte man sdmtliche mathematischen Aussagen in dieser Vorlesung in einer For-
melsprache ausdriicken konnen, in denen nur Aussagen iiber Elemente in Mengen, Verkniip-
fungen von Aussagen und Quantoren vorkommen. Aber bei komplizierteren Sachverhalten
wird man der besseren Versténdlichkeit halber stets versuchen, diese Sachverhalte so weit

wie moglich in "normalen”, méglichst einpriagsamen Sétzen auszudriicken.

Schlieflich erwdhnen wir hier nur, dass man in logische Schwierigkeiten geraten kann, wenn
man die obigen Mengenbildungsprinzipien verlésst. Berithmtes Beispiel ist die Russell’sche
Antinomie; sieche dazu https://en.wikipedia.org/wiki/Russell’s_paradox. Man kann

so etwas auch in der Umgangssprache formulieren:

“Definieren wir einen Barbier als jemanden, der all jene und nur jene rasiert, die sich nicht

selbst rasieren. Frage: Rasiert der Barbier sich selbst?’

Nimmt man an, er rasiert sich selbst, so erhalt man einen Widerspruch; aber ebenso, wenn

man annimmt, er rasiert sich nicht selbst ...
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2. Beweistechniken und elementare Arithmetik

Wir stellen grundlegende Beweistechniken vor und illustrieren diese durch einige Beispiele, in
denen wichtige Aussagen iiber ganze Zahlen (die zum Teil bereits aus der Schule vertraut sein
mogen) mathematisch korrekt hergeleitet werden. Dabei setzen wir lediglich die Kenntnis der

Grundrechenarten fiir natiirliche und ganze (und spéter auch rationale) Zahlen voraus.

Definition 2.1. Seien n,m € Z. Wir schreiben n | m und sagen "n teilt m” oder ”m ist ein

Vielfaches von n”, wenn es ein a € Z gibt mit m = a - n.

Beispiele: 2 [ 6 (denn 6 =3-2), 5[0 (denn 0 = 0-5) und 3 1 10 (denn die positiven Vielfachen
von 3 sind 3,6,9,12,...).

Lemma 2.2 (oder auch “Hilfssatz”).
(a) Seien n,m,k € Z. Gilt n | m und m | k, so auch n| k.
(b) Seien n,m,k € Z und a,b € Z. Giltn | m undn |k, so auchn|(a-m+b-Xk).

Beweis. Dies ist ein Beispiel eines "Routine-Beweises”’, wo es darum geht, die Richtigkeit von

vorgegebenen Formeln durch einfaches Nachrechnen zu bestatigen.

(a) Nach Voraussetzung gibt es a,b € Zmit m=a-nund k=b-m. Dannist k=b-m =
b:-(a-n) = (b-a) n. (Hier haben wir benutzt, dass man Produkte von ganzen Zahlen

beliebig klammern darf.) Setzen wir ¢ =b - a € Z, so gilt also k = ¢ - n und damit n | k.

(b) Voraussetzung ist: n | m und n | k. Also gibt es ,v € Zmit m=u-nund k =v-n.
Dann ist

am+b-k=a-(un)+b-v-n)=(a-u)-n+(b-v):n=(a-u+b-v) n.
(Hier haben wir wiederum benutzt, dass man Produkte beliebig klammern darf; auferdem
haben wir eine Distributivregel verwendet, die besagt, dass man in einer Summe von zwei
Produkten gemeinsame Faktoren ausklammern darf.) Setzen wir ¢ = a-u+b-v € Z, so gilt

alsoa-m+b-k=c-nund damit n|(a-m+b-k). O (+ zeigt Ende des Beweises an)

Im Folgenden werden wir nicht mehr explizit wie im obigen Beweis erwdhnen, wenn wir eine
der iiblichen Regeln beim Rechnen mit ganzen Zahlen verwenden. Aufserdem lassen wir den

Punkt bei der Multiplikation der besseren Lesbarkeit wegen einfach weg.

Lemma 2.3. (a) Ist n € Ny ungerade, so ist auch n?* ungerade.

(b) Ist n € Ny so dass n? gerade ist, so ist auch n selbst gerade.

Beweis. (a) Da n ungerade ist, gilt n = 2m + 1 mit einem m € Nj. Damit erhalten wir
n?=02m+1)? =4m?+4m+1=22m? +2m) + 1. Setzen wir k = 2m? +2m € Ny, so gilt

also n? = 2k + 1, d.h., n? ist auch ungerade.
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(b) Folgt sofort aus (a) durch “Kontraposition”. Sei P die Aussage “n ist ungerade” und Q die
Aussage “n? ist ungerade”. In (a) wurde gezeigt, dass “P = Q” gilt. Kontraposition bedeutet,
dass dann auch “(—Q) = (—P)” gilt, also genau die Aussage in (b). O

Lemma 2.4 (Kiirzungsregel). Seien n,m,k € Z. Gilt k # 0 und kn = km, so folgt n = m.

Beweis. Wir betrachten die Aussagen P: “kn=km” und Q:“mn=m".

Um “P = Q” zu zeigen, kénnen wir auch genauso gut “(—Q) = (—P)” zeigen.

Nehmen wir also an, es gelte —=Q, d.h., es sei n # m. Dann ist n —m # 0 und k(n —m) #
0 (weil das Produkt von zwei ganzen Zahlen ungleich 0 wieder ungleich 0 ist). Nun ist

kn —km = k(n —m) # 0 also folgt kn # km, d.h., —=P. O

Beweise durch Kontraposition werden auch oft als “Widerspruchsbeweise” dargestellt. Man
nimmt dazu an, dass die gewiinschte Aussage falsch ist, und leitet dann daraus einen Wider-
spruch ab (d.h., eine Aussage, von der wir bereits wissen, dass sie falsch ist). Per Kontrapo-

sition ist damit die gewiinschte Aussage wahr. — Mehr Beispiele spéter ...

Satz 2.5. Sein € N. Dann gz’lt1—|—2—|—3+---+n:%n(n—|—1).

Beweis. Dies ist ein Beispiel eines Beweises, bei dem es nicht nur um routine-massiges Nach-

rechnen geht, sondern irgendeine Idee oder ein Trick verwendet werden muss.

Zum Umgang mit Summen fiihren wir zundchst die allgemeine Summenschreibweise ein:

n
Sind ay,...,a, ganze Zahlen, so schreiben wir: at+a+...+a,= Z a;.

i=1
Mit a; =1 fiiri=1,...,n wollen wir also eine Formel fiir folgende Summe finden:

S:=1+2+...+n:Zi.
i=1

Der "Trick” dieses Beweises besteht nun darin, auszunutzen, dass man die Reihenfolge in einer
Summe von ganzen Zahlen beliebig dndern kann. Also gilt auch S =n+(n—1)+...+2+1.

Der i-te Term in dieser Summe ist gegeben durch b; = n + 1 —1i; damit erhalten wir

n

S=Y b=) (mi1-0).
i=1

i=1
Nun bilden wir  2S=S+S=(a1+a;+...+a,)+(by+bs+...+by,)
=(a1+by)+(az+bz)+...+(a,+by) (noch einmal der Trick!)

n

=Y (ai+b)=) (i+(n+1-1))=> n+1)=n(n+1).
i=1

i=1 i=1

Damit ist 2S =n(n+1), also S = %n(n + 1), wie gewiinscht. O
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| Ab hier Woche 2|
Die folgende Eigenschaft von Ny erscheint intuitiv einsichtig; sie wird explizit als "Axiom”

formuliert, damit wir darauf verweisen und prézise damit argumentieren kénnen.

Axiom 2.6 (Peano’s Induktionsaxiom). Jede nicht-leere Teilmenge von Ny besitzt ein

kleinstes Element. Oder, anders ausgedriickt mit Hilfe der Formelsprache in §1:
VAePNy): A#0 = (EIaEA: (VbEA:agb)).

Zur Erinnerung: natiirliche und ganze Zahlen sind angeordnet
<4< 3<-2<-1<0<T1<2<3<4<...
Formal: Fiir a,b € Z gilt a < b, wenn es ein ¢ € Ny gibt mit b =a + c.

Zum Beispiel gilt kn > n fiir alle k,n € N.
(Denn: Ist k € N, soist k—1 > 0 und damit kn =n+ (k—1)n > n.)
0
>

Als erste Anwendung des obigen Axioms zeigen wir folgende Aussage:

Satz 2.7 (Teilen mit Rest). Sein € Z und m € N. Dann gibt es q,7 € Z mit n =qm+r
und 0 < v < m. Hier sind q,7 eindeutig bestimmt. (Ist n >0, so auch q = 0.)

Ist n = qm + 1 wie oben, so wird der “Rest” r auch mit n mod m bezeichnet. Diese “mod”
Funktion ist eine grundlegende arithmetische Operation; es gibt sie auch in den meisten

modernen Programmierspachen, zum Beispiel 17 % 5  in Python oder C.

BEISPIEL. Fiir die Division von 17 mit Rest durch 5 erhalten wir:
17=3-5+2, also g=3undr=2 ~» 17mod5=2.
(Dazu zieht man so lange 5 von 17 ab, bis noch etwas > 0 herauskommt.)
Fiir die Division von —17 mit Rest durch 5 erhalten wir:
—17=(-4) -5+ 3, also g=—4undr=3 ~ —17mod5=3.

(Dazu addiert man so lange 5 zu —17, bis man eine Zahl > 0 erhilt.)

Dieses “so lange ... bis” scheint intuitiv klar. Typischerweise bendtigt man allerdings das

Peano Axiom fiir einen formalen Beweis. Wir fiihren dies hier einmal explizit aus.

Beweis von Satz 2.7. Sei zuerst n > 0. Dann betrachten wir die Menge
A={reNy|dqeNy: r=n—qm}

Diese Menge ist nicht leer, denn z.B. kénnen wir g = 0 setzen und erhalten r=n—0-m =
n € A. Nach Peano besitzt A also ein kleinstes Element; sei dieses 15. Dazu gibt es ein

do € Ny mit 1o =n — qom. Es gilt also n = qom + 19 und vy > 0.
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Wir miissen noch zeigen, dass auch 1o < m gilt. Annahme, es wére 1o > m. Dann ist aber

r=n—(q+1Im=n—qgm-—m=ro—m >0, also auch r € A.

Aber r = 1) —m < 19, und damit Widerspruch dazu, dass 1y das kleinste Element von A ist.

Also war die Annahme falsch, d.h., es gilt n = qom + 1y mit o, 10 € Ny und 0 < 19 < m.

Sei nun n < 0. Dann ist —m > 0, also wissen wir bereits, dass es q;,17 € Z gibt mit

—n =¢gm-+71; und 0 < 1y < m. Dann ist n = (—q;)m — 1;. Ist 11 = 0, so sind wir fertig

(mit g := —qy und r:=1; =0). Ist 1y > 1, so erhalten wir
n=(qgm-r=(-q)m—m+m—r=(—q—1)m-+(m—r;).

Mit g:=—qi—lundr:=m—ryist n=gqm+ 1 und 1 <r < m, wie gewiinscht.

Nur zur Eindeutigkeit von q, r: Es gelte also auchn = ¢’m+r’' mit ¢/, v’ € Zund 0 < v’ < m.
Behauptung: q = q’. Annahme, dies wére falsch, also q # q’, d.h., ¢ < q’ oder q > q’. Sei
zuerst q < q'. Dann ist ¢’ —q > 0 und damit (' —q)m > m. Mit gm+r=n=q'm+1’
folgt auch r—1r’" = g'm—qm = (q'—q)m > m. Andererseits ist r—1r’ < v < m, Widerspruch.
Analog erhélt man einen Widerspruch fiir q > q’. Also war die Annahme falsch, d.h., es gilt

q = ¢’ und damit auch r=n—gqm=n—q'm=r". 0

Beispiel 2.8. Eine Anwendung: Priifziffern bei IBAN
(Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Internationale_Bankkontonummer)

Deutsche) Konto-Nr. 0356843503
(Deutsche) Konto-Nr ~ IBAN: DE1237010050 0356843503
Bankleitzahl (BLZ) 37010050 R T

“DE” steht fiir das Land, die “Priifziffer” 12 wird nach folgendem Verfahren berechnet:

e Schreibe BLZ, gefolgt von Konto-Nr., Land und 00: 370100500356843503DEQO.

' A B C D ... Z
e Wandle Buchstaben in Zahlen um: 10 11 12 13 ... 35

e Berechne 370100500356843503131400 mod 97 = 86; ziehe dies von 98 ab; Ergebnis
ist 12. (Falls Ergebnis einstellig, ergidnze fithrende Null.)

Weiteres Beispiel: Formeln zur Berechnung des Osterdatums ~» Ubung 2.

Zuriick zur allgemeinen Theorie. Seien d,n € Z gegeben mit d # 0 und n # 0. Gilt d | n,
so folgt natiirlich auch (—d) | n. Um alle Teiler d von n zu bestimmen, brauchen wir also
nur den Fall d > 0 zu betrachten. Sei nun d > 0. Aus d | n folgt offenbar auch d < |n| (=

Absolutbetrag von n); also hat n nur endlich viele Teiler. Sind n,m € Z mit n # 0 oder

m # 0 gegeben, so definieren wir
ggT(n, m) := max{a € N | a teilt n und a teilt m} “groffiter gemeinsamer Teiler”’.

Gilt ggT(n, m) = 1, so bezeichnen wir m und n als teilerfremd.
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Lemma 2.9 (Lemma von Bézout). Gegeben seien n,m € Z mit n # 0 oder m # 0. Dann
gibt es a,b € Z mit ggT(n,m) = an+ bm. Ist auch d’ € Z ein gemeinsamer Teiler von n

und m, so folgt d' | ggT(n, m).

Beweis. Ist n = 0 oder m = 0, so ist die Aussage sehr einfach zu sehen. (Ist z.B. n = 0
und m < 0, so ist —m = ggT(n,m) =0 -n+ (—1) - m.) Sei also jetzt n # 0 und m # 0.
Wir beschreiben einen Algorithmus, genannt (erweiterter) Euklidischer Algorithmus, zur
Bestimmung von ggT(n, m) und a,b € Z mit ggT(n, m) = an 4+ bm. Dazu berechnen wir

rekursiv eine endliche Folge von Tripeln (1, ay, by) fir k =0,1,2,3,..., wie folgt. Ist n > 0

und m > 0, so initialisieren wir 19 :=n, ap:=1, by:=0 und 17 :=m, a; :=0, by :=1.
(Ist n < 0, so setze 1y := —n,aqp := —1,by := 0; ist m < 0, so setze 11 := —m, a; := 0,
by := —1.) In jedem Fall gilt dann vy = ayn +bem > 1 und 1y = ¢y + bym > 1. Sei nun

k > T und 1y, ai, b; bereits konstruiert fiir 0 < i < k, wobei jeweils 1y = ayn+bym > 1 gelte.

Division mit Rest liefert

Tr—1 = qxTk + Tkt mit iy Tke1 € Z und 0 < 1 < Ty
dies definiert Ty;1; dann setze ayy1 := ax—1 —qxax und by = by —qxbx. Damit gilt wieder
Tyl = Tko1 — QiTk = (@ 4+ boym) — ge(an + bym) = agpmn + byym.

Dieses Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis 17 = 0 gilt. (Wegen 11 > 1, > ... > 0
muss es ein solches k geben. Hier ist wieder ein solcher Fall von “so lange ... bis”; {iberlegen
Sie sich selbst, wie man dies hier mit Hilfe des Peano Axioms formal rechtfertigt.) Dann
ist rx > 0 und 717 = qxTx. Im vorherigen Schritt ist 1, = qx_1Tk_1 + Tx; wegen Ty | T4
folgt also auch 1 | T_. Dies setzt sich entsprechend in alle vorherigen Schritte fort, also
gilt ¢ | 7 fiir 0 < i < k — 1. Insbesondere ist 1y | 1 = 1y und 1 | m = =71y, also
e < ggT(n,m). Wegen 1, = aqyn + bym folgt aber auch d | r fiir jeden gemeinsamen
Teiler d von n und m. Also ist ggT(n,m) = r, = ayn + bym. (Fir mehr Details siehe

https://en.wikipedia.org/wiki/Extended_Euclidean_algorithm). U

Sei zum Beispiel n = 1071 und m = 462. Dann initialisieren wir 19 = 1071, ap =1, bg =0

und 1y =462, a; =0, by = 1. Das obige Verfahren liefert nun nacheinander:
1o =1071=2-462 4+ 147 = qi7 + 12, also gy =2, 1, =147 und a; =1, by = -2,
= 462=3-147+21 =qr;+ 73, also g2 =3, 13 =21 und a3 =—3, b3 =7,
= 147=7-21+0 = Q373 + T4, also q3 =7, 14 =0.

Damit bricht das Verfahren bei k = 3 mit r3 = 21, a3 = —3, b3 = 7 ab und wir erhalten
21 = ggT(1071,462) = (—3) - 1071 + 7 - 462. Versuchen Sie, dieses Verfahren moglichst

effizient zu programmieren (in Python oder einer beliebigen anderen Programmiersprache).
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Als néchstes betrachten wir die rationalen Zahlen Q. Zur Erinnerung:

e Jedes x € QQ ldsst sich schreiben als Bruch x =n/m mit n € Z und m € N.

e Zwei solche Briiche n/m und n//m’ sind gleich, wenn es ein k € N gibt mit n’ = kn
und m’ = km, d.h., n/m entsteht aus n’/m’, indem der Faktor k im Zahler und im
Nenner gekiirzt wird. (Beispiel: x =2/3 =4/6 = 100/150.)

e Ist x =n/m € Q und teilt man den Zahler und Nenner durch ggT(n, m), so erhélt
man einen “gekiirzten” Bruch x = n//m’ mit n’ € Z, m’ € N und ggT(n’,m’) = 1.
(Im Beispiel oben ist 2/3 gekiirzt, 4/6 und 100/150 sind nicht gekiirzt.)

e Sei x € Q. Wir schreiben x > 0, falls x =n/m mit n € Ny und m € N.

Sind x,y € Q, so schreibe x <y fallsy—x >0 ~»  Anordnung von Q.

Hier ist nun das klassische Beispiel eines Widerspruchsbeweises.

Satz 2.10 (Euklid, etwa 3. Jahrhundert v. Chr.). Es gibt keine positive rationale Zahl
x € Q mit x> = 2.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt doch ein x € Q mit x > 0 und x?> = 2. Wir versuchen, einen

Widerspruch zu einer bekannten Aussage zu produzieren.

Wir nehmen eine gekiirzte Bruchdarstellung x = n/m mit n,m € N. Dann ist 2 = x* =
(n/m)? = n?/m?. Multiplizieren auf beiden Seiten mit m? ergibt 2m? = n?. Nun ist 2m?
gerade, also auch n?. Mit Lemma 2.3(b) folgt, dass n auch selbst gerade ist, also gilt n = 21
mit einem | € N. Dann ist aber 2m? = n? = (21)? = 41%. Hier kénnen wir eine 2 auf beiden
Seiten kiirzen (siehe Lemma 2.4) und erhalten m? = 21?. Wie vorher folgt, dass m? gerade
und dann auch m selbst gerade ist. Also sind n und m gerade, d.h., beide durch k = 2

teilbar, im Widerspruch zur Annahme, dass x = n/m gekiirzt ist. 0

3. Vollstandige Induktion und Primzahlen

In der oben formulierten Fassung ist Peano’s Induktionsaxiom oftmals etwas umsténdlich.

Sehr niitzlich ist folgende Variante.

Satz 3.1 (Vollstéandige Induktion). Sei ny € Ny fest und fiir jedes n € Ny mit n > ng eine
Aussage P(n) gegeben. Die folgenden beiden Voraussetzungen seien erfillt:

(I1) Induktionsanfang. P(ng) ist wahr.

(12) Induktionsschritt. Vn € Ny : (n = ng und P(n) wahr) = P(n+ 1) wahr.

Dann ist P(n) wahr fir alle n € Ny mit n > ny.

Beweis. Wir zeigen dies wieder mit einem Widerspruchbeweis. Angenommen, es gébe ein

n € Ny mit n > ny und so, dass P(n) falsch ist. Dann ist
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A={neNy|n=nyund P(n) ist falsch} # &.

Nach Peano’s Induktionsaxiom besitzt A ein kleinstes Element; sei dieses k. Wegen (I1) ist
k>ng. Dannist k—T>nound k—1¢& A, d.h., P(k—1) ist wahr.
Wende (I2) auf n = k — 1 an. Es folgt, dass auch P(k) wahr ist, Widerspruch. 0J

Als Beispiel geben wir einen neuen Beweis von Satz 2.5, wobei wir fiir n € N die folgende
Aussage betrachten:
Pm): T42+...+n=inn+1).

Startwert ist hier ng = 1. Wir miissen nun nachweisen, dass (I1) und (I2) erfiillt sind.

Zu (I1), Induktionsanfang: Ist n = ny = 1, so ist die linke Seite von P(1) gleich 1 und die
rechte Seite gleich %(1 +1) =1. Also ist P(1) wahr.

Zu (12), Induktionsschritt: Sei n € Ny mit n > ny = 1 beliebig. Wir nehmen an, dass P(n)

wahr ist und miissen dann zeigen, dass auch P(n + 1) wahr ist.

Beginnen wir mit der linken Seite von P(n + 1) und formen diese um:
1424 ... 4Mm+)=(0+24...4n)+n+1)
= %n(n +1)+ (n+1) (da P(n) als wahr vorausgesetzt ist),
=i +n)+32n+2)=3Mm*+3n+2).
Andererseits ist die rechte Seite von P(n + 1) gleich
I+ ((n+1)+1)=3n+1)(n+2)=3(n?+3n+2).
Also erhalten wir das gleiche Ergebnis wie voher; damit ist (12) gezeigt. Mit Satz 3.1 folgt

also, dass P(n) fiir alle n > 1 wahr ist.

Bemerkung 3.2. Wir sehen hier gleichzeitig eine Stirke und eine Schwéche der vollstéin-
digen Induktion. Ist bereits bekannt, was man zeigen will, so ist dies eine sehr effiziente
Beweismethode. Wenn man allerdings die Formel noch nicht kennt und erst herausfinden
muss, so benotigt man in der Tat einen "Trick” — wie im urspriinglichen Beweis von Satz 2.5.
Versuchen Sie etwa, Formeln fir 12 +2%+..-4n? und 1¥+2°+...+n® zu finden.
(Siehe dazu auch https://de.wikipedia.org/wiki/Faulhabersche_Formel)

Die folgende Variante der vollstdndigen Induktion ist ebenfalls sehr oft niitzlich.

Satz 3.3 (Starke vollstédndige Induktion). Sei ng € Ny fest und fiir jedes n € Ny mit n > ng
eine Aussage P(n) gegeben. Die folgenden beiden Voraussetzungen seien erfillt:

(SI1) P(ng) ist wahr.

(SI2) Yn € Ny : (P(m) wahr firng < m<n) = P(n) wahr.

Dann ist P(n) wahr fir alle n € Ny mit n > ny,.
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Beweis. Wir brauchen nur den Beweis von Satz 3.1 etwas zu verédndern. Angenommen, es
wire A :={n € Ny | n > ngy und P(n) ist falsch} # @&. Nach Peano besitzt A ein kleinstes
Element; sei dieses k. Wegen (SI1) ist k > ng. Sei nun m € {ng,no+1,...,k —1}. Dann ist
m ¢ A, d.h., P(m) ist wahr. Mit (SI2) angewandt auf n = k folgt, dass auch P(k) wahr ist,
Widerspruch. O

Definition 3.4. Sei n € N, n > 2. Dann heifst n eine Primzahl, wenn n nur durch 1T und
sich selbst teilbar ist.

Zum Beispiel sind 2,3,5,7,11 Primzahlen, aber 1 und 12 sind keine Primzahlen.

Satz 3.5 (Primfaktorzerlegung in N). Sein € N, n > 2. Dann ldisst sich 1 als Produkt von
Primzahlen schreiben; es gibt also v > 1 Primzahlen p1,P2y...,pr mit N = p1p2---Pr und

PrsSpP2<...<Pr

Beweis. (Starke Induktion mit ng = 2.) Fiir n > 2 betrachten wir die Aussage:

P(n): ’nist Produkt von Primzahlen”.
Wir miissen zeigen, dass die Voraussetzungen (SI1) und (SI2) erfiillt sind.
Zu (SI1): Sei also n =ny = 2. Da 2 eine Primzahl ist, ist n = 2 offenbar auch ein Produkt
von Primzahlen (mit nur einem Faktor).
Zu (SI2): Sei n > 2 und vorausgesetzt, dass P(m) wahr ist fir m = 2,3,...,n — 1. Wir
miissen dann zeigen, dass P(n) wahr ist. Dazu unterscheiden wir zwei Falle.
1. Fall: n ist selbst eine Primzahl. Dann ist (siehe oben) n offenbar auch ein Produkt von
Primzahlen (mit nur einem Faktor), also die Behauptung gezeigt.
2. Fall: n ist keine Primzahl. Nach Definition einer Primzahl bedeutet dies, dass n = ab gilt
mit a,b € Nund 2 < a,b <n—1. Nach Voraussetzung sind P(a) und P(b) wahr, also sind
a und b Produkte von Primzahlen. Wir schreiben a = p1p2---pr und b = 19z - - - s mit
T,s > 1 und Primzahlen p, g;.
Dann ist aber auch n = ab = pip2---p:qiqz- - - qs ein Produkt von Primzahlen (mit r + s

Faktoren). Schliefslich sortieren wir die Faktoren im Endprodukt der Grofe nach um. O

Satz 3.6 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Dies ist wieder ein klassisches Beispiel eines Widerspruchsbeweises. Angenommen, es
giabe nur endlich viele Primzahlen; seien diese p1,pa, ..., Pr-

Damit bilden wir N := pip---pr +1 € N.  (Dies ist der Trick des Beweises.) Es gilt
sicherlich N > 2/ also besitzt N nach Satz 3.5 eine Primfaktorzerlegung. In dieser kénnen
aber nur die Primzahlen py,...,p; vorkommen, und mindestens eine kommt vor. Es gibt
also ein i € {1,...,7} mit p; | N. Andererseits ist N —1 = pip2-- - py, also gilt p; | N — 1.
Mit Lemma 2.2(b) folgt dann aber auch p; | N— (N —1) =1, also p; = 1, Widerspruch. O
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Bemerkung 3.7. Fiir n € N sei p, die n-te Primzahl. Zum Beispiel p; =2, p, =3, p3 =5,
Ps=7, ..., Proo =541, ... Es ist keine allgemeine Formel bekannt, mit der man zu beliebi-
gem n die entsprechende Primzahl p,, berechnen konnte.

PIERRE DE FERMAT vermutete um 1640, dass F, := 22" +1 eine Primzahl ist fiir alle n € Ny.

n Fn
3 ok
1 5 ok
2 17 ok
3 257 ok
4 65537 ok
5 23241 =4294967297 nicht ok: 6416700417 (LEONHARD EULER 1732)

Es ist bekannt, dass Fs,...,Fs; keine Primzahlen sind. Fiir groffere Werte von m ist nicht

bekannt, ob F, eine Primzahl ist oder nicht.

Lemma 3.8 (“Lemma von Euklid”). Sei p € N eine Primzahl und seien a,b € N. Gilt
p | ab, so folgt p| a oder p|b.
Das Lemma von Euklid kommt in nahezu jeder Argumentation mit Primzahlen vor; es ist

genau das “richtige” technische Hilfsmittel.

Beispiel. In Lemma 2.3 haben wir gezeigt: “n ungerade = n? ungerade” und dann mit
Kontraposition geschlossen: “n? gerade = n gerade”. Mit dem Lemma von Euklid folgt dies

auch direkt: Ist n? gerade, so gilt 2 | n? = nn, also folgt 2 | n.

Beweis von Lemma 3.8. Seien a,b € N gegeben mit p | ab. Nehmen wir an, es gilt p 1 a.
Dann miissen wir p | b zeigen. Da p nur die Teiler 1 und p hat, ist ggT(p, a) = 1 oder p. Also
ggT(p,a) =1 wegen p 1 a. Nach dem Lemma von Bézout gibt es 1,s € Z mit 1 = rp+sa.
Multiplikation mit b ergibt b = rpb +sab. Wegen p | rpb und p | sab folgt mit Lemma 2.2,
dass auch p | rpb + sab = b gilt. O

Folgerung 3.9. Seip € N eine Primzahl, n € N und seien cy,...,c, € N.
Gilt p|cica - cn, so gibt es eini € {1,...,n} mit p | ¢;.

Beweis. (Vollstandige Induktion iiber n mit Startwert nyg = 1.) Induktionsanfang: Sein =1,

also ist nur eine Zahl ¢y gegeben mit p | ¢;. Dann gilt die Aussage. (Es ist nichts zu zeigen.)

Induktionsschritt: Sei n > 1T und angenommen, dass die Aussage bereits fiir n Zahlen gilt.
Dann miissen wir zeigen, dass sie auch fiir n+1 Zahlen gilt. Gegeben seien also cj,...,Cny1 €
N mit p | ci1cz...Cny1. Setze nun a := cic; -+ ¢,. Dann ist ¢icz- - Cny1 = acpyq und p |
acny1- Nach Lemma 3.8 folgt also p | a oder p | ¢i1. Im 2. Fall sind wir fertig. Im 1. Fall
gilt p | ¢1---cq, also gibt es nach Induktionsannahme ein i € {1,...,n} mit p | ¢;, und wir

sind wieder fertig. O
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Satz 3.10 (Hauptsatz der elementaren Arithmetik). Die Primfaktorzerlequng einer natiir-
lichen Zahlm > 2 (siehe Satz 3.5) ist eindeutig.

Beweis. (Starke Induktion mit Startwert no = 2.) Fiir n € N, n > 2, ist folgende Aussage
P(n) zu beweisen:
“Gegeben seien Primzahlen p; < p; <...<p,und q1 < q2 < ... < s (wobeir,s > 1)

mitn=pip2---pr=q1q2---qs. Dann gilt r=sund p; =q; fiir 1 <i < 1.

Induktionsanfang: Sei n = 2. Dann ist n selbst eine Primzahl, und die Aussage ist klar nach

Definition einer Primzahl.

Induktionsschritt: Sei n > 2 und angenommen, dass P(m) bereits gilt fiir alle m mit 2 <

m < m. Dann miissen wir zeigen, dass auch P(n) gilt. Ist n selbst eine Primzahl, so ist
die Aussage wieder klar nach Definition einer Primzahl. Sei also nun n keine Primzahl und
betrachten wir zwei Faktorisierungen wie oben:

(*)  m=pip2---Pr=qid2- Qs (mit s > 2).
1. Fall: p; = q;. Dann kénnen wir p; auf beiden Seiten kiirzen und erhalten m :=p,---p, =
g2 qs- Wegen 2 < m < n ist P(m) nach Induktionsannahme wahr, also r = s und p; = q;
fiir 2 <i<r. Daauch p; = q; gilt, ist also P(n) wahr.
2. Fall: p; < q7. Nun ist p; | pip2---Pr = q192--- (s, also gibt es nach Folgerung 3.9
ein i € {1,...,s} mit p; | qi. Aber p; und q; sind Primzahlen, also muss p; = q; gelten.
Andererseits ist p1 < q1 < q2 < ... < g4, also py < qi, Widerspruch.
3. Fall: p; > q;. Man erhélt Widerspruch vollig analog zum 2. Fall. (Es ist q1 | p1-- - p; usw.)

Also treten der 2. und 3. Fall gar nicht auf. U

’Ab hier Woche 3‘

4. Relationen und Restklassen

Wir fithren eine weitere grundlegende mengentheoretische Konstruktion ein. Das kartesi-
sche Produkt von zwei nicht-leeren Mengen A und B wird mit A X B bezeichnet. Dies ist
eine Menge, die aus allen Paaren (a,b) mit a € A und b € B besteht:
A xB={(a,b)]aeA,be B}
Fiir zwei Paare (a,b) und (a’,b’) gilt (a,b) = (a’,b’) genau dann, wenn a = a’ und b = b’.
(Formal korrekt wird das Paar (a,b) als die Menge {a,{a, b}} definiert.) Zum Beispiel ist
{1,2} x{2,3,4y ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3), (2,4)}.
Beachten Sie, dass die Reihenfolge wichtig ist: (2,4) ist nicht das Gleiche wie (4,2). Sie sind

vermutlich vertraut mit dem kartesischen Produkt R? = R x R, das man sich {iblicherweise

als Ebene mit 2 Koordinatenachsen vorstellt.
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Definition 4.1. Sind A, B nicht-leere Mengen, so heifst eine Teilmenge R C A x B eine
Relation auf A und B. Fiir a € A und b € B schreiben wir a ~ b, wenn (a,b) € R gilt (und
sagen: "a steht in Relation zu b”). Ist A = B, so heifit R eine Relation auf A.

Beispiel 4.2. (a) Sei A die Menge aller Punkte der Ebene und B die Menge aller Geraden in
der Ebene. Die Eigenschaft, dass ein Punkt auf einer Geraden liegt, definiert eine Relation:
R ={(a,b) € A x B | Der Punkt a liegt auf der Geraden b}.
(b) Hier sind Beispiele von Relationen auf A =B = Z:
Ri={(n,m) €Z X Z|n < m},
Ry ={(ny,m) € Z X Z| n teilt m},
R;={(n,m) €Z xZ| n=moder n+m > 0}.

Beispiel 4.3. Sei wieder A = B = Z. Fiir festes m € N definieren wir die Relation
Rn:={(a,b) € Z x Z | a mod m = b mod m}.
Es gilt hier also a ~ b genau dann, wenn a und b den gleichen Rest bei Division durch m

haben. Wir behaupten, dass diese Relation auch wie folgt charakterisiert werden kann:
(a,b) € R, & m|b—a. (%)

Beweis von (x): Seien a,b € Z. Es gibt q,q’,7,7" € Z mit a = qm+71, b = q'm+ 1’ und
0 <1, <m. Sei zuerst (a,b) € Ry, d.h.,, r =71". Dann folgt a —qm =r=1"=b —q'm
und damit b—a = (q’ — q)m,; also ist m | b — a. Sei umgekehrt m | b—a, also b—a =cm
mit ¢ € Z, alsob=cm+a=cm+gqm+7r = (c+ q)m+ r. Aus der Eindeutigkeit des
Restes folgt also r = v’ und damit (a,b) € Ry,. O

Anstelle von (n,n’) € R, schreiben wir kiinftig n =n’ (mod m).

Dies wird gelesen als: "n und n’ sind kongruent modulo m.”

Ist etwa m = 2 und n € Z beliebig, so ist der Rest n mod 2 entweder 0 oder 1. Also:
nmod2=0 & n=0(mod2) & nistgerade,
nmod2=1 & n=1 (mod2) & nistungerade.

Definition 4.4. Sei A eine nicht-leere Menge und R C A X A eine Relation auf A, geschrieben
a~ b fiir a,b € A. Die Relation R heift:

e reflexiv, wenn a ~ a fiir alle a € A gilt;

e symmetrisch, wenn fiir a,b € A aus a ~ b stets b ~ a folgt;

e anti-symmetrisch, wenn fiir a,b € A aus a~b und b ~ a stets a = b folgt;

transitiv, wenn fiir a,b,c € A aus a ~b und b ~ ¢ stets a ~ ¢ folgt.

Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heift R eine Aquivalenzrelation.

Ist R reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv, so heifst R eine Ordnungsrelation.
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Beispiel 4.5. (a) Sei A = Z und betrachte die Relationen Ry, Rz, R; in Beispiel 4.2(b).
Ry ={(n,m) € Z x Z | n < m} ist transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch;
Ry ={(nym) € Z x Z | n teilt m} ist transitiv, reflexiv aber nicht symmetrisch;
R; ={(nym) € Z xZ| n=m oder n+ m > 0} ist reflexiv, symmetrisch, aber nicht tran-
sitiv (denn z.B. (—1,2) € R3, (2,0) € R3, aber (—1,0) € R3).
(b) Die tbliche Relation “<” auf A = Z ist eine Ordnungsrelation.
(c) Sei A = Z und m € N fest. Wir behaupten, dass die Kongruenz-Relation R, in Beispiel 4.3
eine Aquivalenzrelation ist. Priifen wir dies nach. Die Relation ist

e reflexiv, denn m | a—a =0, also a ~ a;

e symmetrisch, denn aus a ~ b folgt m | b — a und damit auch m|—(b—a) =a—>

(siche Lemma 2.2(b)), also b ~ a;

e transitiv, denn aus a ~ b und b ~ ¢ folgt m | b — a und m | ¢ — b; also auch
m|(c—b)+ (b—a)=c—a (siche Lemma 2.2(b)) und damit a ~ c.

Definition 4.6. Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Fiir a € A heifit dann
K(a,R):={be€ A|(a,b) € R}
die Aquivalenzklasse von a. Dies ist also eine Teilmenge von A, d.h., ein Element von

P(A). Sei K(A,R) die Menge aller Aquivalenzklassen von Elementen in A, d.h.,
KA,R)={Se€P(A)|Fae A:S=K(a,R)}.

Sei zum Beispiel A die Menge aller Menschen auf dem Planeten Erde und

R={(a,b) € A x A|aund b leben im gleichen Land}.
Sie iiberpriifen leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Eine Aquivalenzklasse besteht
genau aus allen Menschen, die in einem Land leben. Die Menge der Aquivalenzklassen ent-

spricht also den verschiedenen Landern.

In Beispiel 4.3 mit m = 2 ist K(0,R;) = Menge aller geraden Zahlen und K(1,R;) = Menge
aller ungeraden Zahlen. Also X(Z, R,) ={K(0,R;),K(1,R3)}.

Satz 4.7. Sei RC A x A eine Aquivalenzrelation. Dann gilt:
(a) Jedes a € A liegt in einer Aquivalenzklasse.
(b) Zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunkt.
(“disjunkt” bedeutet: der Durchschnitt ist leer).

Beweis. (a) Sei a € A. Da R reflexiv ist, gilt a ~ a also a € K(a,R).
(b) Seien a,b € A und K, = K(a,R), K, = K(b,R). Nehmen wir an, es ist K, N Ky, # &.

Dann miissen wir zeigen, dass K, = Ky, gilt. Sei dazu d € K, N K.
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Ist ¢ € K, beliebig, so gilt a ~ c. Wegen d € K, ist a ~ d und wegen der Symmetrie dann
auch d ~ a. Mit der Transitivitat folgt d ~ c. Wegen d € K, gilt b ~ d, also folgt mit der
Transitivitéat schlieflich b ~ ¢, d.h., ¢ € Ky,. Damit ist gezeigt, dass K, C Ky gilt. Auf vollig
analoge Weise wird Ky, C K, gezeigt. Also gilt K, = Ky, wie behauptet. 0

Fiir a € A sei K, =K(a,R) ={b € A | (a,b) € R} die Aquivalenzklasse von a.
Der letzte Satz zeigt: A ist Vereinigung aller Aquivalenzklassen. In dieser Vereinigung sind
im Allgemeinen viele Terme gleich. Sind a,b € A, so gilt K, =K, & b € K,.

Definition 4.8. Sei R € A x A eine Aquivalenzrelation. Eine Teilmenge B C A heifst
Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen, wenn es zu jedem a € A genau ein
b € B gibt mit (b, a) € R. Oder anders ausgedriickt:

A= U K(b,R), und in dieser Vereinigung sind die Terme alle disjunkt.
beB

Beispiel 4.9 (Konstruktion von Q aus Z). Sei A = Z x N und betrachte folgende Relation:
R:={((n,m),(n",m") e Ax A|nm=n'm}.
(Nach Ubung 3 ist dies eine Aquivalenzrelation.) Fiir (n, m) € A schreiben wir anstelle von
K((n, m), R) einfach kurz n/m. Mit Hilfe des ggT sieht man leicht, dass jede Aquivalenzklasse
ein gekirztes Paar (m, m) enthalt, d.h., es gibt keine natiirliche Zahl k > 1 mit k | n und
k | m. Nach Ubung 3 ist ein Repriisentantensystem der Aquivalenzklassen gegeben durch
B:={(n,m) € A| (n,m) ist gekiirzt},
d.h., die Aquivalenzklassen entspechen genau den rationalen Zahlen | Auf diese Weise
erhalt man in der Tat eine mathematisch korrekte Konstruktion: Man definiert Q := X (A, R).

Eine Gleichheit wie 2/3 = 4/6 = 100/150 entspricht dann einfach der Tatsache, dass die
Paare (2,3), (4,6), (100,150) zur gleichen Aquivalenzklasse gehoren.
Ist n € Z, so schreiben wir einfach n anstelle von n/1. Vermdoge dieser Identifizierung ist

dann Z C Q. (Uberlegen Sie sich selbst, wie man auf #hnliche Weise Z aus N konstruiert. )

Beispiel 4.10. Sei A = Z und m € N. Die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrela-
tion Ry, (sieche Beispiel 4.3) werden auch als Restklassen (modulo m) bezeichnet.
Sofern m fest vorgegeben ist, werden wir die Restklasse von n € Z einfach mit n bezeichnen,

also m={a€Z|mteiltn—a}={a €Z|amod m=mnmod m}.

Représentantensystem? Ein solches ist gegeben durch B = {0,1,2,...,m — 1}, denn bei
der Division mit Rest durch m kommen nur die Reste 0,1,2,...,m — 1 vor (und der Rest
ist eindeutig bestimmt). Anders formuliert: Fiir jedes n € Z gibt es genau ein r € B mit

nmod m =7, alson € T und m =7. Es gilt also

Z=0U1lU2U...U (m-1) (disjunkte Vereinigung).
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Ist etwa m =5, so gilt Z=0UlUu2U3U4.
Esist —17€3 und 38€3 (weil —17 und 38 beide den Rest 3 modulo 5 haben).

Genauso, wie man Briiche (also letztlich gewisse Aquivalenzklassen) addieren und multipli-
zieren kann, werden wir sehen, dass man auch Restklassen modulo m addieren und multi-

plizieren kann. Grundlage dafiir ist:

Lemma 4.11. Sei m € N. Wie oben bezeichnen wir die Restklasse (modulo m) von n € Z
mit M. Seien a,b,c,d € Z. Gilta=¢ und b = d, so folgt a+b =c+d und ab = cd.

Beweis. Seia=cund b=d, also m|c—aund m|d—b. Seien r,s € Z mit c —a =rm

und d — b = sm, also ¢ = a+ rm und d = b 4+ sm. Damit erhalten wir
(c+d)—(a+b)=(a+™m)+(b+sm)—a—b=rm+sm=(r+s)m,

alsom| (c+d)—(a+b),dh, a+b=c+ d. Aulerdem ist
cd—ab=(a+rm)(b+sm)—ab = (ab+ asm+ rmb + rmsm) — ab

= asm+ rmb + rmsm = (as + rb + rsm)m,
also m | cd — ab, d.h., ab = cd. O

Sei zum Beispiel m = 6. Wir wollen (17 - 14) mod 6 berechnen.

Dazu: Es gilt 17 mod 6 =5 und 14 mod 6 = 2, also 17 =5 und 14 = 2. Damit
17-14=5.2=10=4

wobei wir Lemma 4.11 fiir die 1. Gleichheit benutzt haben. Also gilt (17 - 14) mod 6 = 4.

(Man muss also nicht erst 17 - 14 ausrechnen und dann mit Rest durch 6 teilen.)

Beispiel 4.12. Ist 7513 durch 3 teilbar? Nach der (vielleicht bekannten) Dreierregel miis-
sten wir uns dazu nur die Quersumme von 7513 anschauen:
Dieseist 7+5+1+3 =16, und wegen 3116 folgt auch 3¢{7513.

Begriindung: Sei m = 3 und betrachte 7513 = 7-1000 + 5-100 + 1-10 + 3.
Nun ist 10 mod 3 = 1, also 10 = 1. Mit Lemma 4.11 folgt daher auch 100 = 10-10 = 1.1 = 1;
genauso 1000 = 10-100 = 1-1 = T, und damit
7513 =7-1000 +5-100 + 110 +3=71+51+11+3=7+5+1+3 =16.
D.h., die Zahl 7513 hat den gleichen Rest (modulo 3) wie ihre Quersumme.

5. Abbildungen und die Mdchtigkeit von Mengen

Seien A, B nicht-leere Mengen. Eine Abbildung f von A nach B ist eine Zuordnung, die jedem

Element von A genau ein Element von B zuordnet. In Zeichen f: A — B, a— f(a).

Das Bild von f ist definiert als Bild(f) :={b € B | da € A : f(a) = b}. Fiir eine beliebige
Teilmenge A’ C A sei f(A'):={b € B |da € A’: f(a) =b}. Damit ist also Bild(f) = f(A).
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Die Abbildung f heit surjektiv, wenn f(A) = B gilt.

Die Abbildung f heiftt injektiv, wenn fiir alle a,a’ € A gilt: Aus f(a) = f(a’) folgt a = a’.
(Oder umgekehrt: Gilt a # a’, so auch f(a) # f(a’).)

Die Abbildung heifst bgjektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Ist A = N, so bezeichnet man f auch als Folge und schreibt vereinfachend f = (a,)nen,
wobei a,, = f(n) fiir alle n € N. (Analog fir A = N.)

Bemerkung 5.1. (a) Implizit haben wir bereits Abbildungen betrachtet. Zum Beispiel ist
die Addition in N eine Abbildung x: N x N — N, (n,n') » n+n’.

(b) Ist f: A — B eine Abbildung, so heift  G(f) :={(a,f(a)) | a € A} C A x B der Graph

von f. Dies ist also eine Relation auf A x B.

(c¢) Umgekehrt: Formal korrekt ist eine Abbildung f: A — B durch eine Relation R C A x B
gegeben, welche folgende Bedingungen erfiillt:

(i) Zu jedem a € A gibt es ein b € B mit (a,b) € R;

(ii) sind a € A und b, b’ € B mit (a,b) € R und (a,b’) € R gegeben, so folgt b =b".
Diese beiden Bedingungen besagen gerade, dass zu jedem a € A genau ein b € B gehort,
und dieses b wird dann mit f(a) bezeichnet. Dann ist R = §(f).

Also: Eine Abbildung f: A — B ist eine Relation mit speziellen Eigenschaften.
Beispiel 5.2. (a) Die Abbildung f: Z — Z, n + n?, ist weder injektiv noch surjektiv, denn
es gilt zum Beispiel f(1) =1 =1(—1) und 2 & f(Z).

(b) Sei A ={n € Z | n gerade} und B = {n € Z | n ungerade}. Dann erhalten wir eine
Abbildung f: A — B, n — n+ 1. Diese Abbildung ist bijektiv (wie Sie selbst leicht zeigen).

(c) Die Abbildung f: Ny — Ny, n +— 2n, ist injektiv aber nicht surjektiv.

(d) Seien k,n € Ny. Dann ist 2*(2n+1) > 1, also 2¢(2n + 1) — 1 € Ny. Damit erhalten wir
eine Abbildung f: Ny x Ny — N, (k,n) — 2*2n+1) —1.

Wir iiberlassen es als Ubung zu zeigen, dass diese Abbildung bijektiv ist.

Definition 5.3. Seien A, B nicht-leere Mengen und f: A — B eine Abbildung.
Fiir b € B heifit f'(b) :={a € A | f(a) = b} das Urbild von b. Allgemeiner:
Ist B’ C B eine Teilmenge, so ist f~'(B’) :={a € A | f(a) € B’} das Urbild von B’.

eSeibecB. Danngilt: f'(b)#4A@ & bef(A).
Beispiel: Fiir f: N — N, n — 2n, gilt f'(3) = @.

e Ist f injektiv und b € f(A), so gilt [f~'(b)| = 1.
e Seien b,b’ € B und b # b’. Dann ist f~'(b)Nf'(b’) = 2.
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e Sei f surjektiv. Dann ist f~'(b) # @ fiir alle b € B und A = Uber_] (b).
Beispiel: f: Ny x Ng — Ny, (n, m) — n+ m, ist surjektiv. Es gilt
f71(0) ={(0,0)}, f'(2) ={(2,0),(1,1),(0,2)},

f~'({gerade Zahlen}) = {(n, m) € Ny x Ny | n, m beide gerade oder n, m beide ungerade}.

Definition 5.4. Seien A, B, C nicht-leere Mengen und f: A — B, g: B — C Abbildungen.
Durch Hintereinanderausfiihrung erhalten wir auch eine Abbildung

gof: A — C, a— g(f(a)).
Wir bezeichnen mit idy: A — A die identische Abbildung, d.h.,idx(a) = a fiir alle a € A.

Lemma 5.5. Sei f: A — B eine Abbildung. Dann gilt:

(a) Gibt es eine Abbildung g: B — A mit g of =1ida, so ist f injektiv.

(b) Gibt es eine Abbildung g: B — A mit f o g =idg, so ist f surjektiv.

(c) fist bijektiv & es gibt eine Abbildung g: B — A mit gof =ida und fo g = idg.
In diesem Fall heifst g die Umkehrabbildung von f.

Beweis. (a) Sei also angenommen, dass es g: B — A gibt mit gof = ida. Wir wollen zeigen,
dass f injektiv ist. Seien a,a’ € A mit f(a) = f(a’). Dann folgt

a=ida(a) =(gof)(a) =g(f(a)) = g(f(a')) =(gof)(a’) =ida(a’) =a’.
(b) Es gebe g: B — A mit fog = idg. Wir wollen zeigen, dass f surjektiv ist. Sei dazu b € B
und setze a := g(b) € A. Dann gilt f(a) = f(g(b)) = (fog)(b) =idg(b) =Db.

(c) Wir miissen die beiden Richtungen der Aquivalenz zeigen. Nehmen wir zuerst an, dass
es g: B — A gibt mit gof = idy und fo g = idg. Also erfiillt g die Bedingungen in (a)
und (b). Dann ist f injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Umgekehrt sei nun f als bijektiv angenommen. Wir miissen zeigen, dass es g: B — A gibt
mit gof =ida und fo g = idg. Wir definieren g wie folgt. Sei b € B. Da f surjektiv ist, gibt
es ein a € A mit f(a) = b. Da f injektiv ist, gibt es nur eine Moglichkeit fiir dieses a; wir
setzen g(b) := a. Dann folgt g(f(a)) = a fiir alle a € A und f(g(b)) =b firalleb € B. O

Fiir jedes n € N koénnen wir die Menge {k € N | k < n} = {1,2,...,n} bilden, diese hat

offenbar genau n Elemente. Allgemein definieren wir:

Definition 5.6. (a) Seien A, B nicht leere Mengen. Dann heifsen A, B gleichmdchtig, wenn
es eine bijektive Abbildung f: A — B gibt. Wir schreiben in diesem Fall |A| = |B|.

(b) Gibt es ein n € N, so dass A gleichméchtig zu {1,...,n} ist, so schreiben wir einfach
IA| = n und sagen, dass A eine endliche Menge ist. Es gibt dann also eine bijektive
Abbildung f: {1,...,n} — A, und A besteht genau aus den n Elementen f(1),...,f(n).
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(c) Wenn es kein n wie in (b) gibt, so schreiben wir |A| = co. In diesem Fall hat A unendlich
viele Elemente. Schliefslich: Ist A = &, so setzen wir |A| = 0.

Zum Beispiel ist N ; Np, aber dennoch |N| = |Ny|, denn f: Ny — N, n +— n + 1, ist eine
Bijektion (~ “Hilberts Hotel”). Bleiben wir zunéchst bei endlichen Mengen.

Bemerkung 5.7. Seien A und B nicht-leere endliche Mengen. Dann ist auch A UB endlich.
(a) Gilt ANB =g, so folgt |AUB| =I|A[+ B
(b) Im Allgemeinen ist |A UB| =|A[+ |B|—|ANB|.

Beweis. (a) Sein € N so, dass es eine bijektive Abbildung f: {1,...,n} — A gibt. Seim € N
so, dass es eine bijektive Abbildung g: {1,..., m} — B gibt. Definiere dann die Abbildung
f(i) falls 1 <1< n,

g(i—n) fallsn <i<n+m.
Man priift sofort nach, dass h eine bijektive Abbildung ist.

h:{l,...,n+m} -5 AUB durch h(i):=

(b) Sei A’ := A\ (ANB). Dann gilt A =A’U(ANB), und die Vereingung ist disjunkt. Mit
(a) folgt |A| = |A’|+|ANB|. Aufserdem ist AUB = A’ UB, und die Vereinigung ist disjunkt.
Damit |[A UB| =|A’| + |B| = |A| —|A N B| +|B|. dJ

Lemma 5.8. Seien A, B nicht-leere, endliche Mengen und f: A — B eine Abbildung.
(a) Ist f injektiv, so gilt |A] < |B.

(b) Ist f surjektiv, so gilt |A| > |B|.

(c) Es gelte |A| = |B|. Ist f injektiv oder surjektiv, so ist f bijektiv.

Beweis. Sei |[Al =n € Nund |[B| =m € N. Also ist A ={ay,...,a,} und B ={by,...,bn,}

(a) Ist f injektiv, so sind f(a;),...,f(a,) alle verschieden, also ist [f(A)] = n. Wegen f(A) C
B folgt |A] =n =|f(A)| < |B|.

(b) Ist f surjektiv, so wiihle zu jedem j € {1,...,m} ein j € {1,...,n} mit f(a;,) = b;. Dann
sind ai,,...,a;, € A alle verschieden, also |A| > m = |B].

(c) Sei |A| = |B|. Ist f injektiv, so ist wie oben |A| = [f(A)]. Wegen |A| = |B| folgt also
If(A)] = |B|, und damit f(A) = B, d.h., f ist auch surjektiv. Ist f surjektiv, so folgt A =
f1(by) U...Uf(by), wobei jedes f~'(b;) nicht leer ist und die Vereinigung disjunkt ist.
Damit m = |[A| = [f~'(by)|+...+|f ' (by)| (siche Bemerkung 5.7), wobei jeder Summand > 1

ist. Da die ganze Summe gleich m ist, muss jeder Summand gleich 1 sein, also f injektiv. [

Im Folgenden bestimmen wir nun noch die Machtigkeiten von endlichen Mengen bei einigen

weiteren Konstruktionen.

Beispiel 5.9. Seien A, B nicht-leere Mengen. Mit Abb(A, B) bezeichnen wir die Menge aller
Abbildungen f: A — B. Seien nun A, B endlich. Dann gilt [Abb(A, B)| = |B|Al.
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Denn: Seien |A| = n und [B] = m; sei A ={ay,...,a,}. Um f: A — B zu definieren, haben
wir fiir f(a;) genau m Méglichkeiten (ndmlich eines der m Elemente von B), ebenso fiir f(a;)

und so fort. Also insgesamt m™ Moglichkeiten.

Beispiel 5.10. Seien A, B nicht-leere, endliche Mengen. Dann gilt |[A x B| =|A] - |B|.
Denn: Seien |A| = n und |B| = m. Fiir (a,b) € A x B gibt es n Moglichkeiten fiir die erste
Komponente a € A, und fiir jede Wahl von a € A dann jeweils m Moglichkeiten fiir die

zweite Komponente, also ingesamt nm Moglichkeiten.

Beispiel 5.11. Seien A;, A,, A3z nicht-leere Mengen. Dann definieren wir Ay x A; X Az =
(A7 x Ay) x Az, und schreiben ((a1, az), (13) einfach als (aj, az, a3). Die Elemente von A; X
A x Az sind damit Tripel (a7, az, az) mit a3 € Ay, a; € A, az € Aj. Allgemeiner: Ist n > 2
und sind Aq, Aj, ..., A, nicht-leere Mengen, so definieren wir rekursiv A; x A; X ... X A, :=
(A7 X ...x A1) x A,. Die Elemente von A; X ... x A, schreiben wir als (ay,...,a,) mit
a; € A fiir T <1< n; diese Elemente heiffen n-Tupel. Mit einer einfachen vollstandigen
Induktion nach n folgt: Sind Ay, ..., A, endlich, so gilt |[A; X ... x A, = [Aq]-|Az] ... |AL.

Bemerkung 5.12. Sei n € N und seien Ay, ..., A, nicht-leere Mengen. Rekursiv haben wir

oben Ay X ... x A, ={(a,...,a,) | a; € A; fiir 1 <1 < n} definiert. Wir sehen nun:

Sei A .= A;U...UA,. Dann kénnen wir ein n-Tupel (aj,...,a,) auch als Abbildung
f:{1,...,n} = A auffassen, mit a; = f(i) € A; fiir 1 <1< n.
Mit dieser Identifizierung konnen wir auch definieren:
Al XAy X ... x A :={f € Abb({1,2,...,n},A) | f(i) € A; for 1 <1< n}.
| Ab hier Woche 4|

Definition 5.13. Seien n € N und k € Ny. Dann bezeichnen wir mit dem Symbol (E) die
Anzahl der Teilmengen von {1,...,n} mit genau k Elementen. Fiir n = 0 setzen wir (g) =1,
und (ﬁ) =0 falls k > 1. Die Symbole (2) heissen Binomazialkoeffizienten.

Beispiele: (701) =1= (ﬁ) fiir alle n € Ny. Ist k > n, so gilt offenbar (E) =0.

Es gilt (‘2‘) = 6, denn es gibt 6 Teilmengen von {1, 2, 3,4} mit 2 Elementen, ndmlich {1, 2},
{1,3} {1,4},{2,3}, {2,4}, {3,4}.

1 1
Satz 5.14 (Pascal-Dreieck, um 1655). Fir alle n,k € N gilt (L‘) - (E_ 1) + (n . ) .

1
1

fiir (i) Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

Beweis. Ist n =1, so gilt ((])) = ( ) = 1 und die Formel folgt mit den obigen Konventionen

T(n, k) := Menge der Teilmengen von {1,...,n} mit genau k Elementen,
Ti(n,k) :={S € T(n,k) [ n € S}.
To(n, k) :={SeT(n,k) I ngS}=T(n—1,k) (fir n > 2).
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Sei nun n > 2. Es ist offenbar T(n, k) = T;(n, k) U Ty(n, k) und die Vereinigung ist disjunkt.
Mit Bemerkung 5.7 erhalten wir

() = T, K =T, K+ [To(n, k) = T (n, k) + [T(n =1, k) = [T (n, k) + (%)
Wir miissen jetzt noch zeigen, dass |T;(n, k)| = (Ej ) gilt. Nun ist die rechte Seite gleich
IT(n — 1,k — 1)|, also bleibt |T;(n,k)| = [T(n — 1,k — 1)| zu zeigen. Dazu definieren wir
Abbildungen:

f: Tm—-1,k—-1) — Ti(n, k), S — Suin}

g: T (n, k) — Th—1,k—1), S" — S'\{n}
Dann sind f o g und g o f jeweils die identischen Abbildungen, also ist f bijektiv (siehe
Lemma 5.5(c)) und damit [Ty(n, k)| = [T(n—1,k—1)| = (}7}). O

Fir m € N heifst m!:=1-2-...- m die Fakultdt von m; Konvention: 0! := 1.

|
Folgerung 5.15. Fir alle n,k € Ng mit 0 < k < n gilt G;) _ k!(nn; o

Beweis. (Vollsténdige Induktion {iber n mit Startwert ny = 1.) Induktionsanfang: Fiirn =1
(}) = 1!/(1!0!) und ((1)) = 11/(0!1!). Induktionsschritt: Sei nun n > 2 und die Behauptung
bereits fiir n — 1 bewiesen. Sei 0 < k < n.. Ist k = n, so gilt (2) =1 =mn!/(nl0!), also die
Behauptung. Sei nun 0 < k < n— 1. Nach Induktion und mit Satz 5.14 erhélt man

ny (mn-—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k)_(k—1>+( K >_(k—])!((n—])—(k—]))!+k!(n—1—k)!'

Mit einer einfachen Rechnung sieht man, dass die rechte Seite gleich n!/(k!(n—k)!) ist. [

Lemma 5.16. Sein € N. Dann ist n! = |{f: {1,...,n} —={1,...,n} | f bijektiv }.

Beweis. Um eine injektive Abbildung f: {1,...,n} — {1,...,n} zu definieren, gibt es zu-
ndchst n Moglichkeiten fiir f(1) (ndmlich irgendeine der Zahlen 1,...,n).

Damit f injektiv wird, gibt es dann noch n — 1 Moglichkeiten fiir f(2) (ndmlich irgendeine
der Zahlen 1,...,n aufer f(1)).

Fiir f(3) gibt es dann noch n — 2 Méglichkeiten (alle Zahlen aufter f(1),f(2)).

Nach n — 1 Schritten sind dann bereits n — 1 Zahlen fiir die Werte f(1),...,f(n — 1) ver-
braucht, also bleibt fiir f(n) noch genau eine Moglichkeit tibrig.

Damit hat man also insgesamt n- (mn—1) - (n—2)-...-1 = n! Moglichkeiten fiir f. Mit

Lemma 5.8 ist jedes solche injektive f automatisch bijektiv. 0

Fiir mehr dazu siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Abzdhlende_Kombinatorik.
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6. Unendliche Mengen

In diesem (kurzen) Abschnitt stellen wir einige Aussagen und Beispiele zu Mengen mit
unendlich vielen Elementen zusammen, die teilweise ziemlich verbliiffend sind. Zunéchst gibt
es zwei Arten von “Unendlichkeit”. Eine nicht-leere, unendliche Menge A, die gleichméchtig
zu N ist (oder zu Ny), heift abzdhlbar unendlich. Sonst heift A tberabzdhlbar. Ist A
abzahlbar, so gibt es eine Bijektion f: N — A. Setzen wir a, := f(n) fiir alle n € N, so ist
also A ={ay, az, as,...} eine “Aufzéhlung” der Elemente von A.

e 7 ist abzéhlbar unendlich, denn wir kénnen eine bijektive Abbildung f: Z — N zum

Beispiel wie folgt definieren: f(n) = 2n+1 falls n > 0,
- —2n falls n < 0.
e Ny x Ny ist abzahlbar, siehe Beispiel 5.2(d);

e Q ist ebenfalls abzihlbar (siche Ubungen).
Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass R tiberabzéhlbar ist. Weiteres Beispiel (das

wirklich Erstaunliche am folgenden Satz ist der genial einfache Beweis):

Satz 6.1 (Georg Cantor, um 1880). Ist A eine nicht-leere Menge, so gibt es keine surjektive
Abbildung f: A — P(A). Also kann A auch nicht gleichmdchtig zu P(A) sein.

Insbesondere ist die Potenzmenge P(N) uberabzdhlbar.

Beweis. Annahme, es gibt eine surjektive Abbildung f: A — P(A). Betrachte dann die
Menge B :={x € A | x € f(x)} € P(A). Da f surjektiv ist, gibt es ein a € A mit B = f(a).
Nun gilt aber: a € f(a) & a € B & a € f(a). Also erhalten wir einen Widerspruch.

Nun betrachte A = N. Die Abbildung f: N — P(N), n — {n}, ist injektiv, also ist P(N)
unendlich. Da N nicht gleichméchtig zu P(N) ist, folgt also, dass P(N) iiberabzahlbar ist. [

Die Frage, ob P(N) gleichméchtig zu R ist, wird als Kontinuumshypothese bezeichnet,
siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese.

Satz 6.2. Sei A eine unendliche Menge. Dann gibt es eine injektive Abbildung f: Ny — A,
d.h., setzt man a, := f(n) fir n € Ny, so erhdlt man eine unendliche Folge von paarweise

verschiedenen Elementen ag, aj, az, ... in A.

Idee des Beweises: Zuerst wahle irgendeinen Startwert ay € A.
e Jetzt betrachte A; := A \ {ao}. Dann ist immer noch |A;| = oo, also Ay # @. Wahle
irgendein a; € A;; dann ist auch a; # ap.
e Jetzt betrachte A; := A7\ {a1} = A\ {ap, a;}. Dann ist immer noch |A;| = oo, also
A, # @. Wahle irgendein a; € A;; dann ist auch a, # ao und a; # a;.
e Jetzt betrachte Az := A; \ {ay} = A\ {ao, a7, az},... usw. usw.
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Aber das Problem ist hier das “usw. usw.” | Wie macht man so etwas prézise? Dazu brauchen

wir zwei Hilfsmittel (auf die wir aber nur kurz eingehen werden).

Das erste dieser Hilfsmittel hat mit rekursiven Definitionen zu tun, mit denen Sie ver-
mutlich vertraut sind. Als Beispiel betrachten wir die Folge (an)nen von natiirlichen Zahlen,

die nach folgendem Schema gebildet wird. Sei a; € N ein fest gewéhlter Startwert und dann

B 3a, +1 falls a,, ungerade,
il = { a,/2 falls a,, gerade.
Mit a; = 19 erhélt man z.B. die Folge 19,58, 29, 88,44,22 11,34,17,52,26,13,40, 20,10, 5,
16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1,... (Ubrigens: Versuchen Sie das Gleiche mit einem anderen a;; fallt

Thnen etwas auf? Siehe dazu auch https://de.wikipedia.org/wiki/Collatz-Problem.)

Wenn man sich eine solche “Definition” genauer anschaut, so haben wir streng genommen
lediglich eine Vorschrift, mit der man das jeweils ndchste Folgenglied aus dem vorherigen
berechnet. Dass man damit eine auf ganz N definierte Abbildung erhélt, ist zundchst — und

iiberhaupt — nicht klar. Die formale Begriindung wird durch folgenden Satz geliefert.

Satz 6.3 (Rekursionssatz). Sei A eine nicht-leere Menge, ag € A fest. Fir jedesn € Ny sei
eine Abbildung hn: A — A gegeben. Dann gibt es genau eine Abbildung F: Ny — A mit
F(0) = ap und Fin+1)= hn(F(n)) fiir alle n € Ny.

(Fiir einen formalen Beweis siehe §12 im Buch von Halmos.) Weiteres Beispiel:

Sei A =Q-p:={x€Q|x>0}und h: Q.9 — Q- gegeben durch

h(x) = 3 (x + 2) fiir alle x € Q, x > 0.
Sei ap = 2 und h,, = h fiir n € Ny. Sei F die zugehorige Abbildung aus Satz 6.3. Setze
a, := F(n) fir n € N. Dann ist (an)nen, eine Folge mit ap = 2 und

1

2
An = F(n+1) = h(F()) = h(a,) = z(an + a—) fiir alle 1> 0.

Diese Folge kommt Thnen vielleicht bekannt vor: Sie konvergiert gegen v/2. (Mehr zu Grenz-
werten folgt im 2. Semester.)
Die Abbildungen h,, sind also die Vorschriften, mit denen man das jeweils néchste Folgenglied

aus dem vorherigen berechnet; diese Abbildungen kénnen sogar selbst von n abhéngen.
Beispiel 6.4 (Siche auch https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge).
Sei (fn)nen, die von Leonardo Fibonacci (um 1202!) rekursiv definierte Folge mit

fo := 0, fi1:=1 und faop =fn+ 1 firallen > 1.

Also  0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233,377, . ..,12586269025 (n = 50), ...

Hier braucht mal also jeweils zwei vorhergehende Folgenglieder, um ein neues Folgenglied
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auszurechnen. — Wie passt dies in den Rekursionssatz?

Dazu sei A := Ny x Ny; definiere h: A — A durch h(i,j) := (j,i4j) fir alle (i,j) € Ny x Np.
Nach dem Rekursionssatz gibt es eine Abbildung F: Ny — A mit F(0) = (0,1) und F(n+1) =
h(F(n)) fir alle n > 0. Dann erhélt man:

F(1) = h(F(0)) =h(0,1) = (1,1), F(2) = h(F(1)) = h(1,1) = (1,2),

F(3) = h(F(2)) = h(1,2) = (2,3), F(4) = h(F(3)) = h(2,3) = (3,5),

Schreibe nun F(n) = (x,,yy) fiir alle n € Ny. Dann ist xg = 0, yo = 1 und yn, = xXpn1 =

Xn + Xn_1 fur alle n > 1. Also ist f, = x,, fiir alle n € Nj.
Das zweite Hilfsmittel ist ein weiteres, berithmtes Axiom der Mengenlehre.

Axiom 6.5 (Auswahlaziom, Ernst Zermelo 1904). Sei A eine nicht-leere Menge und
P(A)Y == P(A) \ {@}. Dann gibt es eine Abbildung oc: P(A)* — A mit «(B) € B fiir alle
nicht-leeren Teilmengen B C A.

Eine solche Abbildung « heifst Auswahlfunktion, denn sie “wéhlt” aus jeder nicht-leeren

Teilmenge B C A ein Element «(B) € B aus.

Beispiel. Sei A = N. Hier ist eine Auswahlfunktion «: P(N)? — N durch Peano’s Indukti-

onsaxiom gegeben: «(B) = min(B) fiir jede nicht-leere Teilmenge B C N.

Hier sehen wir jetzt, wo das Problem liegt: Versuchen Sie, eine Auswahlfunktion fiir A =R

hinzuschreiben — Das ist bisher noch niemandem gelungen !

Das Auswahlaxiom garantiert also die Existenz von Etwas, das man in vielen Féllen (vor
allem wenn man mit unendlichen Mengen zu tun) gar nicht konkret hinschreiben oder mit
einer expliziten Formel bestimmen kann. Fiir eine weitere Diskussion siehe

https://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom

Skizzieren wir kurz, wie man damit Satz 6.2 beweist. Sei also A # @ und |A| = co. Zu
zeigen: Es gibt eine injektive Abbildung f: Ny — A. Nun, nach dem Auswahlaxiom gibt es
eine Auswahlfunktion a: P(A)? — A. Sei ao := «(A). Mit Hilfe des Rekursionssatzes kénnen

wir dann eine Folge (an)nen, definieren mit

any = (A \{ap, ary...,an}) fiir alle n > 0.
Dann gilt a1 € {ao, aj,...,a,} fiir alle n > 0, also sind die Elemente ay, aj, az,... in A
alle verschieden. Damit ist f: Ny — A, n +— a,, die gesuchte injektive Abbildung. U

Zum Schluss noch eine weitere verbliiffende Eigenschaft von unendlichen Mengen:

Folgerung 6.6 (Richard Dedekind, um 1888). Sei A eine nicht-leere Menge. Dann ist A

unendlich genau dann, wenn es eine echte Teilmenge B ; A gibt mit |A| = |B|.
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Beweis. Sei zuerst angenommen, dass es eine Teilmenge B ; A mit |B| = |A| gibt. Dann
ist f: B — A, b — b, injektiv. Ware A endlich, so miisste f auch surjektiv sein (siehe
Satz 5.9(c)), Widerspruch. Also ist A unendlich.

Umgekehrt: Sei A als unendlich angenommen. Nach Satz 6.2 gibt es eine injektive Abbildung
f: Ny — A. Sei a,, := f(n) fiir alle n € Ny, und A’ := f(Ny) ={ao, a7, az,...} C A.

Setze nun B := A \ {ao}. Wir definieren eine Abbildung g: A — B durch

a falls a € A’
gla) == ,
Qi falls a € A’ und a = a,.

Man sieht sofort, dass g injektiv und surjektiv ist. Also ist |A| = |B| aber B ; A. O
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Kapitel II: Zahlensysteme
7. Verknipfungen

Sei A eine nicht-leere Menge. Eine Abbildung A x A — A, (a,b) — a * b, heif’t eine
Verkniipfung auf A. Eine solche Verkniipfung heifst:

e assoziativ, wenn ax (bxc) = (axb) *c fiir alle a,b,c € A gilt;

e kommutativ, wenn axb = Db % a fiir alle a,b € A gilt.

Ein Element e € A heifst neutrales Element beziiglich dieser Verkniipfung, wenn a x e =
exa = a fiir alle a € A gilt. Gibt es ein solches neutrales Element e und ist a € A, so heifst

ein Element b € A ein Inverses zu a, wenn axb = b x a = e gilt.

Zum Beispiel ist die Addition auf Z assoziativ und kommutativ; 0 € Z ist das neutrale

Element beziiglich “+” und jedes n € Z besitzt ein Inverses, namlich —.

In N gibt es weder ein neutrales Element noch inverse Elemente beziiglich “+".

Bemerkung 7.1. (a) Gibt es ein neutrales Element, so ist dieses eindeutig bestimmt. Denn
sind e, e’ € A neutrale Elemente, so gilt e’ = ex e’ = e, wobei die erste Gleichheit gilt, weil

e ein neutrales Element ist, und die zweite, weil e’ ein neutrales Element ist.

(b) Nehmen wir an, dass * assoziativ ist und es ein neutrales Element e € A gibt.
Gibt es zu a € A ein inverses Element b € A, so ist dieses eindeutig bestimmt. Denn ist
auch ¢ € A invers zu a, so folgt c =cxe=cx(axb) = (cxa)*xb =exb =b. Das Inverse

7zu a werde nun mit a’ bezeichnet.

(c) Die Voraussetzungen seien wie in (b). Seien a,b € A und es gebe inverse Elemente

a’ € A, b’ € A. Dann ist b’ x a’ das Inverse zu axb, d.h., (axb)’ = b’ *x a’. Denn es gilt
(axb)x(b'xd) = (a* (b*b’)) *ad'=(axe)xad =axdad =e,

und genauso (b’ xad’) x(axb) =e.

Definition 7.2. Sei A eine nicht-leere Menge und x: A x A — A eine Verkniipfung. Dann

heift (A, *) eine Gruppe, wenn x assoziativ ist, es ein neutrales Element e € A gibt und

jedes a € A ein Inverses besitzt. Eine Gruppe heift abelsch (zu Ehren von H. N. Abel),

wenn die Verkniipfung kommutativ ist.

Zum Beispiel sind (Z,+) und (Q\ {0}, -) abelsche Gruppen. Gruppen, die nicht abelsch sind,

werden wir im néchsten Kapitel kennen lernen.

Definition 7.3. Sei A eine abelsche Gruppe; die Verkniipfung werde dabei mit "+ bezeich-

net, das neutrale Element mit 0 und das Inverse von a € A mit —a. Es sei eine weitere
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Verkniipfung -: A x A — A gegeben. Dann heifit (A, +,-) ein Ring, wenn assoziativ ist

und die Distributivregeln gelten, d.h.:
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c fiir alle a,b,c € A.

Sei (A, +, -) ein Ring. Gibt es ein neutrales Element 1 € A beziiglich ”-”; so heifst A ein Ring

mit 1. Ist die Multiplikation ”-” kommutativ, so heift A ein kommutativer Ring.

Ein kommutativer Ring A mit 1, in dem 1 # 0 gilt und jedes Element 0 £ a € A ein Inverses
beziiglich ”-” besitzt, heifst ein Korper. In diesem Fall wird das Inverse von a # 0 beziiglich

der Multiplikation meist mit a~' bezeichnet (manchmal auch 1/a).

Zum Beispiel ist (Z,+,-) ein kommutativer Ring mit 1, aber kein Korper; (Q,+, ) und
(R, +, -) sind Korper. Die Menge der geraden Zahlen 27 := {2n | n € Z} ist mit der iiblichen

Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring, aber ohne 1.

Bemerkung 7.4. Sei (R,+,-) ein Ring. Dann gilt 0 -r =1-0 =0 fiir alle r € R. Denn
o=0-r)—-0-1)=0+0)-r—0-1)=0-714+0-1)—(0:1)=0"-71

und genauso r-0 = 0. Sei nun R ein Ring mit 1. In der Definition wurde nicht ausgeschlossen,
dass 1 = 0 gilt. Ist dies der Fall, so folgt aber r=1-1=1-0=0fiir r € A, d.h., R={0}.

Lemma 7.5 (Nullteilerfreiheit). Sei (K,+,:) ein Kdorper und seien a,b € K. Gilt a-b =0,
so folgt a =0 oder b = 0. Umgekehrt: Ist a # 0 und b # 0, so folgt a-b # 0. Noch einmal
anders ausgedrickt: Fir festes 0 # a € K ist die Abbildung f: K — K, x— a-x, injektiv.

Beweis. Es gelte a-b = 0. Nehmen wir an, es ist auch a # 0. Dann miissen wir zeigen, dass

b = 0 gilt. Dazu: Wegen a # 0 gibt es ein Inverses a™' € K.

Dann folgt b=1-b=(a'-a)-b=a"'-(a-b)=a'-0=0, wobei die letzte Gleichheit
aus Bemerkung 7.4 folgt. Sei schliefslich 0 # a € K fest. Seien x,y € K mit f(x) = f(y). Aus
a-x=f(x)=fly)=a-yfolgta-(x—y)=a-x—a-y=0,alsox—y =0 (weil a #0)
und damit x =y. Also ist f injektiv. O

Sie kennen vermutlich schon die Formel im folgenden Satz (fiir reelle Zahlen a, b); nachdem

die obigen Begriffe eingefiihrt sind, konnen wir diese fiir beliebige Ringe mit 1 beweisen.

Satz 7.6 (Binomischer Lehrsatz). Sei R ein Ring mit 1. Seien a,b € R mita-b=Db-a.
Dann gilt fir alle n € Ny:

(a+b)" = (2) ak.- bk (Konvention: v° =1 fiir alle v € R).
0

k=
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Auferdem benutzen wir hier folgende Konvention, beziiglich des Produkts von (E) € Ny und
a,b € R. Seien m € Ny und r € R. Dann setze mr := 0 falls m = 0; ist m > 1, so setze

mr:=71-+...+ 1, mit m Summanden.

Beweis. (Vollstandige Induktion mit Startwert ny = 0.)

e Induktionsanfang. Sei n = 0. Dann ist die linke Seite (a + b)?; die Summe auf der rechten
Seite hat nur einen Term, némlich (g) a’®®. Beides Mal erhalten wir 1 als Ergebnis (mit

unseren Konventionen zu (§) und r°).

e Induktionsschritt. Sei n > 0 und angenommen, die Formel gilt bereits fiir (a + b)™. Nun

(a+b)"" = (a+b)" (a+b) = () <n)ak~b“k) “(a+b)

k
k=0
- (Z (Dak-b“k-a) n (Z (Dak~b“‘<~b) —A+B,
k=0 k=0
. _ = (n K+l 1n—k _ = (n Kk 1onbl—k
wobel A—Z K a“™ b und B—Z K a“-b .
k=0 k=0

(Hier haben wir benutzt, dass a und b miteinander vertauschbar sind.) Jetzt machen wir in
A die Variablensubstitution l =k + 1. Dannist k =1—1, n—k =n+ 1 —1; und nun lauft

L von 1 bis n + 1. Damit erhalten wir:

n+1 n+1
_ n 1 pntl—l _ n kK pntl—k
A = E (l_])a -b = E (k_1)a -b .
1=1

k=1
Jetzt sehen die Terme, iiber die summiert wird, in A genauso aus wie in B, im neuen A lauft

k von 1 bis n+ 1, in B weiterhin von 0 bis n. Also

B ()G () (e
= E (D)6 (B ()0

k=1
Damit erhalten wir

A+B= <g> b 4 (k: ( (kT—l1) i (E) )ak , bnﬂfk) n (2) g

= ( ”:] ) Pascal-Dreieck

— <i (Tl: ])ak ) bn+1—k> 4 gt

Wegen (nH) = (zﬂ) =1 ist dies genau die gewiinschte Summe auf der rechten Seite. O
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| Ab hier Woche 5|
Beispiel 7.7. Sei A eine endliche Menge mit |[A| =n € N. Dann gilt [P(A)| = 2™

Dazu: Wegen |A| = nist A ={ay, ay,...,a,}. Die Teilmengen von A entsprechen dann genau
den Teilmengen von {1, 2,...,n}, also gilt |[P(A)| =|P({1,2,...,n})|. Wir brauchen also nur
den Fall A = {1,2,...,n} zu behandeln. Wie im Beweis von Satz 5.14 (Pascal-Dreieck)

sei T(n, k) := Menge der Teilmengen von {1,...,n} mit genau k Elementen, fiir 0 < k < n.

Dann ist P({1,2,...,n}) = T(n,0)UT(n, 1)U...UT(n,n), und diese Vereinigung ist disjunkt.
Also folgt [P({1,2,...,n})| = [T(n,0)| +[T(n, )|+ ...+ |T(n,n)]

() ()2 Q)L ere

wobel wir den Binomischen Lehrsatz mit R =7 und a = b = 1 verwenden. O

Folgerung 7.8 (Kleiner Satz von Fermat, um 1640).
Sei p eine Primzahl. Dann gilt n* =n (mod p) fir alle n € Z.

Beweis. Sei zuerst n > 0. Dann zeigen wir die Aussage mit vollstdndiger Induktion nach n.
Fiir n = 0 ist dies klar. Sei nun n > 0 beliebig und angenommen, die Aussage gelte bereits
fiir n. Dann miissen wir n + 1 betrachten. Mit dem Binomischen Lehrsatz erhalten wir:

p p—1
Mm+1)P = (P)nk:1+ <p>nk +nP.
5 (-1 (5 ()

k=1

Betrachte nun (E) = p(p_m?j).:gp_kﬂ) € N fiir k € {1,...,p — 1}. Der Zahler dieses Bruches
ist durch p teilbar, aber wegen 1 < k < p—1 ist der Nenner nicht durch p teilbar. Also folgt
p | (}) fiir alle diese k und die geklammerte Summe in obiger Formel ist = 0 mod p. Nach

Induktion ist n? = n mod p. Damit folgt (n+1)» =1+ nP =1+ n mod p, wie gewiinscht.

Sei nun n < 0. Dann ist —n > 0, also wissen wir bereits, dass (—1)PnP = (—m)? = —n mod p
gilt. Schlieflich ist (—1)P = —1 mod p fiir alle Primzahlen p (unterscheide die Félle p = 2
und p > 2), also folgt auch hier n? =n mod p. O

8. Die ganzen und rationalen Zahlen und die Ringe 7Z/mZ

Wir haben bereits oben festgehalten, dass Z ein kommutativer Ring mit 1 und Q ein Koérper
ist, jeweils mit der tiblichen Addition und Multiplikation; aufserdem ist natiirlich Z C Q
(indem wir n € Z mit dem Bruch n/1 € Q identifizieren).

In den meisten modernen Programmiersprachen kann man mit beliebig grofsen ganzen Zahlen
exakt rechnen. Fiir rationale Zahlen ist dies auch moglich, indem man jedes x € Q als

gekiirzten Bruch darstellt, also x =n/m mit n € Z, m € N und ggT(n, m) = 1. Kommt in
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einer Zwischenrechnung ein ungekiirzter Bruch vor, so teilt man Zahler und Nenner durch
ihren gg'T' und erhilt wiederum einen gekiirzten Bruch. Zum Beispiel:
3/22+9/10=(3-1049-22)/(22-10) = (30 + 198) /220 = 228/220 = ... = 57/55.
In Python muss dazu ein extra-Paket geladen werden:
Python 3.9.7 (default, Aug 30 2021, 00:00:00)
>>> from fractions import Fraction
>>> Fraction(3,22)+Fraction(9,10)
Fraction(57, 55)

In GAP ist dies bereits eingebaut:

GAP 4.11.1 of 2021-03-02

gap> 3/22+9/10;

57/55

gap> Factorial(50);
30414093201713378043612608166064768844377641568960512000000000000

Wir sind daran gewohnt, natiirliche Zahlen im {tiblichen Dezimalsystem darzustellen, also
zum Beispiel: 53072 =5-10*4+3-10°4+0-10? + 7 - 10 + 2. Es handelt sich hier um ein
Stellenwertsystem zur Basis 10. Genauso gut kann man auch andere Basen verwenden;

vor allem in der Informatik ist die Basis 2 relevant. Die Grundlage dafiir ist folgender Satz.

Satz 8.1. Sei g € N, g > 2, fest. Dann ldsst sich jede natirliche Zahl n € N darstellen als
n = aqg%+ag_19¢"+...+ajgt+ay mit d € Ny, ag,...,aq €{0,1,2,...,9—1} und aq # 0.
Hier sind d und die “Ziffern” ag, a1, ..., aq eindeutig bestimmt.

Man bezeichnet dies dann als “g-adische Entwicklung’ n = (ag,...,as,ag)q. Zum Bei-

spiel fiir g = 2 heifst dies Bindrdarstellung; fiir g = 16 die Hexadezimaldarstellung.

Beweis. Zuerst einige Bezeichnungen. Fiir d € Ny sei Iy die Menge aller (d + 1)-Tupel
(ap, aty...,aq) mit ap,as,...,aq €{0,1,2,...,9 — 1} und aq # 0. Wir erhalten dann eine
Abbildung f4: Iy — N mit fq(ag, ary...,aq) = agg®+aq_19%"+...4+a;g+ap. Also besitzt
n € N eine g-adische Entwicklung, wenn es ein d € Ny und (ag, aj,...,aq) € I3 gibt mit
n = fa(ap, as,y...,aq). Insgesamt erhalten wir eine Abbildung
f: U I = N, (ap,ary...,aq) — fa(ag, ay,...,aq).
deN,

Zu beweisen ist dann, dass f bijektiv ist. Zuerst zeigen wir mit Induktion nach n, dass f
surjektiv ist. Flir n = 1 ist n = fy(1) im Bild von f. Sei nun n > 2 und bereits gezeigt,
dass alle natiirlichen Zahlen < n im Bild von f sind. Fiir n selbst ergibt Teilen mit Rest

durch g dann n =n'g+ ap mit n’;ap € No und 0 < ap < g. Ist n/ =0, so ist n = fo(ayp)
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bereits im Bild von f. Sei nun n’ > 0. Wegen g > 2 ist n’ < n, also gilt nach Induktion
n’ = fq:.(bg, by,...,bgq/) mit einem d’ € Ny und (bg, by,...,bg:) € I4,. Dann ist aber
n= Tl/g +ay = (bd/gd/ + bd/,] gd,_] + ...+ b]g + bo)g + ag
= bd/gd'“ + bd/_1gd, +...+ b1g2 + bog + ap = far41(ao, bo, by,...,bar).
Also besitzt auch n eine g-adische Entwicklung. Damit ist gezeigt, dass f surjektiv ist.

Betrachten wir nun genauer das Bild von fq. Wegen a; > 0 fiir alle 1 und aq > 1 gilt

fa(ag, ar,y...,aq) = aqg® > g Andererseits gilt wegen a; < g — 1 auch

fa(aoy ary...yaq) <(g—1)g* +(g—Ng* " +...+(g—T)g+(g—1)

=(g—N(g'+g" " +...+g+1) =g —1,

wobei wir die (hoffentlich) bekannte Formel fiir die geometrische Reihe g¢+g%'+...+g+1 =
(g4*" —1)/(g — 1) benutzt haben. Also ist fq(ao, ai,...,aq) eine natiirliche Zahl zwischen
g% und g%' —1, d.h.,

fa(ly) €1 wobei  Ij:={g% g%+1, g¢+2, ..., g¢""—1}C N
Nun ist N die disjunkte Vereinigung aller I);. Da obiges f surjektiv ist, so muss auch jedes
fa: Iq — I} surjektiv sein. Hier haben wir es nun mit endlichen Mengen zu tun. Man sieht
sofort dass |Ig] = g%(g — 1) und |Ij] = g% — g¢ = g%(g — 1) = |I4| gilt. Also folgt mit
Lemma 5.8(c), dass fq automatisch auch injektiv ist. Aber dann ist auch f ingesamt injektiv,

also die g-adische Zerlegung eindeutig. 0
Beispiel 8.2. Der obige Beweis liefert ein Verfahren, wie man die g-adische Entwicklung
bestimmt. Sei etwa n = 2021 und g = 4. Wiederholtes Teilen mit Rest durch 4 ergibt:

2021 =505-4+4+1, 505=126-4+1, 126=31-4+2, 31=7-443, 7=1-443.
Indem wir diese Formeln riickwérts ineinander einsetzen, erhalten wir

2021 = ((((1-4+43)-4+3)-442)-44+1)-44+1=1-H+3-4*+3.43+2-42+1-4"+1.

Also ist 2021 = (133211), die 4-adische Entwicklung von 2021. Berechnen Sie als Ubung
analog die 2-adische oder 3-adische Zerlegung von 2021.

Nach all unseren Vorbereitungen im vorherigen Kapitel iiber den “mod” Operator, Kongru-

enzen usw. konnen wir hier nun eine neue Klasse von Ringen und Koérpern einfiihren.

Zur Erinnerung: Sei m € N fest. Fiir n € Z sei v die Restklasse von n (modulo m), also
n={aeZ]|mteltn—al ={a € Z| a modm = nmod m}. Wie in Beispiel 4.10
ist {0, 1,...,m — 1} ein Reprasentantensystem der Restklassen. Die Menge der Restklassen

bezeichnen wir nun mit Z/mZ :={0,1,...,(m —1)}.
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Satz 8.3. Mit obigen Bezeichnungen kénnen wir fir alle a,b € Z wie folgt eine Addition
und eine Multiplikation fir die zugehdrigen Restklassen definieren:
a+b:=a+b und a-b:=ab.
Mit diesen Verkniipfungen erhalten wir:
(a) (Z/mMZ,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins-Element 1.
(b) Seim > 2. Dann gilt: ~ Z/mZ ist ein Korper & m ist eine Primzahl.

Beweis. Seien a,b € Z. Dann kénnen wir a + b und ab bilden. Sind auch ¢,d € Zmita =¢
und b = d gegeben, so kénnen wir entsprechend ¢ + d und cd bilden. Damit es iiberhaupt
Sinn macht, die Restklassen selbst zu addieren und zu multiplizieren, muss sichergestellt sein,
dass bei den obigen beiden Rechnungen jeweils das gleiche Ergebnis herauskommt; aber dies

ist gerade die Aussage von Lemma 4.11. Damit haben wir “wohl-definierte” Verkniipfungen
+: Z/MZ x Z/mZ — Z/mZ und < Z/mZ X Z/mZ — 7/ mZ.
(~~ Hinweis auf “Topfrechnen”)

(a) Zu den Ringaxiomem: Aufgrund der obigen Definition ist klar, dass 0 neutrales Element
beziiglich 74 und 1 neutrales Element beziiglich 7" ist. Jedes @ € Z/mZ hat ein Inverses
beziiglich "4, némlich —a (wegen @+ (—a) = a — a = 0). Nun miissen noch die weiteren
Regeln gezeigt werden, also fiir alle a,b,c € Z:
a+b=>b+7, (@+b)+c=a+ (b+c),
a-b=b-q, (@-b)-c b
a-(b+c)=a-b+a-c.
Diese Regeln folgen aber unmittelbar aus den entsprechenden Regeln fiir Z; zum Beispiel:
a-(b+c)=a-(b+c)=a(b+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c,
wobei beim 3. Gleichheitszeichen die Regel a(b + ¢) = ab + ac fiir a,b,c € Z verwendet

wurde. Der Beweis der anderen Regeln verliuft analog und sei als Ubung iiberlassen. Damit

ist (Z/mZ,+,-) ein kommutativer Ring mit 1.

(b) Sei nun m > 2. Dann ist jedenfalls 0 # 1. Sei zuerst angenommen, dass Z/mZ ein Koérper
ist. Dann miissen wir zeigen, dass m eine Primzahl ist. Nehmen wir an, m ist keine Primzahl,
d.h., m=abmit 2 < a,b < m. Dann gilt @ # 0 und b # 0, aber auch @-b = ab =m =0,

Widerspruch zu Lemma 7.5. Also war die Annahme falsch, d.h.; m ist eine Primzahl.
Zum Beispiel gilt fir m=4: 2-2=4=0, oder firm=6: 2-3=6=0.

Umgekehrt sei nun m = p eine Primzahl und 0 # @ € Z/pZ. Wir miissen zeigen: Es
gibt ein Inverses zu @ (beziiglich der Multiplikation). Dazu: Wegen @ # 0 ist p { a, also
gegT(p,a) = 1. Nach dem Lemma von Bézout gibt es ;s € Z mit 1 = rp + sa. Dann ist

aber T=Tp+sa=7-p+5-a=7-0+5-@=5-0, alsoist s =a ' das gesuchte Inverse. [J
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}

—

Definition 8.4. Ist m = p € N eine Primzahl, so wird Z/pZ auch mit F, = 0,1,...,(p—1
bezeichnet und heifst endlicher Korper mit p Elementen.

Zum Beispiel ist F, = {0, 1} mit den Verkniipfungstabellen:

Dieser Korper spielt in der Informatik und in der Kodierungstheorie eine wichtige Rolle.

Beispiel 8.5. (a) Fiir m = 1 ist Z/1Z = {0} und natiirlich 0+0=0=0-0.

(b) Fiir m = 3,4 sind die Verkniipfungstabellen wie folgt gegeben:

+|0 T 2 0T 2
m=3 991% 9999 (alsoz_]=2)
111 20 110 1 2
212071 21027
+l07T23 0T 23
0/0123 0/0 000
m=4 717230 710723 (kein Korper)
212301 2|0 20 2
3130712 310321
() InFs={0,1,2,3, 4} gilt: T =1, 2 =3, 3'=2 4 =4

Beispiel 8.6. Wir konnen nun auch einen neuen Beweis fiir den Kleinen Satz von Fer-
mat geben. Sei also p eine Primzahl und n € Z. Zu zeigen: n? = n mod p, oder anders

ausgedriickt T = nP =P, wobei wir im Kérper F,, rechnen.

Ist T = 0, so ist die Aussage klar. Sei nun T # 0. Dann betrachten wir die Abbildung
f: F, = F,, X — n-X. Diese ist injektiv nach Lemma 7.5 und Satz 8.3(b). Also ist f bijektiv
nach Lemma 5.8(c), d.h.,

(0,7,2 ..., p=1)) = (F,)
Auf beiden Seiten kommt hier 0 =T - 0 vor (siche Bemerkung 7.4), also ist auch
(1,2, ..., (p=D}={n-T,mn-2, ..., - (p—1) L
Bilde das Produkt aller dieser Elemente:

(m-o,n-1,mn-2,..., n-(p—1)}

T-2-...-(p-N=@m-1)-m-2)-...-(m-(p—1)) =" (1T-2-...- (p—1)).
Wegen 1-2-...-(p—1) # 0 (Lemma 7.5) konnen wir diesen Faktor auf beiden Seiten kiirzen

)
(noch einmal Lemma 7.5) und erhalten T =1, also T = TP, wie gewiinscht. O
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9. Polynome und Polynomfunktionen

Sei K ein Korper. Eine Funktion f: K — K heift Polynomfunktion, wenn es ein n € Ny
und Koeffizienten ay, ai, az,...,a, € K gibt mit

(%) f(x) = anX™ + an X 4.4+ arx + ag fiir alle x € K.

Ein bekanntes Beispiel ist sicherlich die Funktion f: R — R mit f(x) = x? fiir alle x € R.
Sei P(K) die Menge aller Polynomfunktionen f: K — K. Fiir n € Ny sei P, (K) C P(K) die

Teilmenge aller f wie oben, so dass (x) gilt mit Koeffizienten ao, ay, ..., a,. Sei PL(K) C P.(K)

die Teilmenge aller f, so dass (x) gilt mit a,, # 0.

Satz 9.1 (Horner—Schema). Seim > 1 und f € P.(K), d.h., es gibt ap,ar,...,an € K
mit an # 0 und f(x) = anX™ + an_1X™ 4 ...+ a;x + ao fur alle x € K. Sei ¢ € K fest und

definiere rekursiv wie folgt Elemente in K:

bnf1 = Qn, ban =ap + bn71c; bn73 =ap2+ bnszy
N b; := a, + by, by := a; + byc, T:=0qap+ boc.
Sei g € ﬁn 1(K) definiert durch g(x) := by_1Xx™ 1 +bp_,x" %+ ...+ bix+ by fiir alle x € K.

Dann gilt f(x) = (x — c)g(x) + 1 fir alle x € K. Insbesondere also f(c) =r.

Beweis. Im Wesentlichen einfaches Nachrechnen. Fiir x € K gilt:

n—1 n—1
(x—c)g(x):(X—C)Zbixi—Zblx Zbcx —Zbl 1X—ZbCX
i=0 =0
n—1
=by 1 x"— boc + Y (big—bic)x' =f(x)—1. O
1 boc Z] (bis ) (x)
=Qn T—ap 1= =aj

Bemerkung. Rechnet man ¢, c?,...,c" aus und dann f(c) = apc™+an_ic™ '+...+ajc+ao,

so braucht man insgesamt n Additionen und 2n — 1 Multiplikationen. Benutzt man das
Horner-Schema, so benotigt man auch n Additionen, aber nur n Multiplikationen!
Sei zum Beispiel f(x) = 2x3 + 5x* — 11x — 3.

Koeffs von f: 2 5 —11 -3
Horner-Schema: c=2: ] +2.-2=4 +2-9=18 +2-7=14
g: 2 9 7 [11]
Dann ist g(x) = 2x? +9x + 7 und v = f(2) = 11. — Nachrechnen:
(x —2)(2x2 + 9% +7) =2x3 + 9x? + 7x — 4x* — 18x — 14 = f(x) — 11.

Folgerung 9.2. Sein > 1 und f € P (K). Dann hat f héchstens n Nullstellen in XK.
(Nach Definition ist eine Nullstelle von f ein Element ¢ € K mit f(c) =0.)
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Beweis. (Vollstandige Induktion nach n.) Fiir n = 1 ist f(x) = ajx + ao mit a; # 0. Also
gibt es genau n = 1 Nullstelle, nimlich ¢ = —apa;'. Sei nun n > 2 und die Aussage
bereits gezeigt fiir alle g € Pr1(K). Sei f € P (K). Annahme: Es gibt paarweise verschiedene
Cly--+yCnr1 € Kmit f(c;) =0 fiir 1 <i<n+ 1. Nach Lemma 9.1 gibt es ein g € ﬁn,1(K)
mit f(x) = (x — cny1)g(x) fiir alle x € K. Nach Induktion hat g hchstens n — 1 Nullstellen.
Fir T < 1 < n gilt dann aber 0 = f(¢;) = (ci — cnr1)g(ci). Wegen ¢; # ¢, folgt also
g(ci) =0 fir 1 <i<n, dh., ghat n Nullstellen, Widerspruch. O

Folgerung 9.3. Sein > 1 und [K| > n. Dann ldsst sich jedes f € P, (K) auf eindeutige
Weise wie in (x) schreiben, d.h., es gibt eindeutige Koeffizienten aog,ai,...,a, € K mit

f(x) = anX™ + an X' ...+ arx + ag fir alle x € K.

Beweis. Sei f € P(K). Gegeben seien aj, b; € K mit
f(x) = anX™+an 1 X" 4. . .Faix+ag = byx "+ X" 4. ..+ bix+by fiir alle x € K.

Setze ¢; := a; — b; fiir alle 1 und definiere eine Polynomfunktion g: K — K durch g(x) =
CnX™ + Cr1X™ T L.+ c1x + ¢ fiir alle x € K. Dann gilt g(x) = 0 fiir alle x € K.

Annahme, es gibt ein i mit a; # by, also ¢; # 0. Sei dann m := max{1i | ¢; # 0}. Wegen m < n,
cm # 0 und ¢; = O fiir alle i > m folgt g € P,.(K). Nach Folgerung 9.2 hat g hochstens m
Nullstellen. Aber alle Elemente von K sind Nullstellen von g; also muss |K| < m < n gelten,

Widerspruch zur Voraussetzung. 0

Die Aussage in Folgerung 9.3 wird tatsédchlich falsch, wenn K zu klein ist. Sei z.B. K = F,
und f(x) = x? + x fiir alle x € K. Dann ist f € P,(F,) mit f(0) =0 und f(1) =1+1 =0,
d.h., es gilt f(x) = O fiir alle x € K. Damit hat f zwei Darstellungen wie in (x); einmal mit
Koeffizienten (ao, aj, a;) = (0,1, 1) und einmal mit Koeffizienten (by, by,b,) = (0,0,0).

Folgerung 9.4 (Polynominterpolation). Sei n € N. Gegeben seien paarweise verschiedene
Elemente xq,...,%xn11 € K und beliebige Elemente Yy, ..., Yns1 € K. Dann gibt es genau eine
Polynomfunktion f € P (K) mit f(xi) =y firi=1,...,n+1.

Beweis. Zur Existenz: Fiir i =1,2,...,n+ 1 definieren wir L; € P,(K) durch

L= [ =2 firallexek.

) LXKy
je{l,...n+1TR{i}

(Beachte, dass man durch Ausmultiplizieren wirklich eine Polynomfunktion in P,,(K) erhélt.)

Diese Funktionen heifsen Lagrange—Polynomfunktionen; sie haben folgende Werte, wie
1 falls i =j,

man sofort sieht: Li(x) = { 0 falls 1 # ]
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Definieren wir also f € P, (K) durch f(x) := Z?:]] y;Li(x) fir alle x € K, so gilt f(x;) = y;
firi=1,...,n+ 1, wie gewiinscht.

Zur Eindeutigkeit: Sind f, g € P,,(K) mit f(x;) =y = g(xq) firi =1,...,n+ 1, so ist die
Differenz f — g eine Polynomfunktion in P,,(K), die n 4+ 1 Nullstellen hat, muss also gleich 0

sein nach Folgerung 9.2. O
il 1.2 34
Beispiel: Sei n = 3 und folgende Werte gegeben: xi | —2 —1 1 2. Dann ist
e (x—1)(x—2) _ (x+2)(x—1)(x~2) (A2 (A1) (x=2) (e 2)(xA 1) (x—1)
L (X) = [C(=3)(=3) LZ(X) = T 123 I—3(X) == 3.;(,1; y L4(X) = 431
135 1., 49 1

und damit f(x) =1 -Lj(x) +3-La(x) —3-L3(x) +2-L4(x) =.. + =Xt — —=x— =.

TR TN T2

Aus verschiedenen Griinden (etwa um die obigen Schwierigkeiten mit zu kleinen Kérpern zu
vermeiden) ist es sinnvoll, “abstrakte” Polynome anstelle von Polynomfunktionen einzufiih-
ren. Was hat man darunter zu verstehen? — Informelle Antwort: Ein “formaler” Ausdruck
der Form x* + x, wobei man fiir x irgendwelche Werte einsetzen kann. Man kann solche
Ausdriicke addieren und multiplizieren (mit den tiblichen Rechenregeln), zum Beispiel:

2 -1+ +x)=x+2x* +x—1 und

22 —=1)- (C+x) =2 +2¢ — x> —x =2 + x> —x.
Aber was genau ist ein “formaler” Ausdruck, und woraus soll man Werte einsetzen kénnen?
Vielleicht hilft es, sich die allgemeine Form eines solchen Ausdrucks vorzustellen; diese sollte
so aussehen: ao 4+ ayx + ayx> + ... + a,x", wobei n € Ny und ao, aj,...,a, € K. Letzt-
lich relevant scheinen also eigentlich nur die Koeffizienten ay, a;, az,...,a, zu sein. Diese

Beobachtung wird tatséchlich zur Grundlage einer ordentlichen Definition.

| Ab hier Woche 6|
Sei K beliebiger Korper; wir betrachten die Menge ¥ = Abb(Ny, K). Jedes f € F schreiben

wir als Folge f = (an)n>o (oder einfach (a,)), wobei a, = f(n) fiir alle n > 0. Addition und

Multiplikation mit einem Skalar s € K seien gegeben durch:

(an) + (bn):=(an+by) und s.(an) == (san).
Man rechnet leicht nach, dass damit (F,+) eine abelsche Gruppe ist. Das neutrale Element
beziiglich der Addition ist 0 = (0,0,0,...). Fir f,g € F definieren wir auch ein Produkt
fx g € F wie folgt: Seien f = (a,) und g = (by); fiir n > 0 sei

n
Cnh = Z Clibn,i = aobn + aq bnq + azbn,Z +...+ an,1b1 + anbo.
i=0
Dann setze f % g := (c,). Diese Verkniipfung heift Konwvolution, oder auch Faltung.
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Beispiel: (—1,0,2,0,0,...)*(0,1,0,1,0,0,...) = (0,—1,0,1,0,2,0,0,...), denn ¢y = agby =

0, ¢t = aob; + a1bg =—1, ¢, = apoby + a1b; + aby = 0, usw.

Wir sagen, dass f = (a,) € F endlich ist, wenn es ein nyg > 0 gibt mit a,, = 0 fiir alle
n > ny. In diesem Fall schreiben wir f einfach als f = (ap, ar,..., an,, 0,...). Ist £ # 0, so
heift Grad(f) := ny = max{n € Ny | a, # 0} der Grad von f und a,, der Leitkoeffizient

von f. Ist hier a,, =1, so heifst f normiert.

Lemma 9.5. Sei Fy:={f € F| f ist endlich } C F. Seien f,g € Fy. Dann gilt:
(a) Es ist auch s.f € Fy firs € K, f+ge€ Fpo und fxg e F.

(b) Sind f,g # 0 und f+ g # 0, so gilt Grad(f + g) < max{Grad(f), Grad(g)}.
(c) Sind f,g # 0, so gilt f* g # 0 und Grad(f x g) = Grad(f) + Grad(g).

Beweis. Seien f = (a,) und g = (b,) in Fp. Ist f =0 = (0,0,...),s0ist f+g =g € Fy
und s.f =0 € Jy; ebenso fxg =0 € JF;. Analog: Ist g = 0, so sind f+ g = f € F, und
fxg=0 € JF. Seien nun also f # 0 und g # 0.

Seien ny = Grad(f) und my = Grad(g); also f = (ao, ai, ..., an,,0,...) mit a,, #0,und g =
(boy b1y. vy by, 0y .. .) mit by, # 0. Dann ist offensichtlich s.f = (sayp, sas,...,san,,0,...) €
Fp fiir s € K. Ist dy = max{ng, mo}, so gilt f+g = (ap+by, a;+by,...,aq,+ba,, 0,...) € F.
Ist f 4+ g # 0, so ist damit Grad(f + g) < do, also gilt (b).

Nun betrachte f* g = (cn). Ist ¢n = Y [ aibny # 0, so gibt es ein i mit a; # 0 und
bri #0,dh, i <myundn—1 < mp, alson < my+1 < my + ng. Also folgt f *
g = (CoyCly.veyCrptmgy 0y ..) € Fo, d.hr., es gilt (a). Betrachten wir nun den Koeffizienten
Crgime = 2 1% " @ibngime—i- Ist in dieser Summe i > my, so folgt a; = 0. Ist 1 < my,
so ist ng + my —1i > my, also by,im,—i = 0. Also bleibt nur i = mny iibrig und es folgt
Cngtmy = Qnybm, # 0. Also fx g # 0 und Grad(f % g) = ng + mo. Damit gilt auch (¢). O

Bemerkung 9.6. (a) e :=(1,0,0,...) € F) ist das neutrale Element beziiglich .
(b) Ist X:=(0,1,0,0,...) € Fo, so gilt X * (a,) = (0, ap, as, az,...).

Beweis. (a) Es gilt e* (ay) = (cy) mit cn =) [y €iGn_i = €oln +€1an_1 + ...+ €,00 = an.
(b) Es ist X * (an) = (cn) mit ¢y = > s Xian—i = Xoan + Xi@n1 + XaGn2 + ... + Xnao.
Dies ist gleich 0 falls n = 0, und gleich a,,_; fallsmn > 1. 0

Definition 9.7 (“Abstrakte” Polynome iiber K). Bezeichnen wir X := (0,1,0,0,...) €
wie oben, so schreiben wir auch K[X] := Jy. Dann definieren wir X° := e = (1,0,0,...) und
X" = X * X" fiir alle n € N, also

X=X, X=XxX=(00,1,0,0,...), X :=XxX*>=(0,0,0,1,0,0,...),

Ist f = (an) € Fp und ny > 0 mit f = (ao, ary...,an,,0,...), so erhalten wir eine eindeutige
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o
Darstellung f = Z a X = an, X + an0_1X“°_] + ...+ X+ aq.
i=0
(Hier schreiben wir einfach a; X! anstelle von a;.X'; aukerdem werden die Terme a; X! meist

nach absteigendem Exponenten von X geschrieben, aber die Reihenfolge ist letztlich egal.)

Die Elemente von K[X] = Fy heiken Polynome in der Unbestimmten X. (Wir kénnten
auch irgendein anderes Symbol anstelle von X nehmen; dies ist immer nur ein Name fiir die
Folge (0,1,0,0,...) € Fo.) Schlieklich: Wir fassen K als Teilmenge von K[X] = Fy auf, indem

wir ein Element a € K mit ae = aX® = (a,0,0,...) € F, identifizieren.

Lemma 9.8. Mit den oben definierten Verkniipfungen “+” und “«” ist K[X] = Fy ein kom-
mutativer Ring mit 1. Sind f,g € Fo und s € K, so gilt (s.f) xg=s.(f*xg) =f * (s.g).

Beweis. Etwas langwieriges (aber letztlich einfaches) Nachrechnen aller Ringaxiome. U

Gegeben seien Polynome f = an, X™ + an0_1X“°’] +...+ X+ a und g = by XM +
bmo,1Xm°_] + ...+ b X + by. Die Tatsache, dass K[X] ein Ring ist und die Formeln in

Lemma 9.8 gelten, bedeutet dann, dass wir f * g einfach wie folgt ausmultiplizieren kénnen:

No Mo Mo Mo o Mo

f*g:ZZ(aiX‘ bXJ ZZ aib;) (Xt % X)) ZZabX‘“

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
Am Ende fasst man die Terme a;b;X"" mit gleichem Exponenten von X zusammen. (Man

braucht sich also gar nicht an die genaue Definition von * zu erinnern.)

Bemerkung 9.9. Sei f = a, X™ + an, 1 X™ ' +...+ a;X + ap € K[X]. Dann erhalten wir
eine Polynomfunktion f € P(K) mit f(x) := A X™ + @y 1 X™ T 4.+ arx + ap fiir x € K.
Zum Beispiel: Ist K =F, und f = X2 + X € K[X], so ist f(x) = x* +x = 0 fiir x € K. Hier ist
f # 0, aber f ist die Null-Funktion. (Unterschied Polynome ¢ Polynomfunktionen!)

Ist s € K, so schreiben wir auch einfach f(s) anstelle von f(s). In diesem Sinne haben wir

also s in f “eingesetzt”. Fiir dieses Einsetzen gelten die Regeln (f + g)(s) = f(s) + g(s) und
(f* g)(s) = f(s)g(s) fiir alle f, g € K[X] (wie man leicht nachrechnet).

Bemerkung 9.10. Analog zu Satz 9.1 gibt es auch ein Horner-Schema fiir Polynome: Ist
0 # f € KIX] mit n = Grad(f) > 1, so gilt f = (X —c¢) x g+ f(c), wobei 0 # g € K[X]
mit Grad(g) =n — 1. Ist f(c) = 0, so heift ¢ eine Nullstelle von f; in diesem Fall ist also
f = (X —c) * g. Wie in Folgerung 9.2 sieht man, dass f héchstens n Nullstellen hat.

Noch einmal: Polynome in K[X] = Fy und Polynomfunktionen in P(K) sind zwei vollig ver-

schiedene Objekte! Ein Polynom in K[X] ist letztlich nur die Folge f = (ap, ai, ..., any, 0,...)
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seiner Koeffizienten, und keine Funktion K — K ! Genauso werden Polynome in Computer-
Algebra-Systemen (wie z.B. GAP oder Sage) realisiert, ndmlich intern durch endlich lange
Listen der Koeffizienten; Rechnungen mit Polynomen sind dann letztlich Manipulationen
dieser Listen. Das Ergebnis solcher Rechnungen wird nicht als Liste ausgegeben, sondern
als “formaler” Ausdruck wie oben mit einer Unbestimmten X gedruckt. (Man kann natiirlich
auch andere Buchstaben anstelle von “X” wéhlen.) Beispiel:

gap> t:=Indeterminate(Rationals,"t");; # "t"= Name der Unbestimmten

gap> f:=(3%t~4-1)*(t~8-t"5+17);

3%t~12-3*%t"9-t~8+t~5+51%t~4-17

gap> CoefficientsOfUnivariatePolynomial (f);

[ -17, 0, O, O, 51, 1, 0, O, -1, -3, 0, 0, 3] # beachte Reihenfolge!
gap> Value(f,11) # s=11 in f eingesetzt
9407997835934

10. Dzie reellen Zahlen

Die reellen Zahlen R bilden einen Koérper mit Q C R; die {iblichen Rechen-Operationen (also
Addition, Multiplikation, Anordnung <) werden dabei von Q auf R fortgesetzt. Wir geben
hier keine formale Definition oder Konstruktion (dazu siehe zum Beispiel Kapitel 2 im Buch
von Ebbinghaus et al.), sondern stellen uns R als Zahlengerade vor:
—1 0 1v2 2 e 3 4
— —

| | | |
T T T T T

T WIN

Elemente von R\Q heifien irrationale Zahlen; wir haben bereits gesehen, dass v/2 irrational
ist (Satz 2.10). Wir wollen hier die grundlegenden Eigenschaften von R herausarbeiten, die
sicherstellen, dass man so etwas wie v/2 (oder die oben in der Zahlengeraden genannte
Eulersche Zahl e ~ 2,71828...) in R konstruieren kann.

x falls x > 0,
—x falls x < 0.

Es gilt die (oft niitzliche) Dreiecksungleichung: Ix +y| < x|+ Jyl fir alle x,y € R.

Bemerkung 10.1. Fiir x € R ist der Absolutbetrag gegeben durch |x| :=

Beweis der Ungleichung: Es gilt —|x| < x < [x]. Ist x +y > 0, so erhalten wir |x + y| =
x+y < x|+ yl; ist x+y < 0, so erhalten wir [x +y| = —(x+y) = (—x) + (—y) < x|+ yl.

Definition 10.2. Sei S C R eine nicht-leere Teilmenge. Wir sagen, dass S nach oben
beschrdankt ist, wenn es ein M € R gibt mit x < M fiir alle x € S. In diesem Fall heifst M
eine obere Schranke fiir S. Ist M eine obere Schranke und gilt M < M; fiir jede weitere
obere Schranke M, fiir S, so heifst M kleinste obere Schranke von S.
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Beachte: Es ist keineswegs klar, dass eine nach oben beschrinkte Menge auch eine kleinste
obere Schranke besitzt. Aber wenn dies der Fall ist, so bezeichnen wir die kleinste obere

Schranke mit M = sup(S) (“Supremum” von S).

Analog werden die Begriffe “nach unten beschrankt’, “untere Schranke’ und “grofite
untere Schranke’ definiert. Wiederum: Gibt es eine grofite untere Schranke, so bezeichnen

wir diese mit inf(S) (“Infimum” von S).

Sei zum Beispiel S := N C R. Dann ist N nach unten beschrankt; z.B. sind M = 0 or
M = —17 untere Schranken. Man sieht sofort, dass inf(N) = 1 gilt; in diesem Fall gehort
also das Infimum selbst zur Menge dazu. (Wir werden noch Beispiele sehen, wo dies nicht
der Fall ist.) Da natiirliche Zahlen beliebig grof werden kénnen, scheint es ebenso klar zu

sein, dass N nicht nach oben beschrénkt ist. (Ein préziser Beweis folgt unten.)
Hier ist nun die fundamentale, alles entscheidende Eigenschaft von R.

Satz 10.3. Der Kérper R ist ein vollstandiger Korper, d.h., jede nicht-leere, nach oben
beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum, und jede nicht-leere, nach unten be-

schrinkte Teilmenge von R besitzt ein Infimum.

Als erste Mini-Anwendung sei wieder S := N C R. Angenommen, N wére nach oben be-
schrankt; dann existiert M := sup(N) € R. Da M die kleinste obere Schranke ist, ist folglich
M —1 keine obere Schranke fiir N mehr. Also gibt es ein n € N mit n > M —1. Dann ist aber
auchn+1>(M—1)+1=M, also ist n+ 1 € N echt grosser als M, Widerspruch dazu,
dass M eine obere Schranke fiir N ist. Also ist in der Tat N nicht nach oben beschrankt.

Lemma 10.4. (a) Seien x,y € R mit x > 0. Dann gibt es ein n € N mit nx > y.
(b) Sei x € R. Dann gibt es (genau) einm € Z mitn < x <n+ 1.

(c) Seien x,y € R mit x <y. Dann gibt es ein T € Q mit x <1 < y.

Die Aussage in (c¢) wird auch als Dichtheit von Q in R bezeichnet.

Beweis. (a) Wir haben gerade gesehen, dass N nicht nach oben beschrénkt ist. Also gibt es
ein n € N mit n > y/x. Multiplizieren mit x > 0 ergibt nx > y.

(b) Da N nicht nach oben beschriankt ist, gibt es ein a € N mit x < a; analog gibt es ein
b € Nmit —x < b. Dann gilt —b < x < a. Jetzt betrachte die endlich vielen ganzen Zahlen
—b,—b+1,-b+2,...,a—1,a. Sei n € Z die erste Zahl in dieser Liste (von rechts nach

links) mit n < x. Dann ist n < x < n+ 1. Offenbar ist n eindeutig bestimmt.

(c) Wegen y —x > 0 gibt es nach (a) ein n € N mit n(y —x) > 1, also ny > nx + 1.
Nach (b) gibt es ein 1/ € Z mit n’ < nx < n' + 1. Setze nun m := n’ + 1. Dann folgt
nx<m=n'+1<nx+1<ny. Teilen durch n ergibt x <r<ymit r:=m/neQ. O
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Beispiel 10.5. Sei a € R, a > 0, und S := {3 [n € N} C R. Es gilt x > 0 fiir alle x € S,
also ist O eine untere Schranke (aber 0 ¢ S). Behauptung: Es gilt inf(S) = 0.

Dazu: Sei M € R eine weitere untere Schranke. Wir miissen zeigen, dass M < 0 gilt.
Annahme, es wire M > 0. Nach Lemma 10.4(a) gibt es ein n € N mit nM > a. Dann ist
aber M > = € S, Widerspruch dazu, dass M eine untere Schranke von S sein soll. Also war

die Annahme falsch und es gilt M < 0, wie gewiinscht.
Folgerung 10.6. Seix € R und S :={r € Q| r < x}. Dann gilt x = sup(S).

Beweis. Die Menge S ist nach oben beschrankt durch x, also existiert y := sup(S) € R und
es gilt y < x. Wére y < x, so gibt es nach Lemma 10.4(c) ein r € Q mit y < r < x. Dann ist
aber auch r € S, Widerspruch dazu, dass y eine obere Schranke fiir S ist. Also ist x =y. O

Beispiel 10.7 (Dezimalentwicklung). Gegeben sei x € R, x > 0. Die Dezimalentwicklung
von x ist eine Darstellung der Form x = zy,z125z3 ... mit zy € Ny und “Nachkomma-Ziffern”
zn €{0,1,2,...,9} fiir alle n > 1. Zum Beispiel v2 = 1,414213562373095048801688724 .. .
(Fiir konkrete Rechnungen gibt man sich dann eine gewiinschte Genauigkeit vor und bricht
die Entwicklung ab einer bestimmten Stelle ab — darauf werden wir hier allerdings nicht wei-
ter eingehen. Siehe z.B. Kapitel 19 “Floats” im GAP-Manual.) Wir zeigen nun, wie man die
Dezimalentwicklung mathematisch prézise herleitet. Wir definieren dazu eine Folge (z,)nen
in Ny rekursiv wie folgt. Nach Lemma 10.4(b) gibt es zp € Z mit zy < x < zy + 1; wegen
x > 0 ist auch zy > 0. Dann setze x; : = x —z¢. Es gilt 0 < x; < 1 und damit 0 < 10x; < 10.
Wiederum nach Lemma 10.2(b) gibt es z; € Z mit z; < 10x; < z7 4+ 1; wegen 0 < 10x; < 10
ist z1 € {0,1,2,...,9}. Dann setze x; := 10x; — z;. Es gilt 0 < x, < 1 und wir koénnen das
ganze Argument wiederholen. Es gibt also z; € {0,1,2,...,9} mit z; < 10x; < z; + 1; setze
dann x3 := 10x; — z; und so weiter. Damit erhalten wir Folgen (z,)nen, und (Xn)nen mit

0<xp <Tund 0 < xXpy1 = 10x, — z,, fiir alle n € N. Wir setzen nun
n
Zi

0 € Q fir alle n € Np.
i=0

S:={a,|n e Ny} wobei Ay ==
Mit einer (leichten) vollstdndigen Induktion nach n zeigt man sofort:
Xn+1
10m
Wegen 0 < xp41 < lTist dann 0 < x —a, < 10% fiir alle n € Ny. Wegen z; > 0 fiir alle i
ist aulerdem ap < a7 < a; < ... < x; die Differenz zwischen a, und x ist jeweils < %,

wird also immer kleiner. Wir iiberlassen es als Ubung zu zeigen, dass daraus x = sup(S)

X=2zy+X =a,+ fir alle n € Ny.

folgt. (Argumentieren Sie so dhnlich wie im Beweis von Folgerung 10.6.) Die Folge (zn)nen,

definiert die Dezimaldarstellung x = zy,z1z;2z3 ... von x.
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Wir konnen an dieser Darstellung auch ablesen, wann x € Q gilt. Dazu nennen wir die Folge
(zZn)nen, ‘periodisch”, wenn es ein ny > 0 and d > 1 gibt mit

Znogtdit] = Zngtly  Zngtdit2 = Zngt2y  +e+y  Znghdidd = Zngra Lur i=1,2,3,...
d.h., aber einer bestimmten Stelle wiederholt sich ein Block von d Ziffern. Dann kann man

zeigen: Es gilt x € Q genau dann, wenn (z,)nen, periodisch ist.

Beispiel: Sei x = 0,312121212.. ... Wir schreiben dies einfach als x = 0,312, wobei der obere
Querstrich den sich wiederholenden Block angibt. Sei y := 0,12. Weil der sich wiederholende
Block die Linge 2 hat, multiplizieren wir mit 10% und erhalten 100y = 12,12 = 12 4+ y. Also
99y =12 and damit x =032 =3+ L =3+ % =3+ 3% =5 =15 € Q.

Umgekehrt hat jedes x € Q eine periodische Dezimaldarstellung, z.B. x = 3;8(3) 0,3106.

Bemerkung 10.8. Die Existenz von Suprema oder Infima kann im Prinzip dazu benutzt
werden, um diverse Konstruktionen mit reellen Zahlen mathematisch prazise zu rechtfertigen.
Sei zum Beispiel a € R, a > 0; dann existiert fiir jedes n € N die (positive) n-te Wurzel
{/a € R (insbesondere also auch v/2 € R). Um dies zu begriinden, kann man die Menge
S:={x € R|x" < a} betrachten und zeigen, dass sie nicht leer und nach oben beschrankt ist
(was nicht sehr schwierig ist); danach miisste man noch zeigen, dass sup(S) € R die gesuchte
n-te Wurzel von a ist — aber dies ist etwas miithsam. Im 2. Semester werden wir wesentlich

effizientere Methoden kennenlernen, um derartige Fragestellungen zu losen.

Zum Schluss betrachten wir noch eine weitere grundlegende Konstruktion: “Intervallschach-
telungen”. Zuerst einige Bezelchnungen Seien a,b € R mit a < b. Dann heifst

[a,b] :={x eR|a<x<b} abgeschlossenes Intervall,

(a,b):={x e R|a<x<Db} offenes Intervall.
Es gibt natiirlich auch die Mischformen [a,b) :={x € R | a < x < b} und (a,b] :={x €
R | a < x < b}, die wir aber im Moment nicht weiter bendtigen. Ist I ein solches Intervall

(abgeschlossen oder nicht), so bezeichnen wir manchmal mit £(I) := b — a die Lange von 1.

Satz 10.9 (Intervallschachtelung). Gegeben sei eine Folge von abgeschlossenen Interval-
len 11,1, I3,... CR mit I; DI, D I3 D .... Dann gibt es ein x € R mit x € 1, fir alle
n € N. Gilt inf({€(I,) | n € N}) =0, so gibt es genau ein x € R mit x € I, fiir alle n € N.

Beweis. Fiir n € N schreiben wir I, = [an, by] mit a,, b, € R und a, < b,,.. Die Bedingung
I, 21, D13 D... iibersetzt sich dann in

(%) an < Anyg und b, > bnyg fiir alle n € N.

Sei S:={a, | n € N} CR. Wegen a,, < b, < by fiir alle n € N ist by eine obere Schranke

fiir S; also existiert x := sup(S) € R und es gilt a,, < x fiir alle n € N. Wir miissen noch
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zeigen, dass auch x < by, fiir alle n € N gilt. Annahme, es gidbe ein ng € N mit x > by,.
Nunist a;j < a; <... < ap, < by,. Flir n > ng ist a,, < by, < by,. Also gilt a, < by, fiir
alle n € N, d.h., by, ist eine obere Schranke fiir S und damit x < b,, Widerspruch.

Es gelte nun zuséatzlich inf(T) = 0 wobei T := {{(I,,) | n € N}. Nehmen wir an, es sei auch
y € R mit y € [, fiir alle n € N. Dann miissen wir x =y zeigen. Dazu: Wegen a, <y fiir
alle n € N ist y eine obere Schranke fiir S, also gilt bereits x = inf(S) < y. Fiir n € N gilt
y<b,=b,—a,+a, =£L,)+ a, <I,) +x und damit £(I,,) >y —x. Also ist y —x
eine untere Schranke fiir T und damit y —x < inf(T) =0, d.h., es gilt auch y < x. O

Um das folgende Beispiel zu behandeln, benétigen wir die Bernoulli—Ungleichung:

(T4+x)">1+nx fir alle n € N und x € R mit x > —1.

(Dies konnen Sie selbst leicht mit vollstdndiger Induktion nach n beweisen.)

Beispiel 10.10. Wir definieren Folgen (a,)neny und (b )nen von rationalen Zahlen durch
T\n 1\ n+1
an = (1 + —) und b, = (1 + —> fiir alle n € N.
n n

Wegen a,, > 0und b, = a(1 +%) = an—F];an > a, erhalten wir eine Folge von abgeschlosse-
nen Intervallen I, := [a,, by] C R fiir alle n € N. Wir zeigen nun, dass die Voraussetzungen
von Satz 10.9 erfiillt sind. Sei n € N, n > 2. Zunéchst beachte a,, = (“TH)n > 0 und
b, = (“T“)TIH > 0; damit folgt

n+1\n 2
n I ] - n _] n ] n ] _]
b (ﬁ) n? n? n? n? n n
wobei wir die Bernoulli-Ungleichung (mit x = —T%) benutzt haben. Analog erhalten wir
by nZ \n 1 n n n 1 n+l
=(——=) =(1 >l+——21+—==14+—=—
an <n2—1) ( +n2—1) +n2—1 +n2 +n n

wobei wir wieder die Bernoulli-Ungleichung (diesmal mit x = ﬁ) sowie die Abschéatzung

# > % benutzt haben. Aus der ersten der beiden obigen Ungleichung folgt

an > 2 = 1 ()" = ()" = ()" = an

n

aus der zweiten Ungleichung folgt analog b, 1 > “THan = “TH(“TH)n = (H—%)nﬂ = bn.

Also gilt Bedingung (%) im obigen Beweis. Schlielich folgt
UI,) =bp—an = an(1 + %) —0n = %an < %bn < %bl = %22 = %

Wie in Beispiel 10.5 folgt inf({¢(I,) | n € N}) = 0. Also gibt es nach Satz 10.9 genau eine
reelle Zahl, die in allen I, enthalten ist. Diese reelle Zahl ist die berithmte Fulersche Zahl
und wird mit e € R bezeichnet. Zum Beispiel erhélt man fiir n = 10000 die Abschétzungen
2,7181 < e < 2,7184. Man kann zeigen, dass e irrational ist.
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Satz 10.11 (Cantor). Der Kdper R is tiberabzihlbar.

Beweis. Der (genial einfache) “Trick” des Beweises besteht aus folgender Bemerkung. Ge-
geben sei ein abgeschlossenes Intervall I = [a,b] € R mit a < b. Dann koénnen wir I
in genau drei gleich grofe Teilintervalle aufteilen: I = I’ U I” U I” wobei I’ = [a,a + d],
[” =la+d,a+2d] und I"” = [a+2d, b] mit d = (b—a)/3. Nun beachte: Ist x € R beliebig,
so gibt es stets (mindestens) eines dieser drei Teilintervalle, in dem x nicht enthalten ist. In

der Zeichnung, wo x die Position von x markiert, ist x € I, aber x ¢ I’ und x & 1”.

a a+d a+2d b
R: ... i | i i
II II/ II//

Ist dagegen z.B. x = a+d (also genau die Grenze zwischen I’ und 1”), so gilt x € I’ und x € I”
aber x & I, Jetzt zum eigentlichen Beweis. Nehmen wir an, R sei abzéhlbar. Dann ist auch
das Intervall I = [0, 1] C R abzéihlbar. Es gibt also eine Aufzdhlung I = [0,1] ={x,, | n € N}.
Wir definieren nun eine Folge von Intervallen I;, I, I3,... nach folgendem Verfahren. Wir
teilen I wie oben in genau drei gleiche Teilintervalle auf; sei Iy eines dieser drei Teilintervalle
mit x; € I;. Danach teilen wir I in genau drei gleiche Teilintervalle auf; sei I, eines dieser drei
Teilintervalle mit x, ¢ [,. Wir fahren mit dem gleichen Schema fort und erhalten Intervalle
[, mit x, € I, fiir alle n € N. Nach Konstruktion ist dabei I D I; D I, D I3 D ..., also gibt
es nach Satz 10.9 ein x € R mit x € I, fiir alle n € N. Wegen x € I und unserer Annahme
ist nun x = xy, fiir ein Ny € N. Weil x in allen I, enthalten ist, gilt insbesondere x € I, ;

andererseits gilt aber nach Konstruktion von I, auch x = x,, & I,,,, Widerspruch. O

Wir kénnen nun auch schlieften, dass Q kein vollstandiger Kérper ist. Denn wenn Q vollstén-
dig wére, so konnten wir Satz 10.9 vollig analog fiir Intervallschachtelungen in Q zeigen. Und
dann wiirde anschliefsend vollig analog zum obigen Beweis auch folgen, dass QQ iiberabzahlbar
ist, Widerspruch. — Die obigen wenigen Betrachtungen zeigen bereits, dass zum Umgang
mit reellen Zahlen vollig andere Methoden benotigt werden als mit ganzen oder rationalen

Zahlen oder den Ringen Z/mZ; wir werden dies im 2. Semester weiter vertiefen.

| Ab hier Woche 7|

11. Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen C bilden einen Koérper mit R C C. Konkret kann man als Menge
C:={(a,b) | a,b € R} nehmen und darauf folgende Verkniipfungen definieren:

(a,b)+ (a’;b’):=(a+a’,b+b’) und (a,b)-(a’,b’) := (aa’—bb’,ab’ 4+ a’b)

fir alle a,a’,b,b’ € R. Man muss dann zeigen, dass die Kérperaxiome erfiillt sind. (Dazu

sind viele kleinere Rechnungen zu machen, die aber alle nicht besonders schwierig sind; siche
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z.B. §9.3 im Buch von Glosauer fiir die Details.) Das Paar (0,0) ist das neutrale Element
beziiglich der Addition; das Paar (1,0) ist das neutrale Element beziiglich der Multiplikation.
Die Inversen von z := (a,b) € C beziiglich Addition und Multiplikation sind gegeben durch

_ a —b
—z=(—a,—b) eC und Z1:<a2+b2’a2—|—b2>ec’

wobei wir fiir z~' natiirlich z # (0,0) voraussetzen miissen, d.h., a # 0 oder b # 0; beachte,
dass in diesem Fall a? + b? eine positive reelle Zahl ist. Wir kénnen R als Teilmenge von C
auffassen, indem wir a € R mit (a,0) € C identifizieren. Setzen wir auerdem i:= (0,1) € C,
so folgt i* = —(1,0) = —1 und (a,b) = (a,0) + (0,b) = a+b-(0,1) = a + bi; hier
heift a der Realteil und b der Imagindrteil. Also erhalten wir die {ibliche Schreibweise
C ={a+Dbi| a,b € R}; das Rechnen mit solchen Ausdriicken erfolgt dann ebenfalls nach den

{iblichen Reglen, wobei man sich nur daran erinnern muss, dass i> = —1 gilt. Zum Beispiel:
2+31 2431 —5—i (2+3i)(-5-1) —10—2i—15i— 3¢ __z_zie C
~5+i —54+i —5—i 25+1 N 26 2 26 '

Bemerkung 11.1. Ist z = a + bi € C so heiltt z := a — bi € C die konjugiert-komplexe

Zahl. Dann ist zz = a®? + b? eine nicht-negative reelle Zahl und wir nennen
iz :=vzz=vVaZ+ b2 eR
den Absolutbetrag von z. Damit gilt z~' = (|z*) 'z fiir 0 # z € C. Weiterhin gilt:

=z, z1+ 2 =21 + 2y, Z1 - 27 = 21 * 23, zeR&Ez=7z,

N

%(z + Z) = Realteil von z, %(z — Z) = Imaginérteil von z,

fir alle z,z;,z, € C. (Beweis durch leichtes Nachrechnen.)

Bemerkung 11.2. Wie oben diskutiert, setzen sich Addition und Multiplikation von R
auf C fort. Aber die Anordnung < auf R lasst sich nicht sinnvollerweise auf C fortsetzen.
Natiirlich kann man C irgendwie anordnen, aber dies sollte auch mit den Korperoperationen
zusammenpassen (genauso wie in R), also zum Beispiel x +y > 0 und x -y > 0, wenn x > 0
und y > 0. Daraus folgt sofort x> = x - x = (—x) - (—x) > 0 fiir jedes x # 0; inbesondere

1 =12 > 0. Gébe es eine solche Anordnung auf C, so wire —1 = i* > 0, Widerspruch.

Bemerkung 11.3. In R hat die Gleichung x* = —1 keine Losung, aber in C sehr wohl,

namlich x = +i. Es gilt sogar, dass jedes z € C eine Quadratwurzel in C besitzt, ndmlich
2
z= <\/%(\/a2+b2+ a) ii\/%(\/a2+b2— a)) wobei z=a-+bi mita,beR

und das Vorzeichen gleich “4* ist, falls b > 0, und gleich “—”, falls b < 0. (Einfaches
Nachrechnen.) Damit hat auch jede quadratische Gleichung der Form x* + px + q = 0 mit

P, q € C Losungen in C, namlich x;, = %(—p + /p? —4q) e C.
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Man hétte erwarten konnen, dass fiir Losungen von Gleichungen vom Grad 3,4, ... noch

grofsere Korper als C konstruiert werden miissten. Aber es gilt:

Satz 11.4 (Fundamentalsatz der Algebra). Sein € N und 0 # f € C[X] ein Polynom
mit Grad(f) = n. Dann zerfallt f in Linearfaktoren tber C, d.h., es gibt a,z1,y...,z, € C
mit a Z 0 und f = a(X —z1)(X —2z3) -+ - (X — zn). Insbesondere hat jedes nicht-konstante
Polynom f € C[X] eine Nullstelle in C.

Fiir diverse Beweise und mehr zur (interessanten) Geschichte dieses Satzes und seine Bedeu-

tung in der Mathematik insgesamt siehe Kapitel 4 im Buch von Ebbinhaus et al.

Zum Schluss geben wir noch eine geometrisch etwas anschaulichere Beschreibung der Mul-
tiplikation in C. Dazu setzen wir die iibliche (reelle) Sinus-Funktion und die Cosinus-
Funktion als bekannt voraus (mehr dazu im 2. Semester). Fiir einen Winkel 6 sind sin(0)
und cos(0) anschaulich wie in folgender Zeichnung definiert, wobei wir den Kreis mit Radius 1

und Mittelpunkt im Ursprung von R? betrachten:

A

1

y x = cos(0) oder O = arccos(x)
y =sin(0) oder 6 = arcsin(y)
3]
sin(0)2 + cos(0)> =1  (Pythagoras)
x 1 i

Der Winkel ist durch die Linge des Kreisbogens vom Punkt (1,0) € R? zum Punkt (x,y) €
R? bestimmt. Da der gesamte Kreis den Umfang 27t hat, ist also 0 € [0, 271]; die Werte sin(0)

und cos(0) liegen im Intervall [—1, 1]. Hier sind einige oft gebrauchte Werte von sin und cos:

o oz 5 3%
sin(@) [0 L ¥2 ¥ 1 9
cos(9)1\/7§450—1

Die Funktionen sin and cos konnen auf ganz R fortgesetzt werden, wobei sich die Werte mit

Periode 27t wiederholen, also

sin(x + 271) = sin(x) und cos(x 4 27) = cos(x) fiir alle x € R.
Hierbei gilt sin(—x) = —sin(x) und cos(—x) = cos(x) fiir alle x € R. Auferdem gelten die
folgenden Additionstheoreme fiir alle x,y € R:

sin(x +y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y).
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Satz 11.5 (Polardarstellung komplexer Zahlen). Fiir jedes z € C existieren eindeutige reelle
Zahlen 1,0 € R mit z = r(cos(@) - sin(e)i) wobei v = |z| = 0 und 0 € [0,27) (und wir die

Konvention benutzen, © =0 fiir z =0 zu nehmen).

Anstelle eines formalen Beweises illustrieren wir dies mit einem Beispiel. Sei also etwa z =

V2 —+/2ie C. Dann ist r = |z| = \/(\/2)2 + (—v/2)? = 2. Damit ist z = 2(\[ f i). Jetzt
miissen wir noch 0 € [0, 27) finden mit cos(0) = % und sin(0) = —%. Mit obiger Tabelle

und den Regeln sin(—x) = —sin(x), cos(—x) = cos(x) sieht man, dass man die richtigen
Werte fiir x = —% erhélt. Um einen Winkel im Intervall [0, 271) zu erhalten, addieren wir 27,

was zu 0 = 2n— 7 = Z7'r fithrt. Damit erhalten wir die Polardarstellung;:
z =2 —2i=2(cos(Zm) + sin(Zm)i).

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zur versprochenen anschaulichen Beschreibung

der Multiplikation in C. Seien z,z" € C mit Polardarstellungen
z= T(COS(G) + sin(e)i) und z' = T’(COS(G’) + Sin(e’)i).
Multiplikation ergibt
z-z' = rr’((cos(@) cos(0’) —sin(0)sin(0’)) + (sin(0) cos(0’) + cos(0) sin(e’))i)
=11’ (cos(0 + 0') + sin(0 + 6')i)
wobei wir die obigen Additionstheoreme verwendet haben. D.h. wir erhalten die Polardar-

stellung von z - z’, indem wir r, v’ multiplizieren und die Winkel 0,0’ einfach addieren. Mit

einer vollstdndigen Induktion nach n folgt dann auch sofort
z" = 1™ (cos(nB) + sin(no)i) fiir alle n € N.
Beispiel 11.6. Sein > 1 und f, := X" — 1 € C[X]. In diesem Fall kann man die Nullstellen

von f,, explizit beschreiben. Dazu teilen wir den Kreis (in der Ebene C = R?) mit Radius 1
und Mittelpunkt im Ursprung in genau n gleiche Stiicke ein; die entsprechenden Punkte auf
diesem Kreis sind gegegen durch

(x = cos(By) +sin(0y)i € C firk=0,1,2,...,n—1,
wobei 8 := 0, 8 := &, 0, :=20; =2%, ..., 0, := (n—1)6; = (n — 1)Z. Mit Hilfe der
obigen Formeln erhalten wir dann fiir k =0,1,2,...,mn:

Cp = cos(nBy) + sin(nby)i = cos(zﬂk“) + sin(m)i

= cos(27k) + sin(27tk)i = cos(0) + sin(0)i =

D.h., die n komplexen Zahlen (y, (1,..., (-1 € C sind alle Nullstellen von f,,. Damit folgt

fa=X"—1=(X=C)(X—=0C) - (X—=Ca).
Die Zahlen (; heiften n-te Einheitswurzeln.
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Kapitel 11I: Matrizen

Matrizen spielen eine einzigartige Rolle nicht nur in der Mathematik selbst (Matrix-Theorie
ist immer noch ein aktives Forschungsgebiet), sondern auch in zahlreichen Anwendungen in
den Natur- und Ingenieurwissenschaften — immer dort, wo “lineare” Probleme auftreten. In
diesem Kapitel fithren wir die grundlegenden Definitionen und Operationen mit Matrizen

ein, und betrachten auch erste Anwendungen.

12. Definition, Operationen mit Matrizen

Sei R ein kommutativer Ring mit 1 (zum Beispel R = Z, Q, Z/mZ). Seien m,n € N. Ein

recht-eckiges Schema der Form

aig A ... Qun
Ay az ... Qo
Qm1 QGm2 ... Qmn

mit m Zeilen und n Spalten heifst eine m x n-Matriz. Fir 1 <i<mund 1 <j < nist
ay der Eintrag an der Position (i,j), also in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Es sei R™*™ die
Menge aller m x n-Matrizen mit Eintragen in R. Ist A € R™™, so bezeichnen wir mit Ay

die einzelnen Eintrdge von A, oder schreiben explizit A = [aij]i<i<m,1<j<n-

Formal ist eine m x n-Matrix also einfach eine Abbildung f: {1,...,m} x {1,...,n} — R,

deren Wert an der Stelle (i,j) mit f(i,j) = fi; bezeichnet wird.

135

(b) Ist n = m (gleich viele Zeilen wie Spalten), so erhalten wir quadratische Matrizen und

Beispiel 12.1. (a) A = [2 1 O} ist eine 2 x 3-Matrix mit Eintrdgen in Z.

benutzen als Bezeichnung oft M, (R) anstelle von R™*™.

(c) Ist m =1 (d.h., nur 1 Zeile), so ist A = [ay, ..., a,]; wir nennen dies einen Zeilenvektor.

Analog, ist n =1 (d.h., nur 1 Spalte), so erhalten wir einen Spaltenvektor
i

a
A=| 2

Qm
Ist m =n =1, so ist A = [a]; wir identifizieren dann einfach a mit [a]. Als Konvention

bezeichnen wir noch mit R™ = R™! die Menge der Spaltenvektoren der Linge .

Definition 12.2. Fiir A, B € R™*™" definieren wir die Matrizsumme A + B als die m x n-
Matrix mit Eintrag Aj; + Bi; an der Stelle (i,j). Ist s € R, so definieren wir das skalare

Matrixprodukt sA als die m x n-Matrix mit Eintrag sa;; an der Stelle (i,j).
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RS N P RN
Bemerkung 12.3. Es gelten die folgenden Rechenregeln.

(a) Seien A, B, C € R™*™. Dann gilt A+B = B+A und (A+B)+C = A+ (B+C). Die Menge
R™™ zusammen mit der oben definierten Matrixaddition ist eine abelsche Gruppe. Das
neutrale Element ist Opxyn, die Matrix, die nur aus Nullen besteht; das zu A = [a;] € R™™
inverse Element (beziiglich der Addition) ist die Matrix —A = [—ay].

(b) Es gilt 1-A = A und (s +t)A = sA +tA, (st)A = s(tA), s(A + B) = sA + sB fiir alle
s,t e R.

Beweis. Einfaches Nachrechnen mit den entsprechenden Regeln fiir R. U

Definition 12.4. Seien myn,p € Nund A € R™*" B € R™*P. Dann ist das Matrixprodukt
A - B € R™*P definiert als die Matrix mit (i,j)-Eintrag

(A-B)ij::Zaikbkj fur1<1<m,1<]<p
k=1

Um das Produkt bilden zu kénnen, muss also die erste Matrix genauso viele Spalten haben,
wie die zweite Matrix Zeilen hat. Beispiel:
2 3 11

105 - {4 1T 0 0| isteine 2 x 4-Matrix, namlich gleich 2861 :
o1 7 4 8 7 0
01 10
zum Beispiel ergibt sich der Eintrag an der Stelle (2,3) als7=0-1+1-0+7-1.
1
Spezialfall m = 1, p = 1 ("Zeile mal Spalte”): [3 1 2} =1 =B-1+1-(=1)+2-4] = [10]
4
und nach unserer Vereinbarung in Beispiel 12.1 schreiben wir dies einfach als 10.
Damit gilt allgemein fiir A € R™™ und B € R™*?: Sind Z,...,Z, € R"*™ die Zeilen von A

und Sy,...,S, € R™! die Spalten von B, so folgt:

Der (i,j)-Eintrag von A - B ist gleich Z; - §; fir1<i<m, 1<j<p.
Aufserdem: A - §; = j-te Spalte von A - B und Z; - B = i-te Zeile von A - B.
Zum Beispiel in GAP werden Matrizen einfach als Listen von Listen realisiert:

gap> a:=[[1,0,5],[0,1,711;;
gap> b:=[[2,3,1,1],[4,1,0,0],[0,1,1,011;;

gap> axb;
[ [ 2’ 8, 6’ 1 ], [ 4} 8, 7, 0 ] ]

Bemerkung 12.5. (a) Seien A € R™*™ B € R™P_ C € RP*9. Dann gilt (A-B)-C = A-(B-C).
(b) Seien A,B € R™", C € R™!, D € R¥*™, Dann gilt (A+B)-C=A-C+B-C und
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D-(A+B)=D-A+D-B.
(c) Seien A € R™™ und B € R™*P. Dann gilt s(A-B) = (sA) - B = A - (sB) fiir alle s € K.

Beweis. Wiederum einfaches Nachrechnen; wir gehen durch die Einzelheiten in (a), weil dies

eine gute Ubung im Umgang mit den obigen Formeln ist. Sei X := A-B € R™P. Dann ist

Z l].Blk

L

P
((AB)C)U = (XC)U = ZXikaj und

—_

n

P n
und damit: (AB)C)y = (Z AuBlk> C Y (AuBu)Ci. (1)

I
M=

k=1 1=1 k=1 1=1
Analog erhélt man
n P nop nop
C))l = Z Aix (Z BkICIj) = Z Z A (B Cy) = Z Z Au(BuCyj), (2)
k=1 1= k=1 1= =1 k=1

wobei im letzten Schritt die Symbole k und 1 vertauscht werden. Weil die Multiplikation in R
assoziativ ist, sind die Ausdriicke (1) und (2) gleich. Der Beweis von (b), (¢) geht analog. I

Satz 12.6. Sei m =n. Dann ist ( +, ein Ring mit Finselement gegeben durch
1
L= | “Einheitsmatrix”.
Firn =1 ist M (R) kommutativ; fur n > 2 ist M (R) nicht kommutativ.

Beweis. Nach Bemerkung 12.3 ist (M (R),+) eine abelsche Gruppe. Nach Bemerkung 12.5
ist die Multiplikation assoziativ und es gelten die Distributivregeln. Schliefslich {iberzeugt
man sich davon, dass A -1, = I, - A = A fiir alle A € M,,(R) gilt, also I, das neutrale
Element beziiglich der Multiplikation ist.

Fir n =1 ist M;(R) ={[a] | a € R} und [a] - [b] = [ab] fiir alle a,b € R. Damit folgt sofort
[a] - [b] = [b] - [a], also ist M;(R) kommutativ.
ol also ist M, (R)

“ | 1o 0 1 0 1 0 1 10 00
Fir n = 2 ist z.B. |:O O:|'|:O O}_|:O 0:| und [0 0][0 O]_[O

nicht kommutativ. Fiir n > 3 erhalt man analog:

100 ... 0 010 ...0 010 ...
000 ...0 000 ...0 000 ...0
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01 0 ... 100 ... 0 000 ...0
000 ...0 000 ...0 000 ...0

000...0 000 ...0 000 ...0
also ist M,,(R) nicht kommutativ. O

Beispiel 12.7. Seien myn € N. Seien 1 <i<mund 1 <j < n.

0O ... 0

Dann heift die Matrix ES“ ) — : 1 | €eR™™ die (i,j)-Standardmatriz;
0O ... O

hier ist der Eintrag 1 an der Position (i,j), alle anderen Eintrage sind 0.

Fir A = [a;] € R™™ gilt dann die Gleichung A = Z Z aingn .

i=1 j=1
Ist n =1 oder m =1, so erhalten wir die Standardvektoren

0
e =EM = 1] eR™  und  f=ElM=1]0 ... 1 ... 0] e R,
0
wobei in e; die 1 an der i-ten und in fj die 1 an der j-ten Stelle steht (und alle anderen

Eintriage jeweils wieder 0 sind). Ist auch p € N, so gilt die Produktformel

BV B = 8 BT € R™P fiir alle erlaubten i,§,k, |
hier heifst 65 das Kronecker-Delta; dies ist 1 falls j =k, und 0 fiir j # k.

Ist B € R™™ (also n Zeilen und m Spalten) so erhélt man die niitzlichen Formeln

B - e; = i-te Spalte von B und fj - B = j-te Zeile von B.

Bemerkung 12.8. Seien n, m € N beliebig und A = [a;;] € R™™. Sei dann A™ € R™™ die

Matrix mit Eintrag a;; an der Position (i,j), wobei T <i<nund 1 <j <m.

tr 2 ]
Die Matrix A" heift transponierte Matriz.  Zum Beispiel ist ﬁ ; (5)] =11 3].
0 5

Fiir das Transponieren gelten die folgenden Regeln (Beweis durch leichtes Nachrechnen):
(a) Es gilt offenbar (A™)™ = A.
(b) Fiir B € R™™ und s € R gelten (A + B)"™ = A" 4+ B" und (sA)" = s(A").
(c) Ist auch p € N und B € R™P_ so gilt (A -B)" =B™ . A",

Ist n = m, so heikt A eine symmetrische Matriz, wenn A = A" gilt. Aufgrund der obigen

Regeln sind Summen und skalare Vielfache von symmetrischen Matrizen wieder symmetrisch.

’Ab hier Woche 8‘
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Definition 12.9. Sei m = n. Eine Matrix A € M,,(R) heift invertierbar (oder nicht-
singuldr), wenn es eine Matrix B € M,,(R) gibt mit A-B=B-A =1,.

21 3 -1

Zum Beispiel ist A = [ -5 2

5 3] € M;(Q) nicht-singulér, denn mit B = [
10

B-A = 1,. Ebenso ist A = [0 7
A -B =B-A =1,. (Beachten Sie: Dieses A hat Eintrdge in Z, aber A ist nicht invertierbar
in M;(Z).) Die Matrix A = lg (])
besteht die zweite Zeile von A - B nur aus Nullen, also A - B # I,.

1giltA'B:

] € M;(Q) nicht-singulér, denn mit B = [(1) 132} gilt

ist nicht invertierbar, denn ist B € M;(R) beliebig, so

Satz 12.10. Sei m = n. Dann ist GL,(R) := {A € M.(R) | A nicht-singular} eine Grup-
pe beziiglich der Matrixmultiplikation. Das neutrale Element ist die Einheitsmatriz 1,,; die

inverse Matriz zu A wird mit A~" bezeichnet.

Beweis. Nach Satz 12.6 ist die Matrixmultiplikation assoziativ, und I, ist ein neutrales Ele-
ment. Sind A, B € M, (R) nicht-singulér, so ist auch A - B nicht-singulér, mit inverser Matrix
B~'-A~! (siche Bemerkung 7.1(c)). Also gilt: A,B € GL,(R) = A-B € GL,(R). Damit sind
alle Axiome in Definition 7.2 erfiillt. 0

Bemerkung 12.11. (a) Sei m = n und R = K ein Kérper. Wir werden spéter noch effiziente
Methoden kennenlernen, um zu testen ob A € M,,(K) invertierbar ist und dann auch A" zu
berechnen. Aufserdem werden wir sehen: Ist B € M, (K) mit A -B = I, so folgt automatisch
B - A =1,. — Dies ist nicht offensichtlich!

(b) Fiir n = 2 ist GL,,(R) nicht abelsch. Fiir n = 2 betrachte z.B. die Matrizen A = [(1) }]
und B = [(]) (])] . Dann rechnen Sie nach, dass A, B invertierbar sind, aber A - B # B - A.

Sei K ein Korper. Wir versuchen nun zum Schluss, moglichst einfache invertierbare Matrizen
in GL,(K) zu finden; dies wird sich im néchsten Abschnitt als niitzlich erweisen. Sei n € N.
Fir 1 <1i,j < nsei By € M, (K) die (i,j)-Standard-Matrix Egi’n); sieche Beispiel 12.7.

-1 -

Fir T<i<nund 0#c € Ksei Mi(c) =1+ (c—1)E; = c

(Diagonalmatrix mit ¢ an der i-ten Position L 1.

und 1 sonst auf der Diagonalen.)
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— ] -
1 C
Firce Kund T <1i,j <nmiti#jseilj(c):=I,+cEy = .
1
(Man nimmt die Einheitsmatrix und setzt
noch das ¢ an die Stelle (i,j).) T [ )
0.1
Fur]él,)énmltl#)selvu=In—|—EU—|—E)1—Eu—ED= .
1...0
(Vertausche in der Einheitsmatrix die i-te und j-te Zeile.) 1

Diese Matrizen Mi(c), Ljj(c), Vi; heien Elementarmatrizen.

Lemma 12.12. Die oben definierten Elementarmatrizen sind invertierbar, also in GL,(K)
enthalten. Es gilt Mi(c)™" = M;(c™), Lj(c)™" = Lj(—c) und Vg] = Vyj. Insbesondere ist das

Inverse einer Elementarmatriz auch wieder eine Elementarmatriz.

Beweis. Einfaches Nachrechnen, mit Hilfe der Formeln in Beispiel 12.7. U

Wir werden spéten sehen (siehe Satz ?7), dass sich jede invertierbare Matrix in GL,(K) als

Produkt von Elementar-Matrizen schreiben lasst.

13. Elementare Umformungen und das Gauf3—Verfahren

Sei K ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein Gleichungssystem der Form

anx; + ... + amxn = Dby
anx; + ... + amxn = by

(%)
amuXx1 + ... + amuXn = bn

wobei m,n € N, die Koeffizienten aj; € K und b; € K vorgegeben und die x; € K gesucht
sind. (Wir haben m Gleichungen und n Unbekannte x1,...,%,.) Das LGS heift homogen,
wenn b; = 0 fiir alle 1 gilt; sonst heiftt das LGS inhomogen. Die Losungsmenge eines LGS
(egal ob homogen oder inhomogen) ist gegeben durch

X1

L:= : | € KM | xqy...,%, LOsung von (x)

Xn
Bemerkung 13.1. Mit obigen Bezeichnungen bilden wir die (m x n)-Matrix A = [ay] €
K™ ™ und den Spaltenvektor b € K™ mit Eintrdgen by, ..., b,. Seien x;,...,%,, € K. Mit der
Definition des Matrixproduktes folgt dann sofort:
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X1
x:= | : | €L (dh., xist Lisung von (x)) & A-x=h.
Xn
ap  ap ... Q| by
. ap ap ... Qp | b : . )
Dann heifst [A|b] := ) ) , _ eKmx) erweiterte Matrix des LGS.
Qml QG2 -+ Qmn | bm

(Ist by = 0 fiir alle i, so bezeichnen wir einfach A als Matrix des LGS.)

Beispiel 13.2. (a) Sei K beliebig. Die beiden Gleichungen x;+x; = 1, x; +x, = 0 bilden ein

LGS mit m =n = 2; die erweiterte Matrix ist [ 1 } (])

(b) Sei K = Q. Die Gleichungen x; +x; = 1 und x; — x3 = 2 bilden ein LGS mit m = 2,
11 0|1

o1 —1]2 ]
Losung: Aus der 2. Gleichung erhalten wir x; = 2 4 x3; einsetzen in die 1. Gleichung ergibt

] . Es gibt keine Losung, L = @.

n = 3; die erweiterte Matrix ist

X1+ (24 x3) =1, also x; = —1 — x3. Damit

—1— X3
L= 2+ X3 ‘ X3 € @ beliebig
X3
(c) Sei K = Q. Die Gleichungen x; +x; = 3 und 3x; —x; = 1 bilden ein LGS mit m =n = 2;

die erweiterte Matrix ist [ 3 _]] ? .

Losung: Addiere 1. Gleichung zur 2. Gleichung und erhalte 4x; = 4, also x; = 1; einsetzen

in die 1. Gleichung ergibt dann 14 x; = 3, also x; = 2. Damit L = { B] }

Wir sehen also: Ein LGS kann gar keine Losung haben, genau eine Losung oder unend-
lich viele Losungen. Ein systematisches Losungsverfahren ist durch die GaufS—Elimination
gegeben. Dabei formt man die Gleichungen so um, dass das LGS eine einfachere Gestalt be-

kommt und man die Losungen leicht ablesen kann. Grundlage dafiir ist folgende Bemerkung.

Bemerkung 13.3. Gegeben sei ein LGS (), mit erweiterter Matrix [A[b] € K™ ™+ und
Losungsmenge L € K™ Sei nun Q € M,,(K); setze A’ := Q - A, b’ := Q - b. Aufgrund der
Definition der Matrixmultiplikation gilt dann auch [A’[b’] = Q-[A[b]. Wir erhalten ein neues
LGS mit erweiterter Matrix [A/[b/] € K™+ gei L/ C K™ dessen Losungsmenge. Dann gilt
L C L ist Q € GL,(K) invertierbar, so gilt L = L.

Denn: Sei x € L, also A -x =b. Dann folgt A’ -x=(Q-A) - x=Q -(A-x)=Q-b=">/,
also x € L’. Damit ist L C L’ gezeigt. Sei nun Q invertierbar. Dann folgt A = Q~'- A’ und

b=Q " -b’ Ist also x’ € L', so folgt mit dem gleichen Argument wie zuvor auch x’ € L. [J
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Wir bringen nun die am Ende des letzten Abschnitts definierten Elementarmatrizen ins

Spiel. Im folgenden Satz sind M;(c), I;j(c) und Vi Matrizen der Grésse m x m.

Satz 13.4. Sei A € K™, Dann gilt:

(a) Mi(c) - A ist die Matriz, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile mit ¢ multipliziert.
(b) Lj(c) - A ist die Matriz, die aus A entsteht, wenn man das c-Fache der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile addiert.

(c) Vi - A ist die Matriz, die aus A entsteht, wenn man die i-te und j-te Zeile vertauscht.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir B € R™™ und die Produkte B - Mi(c), B - Ij;(c),

B - Vjj, wobei die obigen Operationen mit den Spalten von B ausgefiihrt werden.

Beweis. Auch dies erfolgt durch Nachrechnen, wobei man mehrere Félle unterscheiden muss.

Es hilft, wenn man zuerst den Fall m = 2 betrachtet, also:

c O ap  ap Qin capp cap CQin
M] (C) A= :
0 1] [an axn nm| |[Gn  ax An |
1 o] [an an am|  [an  an am |
Mz(C) A=
0 ¢ |an axp ap| |cax cap Can |
Ip(c)-A 1 c apr ap ain ap+caz; app+cap Aint+Ccan
nic) A= ;
_0 1_ |21 4 A2n | | az az; axn |
T 0| |an an Qin ar an Q|
I (C) A= : )
1 1_ | d21 a2 Qn | _(le—C(ln ax+cas; Clzn—l-cam_
0 1 ap anp Qin a ap Qon
V]z A= . .
_1 0_ az ax aon | an Ain
Die weiteren Details seien Thnen als Ubung tiberlassen. U

Seien A,;B € K™™. Wir sagen, dass B aus A durch elementare Umformungen (oder

genauer: elementare Zeilenumformungen) entsteht (und schreiben A — B), wenn man

B aus A durch eine endliche Folge von Operationen wie in Satz 13.4 erhilt, also:

(a) Multipliziere eine Zeile mit einem Element 0 # ¢ € K.

(b) Addiere das c-Fache (fiir ein ¢ € K) einer Zeile zu einer anderen Zeile.

(c) Vertausche zwei Zeilen.

Entsprechend konnen auch elementare Spaltenumformungen definiert werden.

Satz 13.5 (Gauf3—Elimination). Sei K ein Korper und A € K™™. Dann ldsst sich A

durch eine endliche Folge von elementaren Zeilenumformungen auf Stufenform bringen.
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Hier sagen wir, dass A’ = [ajj] € K™ Stufenform hat, wenn es ein r € {0,1,2,...,m}

und (Spalten-)Indizes 1 < j; <j2 < ... <jr < n gibt, so dass A’ folgende Gestalt besitzt:

Al )2 )3 jr
v lo L 0 1T sk 0 keeek O keeek O ke T

(Hier 0 vor jeder 1)

T+1

(Alles 0 hier)

m

Die Sterne * stehen hier fiir beliebige Elemente aus K als Eintrage; links vor sowie oberhalb

und unterhalb den Einsen in den Spalten ji,...,j; stehen nur Nullen. Oder in Formeln:

aj = 0 firi>rundallej=1,...,n,

a{j = 0 fir 1 <i<rund 1 <j <jy,

a{ji = 1 fir 1 <i<,

a{q.,l =0 fir 1 <k < rundk #1i.
Die Indizes ji,...,j, werden auch Pivots genannt. (Beachten Sie, dass in manchen Texten
nicht verlangt wird, dass oberhalb der Einsen in den Spalten ji,...,j, nur Nullen stehen.)

Bevor wir dies allgemein beweisen, zuerst ein Beispiel (mit K = Q).

002202 242 604 12130 2
A=12426 04 —-1002 202 —=1]00220 2
360614 360614 360614
12 1 3 0 2 12 1 3 0 2 121302
-00 2 2 0 2|—=|00 1T 1 0 1|—=]|0011°01
00 -3 =31 =2 00 -3 =31 =2 000011
120201
=10 01 10 1] =A mit r = 3 und Pivots j; =1, j, =3, j3 =5.
000011

Die 6 Pfeile — entsprechen dabei (von links nach rechts) den elementaren Schritten Vi,
M;(1/2), I31(—3), M2(1/2), 152(3), I12(—1). (Der letzte Schritt ist nur nétig um alle Eintrage
tiber dem Pivot j, = 3 gleich 0 zu machen.) Mit Satz 13.4 erhalten wir dann auch A’ = Q- A
mit Q = L1a(—1) - 152(3) - M2(1/2) - I51(=3) - My (1/2) - Vaa.

Beweis von Satz 13.5. (Vollstédndige Induktion nach m.) Fiir den Startwert m =1 ist A =
[ar ... ajn) € KX eine Zeile. Sind alle Eintrége gleich 0, so sind wir fertig mit r = 0.
Andernfalls sei j; := min{j | aj; # 0}. Multplizieren mit a]_jl ergibt A — [0 ... 01 % ... %

wobei die 1 an der Stelle j; steht; also haben wir Stufenform erreicht mit r = 1.

Y
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Sei nun m > 2 und die Aussage bereits fiir (m—1) x n-Matrizen gezeigt. Ist A = Opxn, S0 hat

A Stufenform mit r = 0. Andernfalls sei j; := min{j | j-te Spalte von A enthélt Eintrag # 0}.

Sei i € {1,...,m} mit ay, # 0. Dann multipliziere die i-te Zeile mit ay,; st 1 > 1, so

vertausche aufserdem die i-te mit der 1. Zeile. Dies ergibt:

0O ... 0 1 «
P s
Dann addiere nacheinander:
das (—byj, )-Fache der 1. Zeile zur 2. Zeile 0 0 1 % *
das (—bs;, )-Fache der 1. Zeile zur 3. Zeile 0 0 0 =« *
) —
das (—bu;, )-Fache der 1. Zeile zur m. Zeile 0 ... 00 % ... %

Sei nun C € KM=1x" die Matrix, die aus den Zeilen 2,3, ..., m der Matrix auf der rechten

Seite besteht. Nach Induktion kann man C auf Stufenform bringen. Insgesamt also

i1 j2 i3 ir
o Lo 00T sk s weeex ox o * 1
2 1 0 = 0
T %x---%x 0 x-
A —

T 1 kooee 3k
41 0 0
m [0 0 |

Schliefslich addiere noch passende Vielfache der Zeilen 2,3, ..., 1 zur 1. Zeile, um die Eintrage

in der 1. Zeile oberhalb der Pivots ja,...,j, zu Null zu machen. U

Es ist eine exzellente Ubung, obiges Verfahren in einer Programmiersprache Ihrer Wahl zu
programmieren. In GAP gibt es dazu bereits eine Funktion:

gap> EchelonizeMat([[0,0,2,2,0,2],[2,4,2,6,0,4]1,[3,6,0,6,1,411);

rrit 2,0,2,0,11,[0,0,1,1,0,11, [0,0,0,0,1,11]

Folgerung 13.6. Sei A € K™™. Dann gibt es eine invertierbare Matriz Q € GL,,(K), so
dass Q-A € K™™ Stufenform hat; Q ist ein Produkt von endlich vielen Elementar-Matrizen.

Beweis. Nach Satz 13.4 werden die im Gaufi—Verfahren verwendeten elementaren Umfor-
mungen durch schrittweise Multiplikationen mit Elementarmatrizen realisiert; letztere sind
invertierbar nach Lemma 12.12. Ist also A — A’ und A’ in Stufenform, so gilt A’ = Q - A,

wobei Q Produkt von Elementarmatrizen ist. OJ
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’Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei ein LGS mit erweiterter Matrix [A[b] € K™+ Gesucht ist die Losungsmenge
L ={x € K*| A-x = b}. Dazu bringen wie [A|b] nach obigem Verfahren auf Stufenform, also
[Alb] — [A/]b/] mit A’ € K™™ und b’ € K™. Mit Folgerung 13.6 und Bemerkung 13.3 folgt
dann L = {x € K" | A’ - x = b’}. Nehmen wir an, dass [A|b] nicht nur aus Nullen besteht;
dann haben wir r € {1,..., m} Stufen in [A’[b’] und Pivots 1 <j; <...<j, <n+1.

1. Fall: j, = n+1. Dann ist die r-te Zeile in [A’[|b’] gegeben durch [0 ... 0 1]. Dies entspricht
der Gleichung 0-x; 4+ ...+ 0-x, = 1. Also gibt es in diesem Fall keine Losung, L = &.

2. Fall: j, < n. Setzen wir I:={1,...,n}\ {j1,...,]jr}, so besteht das durch [A’[b’] gegebene

LGS aufgrund der Bedingungen in der Stufenform aus den folgenden Gleichungen:

/ _ / R r I
Xj; T+ E a;x; = by Xj; = Dbj 2 35X

jel jel
! — ! _ / /
Xj, T+ 2 ayxj = b X, = by — 2 25X
jel ~ jel
! — / _ / /
X, + E a,x; = by X, = bl — E X
jel jel
Hier sind alle x; mit j € I (d.h., alle x; auker {x;,,...,x;,}) frei wihlbar, und x;,,...,%;,
sind dann durch die obigen Gleichungen bestimmt. Daher heifen x;,,...,%;, auch “Pivot-

Variablen” und die restlichen n —r Unbekannten {x; | j € I} heifsen “freie Variablen”.
1 111

Beispiel 13.7. (a) Betrachte das LGS mit [A]b] = [ 1110

], wie in Beispiel 13.2(a).

Dann ist [A|b] — [ (]) (1) ? ], alsor=2,j; =1, j, =3. Wir sind im 1. Fall, also L = @.
. 11 0|1 . - . 10 1 ]-1
(b) Sei [A]b] = 01 —1/|7 | wiein Beispiel 13.2(b). Dann ist [A|b] — 01 1! 2

Wir sind im 2. Fall, mit Pivot-Variablen x;, x; und einer freien Variablen x3. Wir schreiben

die neuen Gleichungen hin und l6sen dann nach den Pivot-Variablen auf:

X1 + X3 = —1 - X1 = -1 — X3
X2 — X3 = 2 X2 = 2 + X3 '
—1—x3 —1—1t
Also erhalten wir als Losungsmenge L = 2+x3 x3€Q ) = 2+t ‘ teQ
X3 t
. 1 113 . .. . 1 01
(c) Sei [Alb] = 3 1|1 | wiein Beispiel 13.2(c). Dann ist [Alb] — 01121 also

2. Fall mit Pivot-Variablen x;, x, und keiner freien Variablen. Die neuen Gleichungen sind

jetzt einfach gegeben durch x; = 1 und x; = 2. Also erhalten wir L = { E} }
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Betrachten wir schliefflich auch noch das LGS mit erweiterter Matrix

0 0 2 2 012 12 0 2 0]1
Abl=12 4 2 6 0|4 — 001 1 0]1 (siehe oben).
3606 1|4 00 00 1]1

Wir sind im 2. Fall mit Pivot-Variablen x;,x3, x5 und freien Variablen x;,x4. Wir schreiben

wieder die neuen Gleichungen hin und l6sen dann nach den Pivot-Variablen auf:

1—2s—2t
X1+ 2% +2x4 = 1 X1 = 1—=2%—2x4 S
)§+X4 =1 ~> X3 = 1T —x4 ~ L= 1—t S,tE@
X5 =1 X5 = 1 t
1
Bemerkung 13.8. Ist r = n < m und j, < n, so gibt es keine freien Variablen und die
Pivot-Variablen sind x;,...,X,. In diesem Fall gibt es eine eindeutige Losung:
1 0| by ]
: b]
[Alb]  —  [Ab]1=]|0 1] by ~ L= q
b/
o ... 0 0

(Unterhalb des Querstrichs sind die Zeilen n+1,n+2, ..., m, mit allen Eintrigen gleich 0.)

| Ab hier Woche 9|




INDEX

Aquivalenzklasse, 17

Aquivalenzrelation, 16

Abbildung, 19

abelsch, 29

abelsche Gruppe, 52
abgeschlossenes Intervall, 45
Absolutbetrag, 42
abzéhlbar unendlich, 25
Additionstheoreme, 49
anti-symmetrische Relation, 16
dquivalente Aussagen, 3
assoziativ, 29

Aussage, 1

Auswahlaxiom, 27
Auswahlfunktion, 27

Bernoulli-Ungleichung, 46
beschrénkt (nach oben), 42
beschrankt (nach unten), 43
bijektiv, 20

Bild, 19

Binardarstellung, 33
Binomialkoeffizienten, 23

Binomischer Lehrsatz, 30
Cosinus-Funktion, 49

Dichtheit, 43
Dreiecksungleichung, 42
Dreierregel, 19

Durchschnittsmenge, 4

Einheitsmatrix, 53

Einheitswurzeln, 50

elementare Spaltenumformungen, 58
elementare Umformungen, 58
elementare Zeilenumformungen, 58
Elementarmatrizen, 56, 58

Elemente, 1

endliche Menge, 21

endlicher Koérper mit p Elementen, 36

63

erweiterte Matrix des LGS, 57
Euklidischer Algorithmus, 10
Eulersche Zahl, 42, 46

Fakultét, 24
Faltung, 39
Fibonacci—Folge, 26
Folge, 20

Fundamentalsatz der Algebra, 49

g-adische Entwicklung, 33
Gauft—Elimination, 58
gleichméchtig, 21

Grad, 40

Graph, 20

grofite untere Schranke, 43
grofster gemeinsamer Teiler, 9

Gruppe, 29

Hexadezimaldarstellung, 33
Hintereinanderausfithrung, 21
homogen, 56

Horner-Schema, 37

identische Abbildung, 21
Imaginérteil, 48
Infimum, 43

inhomogen, 56

injektiv, 20
Intervallschachtelung, 45
Inverses, 29
invertierbar, 55

irrationale Zahlen, 42

Korper, 30
kartesisches Produkt, 15

Kleiner Satz von Fermat, 32, 36

kleinste obere Schranke, 42
kommutativ, 29
kommutativer Ring, 30
Komplement, 4

kongruent modulo m, 16



64

konjugiert-komplexe Zahl, 48

Kontinuumshypothese, 25
Kontraposition, 4
Konvolution, 39
Kronecker-Delta, 54

Loésungsmenge, 56

Lagrange—Polynomfunktionen, 38

leere Menge, 1
Leitkoeffizient, 40

Lemma von Bézout, 10, 14, 35

lineares Gleichungssystem, 56

Matrix, 51
Matrixprodukt, 52
Matrixsumme, 51

Menge, 1

neutrales Element, 29
nicht-singulér, 55
normiertes Polynom, 40
Nullstelle, 37, 41

obere Schranke, 42
offenes Intervall, 45

Ordnungsrelation, 16

Pascal-Dreieck, 23, 32
Peano’s Induktionsaxiom, 8
Pivots, 59

Polynome, 41
Polynomfunktion, 37
Potenzmenge, 4

Primzahl, 13

Quantoren, 5

rationale Zahlen, 11, 18
Realteil, 48

reflexive Relation, 16
rekursive Definition, 26
Relation, 16

Reprisentantensystem der Aquivalenzklassen, 18

Restklassen, 18

Mathematik I (inf, swt, msv)

Ring, 30
Ring mit 1, 30

Russell’sche Antinomie, 5

Sinus-Funktion, 49
skalares Matrixprodukt, 51
Spaltenvektor, 51
Standardmatrix, 54
Standardvektoren, 54
Stellenwertsystem, 33
Stufenform, 58

Supremum, 43

surjektiv, 20

symmetrische Matrix, 54

symmetrische Relation, 16

teilerfremd, 9

transitive Relation, 16
transponierte Matrix, 54
Tupel, 23

iiberabzahlbar, 25
Umkehrabbildung, 21
Unbestimmte, 41

untere Schranke, 43
Urbild, 20

Vereinigungsmenge, 4
Verkniipfung, 29
vollstdndiger Korper, 43

Wabhrheitstabellen, 3

Zeilenvektor, 51



