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Aufgabe 1. (S, 6=3+3 Punkte) Sei Q[X] der Polynomring iiber dem Kérper K = Q mit der
Unbestimmten X. Seien m,n € Ny. Zeigen Sie:

" fm+n k “ (m i " (n ;
(a) kzzo < . >X - (;<Z>X>* (;0 <j)XJ>.
(b) (m]’:”> =¥ (m) : (”) fiir alle k > 0, wobei I := {(i,j) € No x No | i +j = k}.
e > 7N
[Hinweis zu (a): Der Binomische Lehrsatz gilt auch fiir Elemente in dem Ring R = Q[X]. Um (b)
zu zeigen, vergleichen Sie in (a) den Koeffizienten von X* auf beiden Seiten der Gleichung.]

Aufgabe 2. (V) Gegeben seien die folgenden Matrizen (mit Eintrédgen jeweils in Q):

01
01 3 0 00 -1 1 -3 1 3 1
A=1|8 5 0 6|,B= ,C=1| 8 5 —4|,D= , =15
3 3 5 0
0 0 -1 -2 00 6 3
9 5

und F' = [—2 3 0] . Berechnen Sie alle moglichen Produkte unter diesen Matrizen.

2 2 =2
Aufgabe 3. (S, 6=3+3 Punkte) Gegeben sei M = |0 —2 4| € M3(Q). Zeigen Sie:
0 -3 5

(a) Es gilt M? —-3M + 213 = O33.

(b) Die Matrix M ist invertierbar. Berechnen Sie M ~!. [Hinweis: Benutzen Sie (a).]

Aufgabe 4. (S, 6=2+2+2 Punkte) Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und A € R™*"™. Sei
A™ € R™™ wie in Bemerkung 11.8 der Vorlesung definiert (transponierte Matrix).

(a) Zeigen Sie, dass (A - B)™ = B™ . A" fiir alle B € R™*? gilt.
(b) Sei m = n und A invertierbar. Zeigen Sie, dass auch A" invertierbar ist, mit (A*™)~1 = (A=),

(c) Seien v, w € R™ Spaltenvektoren. Dann ist v' - A - w eine (1 x 1)-Matrix. (Uberzeugen Sie sich

davon.) Geben Sie eine Formel fiir den Eintrag dieser Matrix an.
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Aufgabe 5. (V) Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Gegeben sei eine quadratische Matrix
A = [aj]1<ij<n € Mp(R). Dann heilt A obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 gilt fiir 1 < j <i < n.

Zeigen Sie: Sind A, B € M, (R) obere Dreiecksmatrizen, so ist auch das Produkt C := A- B €
M, (R) eine obere Dreiecksmatrix. Schreiben wir B = [b;j]i<i j<n und C' = [cijli<ij<n, so gilt
Ciyy — aiibii fur 1 < 7 <n.

(Mit Transponieren folgt eine analoge Aussage auch fiir untere Dreiecksmatrizen.)
Aufgabe 6. (V) Zeigen Sie, dass die Menge der Matrizen

99, E::}Q, U::(,)}7 V::}}
00 01 11 10

mit Eintrigen in Fo = {0, 1} beziiglich der in der Vorlesung definierten Addition und Multiplikation
von Matrizen einen Korper bildet. Dieser wird mit Fy := {N, E,U, V'} bezeichnet. Geben Sie die
Additions- und Multiplikationstabelle fur F4 an.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die mit (V) markierten Aufgaben sind zum Votieren
bzw. zum Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die mit (Z) markierten Aufgaben sind zusdtzliche
Aufgaben.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: In den Ubungsgruppen Dienstag/Mittwoch 13./14. Dezem-
ber, oder online.



