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Aufgabe 1. (V) Gegeben seien die folgenden Vektoren in V' = Fg : v = Vg =
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(a) Zeigen Sie, dass das Tupel (v1, v2) linear unabhéngig ist.

(b) Sei S = {e1, ea,e3} die Standard-Basis von V. Nach dem Basisergéinzungssatz 17.14 gibt es ein
J €{1,2,3} so dass {vi,v2,¢e;} eine Basis von V ist. Bestimmen Sie alle Moglichkeiten fiir j.

Aufgabe 2. (V) Wir betrachten V = R™ mit dem Standard-Skalarprodukt (, ): R? x R® — R.
Gegeben seien Spaltenvektoren vy, ...,v, € R"; sei T € M, (R) die Matrix mit Spalten v, ..., v,.
(a) Zeigen Sie: Fiir 1 <i,j <ngilt:  (v;,vj) = (4, 7)-Eintrag von T - T

(b) Zeigen Sie: {v1,...,v,} ist eine Orthonormalbasis von R” genau dann, wenn T - T = [, gilt.

Wir bezeichnen T als orthogonale Matrix, wenn T% - T = I, gilt. In diesem Fall ist also T
invertierbar, und 7! ist auf sehr einfache Weise gegeben, nimlich 7! = T,

(c) Seien T,T’ € M, (R) orthogonale Matrizen. Zeigen Sie, dass 7=, T% und T - T' ebenfalls
orthogonale Matrizen sind. Ist 7'+ T” auch orthogonal?
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(d)Sein=3undv; = —= | 1 | € R>. Bestimmen Sei eine orthogonale Matrix T € M3(R), deren
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1. Spalte durch v; gegeben ist. (Hinweis: Basisergénzungssatz + Gram-Schmidt Verfahren.)
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Bestimmen Sie die Gleichung der Ausgleichsgeraden durch die Punkte (¢;,v;), i = 1,...,5; siehe

Aufgabe 3. (V) Gegeben seien die folgenden Messwerte: (t=1,...,5).

Beispiel 18.7 der Vorlesung. Gehen Sie dazu in folgenden Schritten vor: Seien

Y1 (3] 1
Y2 to 1
y:=1 vy |, up = | t3 |, ug = | 1 und U := (u1,uz)r C RO.
Y4 ty 1
Ys ts 1

(i) Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis {wy, w2} von U (z.B. mit dem Gram-Schmidt Verfahren).
(wy) o (w2 y)
(wr, w1) (w2, wo)
(iii) Bestimmen Sie ag, by € R mit ug = apu + bpug. Dann ist die Ausgleichgerade gegeben durch
y(t) = apt + by fiir t € R. Skizzieren Sie diese Gerade sowie die Punkte (¢;,%;) in der R2-Ebene (mit
horizontaler Achse ¢ und vertikaler Achse y).

(ii) Bestimmen Sie ug := wy € U (wie im Beweis von Lemma 18.6).



Aufgabe 4. (V) Sei L C R* die Lésungsmenge des inhomogenen LGS:
1+ 29+ a3+ 24 =1, 1 — X9+ 13 — x4 = 0.

Sei U C R* der Losungsraum des zugehorigen homogenen LGS.

(a) Zeigen Sie, dass L # & gilt; geben Sie eine Losung v1 € L an.

(b) Bestimmen Sie zuerst eine Basis von U (geméf Satz 16.12 der Vorlesung) und dann eine
Orthogonalbasis (mit dem Gram-Schmidt Verfahren).

(c) Nach Satz 18.8 der Vorlesung gibt es ein eindeutiges xg € L mit ||zo||< ||z| fiir alle z € L mit
x # xo. Finden Sie dieses zg.

Aufgabe 5. (V) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen linear iiber dem jeweils an-
gegebenen Korper K sind. Bestimmen Sie im Fall einer linearen Abbildung jeweils Basen fiir Kern
und Bild von ¢.
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(i) ¢p:R* = R2, |y| — [:E-i— +z] (i) ¢: F2 > F3, [ ] = 2z
z Y T + 4y
x x
(iii) ¢: Q% = Q, Yyl —»2r—y+z (iv) ¢:F3—TF3, z+— 253
z 2x

Aufgabe 6. (V) Seien V, W Vektorrdume iiber dem Kérper K. Sei ¢: V — W eine lineare Abbil-
dung.

(a) Seien vy,...,v, € V so dass das Tupel (v1,...,v,) Lu. ist.

Zeigen Sie: Ist ¢ injektiv, so ist auch das Tupel (p(v1),...,¢(v,)) in W Lu.

(b) Kann es sein, dass dim V' = 5 und Bild(y¢) = Kern(p) gilt? Kann es sein, dass dim V' = 4,
dim W = 2 und dim Kern(p) = 1 gilt? (Hinweis: Kern-Bild-Dimensionssatz.)



