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Aufgabe 1. (S, 9=3+3+3 Punkte) Gegeben seien die folgenden Spaltenvektoren in V = Q4:
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(a) Sei U := ⟨u1, u2, u3⟩Q ⊆ V . Bestimmen Sie, ob v ∈ U bzw. w ∈ U gilt.

(b) Bestimmen Sie, ob die Tupel (u1, u2, u3) und (v, w) jeweils linear unabhängig sind in V . Ist

(u1, u2, u3, v, w) linear unabhängig? Gilt V = ⟨u1, u2, u3, v, w⟩Q?

(c) Ersetzen Sie in obigen Spaltenvektoren jede Ziffer k durch k̄ und betrachten Sie diese Spalten-

vektoren damit als Elemente von F 4
3 (wobei F3 der Körper mit 3 Elementen ist).

Sei U ′ := ⟨u1, u2, u3⟩F3 ⊆ V ′ := F 4
3 . Bestimmen Sie, ob v ∈ U ′ bzw. w ∈ U ′ gilt.

Aufgabe 2. (V) SeiX eine nicht-leere Menge undK ein Körper. Wir betrachten denK-Vektorraum

V = Abb(X,K).

(a) Gegeben seien f1, . . . , fn ∈ V . Zeigen Sie: Gibt es x1, . . . , xn ∈ X so dass die Matrix A :=

[fi(xj)]1≤i,j≤n ∈ Mn(K) invertierbar ist, so ist das Tupel (f1, . . . , fn) linear unabhängig in V .

[Hinweis: Sei s1.f1+. . .+sn.fn = 0 mit si ∈ K, wobei 0 ∈ V die Null-Funktion ist. Dann gilt s1f1(x)+. . . snfn(x) = 0

für alle x ∈ X.]

(b) Eine Anwendung: Wir betrachten den R-Vektorraum V = Abb(R,R). Gegeben seien f1, f2, f3 ∈
V mit:

f1(x) := sin(πx), f2(x) := |x− 1|, f3(x) := 2x2 − 5

für alle x ∈ R. Bestimmen Sie, ob das Tupel (f1, f2, f3) linear unabhängig ist oder nicht. Sei g ∈ V

definiert durch g(x) := −x für alle x ∈ R. Gilt g ∈ ⟨f1, f2, f3⟩R?

Aufgabe 3. (V) Sei A =

 0 0 1

3 1 −3

1 0 0

 ∈ M3(Q).

(a) Zeigen Sie, dass λ1 := 1 und λ2 := −1 Eigenwerte von A sind.
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(b) Betrachte die Teilräume Ui := N(A − λiI3) = {x ∈ Q3 | A · x = λix} ⊆ Q3 für i = 1, 2.

(Nach Bemerkung 14.1 der Vorlesung sind also die Vektoren in Ui \ {03} genau die zu λi gehörigen

Eigenvektoren von A.) Bestimmen Sie Basen Bi von Ui.

(c) Zeigen Sie, dass B := B1 ∪B2 eine Basis von Q3 ist.

Aufgabe 4. (V) Sei K ein Körper und V ein beliebiger K-Vektorraum.

(a) Gegeben sei ein linear unabhängiges Tupel (v1, v2, v3) in V . Bestimmen Sie alle c ∈ K, so dass

das Tupel (v1 + v2, v2 + v3, v1 + cv3) linear unabhängig ist.

(b) Gegeben seien ein linear unabhängiges Tupel (v1, . . . , vn) in V und ein v ∈ V mit v ̸∈
⟨v1, . . . , vn⟩K . Zeigen Sie, dass das Tupel (v1 + v, v2 + v, . . . , vn + v) linear unabhängig ist.

(c) Gegeben seien zwei linear unabhängige Tupel (v1, . . . , vn) und (w1, . . . , wn) in V . Ist dann auch

das Tupel (v1 + w1, . . . , vn + wn) linear unabhängig? (Beweis oder Gegenbeispiel.)

(d) Seien v1, . . . , vn ∈ V und A = [aij ] ∈ Mn(K). Für 1 ≤ i ≤ n definiere wi :=
n∑

j=1

aijvj ∈ V .

Zeigen Sie: Ist (v1, . . . , vn) linear unabhängig und A invertierbar, so ist auch (w1, . . . , wn) linear

unabhängig.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die mit (V) markierten Aufgaben sind zum Votieren

bzw. zum Vorrechnen in den Gruppenübungen. Die mit (Z) markierten Aufgaben sind zusätzliche

Aufgaben.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: In den Übungsgruppen Dienstag/Mittwoch 31. Januar/1.

Februar, oder online.
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