Kapitel 3: Lineare Abbildungen, Matrizen und Polynome

‘ §1 Der Rang einer Matrix

Voraussetzung wie Ublich: K beliebiger Kérper.
Wir wenden nun die Ergebnisse des letzten Kapitels auf Matrizen und lineare
Gleichungssysteme an. Gegeben sei eine beliebige Matrix A € K™*™,
® Sei SR(A) C K™ der Spaltenraum von A.
Dann hei3t dim SR(A) der Spaltenrang von A.
® Sei ZR(A) C K™ der Zeilenraum von A.
Dann heiBt dim ZR(A) der Zeilenrang von A.
Was wir bereits wissen (siehe §2):
Betrachte die lineare Abbildung p4: K" — K™, v — Av. Dann ist
SR(A) = Bild(p4) = {Av | v e K™} und
Kern(pa) = N(A) :={v e K" | Av =0, }.
| = dim N(A) + dim SR(A). |

Also folgt mit Kern-Bild-Dimensionsformel:
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—21‘2 — 21‘4 — Tg

L2 X1+ 229 + 224 + x5 = 0

’U(LEQ, Xy, IE5) = xéfr4 e System : T3+ x4+ 265 =0
—z6 z5 + xg = 0
Z6

Wie erhalt man eine Basis fur N(A) ? Dazu bemerken wir, dass
v(x2, x4, v6) = x20(1,0,0) + 240v(0, 1,0) + x6v(0, 0, 1) gilt, mit

1 0 0
v(1,0,0) := 8 ) v(0,1,0) := —11 ; v(0,0,1) := _01 .

0 0 —1

0 0 1

Behauptung: v(1,0,0),v(0,1,0),v(0,0,1) sind l.u. Denn sind s1, s2, s3 € Q, so ist
s10(1,0,0) 4 s2v(0,1,0) + s3v(0,0,1) = v(s1, s2, s3), wobei die 2. Komponente
dieses Spaltenvektors gleich s; ist, die 4. Komponente gleich ss und die 6.
Komponente gleich s3. Gilt also v(s1, s2, s3) = 0, S0 folgt s1 = s = s3 = 0.

v
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Bemerkung 1.1. Wie oben sei A™*™ gegeben.
Nach Kapitel 1, §2, &ndert sich die Lésungsmenge N(A) = {z € K" | Az = 0,,, }
nicht bei elementaren Zeilenumformungen. Sei A’ € K™*" in Zeilenstufenform
und A — A’ (GauB-Algorithmus). Dann folgt also

dim SR(A) =n —dim N(A) = n — dim N(A’) = dim SR(A").
d.h., der Spaltenrang andert sich nicht bei elementaren Zeilenumformungen.

Beispiel 1.2. Wir betrachten das Beispiel aus Kapitel 1, §2:
00 2 2 0 2 1 2 0 2 0 1
A=12 4 2 6 0 4 - A'=]00 11 0 1].
36 06 1 4 00 0O0 11
Also r = 3 Stufen; Pivots j; = 1, jo = 3, j3 = 5; freie Variablen zs, 24, z¢.
1+ 2x9 + 224 + 26 =0

T3+ x4+ 26 =0 .
x5+ x5 =0

Damit ist N(A) = N(A') = {v(x2, 24, x5) | x2, 24,26 € Q beliebig}, wobei

Zugehoriges homogenes Gleichungssystem:
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Also ist B = {v(1,0,0),v(0,1,0),v(0,0,1)} eine Basis von N(A) und damit
dim SR(A) = 6 — 3 = 3. Dies kénnen wir auch direkt anhand von

dim SR(A) = dim SR(A’) feststellen. Dazu betrachte noch einmal
120201 ]

A=]001101 mit Pivots j; = 1, jy = 3, js = b.
000011

Die 1., 3., 5. Spalte von A’ sind also gleich den Einheitsvektoren ey, e5, e3. Damit
ist e1, e, e3 € SR(A’) C Q2, und weil {e1, e2,e3} eine Basis von Q? ist, folgt
SR(4’) = Q? und dim SR(A’) = 3.

Bemerkung 1.3. Sei A’ € K™*™ in Zeilenstufenform mit » > 0 Stufen.
Seien 1 < j; < ... < j, < n die Pivots. Die zugehorigen Spalten von A’ sind
genau die Einheitsvektoren ey, ..., e, € K™. Jede andere Spalte von A’ hat nur
Eintrage ungleich 0 in den ersten r Zeilen, also ist jede Spalte von A’ eine
Linearkombination von ey, ... e,. Damit folgt

dim SR(A’) = dim(ey, ..., e ) =7 und dimN(A)=n—r.
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Satz 1.4 (Rang-Satz). Sei A € K™*" gegeben.

Dann gilt dim SR(A) = dim ZR(A); diese Zahl wird mit Rang(A) bezeichnet und
heiBt der Rang von A. Ist A — A’ (GauB-Algorithmus), wobei A’ € K™*™ in
Zeilenstufenform mit  Stufen ist, so gilt Rang(4) = Rang(A’) = r < min{n, m}.

Beweis. Nach Bemerkungen 1.1 und 1.3 gilt dim SR(A) = dim SR(4’) = r > 0.
Nach Aufgabe 10.3 andert sich der Zeilenraum nicht bei elementaren
Zeilenumformungen. Also gilt dim ZR(A4) = dim ZR(A").
Seien 1 < j; < ... < j, < ndie Pivots fiir A; fir 1 < i < m sei z; € K" die i-te
Zeile von A’. Dann ist ZR(A4") = (z1,..., zr)k (weil z; = 0,, fr ¢ > r). Die Definition
der Zeilenstufenform zeigt: Fir 1 < i < r ist die j;-te Komponente von z; gleich 1,
und gleich 0 in allen anderen Zeilen. Also istin allen v € (z1,...,z;_1)k die j;-te
Komponente gleich 0, und damit z; & (z1,...,2-1)k fir 1 < i < r. Nach Lemma
4.8 sind (z1, ..., z) linear unabh&ngig, also dim ZR(A’) = r und damit schlief3lich
dim SR(A4) = dim SR(4’) = r = dim ZR(4’) = dim ZR(A). O
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Satz1.6. Sei Ae K™*", be K™ und L :={z € K" | Az = b}.
(a) Esqilt: L#@ <« beSR(A) <« Rang(A4)=Rang([A]bY]).
(b) Ist L # @, so sei xy € L eine feste Lésung. Dann gilt
L={zo+v|veN(A)} wobei N(A):={ve K" |Av=0,}
der Nullraum von A ist; es gilt dim N (A) = n — Rang(A).

Beweis. (a) Seien vy, ..., v, € K™ die Spalten von A. Dann gilt v; = Ae; wobei
{e1,...,e,} die Einheitsvektoren in K" sind. Sei x € K™ beliebig; dann ist
x=ux1e1+...+ane, Mtz ...z, € K. Wie in Kapitel 2, Beispiel 2.8, sieht man
sofort: Ax = Axie1 + ... + Axpe, = 2101 + ... + 250, Also gilt Az = b genau

dann, wenn b eine Linearkombination von vy, ..., v, ist, d.h., genau dann, wenn

b € SR(A) gilt. Damit gilt die erste Aquivalenz in (a).

Zur zweiten Aquivalenz: Nach Definition ist zunachst klar, dass

SR(A) C SR([A | b]) gilt, also auch Rang(A4) < Rang([A | b]).
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Folgerung 1.5. Sei A € K™*" gegeben.
(@) Istm =n, sogilt: Rang(A4) =n < A invertierbar.
(b) Ist B € K™*?, so gilt Rang(AB) < min{Rang(A4), Rang(B)}.

Beweis. (a) Wegen n = dim N(A) + Rang(A) und mit Beispiel 4.10 folgt:
n=Rang(4) & dimN(A) =0« {z € K" | Az =0,} = {0,} < A invertierbar.
(b) Sei p: K™ — K™, v — Av. Dann ist SR(A) = Bild(¢) = {Av | v € K"}.
Analog gilt SR(AB) = {ABw | w € KP}. Nun ist Bw € K™ flr alle w € K?, also
SR(AB) = {ABw |w € KP} C{Av|v e K"} = SR(A),
d.h., Rang(AB) < Rang(A). Andererseits gilt N(B) C N(AB), dennistw € N(B),
d.h., Bw = 0, so folgt auch ABw = 0,,,. Damit also dim N (B) < dim N(AB). Mit
p = dim N(B) + Rang(B) = dim N(AB) + Rang(AB)
erhalten wir Rang(AB) = p — dim N(AB) < p — dim N(B) = Rang(B). O

Zum Schluss wenden wir dies auf lineare Gleichungssysteme an:
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Ist nun Rang(A) = Rang([A | b]), so folgt SR([A | b]) = SR(A) (siehe Satz 4.11),
also auch b € SR([A | b]) = SR(A).

Umgekehrt: Ist b € SR(A) = (v1,...,v,) K, SO folgt {vq,...,v,, b} C SR(A), also
auch SR([A | b]) = (v1,...,vn,b)k € SR(A), d.h., SR(A) = SR([A | b]).

(b) Sei nun L # @ und z( € L fest. Zu zeigen:

L={xzo+v|veN(A)} wobei N(A):={ve K"|Av=0,}.
“C”Seixz € L, also Az = b. Dannist A(z — z9) = Az — Azg = b—b =0y, also
vi=x—x9 € N(A),d.h,z =20 +vmitv e N(A).

“D” Seix = x¢ + v mitv e N(A). Dann ist Av — 0,, und damit
Ax — A(xog+v) = Azg+ Av=0b+0,, =b,also z € L. O

1
1.
1
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Betrachten wir noch einmal das Beispiel aus Kapitel 1, §2:

12020
40 = AY]=|00110
4 00001
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x1 + 210 + 224 =1

Das neue Gleichungssystem ist also: r3+a4 =1
5 =1
Es gilt » = 3; die Pivots sind j; = 1, jo = 3, j3 = 5; die freien Variablen sind x2, x4.
1-— 2.1‘2 - 2.1,‘4 1
xT9 0
L= 1— x4 o, 14 € Q beliebig mit x9:= |1| € L,
Tq 0
1 1
siehe Kapitel 1, Beispiel 2.9. (Wir erhalten immer eine spezielle Lésung zy, indem
man die freien Variablen, also hier x4, 24, gleich 0 setzt.) —2x9 — 214
Z2
N(A) = N(A") = {v(za,24) | 22,24 € Q} mit  v(z2,24) = —x4
T4
0

Wie in Beispiel 1.2 ist eine Basis von N(A) gegeben durch v(1,0),v(0,1). Damit
L ={z=uz0+sv(1,0)+tv(0,1) | s, € Q}.
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Wollen den Zusammenhang von Hom(V, W) und Matrizen studieren.
Zuerst betrachten wir den Fall V- = K™ und W = K™.

Bemerkung 2.2

Seien n,m > 1 und ¢ € Hom (K™, K™). Dann gibt es genau eine Matrix
A e K™*" sodass ¢(v) = Av fur alle v € K™ gilt.

Beweis. Seidazu B = {ey, ..., ¢, } die Basis der Einheitsvektoren von K™ (siehe
Kapitel 2, §2). Fir 1 < j < n sei w; := ¢(e;) € K™. Sei A € K™*™ die Matrix mit
Spalten wy, ..., wy,, d.h., es gilt p(e;) = w; = Ae; fur1 < j < n. Seinunv € K"
beliebig, mit Komponenten vy, ..., v,. Dann folgt:

p(v) = @(i vjej) = ingo(ej) Zv]Ae] ZAv]ej = A(Z vjej) — Aw.

j=1 j=1
Ist auch A’ € K™*" so, dass cp( )= A’u gllt far aIIe v e K™, so folgt

Aej = ¢(ej) = Alej fir 1 < j < n, also sind alle Spalten von A und A’ gleich. O
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‘ §2 Darstellende Matrix einer linearen Abbildung‘

Seien V und W Vektorrdume Uber einem Kérper K. Wir setzen
Hom(V, W) :={¢: V — W | ¢linear} C Abb(V,W);
hier steht “Hom” fir Homomorphismus.

Ist V=1, so schreiben wir auch End(V) := Hom(V, V);
hier steht “End” fiir Endomorphismus.

Seien ¢, 1) € Hom(V, W) und s € K. Dann definieren wir Abbildungen
o+ VW und sp: V—>W

durch (¢ 4 ¥)(v) :== o(v) + ¥ (v) und (s@)(v) = sp(v) firallev e V.

Bemerkung 2.1. Mit obigen Bezeichnungen gilt.

(a) Die Abbildungen o +: V' — W und sp: V. — W sind wieder linear.
(b) Mit diesen Verknlpfungen ist Hom(V, W) ein K-Vektorraum.

Beweis. Unmittelbares Nachrechnen (selbst!). |
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Lemma 2.3. Sei V und W Vektorrdume Uber K.

SeiVee,n=dimV >1und B = {vy,...,v,} eine Basis von V.

(a) Sind ¢, v € Hom(V, W) gegeben mit ¢(v;) = ¢ (v;) fir 1 < i < n, so gilt p = .
(b) Seien wy, ..., w, € W beliebig. Dann gibt es genau ein ¢ € Hom(V, W) mit
o(v;) = w; firl <i < n.

Beweis. (a) Seiv € V beliebig. Dann istv = S101 + ...+ spv, Mit s; € K, also

(ZSW@) ZSW v;) —Zszw(vz) = (v).

(b) Wir definieren ¢: V - W W|e folgt Sei v e V beliebig. Dann gibt es eine
eindeutige Darstellung v = s1v1 + ... + spv, Mit s; € K. Wir setzen

p(v) = Zsiwi e W.

=1
Seien v, w € V, mit eindeutigen Darstellungen v = sjvy + ... + s, v, und
w = tiv1 + ...+ tyv,, Wobei s;,t; € K. Dann gilt also ¢(v) = > | s;w; und
o(w) = > tiw;. Hieraus folgt sofort p(v + w) = Y1 | (s; + ti)w; = p(v) + p(w)
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und p(sv) = Y1 ssiw; = sp(v) flr s € K. Also gibt es ¢ mit der gewlinschten
Eigenschaft. Die Eindeutigkeit ist dann klar nach (a). O

Beispiel 2.4

Sei K Kérper und U < K™ ein beliebiger Teilraum. Dann gibt es eine Matrix

Ae M,(K),sodass U = {z € K" | Az = 0,} gilt.

Denn: Ist U = {0y}, so setze A := I,,;ist U = K", so setze A = 0,,x,. Sei nun

1< d:=dimU < n;sei{vi,...,vq} eine Basis von U; nach Kapitel 2, Satz 4.12,
kénnen wir diese zu einer Basis B := {v1,...,v4, V411, --.,vn} VON K™ erganzen.
Nach Lemma 2.3 erhalten wir eine lineare Abbildung ¢: K™ — K™ mit ¢(v;) = 0,
fur 1 <i < dund p(v;) =v; fird+ 1 < i < n. Dann hat Bild(¢) = (vai1,-.-vn) K
Dimension n — d, also ist dim Kern(¢) = n — (n — d) = d. Wegen U C Kern(y) folgt
Kern(¢) = U. Nach Bemerkung 2.2 gibt es eine Matrix A € M,,(K) mit ¢(v) = Av
fir alle v € K™. Dannist U = Kern(yp) = {z € K" | Az = p(z) = 0,}. O

Beispiele dazu siehe Ubung.
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Beachte: Die Reihenfolge der Vektoren in den Basen B und C' ist wichtig.
Andert man die Reihenfolge, so andert sich auch ME(p) entsprechend.
(Siehe Ubung: Permutationsmatrizen.)

Beispiel 2.6

(a) Sei V. =W und ¢ = idy die identische Abbildung. Dann ist idy (v;) = v; fur
1<j<n,also Mg(idv) = I, (Einheitsmatrix). Beachte: Benutzen wir zwei
Basen B,C von V = W wie oben, so ist T := Mg(idv) nicht unbedingt gleich ,,.
Die Eintréage von T" beschreiben, wie sich die v; € B als Linearkomination der

w; € C ausdricken lassen. Daher hei3t 7' auch Basiswechselmatrix.

(b) Sei A € K™*"; betrachte die lineare Abbildung p4: K™ — K™, v — Av.

Sei B die Basis der Einheitsvektoren in V' = K™, also Mp(v) = v firv € K.

Sei C die Basis der Einheitsvektoren in W = K™, also M¢(w) = w fir w € K™.

Fir 1 < j <nist Mo (p(vj)) = Mc(Av;) = Av; die j-te Spalte von A, also folgt

A= ME(p4). (Jede Matrix ist die darstellende Matrix einer linearen Abbildung.)
Universitat Stuttgart
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Von nun anseien V.und W e.e., mitn =dimV > 1und m = dimW > 1.

Sei B = {v1,...,v,} eine Basis von V und C' = {w, ..., w,,} eine Basis von .
Sind v € V und w € W, so lassen sich v, w eindeutig schreiben als
V=201 F ...+ TpU, und W= Ywi + ...+ YpWn (mit z;,y; € K).
Wie in Kapitel 2, Satz 4.6, haben wir die zugehérigen Koordinatenvektoren
x Y1
Z2 Y2
Mp(v):=| .| € K" und Me(w) == | . | € K™
Tn Ym

Definition 2.5. Mit obigen Bezeichnungen sei ¢ € Hom(V, W).
Furl < j <nisty(v;) € W, also lasst sich ¢(v;) eindeutig schreiben als
m

QD(U]') = Zaijwi mit aij € K.
i=1

Dann heiBt ME (¢) := [a;;] é K™= die (darstellende) Matrix von ¢ bezlglich der
Basen B und C. Die j-te Spalte von A ist also der Koordinatenvektor Mc(cp(vj)).
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Lemma 2.7. Sei ¢ € Hom(V, W).
Fur alle v € V gilt Mc(p(v)) = ME(¢) - Mp(v) (Produkt Matrix mal Spaltenvektor).

Beweis. Wie oben sei M5 (p) = [a;;] und v = 2101 + ... + 2,0, Mit z; € K. Dann

n 1 m n

pv) = zi;atjgo(vj) = ij (é aq;jwq;) = Z( 1 aijxj)wi.

. j=1 i=1 j=
Nun ist y; := >°7_, aijz; genau die i-te Komponente des Produkts [a;;] - Mp(v).
Aber nach obiger Formel ist y; auch die i-te Komponente von M¢(¢(v)). O

Beispiel 2.8
Sei V = Abb(K, K) der Vektorraum aller Funktionen f: K — K. Sei c € K fest.
Fir f € V definiere eine neue Funktion f. € V durch f.(x) = f(x + ¢) fUr alle
z € K. Dann ist die Abbildung ¢: V =V, f — f., linear.
Denn flr f,g € V und s € K gilt

(f +9)e(@) = (f + 9)(z+0) = f(z+c) + g(z+0) = fe(z) + ge(@) = (fe + 9¢)(7)
und (sf)e(z) = (sf)(x +¢) = sf(z +¢) = sf.(x) = (sfe)(x) fir alle z € K.
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Sei nun K ein unendlicher Kérper, n > 1 und P, (K) C V der Teilraum der
Polynomfunktionen vom Grad < n, mit Basis B = {po, p1,p2; - - - , pn} WObEI

pi(z) = 2 fur alle x € K (siehe Kapitel 2, §3). Ist f € P,(K), so gibt es eindeutige
a; € K mit f(z) =Y, a;z fur alle z € K. Dann ist

ag
ai

Mp(f)=|.| €K™
n,
Mit dem Binomischen Lehrsatz folgt fur alle z € K:

f@+o Zan vt o) DQ:( Yoter =32(35 () ase)es

i=0 7=0 Jj=0 i=j

=:b;€EK
Also ist auch f. = >7"_ bjp; € P,(K). Durch Einschrénkung erhalten wir damit
auch eine lineare Abbildung ¢: P,,(K) — P, (K), f — fe.

4
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Satz 2.9. Seien weiterhin wie oben B eine Basis von V und C eine Basis von .
Die Abbildung ®5: Hom(V, W) — K™*", © — ME(p), ist linear und bijektiv.
Insbesondere folgt dim Hom(V, W) = (dim V) - (dim W) < oo

Beweis. Man rechnet sofort nach (selbst!), dass <I>g linear ist. Ist ¢>g(¢) = Opmxns
so folgt mit Lemma 2.7, dass M¢(¢(v)) = 0, gilt fir alle v € V. Nach Kapitel 2,
Satz 4.6, ist Mo: W — K™, w — Mec(w), linear und bijektiv, also folgt ¢ (v) = Oy
fur alle v € V, d.h., ¢ = 0. Also ist Kern(M%) = {0} und damit MF injektiv.
Umgekehrt sei A € K™*" beliebig. Fir 1 < j < n sei z; € W der eindeutige
Vektor, so dass M¢(z;) € K™ die j-te Spalte von A ist. Nach Lemma 2.3 gibt es
genau ein ¢ € Hom(V, W) mit p(v;) := z; flr 1 < j < n. Nach Konstruktion ist
ME(p) = A. Also ist ME auch surjektiv, und damit bijektiv.

Da K™*™ e.e. und dim(K™*™) = nm (Kapitel 2, Beispiel 4.4), ist auch Hom(V, W)
e.e. und dim Hom(V, W) = dim(K™*") = mn, siehe Kapitel 2, Beispiel 4.14. O
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Sei nun n = 3. Dann ist

@(po)(x) = po(x +¢c) =1, ep1)(x)=pi(zr+c)=z+c
¢(p2)(x) = p2(z +¢) = (z + ¢)* = 2® + 2cx + 2,
o(p3)(z) =p3(z+c) = (xz + 0)3 23 4+ 3cx? + 32z + 3
fir alle z € K. Also ist 1 ¢ & &3
2
=3 b % %
00 0 1

Um f, flr ein beliebiges f € P3(K') zu bestimmen, brauchen wir nur das Produkt
MZE(p) - Mg(f) zu bilden. Ist also z.B. f(z) = 2® — z fur alle z € K, so ist

= — 3. Wir berechnen
! 1+ ps : 1 ¢ &2 & 0 —c+c?
0 1 2 3¢ —1l —143c2
— B . — . f—
MB(fC)_MB(SD) MB(f) 0 0 1 3¢ 0 3¢
0 0 O 1 1 1
Alsoist f.(z) =23 +3ca? + (3c2 — 1)z + (c* —¢) furaller € K.

y
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Sei nun U weiterer e.e. K-Vektorraum mit p = dim U > 1. Dann kénnen wir die
Hintereinanderausfihrung von linearen Abbildungen U — V — W betrachten.
Sei D = {u1,...,u,} eine Basis von U.

Satz 2.10. Seien ¢ € Hom(V, W) und ¢ € Hom(U, V).
Dannist auch po¢: U — W linear, d.h., ¢ 0 ¢ € Hom(U, W), und es gilt
ME(p o) = ME(p) - ME () (Matrixprodukt).

Beweis. Nach Aufgabe 13.1ist g o ¢: U — W linear. Sei M5 (¢) = [a;;] € K™*"
und Mg () = [a),] € K™<P. AuBerdem sei MJ (¢ o ¥)) = [gix] € K™*", also
(potp)(ug) =D, giww; fur 1 < k < p. Andererseits gilt aber auch
(po w)(uk) (v (ur))
= SD(Z ]k%) Z%k@ ;) Z%k <Z a”wz) = Z( aija;‘k:)“’
Jj=1 j=1 i=1 =1 j=1
und damit g;;, = Zj:1 a;ja jk = (i, k)-Eintrag von A - A'. O
Der obige Satz ist letztlich die Begriindung fir die Definition des Matrixprodukts.
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Beispiel 2.11
Sei V = W und ¢ = idy. Sind B, C zwei Basen von V, so haben wir die
Basiswechselmatrizen 7' = MZ(idy) € M,(K) und T" = M§ (idv) € M,(K)
(siehe Beispiel 2.6). Nach Satz 2.10 gilt

T-T' = ME(dy) - M§ (idy) = M§ (idy oidy) = ME (idy) = I,
also sind 7', T” invertierbar und invers zueinander, T/ = 7.

Folgerung 2.12. Sei ¢ € Hom(V, W), sowie B Basis von V und C Basis von .
Sei B’ = {v},...,v],} eine weitere Basis von V und ¢’ = {w},...,w,} eine
weitere Basis von . Seien T = M5 (idy) € M,(K) und P = MS' (idw) die
zugehdrigen Basiswechselmatrizen. Nach Beispiel 2.11 sind 7" und P invertierbar.
Dann gilt ME (p) = P71 - ME(p) - T.

Beweis. Es gilt offenbar ¢ = ¢ o idy,, also folgt mit Satz 2.10:
ME (0) = ME (poidy) = ME(p) - ME (idv) = ME(p) - T.
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‘ §3 Eigenrdume und Diagonalisierbarkeit‘

In Kapitel 1, §4 haben wir Eigenwerte von Matrizen eingefihrt. Erinnerung: A € K
hei3t Eigenwert von A € M,,(K), wenn es ein 0,, # v € K" gibt mit Av = \v.

Nun sei V # {0y} ein Vektorraum lber K und ¢: V' — V eine lineare Abbildung.

Definition 3.1
(a) Sei A € K. Dann heif3t A ein Eigenwert von ¢, wenn es ein v € V gibt mit
v # Oy und o(v) = M.
(b) Sei v € V, v # 0y. Dann hei3t v ein Eigenvektor von o, wenn es ein A\ € K
gibt mit p(v) = Av. (Dann ist also \ der zu v gehdrige Eigenwert.)

Bemerkung 3.2. Sei A € K und E,(\) :={v eV | ¢(v) = Av}.
Esqit veE,(A) & o)—Av=0y < (¢—Xidy)v=_0y.
Also:  E,(X\) = Kern(¢ — Aidy), und dies ist ein Teilraum von V..
Insbesondere: A Eigenwert < E,(X\) # {0y }.
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Andererseits ist auch ¢ = idy o ¢, also

ME (p) = ME (idw o ¢) = ME (idw) - ME (¢) = P- ME, (). O
Beispiel 2.13. Wichtiger Spezialfall.
Sei ¢ € End(V). Wir schreiben dann einfach Mp(p) := ME (). Ist B’ weitere
Basis von V wie oben, so sei T = M5’ (idy) die zugehérige Basiswechselmatrix.
Nach Beispiel 2.11 ist 7! = M5 (idy). Also besagt Folgerung 2.12 (mit B = C,
B’ = C") nun einfach: Mp/(o) =T~ 1 Mg(p)-T.
Allgemein heiBen zwei Matrizen A, A’ € M,,(K) dhnlich, wenn es eine
invertierbare Matrix 7' € M,,(K) gibt mit A’ =T7-1- A-T.

Grundlegende Fragestellungen:

Fir ¢ € End(V) finde Basis B von V, so dass A = Mg(y) eine “moglichst
einfache” Gestalt hat. Oder Matrixversion: Fir A € M,,(K) finde invertierbare
Matrix T € M, (K) sodass A’ = T~!. A- T eine “mdglichst einfache” Gestalt hat.

Erster Spezialfall im folgenden Abschnitt; allgemeine Lésung in LAAG2.
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Bemerkung 3.3. Seinun V e.e. undn =dimV > 1.
Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V und A = Mp(p) € M, (K) die Matrix von ¢
bezlglich B. Sei A € K. Dann gilt:

A Eigenwertvon ¢ < X Eigenwert von A (im Sinne von Kapitel 1, §4).

Beweis. Sei 0y # v € V und 0, # 2 = Mp(v) € K™. Ist A ein Eigenwert von ¢ mit
Eigenvektor v, so gilt ¢(v) = Av und AMp(v) = Mp(\v) = Mp(e(v)) = AMp(v).
D.h. X ist ein Eigenwert von A mit Eigenvektor © = Mp(v). Umgekehrt: Ist A ein
Eigenwert zu A mit Eigenvektor v, so gilt Az = Az und wir erhalten

Mp(p(v)) = AMp(v) = Az = Ax = AMp(v) = Mp(\v).
Weil die Abbildung V' — K", w — Mp(w), bijektiv ist, folgt ¢ (v) = Av. O

Also kénnen wir die Eigenwerte von ¢ mit Hilfe der Minimalgleichung pa: K — K
wie in Kapitel 1, §4, bestimmen. Erinnerung: Sei d = d(A) > 1 minimal, so dass
es ag, ai,...,aq1 € K gibt mit A+ ay 1A% + .. 4+ a1 A+ agl,, = 0,x,. Dann
sind die a; eindeutig und 4 (z) = ag + a1z + ... + ag_12% ' + 2% furalle z € K.
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Bemerkung 3.4. Sei V e.e. undn =dimV > 1.
Sei A € K Eigenwert von ¢. Dann heiB3t £, (\) der zugehdérige Eigenraum.
Berechnung von E,()\) ? Dazu sei wieder B = {v,...,v,} eine Basis von V' und
A = Mp(p) € M,(K) die Matrix von ¢ bezlglich B. Sei

N(A-A,) :={x e K" | (A— \,)x =0,}
Lésungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems mit Matrix A — \L,.
Behauptung: E,(AN)={veV|Mp()e NA-A,)}
(Denn seiv € V und z = Mp(v) € K" zugehdriger Koordinatenvektor. Im Beweis
von Bemerkung 3.3 haben wir gesehen: v € E,(\) & Az = Az. Nun gilt
Az =Xz & (A—\,)z =0, & z € N(A— \,), also die Behauptung.)

Beispiel 3.5.
(a) Ist Matrix A € M, (K) gegeben, so haben wir die zugehdrige lineare Abbildung
pa: K" — K" v+ Av. Ist B = {e, ..., e, } die Basis der Einheitsvektoren in K",

so gilt A = Mp(pa). Also folgt E4()\) := E,,(A\) = N(A—X,) fir A € K.
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Bemerkung. Sein =dimV > 1 und B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Genau
dann ist Mp(y) eine Diagonalmatrix wie oben, wenn ¢ (v;) = A\v; fir 1 <@ < n gilt,
d.h., wenn jedes v; ein Eigenvektor von V ist (mit Eigenwert ;). Also:

o diagonalisierbar < es gibt eine Basis B aus Eigenvektoren von V.

Bemerkung 3.7. Sei A € M, (K).

Wir sagen, dass A diagonalisierbar ist, wenn die zugehdrige lineare Abbildung
wa: K" — K", v — Av, diagonalisierbar ist. Dies ist &quivalent dazu, dass es
eine invertierbare Matrix 7' € M,,(K) gibt, so dass T~ AT eine Diagonalmatrix ist.
(Denn sei B = {ey, ..., e, } die Basis der Einheitsvektoren von V' = K™. Dann ist
A= Mg(pa). Sei B’ weitere Basis von K. Dann ist Mp/ (idy) = T~' AT, wobei
T := M} (¢4) Basiswechselmatrix wie in Beispiel 2.13.)

Einfachstes Beispiel einer nicht-diagonalisierbaren Matrix ist A = [8 é]

(Denn 0 ist einziger Eigenwert, aber Eigenraum hat nur Dimension 1.)

mathematik’ Universitat Stuttgart

510
16 11 € M3(Q) die Waschmittelmatrix in Kapitel 1, §4.
4 39

Danniist 4 (z) = (z — 10)(z — 5)* fur alle x € Q, also hat 4 die 2 Eigenwerte
A1 = 10 und Ay = 5. Nach Aufgabe 13.4 sind die Eigenrdume:

(b) Set K =Qund A =

1/19 -1
EA(10) = N(A—10I3) :< [5/119 >@ und E4(5) = N(A—5I3) =< [(1)] >@.

Definition 3.6. Sei V e.e. und ¢: V — V linear; sein := dimV > 1.
Dann heiB3t ¢ diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt, so dass
A := Mpg(p) eine Diagonalmatrix ist, also eine Gestalt wie folgt hat:

A1 0
A= [ai]‘] = i
0 An

Dies ist sicherlich die optimal einfachste Form einer darstellenden Matrix!
Beachte: Die \; € K missen hier nicht paarweise verschieden sein.

] € M,(K) (d.h., a;; = 0 fur alle ¢ # j).

mathematik

Beispiel 3.8. Sei K = Q.

10 1
Seid=|3 0 -3| € M3(Q).
10 -1

Man rechnet nach, dass A? = —2A gilt, also ist ua(z) = z(z + 2) fur alle z € Q.
Damit haben wir 2 Eigenwerte A\; = 0 und A\, = —2. Die Eigenrdume sind:
0

1 —1
EA(0) =< H : H >Q und  Ea(-2) =< h] >@'
Priife nach, dass obige 3 Eigenvektoren eine Basis von Q3 bilden. Also A
diagonalisierbar. Sei B = {e1, e2, e3} Basis der Einheitsvektoren in Q3 und B’

neue Basis, die aus den obigen 3 Eigenvektoren besteht. Dann ist
T~'AT = Diagonalmatrix mit Eintragen 0, 0, —2 auf der Diagonalen, wobei

(Spalten von T' sind
obige 3 Eigenvektoren)
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Satz 3.9 (Charakterisierung diagonalisierbarer Matrizen). Sei A € M,,(K).

Sei d = d(A) > 1 der Minimalgrad und p4: K — K die Minimalgleichung von A
(siehe Kapitel 1, §4). Genau dann ist A diagonalisierbar, wenn es d paarweise
verschiedene Nullstellen fir p4 in K gibt.

Fdr den Beweis brauchen wir ein neues Hilfsmittel:  “abstrakte” Polynome ~~ §4.
510
® Fir die Waschmittelmatrix A = |1 6 1| € M3(Q) giltd = d(A) =3 und
439

pa(z) = (x — 10)(z — 5)? fur alle z € Q. Also ist die Bedingung in Satz 3.9
nicht erfallt, und damit folglich A nicht diagonalisierbar.

-10 1
® FirA= |3 0 —3| € M3(Q) giltd=d(A) =2und pa(x) = z(x+ 2) fir alle
1 0 -1

x € Q. Also ist hier die Bedingung erflllt, und damit A diagonalisierbar.
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Sei K beliebiger Kérper; betrachte den K-Vektorraum V' = Abb(Ny, K). Jedes
f € V schreiben wir als Folge f = (a,)n>0 (oder einfach (a,,)), wobei a,, = f(n) flr
alle n > 0. Addition und Skalarmultiplikation sind gegeben durch:
(an) + (bn) = (an +by) und s(an) == (sa,) (firs € K).
Das neutrale Element bezlglich der Addition ist 0 = (0,0,0,...).
Far f,geV definiere f*g eV wie folgt: Sei f = (a,) und g = (b,). Firn > 0 sei

Cn 1= Zaz n—i = aoby + a1bp_1 + agby_o + ... + an—1b1 + anbo.

Dann setze f * g = (¢,). Diese VerknUpfung heif3t Konvolution.

Beispiel: (-1,0,2,0,0,...)%(0,1,0,1,0,0,...) = (0,—1,0,1,0,2,0,0,...), denn
co = agbg = 0, ¢1 = agby + a1bg = —1, co = agbs + a1b1 + asby = 0, USW.
Definition 4.1

Wir sagen, dass f = (a,) € V endlich ist, wenn es ein ny > 0 gibt mit a,, = 0 fUr
alle n > ng. In diesem Fall schreiben wir f einfach als f = (ag, a1, ..., an,,0,...).
Ist f # 0, so heiBBt Grad(f) := max{n € Ny | a,, # 0} der Grad von f.
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§4 Polynome

Was versteht man unter einem (“abstrakten”) Polynom ? — Informelle Antwort:
Ein “formaler” Ausdruck der Form 23 + x, wobei man fiir x irgendwelche Werte
einsetzen kann. Man kann solche Ausdriicke addieren und multiplizieren (wobei
man einfach die tblichen Rechenregeln benutzt), zum Beispiel:

(222 1)+ (z® +2) =23 + 222 + x — 1 und

(222 —1)- (23 +2) =22° + 223 — 23 — 2 = 22° + 2% — .
Aber was genau ist ein “Ausdruck” (eine Funktion?), und woraus soll man Werte
einsetzen kénnen ? Beachte: Im Beispiel K = F; gilt 2° + x = 0 fur alle z € F.

Vielleicht hilft es, sich die allgemeine Form eines solchen Ausdrucks vorzustellen;
diese sollte so aussehen: ag + a1z + asx? + ... + a,z™, wobei ag, a1, . .., a, € K.
Letztlich relevant scheinen also eigentlich nur die Koeffizienten ag, a1, as, ..., a, zu
sein. Werden nun sehen, dass diese Beobachtung tatséchlich als Grundlage einer
ordentlichen Definition dienen kann.
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Lemma 4.2. Sei P(K) := {f € V| fistendlich} wie oben.

Dann ist P(K) ein Teilraum von V. Seien nun f, g € P(K). Dann gilt:

(@) Esist auch f * g € P(K).

(b) Sind f,g #0und f + g # 0, so gilt Grad(f + ¢g) < max{Grad(f),Grad(g)}.
(c) Sind f,g # 0, so gilt f x g # 0 und Grad(f x g) = Grad(f) + Grad(g).

Beweis. Seien f = (a,) und g = (b,) in P(K). Ist f =0 =(0,0,...), so ist
f+g=9g€P(K)undsf=0¢€c P(K);ebenso fxg=0¢€ P(K). Analog: Ist g = 0,
sosind f+g=feP(K)und fxg=0¢c P(K). Seiennun also f # 0und g # 0.
Seien ng = Grad(f) und mgy = Grad(g) also f = (ap,ai,...,an,,0,...) mit

ang # 0,und g = (bo, b1, ..., by, 0,...) mit by, # 0. Dann ist offensichtlich

sf = (sag, say, .. .,sanO,O,. )€ ( ) fur s € K. Ist dy = max{ng, mo}, so gilt
auch f + g = (ap + by, a1 + b1,...,a4, + bay,0,...) € P(K).

Ist f + g # 0, so ist damit Grad(f + g) < do, also gilt (b).
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AuBerdem ist damit gezeigt, dass P(K) ein Teilraum von V' = Abb(Njy, K) ist. Definition 4.4 (Formale Definition von “abstrakten” Polynomen Uber K).

Nun betrachte f * g = (¢p). Ist e, =31 g aibp—1 # 0, s0 gibt es ein i mit a; # 0 Bezeichnen wir wieder X := (0,1,0,0,...) € P(K) wie oben, so schreiben wir
und b, _; #0,d.h., i <npundn —i < mo, alson < mg +1i < mo + np. auch K[X] := P(K). Dann definieren wir X := ¢ = (1,0,0,...), X! := X,
Also folgt f + g = (co,cl,.. s Cng+mos 0s - - .) € P(K). Betrachten wir nun X?2:=XxX=(0,0,1,0,0,...), X?:=X=x*X?=(0,0,0,1,0,0,...),
Crot+me = Zfﬁf{mo a;bpy+me—i- ISt in dieser Summe i > ny, so folgt a; = 0. Ist also X" := X « X" furallen > 1. Ist f = (a,,) € P(K) und ng > 0 mit

i < ng, S0 ist ng +moy — ¢ > mo, also byy+me—i = 0. Also bleibt nur i = n Gbrig und f=1(ap,a1,...,an,,0,...), so erhalten wir eine eindeutige Darstellung

es folgt cnytme = Angbm, # 0. Also f x g # 0 und Grad(f % g) = ng + myg. O (+) f= iaiXi —apeta X +as X2+ ..+ g X7

Bemerkung 4.3
(a) Seie:=(1,0,0,...) € P(K). Dann ist e neutrales Element bezlglich .
(b) Ist X := (0, 1,0,0,...) € P(K), so gilt X  (a) = (0, a0, a1, ag, . ..).

=0
Daher hei3en die Elemente von P(K) auch Polynome in der Unbestimmten X .
(Wir kénnten auch irgendein anderes Symbol anstelle von X nehmen; dies ist
immer nur ein anderer Name fiir die Folge (0, 1,0,0,...) € P(K).) Da jedes f eine

Beweis. (a) Seie¢ = (¢,) = (1,0,0,...). Dannist e x (a,,) = (¢,,) mit eindeutige Darstellung wie in (x) besitzt, ist { X* | i € Ny} eine Basis von P(K). Sei
G =" it = 3" i0ln_i = an. Po(K) = (X°, X" X% ... X"\ CP(K) furn>0.

(b) Seit X = (X,,) = (0,1,0,0,...). Dannist X « (a,) = (¢,) Mit ¢, = >0 o Xian—; SchlieBlich: Wir fassen K als Teilmenge von K[X] auf, indem wir ein Element
=", dina,_;. Dies ist gleich 0 falls n = 0, und gleich a,,_; falls n > 1. O a € K mitae = aX? = (a,0,0,...) € P(K) identifizieren.
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Beweis. In den Ubungen wird gezeigt, dass * assoziativ und kommutativ ist; die

Bemerkung 4.5 Distributivregeln folgen auch unmittelbar. Seien nun f = (a,) und g = (b,,)

Sei f = (a,) € P(K); sei ng > 0 mit f = (ag,a1,. .., an,,0,...). Dann erhalten wir gegeben. Sei f + g = (cn), Mit cn = 371 aibp—1 firn > 0. Sei (sf) + g = (c}).

eine Polynomfunktion f € P(K) (siehe Kapitel 2, §3) durch die Definition Nunist sf = (sa,), also ¢, = 371" (5a:)bn—i = >2i¢ s(aibn—i) = sc,. Also folgt
f(@) =a0+ a1z + ... + ap,x™ fir alle z € K. (sf)*g=s(f *g). Vollig analog folgt f « (sg) = s(f * g). 0

Man sieht sofort, dass die Abbildung P(K) — P(K), f — f, linear ist. Wir haben Bemerkung 4.7

in Kapitel 2, §3, gesehen, dass diese Abbildung injektiv ist, wenn |K| = co. Seien f = (ap, a1, ..., an,,0,...) € P(K)und g = (by,b1,...,bm,,0,...) € P(K).

Aber: Ist K =Fyund f = (0,1,1,0,0,...) € P(K), s0 f(z) =z + 2% = 0firz € K. Mit X = (0,1,0,0,...) kdnnen wir schreiben:

Also: Es besteht ein Unterschied zwischen Polynomen in P(K) und 7= ZO a; X" und g= ZO ijf.

Polynomfunktionen in P(K). Ein Polynom in P(K) ist zunachst einmal nur die ) ' o = .

Folge f = (ap,a1,...,an,,0,...) seiner Koeffizienten (also keine Funktion K — K). IS TSR, CEES P(}.() ein R!ng BTl Roin=li 17 LS £x8 CEl,

bedeutet dann, dass wir f x g einfach wie folgt ausmultiplizieren kénnen:
Lemma 4.6 — i — s e e
Mit «: P(K) x P(K) — P(K) ist P(K) ein kommutativer Ring mit Einselement e. fra= ;jzo aiX') » (6;X7) ;;(aibj)()( * X = ;j;)aibj)( v

Sind f,g € P(K)und s € K,sogilt (sf) «g=s(fxg)=fx(sg). (Man braucht sich also gar nicht an die genaue Definition von = zu erinnern.)
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Wollen wir fir die Unbestimmte X irgendwelche Werte x einsetzen, so miissen wir
diese x miteinander multiplizieren, addieren und mit Skalaren aus K multiplizieren
kénnen. Dies fuhrt auf folgende

Definition 4.8.

Sei K ein Kérper und A ein K-Vektorraum. Zusatzlich sei eine Verkniipfung

o: A x A— Agegeben, so dass (A, +, e) ein Ring mit 1 ist. Dann heiBt A eine
K-Algebra, wenn (sa) e 8 = s(af) = ae (sf) flralle a, f € Aund s € K gilt.

Beispiel 4.9. Sei K Korper.

(a) A = M, (K), mit e = Matrixmultiplikation. Dann ist A ein Ring, und man sieht
sofort, dass (sA)B = s(AB) = A(sB) qgilt fir alle A, B € M,,(K) und s € K.

(b) K[X] selbst ist eine K-Algebra; siche Lemma 4.6.

(c) Ist K" Kérper mit K C K’ (mit vertraglichen VerknlUpfungen wie in Kapitel 2,
§1), so ist K’ nicht nur ein K-Vektorraum, sondern eine K-Algebra.

Zum Beispiel ist R eine Q-Algebra. Insbesondere: K’ = K ist eine K-Algebra.

Universitat Stuttgart
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Beweis. Zuerst zeigen wir, dass ®,, linear ist. Seien f = (a,) und g = (b,,) in
P(K) Sei f= (ao,ah . 7(1”0,0., .. ) und g = (bo,bl7 . 7bnO,O, .. ) mit ng > 1.
Dannist f + g = (ap + bo, a1 + b1, ..., an, + b, 0,...) und damit

S, (f+g) = i(ai + b)at = i(a ' +bial) = (i“l ) + (ibiai)
: i=0

=0
und die rechte Seite ist gleich @, (f) + ®u(9)-
Seinun s € K. Dannist sf = (sao, sai, ..., san,,0,...) und damit

D, (sf) = i(sai)ai = i s(a;al) = s iaiai =sD,(f)
Also ist ¢, Iine:r(.) Nun betrazc:hote das Produ?tof x g. Mit Bemerkung 4.7 folgt
o(frg) = (%Zt)a b; Xzﬂ) = mzoﬁaibj%(xiﬂ) = i%aibja“‘j
Analog erhalten wirZ d?,lf'cﬁ Ausmultipliziéir:gnji:nO der K-Algebra Ai::O o

nog no ng nNno nog no

Do (f) e @,(g9) = ZZ (@i baj ZZCLZ ozoozj ZZalba

i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 D
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Einsetzen: Sei A eine beliebige K-Algebra (mit Multiplikation e) und o € A fest. )

Wir definieren nun eine Abbildung O, P(K) — A
Sei f = (a,) € P(K) und ng = 0 mit f = (ag,ai,...,an,,0,...). Dann setze

(%) O (f) =apla+ara+...+ ap,a™ :Zaiai,

(Hier definiere a® := 14, ! := aund o := c e o'~ ! fur i > 2.) Beachte auch, dass
dies unabhangig von der Wahl von ny ist. Setzen wir wie oben e := (1,0,0,...)
und X :=(0,1,0,0,...), so gilt ®,(e) = 14 und ¢,(X) = a.

Anders ausgedrickt: Schreiben wir f inder Form f =ap+ a1 X + ...+ ap, X™, SO
erhalten wir @,(f) € A, indem « € A flr X “eingesetzt” wird; daher heif3t &, auch
Einsetzungs-Homomorphismus: Kurzschreibweise f(«) := ®,(f) € A.

Satz 4.10. Sei a € Aund @,: P(K) — A wie oben definiert.
Dann ist @, linear und es gilt ®,(f * g) = @, (f) e D,(g) fir alle f,g € P(K).
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Beispiel 4.11. Sei A = K und ¢ € K fest.
Far f = (ap,a1,...,an,,0,0,...) € P(K) istdann

f(e) = ®(f) = ag + arc+ ...+ an,c™ = f(c),
wobei f € P(K) die zu f gehérige Polynomfunktion ist, siche Bemerkung 4.5.
Analog zu Kapitel 2, Lemma 3.2, gibt es auch ein Horner-Schema fiir Polynome:
Sei0# f e K[X]mitn=Grad(f) > 1. Istc e K, sogilt f = (X —c¢) * g+ f(c) mit
0+# g € K[X]und Grad(g) =n — 1. Ist f(c) = 0, so hei3t ¢ eine Nullstelle von f.
Aus Kapitel 2, Folgerung 3.3, folgt sofort, dass f héchstens n Nullstellen hat.

Beispiel 4.12. Sei A = M,,(K) und A € M, (K) fest.
Fur f = (ag,ai,...,an,,0,0,...) € P(K) ist dann
f(A) = ®a(f) = aoln + a1 A + ... + an, A™ € My(K).
SeizB. f=2X3+X-3und A= [(1) 1] Nunist f = (X — 1) x (2X? + 2X + 3).

Also folgt mit Satz 4.10 auch f(A) = (A — I)(24%2 +2A - 3I3) = ... = [_51 5] :
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‘ §5 Das Minimalpolynom einer Matrix und der Beweis von Saitz 3.9\

Sei A € M, (K). Seid > 1 minimal, so dass es ay, ay,...,aq—1 € K gibt mit
At ag AT+ 4+ ay A+ agl, = 0%, Dann heiBt d = d(A) der Minimalgrad
von A; die a; sind dabei eindeutig bestimmt (siehe Kapitel 1, §4).
Dann definieren wir das Minimalpolynom von A als
fiai=ap+a X +...+ag 1 X+ X9 e K[X].
Die zugehdrige Polynomfunktion
ua: K — K, s fia(x) = a0 +arw+ ... +ag12 4+ 29
ist dann die Minimalgleichung fir A, wie urspringlich in Kapitel 1, §4, definiert.
Bemerkung 5.1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt:
(a) Grad(jia) = d(4) und  fia(A) = Opn.
(b) X € K ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn fi4(\) = 0.
(c) Sei0# f € K[X] beliebig mit f(A) = 0,,x». Dann gilt d(A) < Grad(f).
Ist hier d(A) = Grad(f), so folgt f = cji4 mit einem 0 # ¢ € K.

Universitat Stuttgart

Sei 0 # f € K[X] mitn = Grad(f) > 1. Sei ¢ € K eine Nullstelle von f, also
f(e) = 0. Mit dem Horner-Schema flr Polynome folgt, dass es ein 0 # g € K[X]
gibt mit Grad(g) =n — 1 und f = (X — ¢) % g. Jede Nullstelle von f fuhrt also zur
Abspaltung eines Faktors X — ¢ von f. Nun gilt:

Lemma 5.4. Sei 0 # f € K[X] und r := Grad(f) > 1
Genau dann ist f einfach-zerfallend, wenn die zugehdrige Polynomfunktion
f: K — K genau r paarweise verschiedene Nullstellen in K hat.

Beweis. Sei zuerst f einfach-zerfallend, also f = ¢(X —¢1) % ... % (X — ¢,) mit
0 # ¢ € K und paarweise verschiedenen ¢; € K. Dann ist

f(x)=flx) = ®(f) = cPp(X —c1) -+ Pp(X — ) =c(z—c1) - (z— )
fir alle z € K; also hat f genau r paarweise verschiedene Nullstellen.
Umgekehrt besitze f genau r paarweise verschiedene Nullstellen; seien diese
c1,...,¢, € K. Dannist f(¢;) = f(¢;) = 0 fiir 1 <@ < r. Argumentiere dann so wie
in Aufgabe 11.5(c), wobei man obige Abspaltungsregel wiederholt benutzt. |
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Beweis. (a) Dies ist klar nach Definition von i4. (b) ist Kapitel 1, Satz 4.9.

(c) Seim :=Grad(f) = 0und f =byp+ 0 X + ...+ by, X™ mit b, # 0. Dann ist
Onsxn = f(A) =bol,, + b1 A+ ...+ b, A™. Nach Multiplikation mit b,.! erhalten wir
eine Gleichung A™ +b/, A" L+ . .+ V| A+bol,, = Opxpn Mitb := b, b; € K, also
folgt d(A ) m. Ist d(A) = m, so folgt aus der Eindeutigkeit der a;, dass a; = b, gilt

fir0 <i<m— 1. Alsoist b; = b,a; fir 0 <i < m — 1 und damit f = b, fia. O

Bemerkung 5.2. Sind A, B € M, (K) ahnlich, so gilt 14 = fip (Beweis siehe U15).J

Definition 5.3. Sei 0 # f € K[X].
Gibtesci,...,c, e Kundein0#ce Kmit f =c¢(X —c1)*(X —co)*...%(X —¢p),
so hei3t f zerfallend. Sind die ¢; alle verschieden, so hei3t f einfach-zerfallend.

Zum Beispiel sei f = X? +1 € K[X]. Fur K = R ist f nicht zerfallend; fur K = C
ist f = (X +1) * (z — i) einfach-zerfallend. Flir K = Fq ist f = (X + 1)? zerfallend,

aber nicht einfach-zerfallend. (Hier Matrizen und Polynome in GAP zeigen.)
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Lemma 5.5. Sei A € M, (K) diagonalisierbar.
Dannist 14 € K[X] einfach-zerfallend, also gilt auch die Bedingung in Satz 3.9.

Beweis. Sei B Basis eine von K™ aus Eigenvektoren von A; insbesondere gibt es

Eigenwerte. Seien A4, ..., A, € K die (verschiedenen) Eigenwerte von A.

Wir setzen f:= (X — A1) ... % (X — \;) € K[X]. Dannist Grad(f) =r > 1.

Da K[X] kommutativ ist, kdnnen wir die Faktoren in f beliebig vertauschen. Fur

1 < i< rseiyg € K[X]das Produkt der  — 1 Faktoren X — \; mit j # 4. Dann ist
f=X-XN)*xgi=g*x(X—X\) und Grad(g;) =r—1.

Sei nun v € B beliebig; dann gibt es ein ¢, so dass v Eigenvektor mit Eigenwert \;

ist, also Av = A\;u und damit (A — \;I,)v = 0,,. Es folgt f(A) = ¢;(A)(A — \i1,),

also f(A)v = g;(A)((A — A\iI,)v) = 0,. Da dies fur alle v € B qilt, folgt

f(A) = Opxn, und damit d := Grad(f,) < Grad(f) =

Da fi,(A\) = 0gilt for 1 < ¢ < r und fi, hochstens d NuIIsteIIen hat, folgt d = r.

Also erhalten wir fi, = cf mit 0 # ¢ € K; sieche Bemerkung 5.1. O
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Satz 5.6 (Charakterisierung diagonalisierbarer Abbildungen, vgl. Satz 3.9)
Sei A € M,,(K). Dann sind &quivalent:

(a) A ist diagonalisierbar.

(b) Das Minimalpolynom fi4 € K[X] ist einfach-zerfallend.

(c) Es gibt ein einfach-zerfallendes Polynom 0 # f € K[X] mit f(A) = Opxn-

Beweis. “(a) = (b)” ist Lemma 5.5. Flr “(b) = (c)” setze einfach f := .

Nunzu “(c) = () Sei f =c(X — A1) *...x (X —\.), mit0 # c € K und
paarweise verschiedenen \q,..., A\, € K. Wie oben gibt es 0 # g;, € K[X] mit
f=(X =) *9gr = gr* (X — M) und Grad(gr) = r — 1 fur 1 < k < r. Beachte:
Weil \1,..., A, paarweise verschieden sind, ist gi(\x) # 0 und g (\;) = 0 flr i # k.
Behauptung: g=aM) g+ +gN) g =1,

Dazu: Wegen g (\;) = 0 fur i # k folgt g(A\;) = 1 flr alle 7. Also hat g — 1 € K[X]
die » Nullstellen Ay,..., \.. Wegen g # 0 und Grad(g) <r —1folgtg—1=0.
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Beispiel 5.7. Sei K = Cund A € M, (C).
Behauptung: Gibt es ein d > 1 mit A? = I,,, so ist A diagonalisierbar.
Dazu betrachte f := X% — 1 € C[X]. Es gilt f(A) = 0,,x,.. Nullstellen von f ?
Fir0 < k < d—1sei z, := e?™*/4 = cos(2rk/d) + isin(27k/d) € C. Dann
2t =e?™F =1, also f(z;) = 0flr 0 <k < d— 1, und damit
=X —20) %« (X —2z1) %...%x (X — 24-1)-
Nach Satz 5.6 ist A diagonalisierbar; die Eigenwerte sind in {zo, z1, ..., 24-1}-

Allerdings sind diagonalisierbare Matrizen sehr speziell !
01 00

Dazu nur ein einfaches Beispiel: Sei A = 8 8 (1) (1) € My(K). Dann gilt:
00 0 O
0010 00 01 00 0 0
=100 0o A=loo0ol A=]p0 0 o0
0000 0 00O 0000
Also jia = X* ~~ A nicht diagonalisierbar! (Analog flr beliebiges n anstelle n = 4.)
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Wir haben also 1 = ayg1 + ...+ arg. mMit ag := gpe(\p) "t € K fir1 <
Né&chste Behauptung: Vi ={gr(A)v |ve K"} C Ea(\g) flrl
Dazu: Sei v € K™ beliebig und v := gi(A)v € V.
Wegen f = (X — \x) * g und f(A) = 0,,%,, folgt

0 = f(A)v = (A= MNeIp) (g1 (A)v) = (A — ALV,
also Av' = \po/, d.h, o' € Ea(Ng).
SchlieBlich zeigen wir: K'"=FEas(\M)+...+ Ea(A\).
Dazu: Sei v € V beliebig. Wegen 1 = a1¢1 + .. . + a,-g, (siehe oben) folgt

v=1Iv= (g +...+ag)(A)v=ag(A)v+...+ag.(A)v,

und die rechte Seite istin V4 + ... 4+ V. enthalten. Wegen V;. C E4 () fur
1 < k < rfolgt damit auch K™ = Eo(M\) + ... + Ea(\).

k<.
<k<r.

Also wird K™ von Eigenvektoren von A erzeugt. Aber dann gibt es auch eine
Basis von Eigenvektoren, also ist A diagonalisierbar. |
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Eine Matrix A € M,,(K) heiBt nilpotent, wenn es ein m € N gibt mit A™ = 0,,x.

Lemma 5.8. Sei A € M, (K).
Genau dann ist A nilpotent, wenn ji, = X fiir ein d > 1 gilt.

Beweis. Ist iy = X%, so folgt A? = jis(A) = 0,,xn, also ist A nilpotent. Sei nun
umgekehrt A nilpotent und m > 1 minimal mit A™ = 0,,«,,. Dann ist m > d wobei
d = d(A) > 1 der Minimalgrad ist; sei agl,, + a1 A+ ...+ ag_ 1 A% + A% = 0,5, mit
ag,ai,-..,aq-1 € K. Nehmen wir an, es gibt ein i mit a; # 0.
Sei k = min{i | a; # 0}, also a,kAk + ak+1Ak+1 +...+ ad_lAd’I + A% = 0,50, Mit
ap #0und 0 < k < d—1<m — 1. Multipliziere mit A™~'=* und erhalte

ap A" AT L+ ago AT TR gdimekel —

Aber A™ = Am+l = | = Adtm=k=1 — . also bleibt nur a;, A™~! = 0,,,, Ubrig.
Wegen a;, # 0 folgt A1 = 0,,.,,, Widerspruch zur Minimalitat von m.
Also gilt ap = a; = ... = ag_1 = 0 und damit ist ji4 = X9, O

Also folgt mit Satz 5.6: A nilpotent und diagonalisierbar < A = 0,,«x.
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Schlussbemerkung.

(a) Ist K = R, so kann man unter Verwendung von analytischen Eigenschaften
(sup, inf, Grenzwerte, . ..) starkere Aussagen zeigen, zum Beispiel:

Ist A € M, (R) symmetrisch, also A = A", so ist A diagonalisierbar; siche LAAG2.
(b) Ebenso in LAAG2: Was kann man machen, wenn A nicht diagonalisierbar ist ?
Auch: Wie kann man Minimalpolynom effizient berechnen ?

Plan fiir LAAG2:
o Kapitel 4: Determinanten
e Kapitel 5: Dualraum, Skalarprodukte und multilineare Algebra
o Kapitel 6: Normalformen von Matrizen
e Kapitel 7: Affine und Euklidische Geometrie

Alles Gute fur die Priifung im Marz und auf Wiedersehen im Sommersemester !
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