’ §3 Polynomfunktionen‘

Sei K ein Koérper. In Kapitel 1, §4, haben wir zu A € M,,(K) die Minimalgleichung
ua: K — K definiert ~ “polynomiale” Gleichung fir Eigenwerte. — Allgemein:

Definition 3.1. Sei K Kérper und V' = Abb(K, K).

Flr i € Ny definieren wir die Funktion p; € V durch p;(z) := 2* fur alle z € K.
(Firi = 0ist pg(x) = 2° = 1 fur alle z € K.) Fir n € Ng heiBt dann
Po(K) := (po,p1,..-,pn)k € K
der Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grade < n Uber K.
Ist also f € P,(K), so gibt es ag,ai,...,a, € K mit
(*) f(x) =ap+ a1z + agx® + ... + a2z flrallez € K.
Sei P, (K) die Menge aller f € P,(K), so dass (x) gilt mit a,, # 0. (Dies ist kein
Teilraum von P, (K) !) SchlieBlich: Es gilt Py(K) C Pi(K) C Po(K) C ..., und
P(K) := ({pi | i € No})x = Upso Pa(K)
ist der Vektorraum aller Polynomfunktionen Uber K.
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Frage: Sind {po, p1,...,pn} linear unabhangig ? Im Allgemeinen NEIN !
Seiz.B. K =F,und f(z) = 2 + 22 fir alle x € K, also f = p; + pz. Dann ist
f(0)=0und f(1) =1+4+1=0,also f(x) =0furalle z € K, d.h., p; +pa =0.
Damit sind {p1, p2} in diesem Fall linear abhangig.

Ziel dieses (kurzen) Abschnittes: Klarung dieser Frage.

Lemma 3.2 (Horner—Schema)
Sein>1und f € P,(K), d.h., es gibt ag, a1, ...,a, € K mit a, # 0 und
f(z)=ao+a1z+...+ayz™ flralle x € K. Sei c € K fest und definiere rekursiv
wie folgt Elemente in K:

bp—1:= an, bp—o = ap—1 +bp_1c, bn—3 = ap—_o + by_oc,

e b1 := as + by, by := a1 + bic, r = ag + bgc.

Sei g € P,_1(K) definiert durch g(x) := by + by + box® + ... + b,_12" " fir alle
x € K. Dann qilt f(z) = (z — ¢)g(z) + r fUr alle z € K. Insbesondere also f(c) = r.

mathematik’ Universitat Stuttgart




Beweis. Im Wesentlichen einfaches Nachrechnen. Fir z € K gilt:

n—1 n—1 n—1 n n—1
(x—c)g(z) = (x —¢) Z bix' = Z bzt — Z bicx' = Z b1zt — Z bica!
i=0 =0 =0 i=1 =0

n—1
=b,_12" — byc + bi_1 — bic)zt = f(x) —r. O
n—1 0 ;( i—1 % ) f( )
=an r—ag =a;
Bemerkung. Rechnet man c¢,c?, ..., c" aus und dann f(c) = ag +aic+ ...+ a,c",

so braucht man insgesamt n Additionen und 2n — 1 Multiplikationen. Benutzt man
Horner-Schema, so benétigt man auch n Additionen, aber nur » Multiplikationen !
Sei zum Beispiel f(z) = —3 — 11z + 5z + 223 und ¢ = 2, wobei K = Q.

f: 2 5 —11 -3
Horner-Schema: c=2: | +2-2=4 +2-9=18 +2.-7=14

g: 2 9 7 111]
Dann ist g(x) = 222 + 92 + 7und r = f(2) = 11. — Nachrechnen:
(x —2)(222 + 92 + 7) = 223 + 922 + Tz — 42® — 18z — 14 = f(x) — 11.
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Folgerung 3.3

Sein >1und f € P,(K). Dann hat f héchstens n Nullstellen in K.
(Eine Nullstelle von f ist ein Element ¢ € K mit f(c¢) = 0.)

Beweis. (Vollstandige Induktion nach n.) Fir n = 1ist f(x) = ap + a1x mit a; # 0.
Also gibt es genau n = 1 Nullstelle, né&mlich ¢ = —aga; . Seinunn > 2 und
Aussage bereits gezeigt firr alle g € P,_1(K). Sei f € P,(K). Annahme: es gibt
paarweise verschiedene cy,...,c,+1 € K mit f(¢;) =0fir1 <i<n+ 1. Nach
Lemma 3.2 gibt es ein g € P, (K) mit f(z) = (x — ¢,41)g(x) fir alle z € K. Nach
Induktionsannahme hat also g héchstens n — 1 Nullstellen. Fir 1 < i < n gilt dann
aber 0 = f(¢;) = (¢; — ent1)g(c;). Wegen ¢; # ¢,,41 folgt also g(¢;) = 0 far

1 <7 < n,d.h., g hat n Nullstellen, Widerspruch. O

Folgerung 3.4
Sein > 1und K Kérper mit |K| > n. Dann sind (po, p1, . . ., ps) linear unabhangig.
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Beweis. Seien sg, s1,...,s, € K mit sopg + s1p1 + ... + supn = 0.

Annahme: es gibt ein i mit s; # 0. Sei dann m := max{i | s; # 0}; also:

(%) sopo +s1p1+ ...+ Smpm =0 mitm <nunds, #0.

Setze f(x) := 50+ s12 + 222 + ... + s,z firalle € K. Dannist f € P,,(K)
und mit () folgt f(x) = 0 fir alle z € K. Nach Folgerung 3.3 hat f aber héchstens
m < n Nullstellen, also folgt | K| < m < n, Widerspruch. O

Satz 3.5

Sein > 1und K Koérper mit |[K| > n. Dann lasst sich jedes f € P, (K) auf
eindeutige Weise schreiben als f = agpg + a1p1 + - . . + app, Mita; € K.
D.h., gilt f(x) = ap + a1z + asx® + ... + a,z” flr alle x € K, so sind die
Koeffizienten a; eindeutig bestimmt.

Beweis. Haben bereits am Anfang des Abschnittes gesehen, dass

P,(K) = (po,p1,---,pn)k Qilt. Nach Folgerung 3.4 sind (pg, p1, - . ., pn) linear
unabhangig. Eindeutigkeit der Darstellung folgt also aus Lemma 2.7. O
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Beispiel 3.6

Seien z1,...,x, € K paarweise verschieden. Dann ist die sogenannte
Vandermonde-Matrix 1 oz 22 ... 2!
1 x 3 ... 257t _ _
V(zl,...,zn):=|. . . ) € M,(K) invertierbar.
1 z, #2 ... oot

Beweis. Wir zeigen, dass das homogene lineare Gleichungssystem mit Matrix

V :=V(x1,...,x,) nurdie Losung 0,, hat. Sei also ¢ € K™ mit Komponenten
€o,C1,--.,Cn—1 € K und so dass Ve = 0, gilt. Dannist fir 1 < i < n die i-te
Komponente von V¢ = 0,, gegeben durch: ¢ + c1@; + cox? + ... + cn_lx?‘l =0.
Definieren wir also f € P,,_1(K) durch f(z) := co + c12 + cox® + ... + 12" flr
alle z € K, so hat f die n Nullstellen x4, ..., z,. Nehmen wir an, nicht alle ¢; sind
gleich 0. Setzen wir m := max{i | ¢; # 0}, soist also f € P,,(K). Nach Folgerung
3.3 kann dann f aber héchstens m < n — 1 Nullstellen haben, Widerspruch. O
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’ §4 Basis und Dimension‘

Voraussetzung wie tblich: V' Vektorraum tber beliebigem Korper K.

Definition 4.1. Sei S eine beliebige Teilmenge von V.

(a) Ist S endlichund S # @, sosein:=|S| > 1und S = {vy,...,v,}. Dann heiBt S
linear unabhéngig (l.u.), wenn das Tupel (v1, ..., v,) l.u. ist (siehe Definition 2.6).
(b) Ist |.S| = oo, so hei3t S l.u., wenn jede endliche Teilmenge l.u. ist (siehe (a)).
(Die leere Menge S = @ wird auch als l.u. definiert.)

(c) S heiB3t eine Basis von V, wenn S l.u. istund V' = (S) x qilt.

Haben bereits mehrere Beispiele in §2, §3 gesehen:
® Sei V = K" (Spaltenvektoren). Dannist B = {ey,...,e,} eine Basis, wobei ¢;
die Einheitsvektoren in Beispiel 2.1 sind.

® Sei V = P,(K) (Polynomfunktionen vom Grad < n) mit |K| > n > 1. Dann ist
B = {po,p1,...,pn} €ine Basis, siehe §3. Hier p;(z) = 2 fir z € K.
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Hauptsatz 4.2. (Basissatz) Sei V' e.e. (endlich erzeugt). Dann gilt:

(a) Es gibt eine Basis von V' mit endlich vielen Elementen.

Genauer: Ist S C V beliebige Teilmenge mit V' = (S) x, so gibt es eine endliche
Teilmenge B C S, so dass B eine Basis von V ist.

(b) Sind B;, B2 zwei beliebige Basen von V, so gilt |B;| = |Ba| < oc.

Also: Je zwei Basen von V' haben gleich viele Elemente.

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gibt es vy,...,v, € V mit V. = (vy,...,v,) k. Sei
nun S C V mitV = (S)k. Dann gibt es wy, ..., wy, € Smitv; = 371, a;;w; mit

a;j € K. Also gilt vy, ..., v, € (w1,...,wy)x und damitauch V = (wy, ..., wm) K,
d.h., wir kdnnen eine endliche Teilmenge S’ C S finden mit V' = (S") k. Sei nun

B C S’ mit | B'| minimal and so dass V = (B) gilt. (Der Fall B = S’ ist hier
natdrlich erlaubt und mdéglich.) Behauptung: B ist eine Basis von V. Dazu missen
wir nur noch zeigen, dass B l.u. ist. Ist B = &, so ist dies klar nach Definition 4.1.
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Seinun |B| =d > 1 und schreibe B = {b1,...,b;}. Wéare das Tupel (b1,...,bq)
l.a., so gébe es nach Lemma 2.9 ein j € {1,...,d} mit

V={1,...,ba)k = (b1,...,bj—1,bj41,...,bd) k.
D.h., V kénnte auch mit einer Teilmenge von S mit d — 1 Elementen erzeugt
werden, Widerspruch zur Minimalitat von |B| = d. Also ist B = {b1,...,bq} l.u.
(b) In (a) haben wir eine endliche Basis B gefunden; sei |B| =d > 0. Istd = 0, so
ist V"= {0y} und die Aussage klar. Sei nun d > 1 und B, eine weitere Basis.
Folgerung 2.10: Wegen V = (B) gilt m < d fir jedes m-Tupel von l.u. Vektoren
in V. Also folgt auch |By| < d. Analog: Wegen V' = (Bj) x und weil B l.u. ist, gilt
auch |B| = d < |By|. Also schlieBlich |B| = d = | B]. O

Definition 4.3

Ist V' e.e., so haben nach Hauptsatz 4.2 alle Basen die gleiche endliche Anzahl
von Elementen. Ist B eine dieser Basen, so hei3t dim V' := |B| die Dimension
von V. Ist V nicht e.e., so setzen wir dimV := .
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Beispiel 4.4

(@dimV=0cV=(@)xk={0y}; dmV=1<V=KvfireinOy #£veV.
(b) dim K™, denn B = {ey,...,e,} ist eine Basis von K.

Allgemeiner: dim K™*" = mn, denn B = {EZ.(J’.”’”) |1<i<m,1<j<n}isteine
Basis von K™*" (siehe Kapitel 1, Bemerkung 1.11).

(c) Ist |[K| > n, so dim P,(K) =n+ 1,denn B = {po, p1,...,p,} ist eine Basis.
(d) Sei X Menge mit | X| = co. Dann ist dim Abb(X, K') = oo, denn die Menge
{fy |y € X} istL.u., siehe Beispiel 2.12(b).

Bemerkung 4.5

Ist V nicht e.e., so gilt weiterhin, dass V' eine Basis besitzt und je zwei Basen
gleichm&chtig sind. Der allgemeine Beweis benutzt das Auswahlaxiom (§6,

Kap. 0) und ist nicht konstruktiv. Betrachte als Beispiel den Q-Vektorraum R.

Nach Beispiel 2.13 ist dieser nicht e.e., also dim R = co. Es gibt eine

Basis — aber niemand weiss, wie so eine Basis konkret aussieht !
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Satz 4.6. Sei V e.e. undn =dimV.

Sei B = {v1,...,v,} Basis von V. Nach Lemma 2.7 |asst sich jedes v € V'
eindeutig schreiben als v = >~ | z;v; mit 2; € K. Dann heiBt
Z1
x2
Mgp(v):= | . | € K" der Koordinatenvektor von v (bezlglich B).
L,

Die Abbildung kp: V — K", v — Mp(v), ist ein Vektorrraum-Isomorphismus.

Beweis. Wegen V = (B) i lasst sich jedes v € VV wie oben schreiben; wegen B
l.u. ist die Darstellung eindeutig (siehe Lemma 2.7). Also ist kg: V' — K™ bijektiv.

Man rechnet sofort nach, dass « g linear ist. Umkehrabbildung:
1

n xz E
Yp: K" =V, e E T;0;. ]
: i=1
In
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Beispiel 4.7
(a) Sei V e.e. und n = dim V. Dann gilt |V| = |K™| (gleiche Mé&chtigkeit).
Denn sei B eine Basis von V. Nach Satz 4.6 erhalten wir einen Isomorphismus
kp: V — K". Insbesondere ist x g bijektiv, also |V| = |K"|.

® |stalso |K| = oo, so gilt auch |V| = o0

® Istp Primzahl und K = [, Kérper mit p Elementen, so folgt [V| = [F;| = p”
(b) Sei X = {«1,...,z,} endliche Menge mit | X| = n > 1. Nach Beispiel 1.3(c) ist
V = P(X) ein Fe-Vektorraum mit Addition S + 7 := (SUT)\ (SNT)
(symmetrische Differenz). Sei v; := {z;} € V fir 1 < ¢ < n. Dann ist

B :={vy,...,v,} eine Basis von V.

Denn sei Y C X beliebige Teilmenge, Y = {z;;,...,z;, t mit1 <i; < ... <i, < n.
Dann hat Y die eindeutige Darstellung Y = {a:il} U.. .Uz f=v; +... +u,.

Also folgt dim V' = n und damit nach (a) auch |P(X)| = |V| = 2".
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Lemma 4.8. Gegeben seien v, vy,...,v, € V, wobein > 1.
Ist (v1,...,v,) LU. UNd v & (v1,...,v,) K, SO iSt auch (vy,...,v,,v) Lu.

Beweis. (Kontraposition.) Setze v, 11 := v; sei (vy,...,v,, v41) linear abhangig.
Dann gibt es nach Lemma2.9einj € {1,...,n+ 1} mitv; € (vq,...,vj-1)k.
Ist j <n,sogibtessy,...,sj—1 € Kmitv; =sjv; +...+ s;_1vj, also
siv1+ ...+ 810541 + (=1)s; +0-vjp1 + ... +0-v, =0,
d.h., (vi,...,vp)istla. Istj=n+1,s0gilt v=2v,41 € (v1,..., ) K. O
Satz 4.9. Sei V e.e. undn:=dimV < co.
Sei B = {v1,...,v,} eine Teilmenge mit n Elementen.
(a) Ist V = (B)k, so ist B eine Basis.
(b) Ist B l.u., so ist B eine Basis.

Beweis. (a) Wegen V = (B)x gibt es nach Hauptsatz 4.2(a) eine Basis B’ C B.
Nach Hauptsatz 4.2(b) gilt dann dim V' = n = |B’|, also muss B’ = B sein.
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(b) Sei v € V beliebig. Ware v € (B) i, dann (vq,...,v,,v) Lu. nach Lemma 4.8,
Widerspruch zu Folg. 2.10. Also ist v € (B) k. Da v beliebig, folgt V. = (B)x. O

Beispiel 4.10. Gegeben sei eine quadratische Matrix A € M,,(K).

alj
ag;
Firl<j<nsei wv;:= :] € K™ die j-te Spalte von A.
Qnj
Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
(a) Die Menge B := {v1,...,v,} ist eine Basisvon V = K",

(b) Das Tupel (v1,...,v,) ist linear unabhangig.
(c) Das homogene lineare Gleichungssystem mit Matrix A hat nur die Lésung 0,,.
(d) A ist invertierbar.
(e) Mit dem GauB-Algorithmus gilt A — 1I,,.
(Nach Satz 4.9(b) qilt “(a) < (b)”; nach Beispiel 2.8 gilt “(b) < (c)”; nach Kapitel 1,
Satz 3.7, gilt “(c) < (d) < (e)”.)
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Satz 4.11. Sei V e.e. undn = dim V.
Sei U < V ein Teilraum. Dann ist auch U e.e. und es gilt dim U < n.
Ist U & V, so gilt auch dim U < n.

Beweis. Ist U = {0y}, so ist nichts zu zeigen. Sei nun U # {0y }.

Nehmen wir an, U ist nicht e.e.

Sei 0y # v1 € U. Dann ist (v1) l.u. und (v1) i ; U (weil U nicht e.e.). Wahle

vy € V'\ (v1)x. Nach Lemma 4.8 ist (v, v2) l.u. und (vi,v2)x G U (wieder weil U
nicht e.e.). Wahle v3 € U \ (v1,v2) . Danniist (vy, v2,v3) Lu. und (v1,va,v3)x S U.
Wir fahren auf diese Weise fort, bis wir ein l.u. Tupel (vi,ve,...,vp41) Mitv; € U
erhalten. Aber dim V' = n, also Widerspruch zu Folgerung 2.10.

Alsoist U e.e.; sei d := dim U < co. Eine Basis von U ist eine l.u. Teilmenge von
V, also gilt d < n (wieder nach Folgerung 2.10). Ist d = n, so ist Basis von U auch
Basis von V (siehe Satz 4.9), also U = V. O
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Satz 4.12 (Basiserganzungssatz). Sei V e.e. undn = dimV > 1.
Seid>0und S ={vy,...,v4} CV lLu. (also S = @ falls d = 0).

Nach Folgerung 2.10 gilt d < n. Ist d = n, so ist S eine Basis von V' (siehe
Satz 4.9). Ist d < n, so gibt es n — d Vektoren vg1,...,v, € V, so dass

B :={v1,...,v4,0441,-...,v,} €ine Basis von V ist.

Beweis. Sei d < n. Dannist (S)x & V (sonst wére S eine Basis mit weniger als n
Elementen). Also gibtes einv € V mitv & (S) k.

Setze v41 :=v. Nach Lemma 4.8 istdann S’ := {vy,...,v4,v411} Wiederum L.u.
Ist d + 1 < n, so wiederholen wir obiges Argument mit S’ anstelle von S. Es gibt
dann also ein v’ € V mitv' ¢ (5') k.

Setze vyy9 :=v'. Dann ist wiederum S” := {v1,...v4, V441, Va+2} |.U.

Ist d + 2 < n, so wiederholen wir obiges Argument mit S” anstelle von S’.

Nach insgesamt n — d Wiederholungen finden wir vg1,...,v, € V, so dass
{v1,...,04,V441,--.,0,} l.U., @lSO eine Basis ist. O
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Hauptsatz 4.13. (Kern-Bild-Dimensionsformel)
Seien V und W Vektorrdume Uber K und ¢: V' — W eine lineare Abbildung.
Ist V e.e., so sind auch Kern(y) und Bild(y¢) e.e., und es gilt

dim V' = dim Kern(p) + dim Bild(¢p).

Beweis. Da Kern(y) < V Teilraum und V e.e. ist, folgt aus Satz 4.11, dass auch
Kern(y) e.e. ist. Seien vy,...,v, € V. sodass V = (vy,...,v,)k gilt. Aus Lemma
2.4 folgt dann Bild(y) = (¢(v1), ..., ¢(v,)) i, also ist auch Bild(p) e.e.

Seinun n = dim V und d = dim Kern(y); dann ist d < n.

Ist d = n, soist V= Kern(y) (siehe Satz 4.9), also ¢(v) = Oy furalle v € V.
Damit folgt Bild(¢) = {Ow } und die Dimensionsformel gilt.

Seinun d < n. Sei {v1,...,v4} eine Basis von Kern(y). Nach Satz 4.12 gibt es
Vg1, --,0n €V, s0dass {vy,...,v4,0441,--.,0,} €ine Basis von V ist.
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Behauptung: {¢(v4+1), ..., ¢(v,)} ist eine Basis von Bild(y).
(Dann folgt auch dim Bild(¢) = n — d = dim V' — dim Kern(y) und wir sind fertig.)
Dazu: Weil V = (vy,...,v,) g Qilt und ¢(v1) = ... = p(vq) = Oy, folgt
Bild(i2) = {p(v1), ... 9(vn)) &k = (P(vas1), -, 9(va)) k.
Also ist {¢(vg+1), - - ., v(vn)} ein Erzeugendensystem fir Bild(y).
Wir miissen noch zeigen, dass das Tupel (¢(vgi1), - - -, ¢(vn)) lu. ist.
Dazu seien sgi1, ..., 8, € K mit
Ow = 54119(Vat1) + - - - + $n(vn) = ©(Sa41Vds1 + - - - + Snvn).
Danniist sg11v441 + ... + spv, € Kern(yp), also gibt es sy, ...,s5 € K mit
Sd41Vd+1 + ... + SpUp = 5101 + ... + SpUg.
Damit erhalten wir eine Linearkombination
S$1V1 + ... + SpVUd — Sd+1Vd41 — - - - — SpUp = O
Weil das Tupel (vy,...,v,) lu. ist, folgt s = ... = s, =0,
also insbesondere sg11 = ... = s, = 0. O
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Beispiel 4.14
Seien V, W e.e. Vektorrdume Uber K und ¢: V' — W eine lineare Abbildung.

® |[st ¢ bijektiv, dann gilt dim V' = dim W.
(Denn in diesem Fall ist Bild(¢) = W und Kern(¢) = {0y}, also
dim V' = dim Kern(y) + dim Bild(¢) = dim W; siehe Satz 4.13.) AuBerdem folgt:
® [stn=dimV und B = {vy,...,v,} eine Basis von V, so ist {¢x(v1),...,p(vn)}
eine Basis von V.
(Denn W = Bild(¢) = (p(v1), ..., ¢(v,)} und die Aussage folgt aus Satz 4.9(a).)
® |stdimV =dimW sogilt: ¢ bijektiv. <  pinjektiv < ¢ surjektiv.
(Denn: Ist ¢ bijektiv, so ist ¢ naturlich injektiv und surjektiv.
Nun betrachte dim W = dim V' = dim Kern(y) + dim Bild(y). Ist ¢ injektiv, so

dim Kern(y) = 0, also dim Bild(¢) = dim W, d.h., ¢ auch surjektiv. Ist ¢ surjektiv,
so dim W = dim Bild(¢y), also dim Kern(y) = 0, d.h., ¢ auch injektiv.)
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Satz 4.15. Seien Uy, U, < V e.e. Teilrdume.
(a) Danniist Uy x Uy e.e. und dim(U; x Usz) = dim Uy + dim Us.
(b) dim(Ul aF Uz) = dim Uy + dim Uy — dim(U1 N Uz).

Beweis. (a) Sei B; Basis von U; und B, Basis von Us,. In Aufgabe 12.2 wird
gezeigt, dass B := {(b,0p,) | b € B1} U{(0y,,b) | b € Bs} Basis von Uy x Uy ist.
Also dim(U; x Uy) = |B| = |By1| + | Ba| = dim U; + dim Us.
(b) Sei U := U, + Uy < V. Betrachte die lineare Abbildung

Q. U1><U2—>V, (ul,uQ)r—HLl—l—uQ.
Dann ist Bild(¢) = U und Kern(y¢) = {(u, —u) | w € U; N Usy}; siehe Satz 1.13.
Mit Satz 4.13 folgt also dim U = dim(U; x Usz) — dim Kern(y). Die Abbildung

Y: Uy NU; — Kern(yp), u— (u, —u),
ist linear und bijektiv, also folgt mit Beispiel 4.14 auch dim(U; NUz) = dim Kern(y).
Damit erhalten wir insgesamt

dim U = dim(U; x Usy) — dim Kern(y) @

= dimUl—l—ding—dim(UlﬂUg). O
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Kapitel 3: Lineare Abbildungen, Matrizen und Polynome

’ §1 Der Rang einer Matrix

Voraussetzung wie tblich: V' Vektorraum Uber beliebigem Korper K.
Wir wenden nun die Ergebnisse des letzten Kapitels auf Matrizen und lineare
Gleichungssysteme an. Gegeben sei eine beliebige Matrix A € K™*™.
® Sei SR(A) C K™ der Spaltenraum von A.
Dann heiBt dim SR(A) der Spaltenrang von A.
® Sei ZR(A) C K™ der Zeilenraum von A.
Dann hei3t dim ZR(A) der Zeilenrang von A.
Was wir bereits wissen (siehe §2):
Betrachte die lineare Abbildung p4: K" — K™, v — Av. Dann ist
SR(A) = Bild(¢4) = {Av | v € K"} und
Kern(pa) = N(A) :=={v e K" | Av = 0,,}.
Also folgt mit Kern-Bild-Dimensionsformel: 'n = dim N(A) + dim SR(A). |
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Bemerkung 1.1. Wie oben sei A™*" gegeben.
Nach Kapitel 1, §2, &ndert sich die Lésungsmenge N(A) = {z € K" | Az = 0,,}
nicht bei elementaren Zeilenumformungen. Sei A’ € K™*" in Zeilenstufenform
und A — A’ (GauB-Algorithmus). Dann folgt also

dim SR(A) =n — dim N(A) =n — dim N(A") = dim SR(A").
d.h., der Spaltenrang andert sich nicht bei elementaren Zeilenumformungen.

Beispiel 1.2. Wir betrachten das Beispiel aus Kapitel 1, §2:

0 0 2 2 0 2 1 20 2 0 1
A=1]12 4 2 6 0 4 - A=[001101
36 0 6 1 4 000011

Also r = 3 Stufen; Pivots j; = 1, jo = 3, j3 = 5; freie Variablen zo, x4, 5.

T, + 220 + 224 + 26 = 0
Zugehdriges homogenes Gleichungssystem: 3+ T4+ z6 =0 .
z5 +x6 =0

Damitist N(A) = N(A") = {v(x2, x4, x5) | 22,24,z € Q beliebig}, wobei

Universitat Stuttgart

mathematik



—2.7}2 — 23}4 — Tg

T2 T1+ 229+ 224+ 26 =0

U(.’L‘Q, X4, :135) = _x%rz e System : T3+ x4 +26 =0
—zg x5+ 26 =0
L6

Wie erhalt man eine Basis fur N(A) ? Dazu bemerken wir, dass
v(x2, 24, v6) = 220(1,0,0) + 24v(0,1,0) + z6v(0,0, 1) gilt, mit

1 0 0
7)(1,0,0) = 8 ) U(O> 170) = _11 s U(0,0, 1) = _01 .

0 0 —1

0 0 1

Behauptung: v(1,0,0),v(0,1,0),v(0,0,1) sind l.u. Denn sind s1, s2, s3 € Q, so ist
510(1,0,0) + s2v(0,1,0) + s3v(0,0,1) = v(s1, s2, s3), wobei die 2. Komponente
dieses Spaltenvektors gleich s; ist, die 4. Komponente gleich s, und die 6.
Komponente gleich ss. Gilt also v(sy, s2, s3) = 0g, S0 folgt s; = s9 = s3 = 0.
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