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® Modell fir den axiomatischen Aufbau einer Theorie:
® Festlegung von grundlegenden Begriffen und Regeln (“Axiomen”), die als wahr
vorausgesetzt werden.
® Herleiten (“Beweisen”) von Aussagen aus den Axiomen sowie bereits
bewiesenen Aussagen nach bestimmten logischen Regeln.
® Prazises Formulieren und Argumentieren.
(Anwendungen im Studium und in allen spateren Berufen!)

(Obiges gilt genauso far die Vorlesung Analysis I.)

e "Axiom" fiir diese Vorlesung:
® Das Zahlensystem der ganzen Zahlen, also der Zahlen 0, +1,+2,+3, ..., sowie
das Rechnen mit diesen Zahlen (Addition, Multiplikation) werden als bekannt
vorausgesetzt.
® Mengentheoretische Sprechweisen und Grundlagen aus der mathematischen
Logik werden schrittweise eingeflhrt wenn sie gebraucht werden.
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Ziele/Inhalt der Vorlesung

e Losen von linearen Gleichungssystemen:

r1 + 3wy — 2z3 = 1
2r1 + 29 = 2
4r1 + 6z + x3 = 8

(Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschaften, .. .)
e Allgemeine Theorie der Vektorrdume und linearen Abbildungen

e Hinfiihrung auf neue Zahlsysteme und Strukturen:
Zum Beispiel "binares" Zahlensystem {0,1} mit 1 +1 =0 ( ~» Informatik).

e Die ersten Kapitelliberschriften:

e Kapitel 0: Grundlagen.
e Kapitel 1: Matrizen.
e Kapitel 2: Vektorraume.
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Literatur
Besonders geeignet fir diese Vorlesung:
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Weiterfihrende Texte:
e M. ARTIN, Algebra. Aus dem Englischen Ubersetzt von Annette A’"Campo.
Birkhauser Verlag, 1993.

N. BOURBAKI, Eléments de Mathématiques. Algébre. Chap. 1 & 3, Masson,
Paris, 1970; Chap. 4 a 7, Masson, Paris, 1981.

e S. H. FRIEDBERG, A. J. INSEL UND L. E. SPENCE, Linear Algebra, 4th ed.,
Pearson, 2002.

e P. R. HALMOS, Naive Mengenlehre, Vandenhoeck & Ruprecht, 5. Auflage,
1994,

F. LORENZ, Lineare Algebra, 2 Bande. Spektrum Akademischer Verlag; 1.
Band, 4. Auflage 2008; 2. Band, 3. Auflage, 1992.

e D. POOLE, Linear Algebra: A Modern Introduction. Brooks Cole Pub Co., 3.
Auflage, 2010.
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Kapitel 0: Grundlagen (8 Vorlesungen)

‘ §1 Mengen und Aussagen‘

Eine Menge ist fiir uns einfach eine Zusammenfassung von bestimmten Objekten,
die als Elemente der Menge bezeichnet werden. Eine solche Zusammenfassung
wird durch geschweifte Klammern { ... } bezeichnet, zum Beispiel:

S = { alle Einwohner von Stuttgart },
N={1,2,3,4,...} die natlrlichen Zahlen,

Ny ={0,1,2,3,4,...} die natlrlichen Zahlen mit 0,
7Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,...} die ganzen Zahlen.

Mengen kdnnen also nur eine bestimmte Anzahl von Elementen enthalten (wie im
1. Beispiel) oder auch unendlich viele Elemente (wie im 2., 3. und 4. Beispiel).
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Zum Auffrischen von Schulwisssen und Grundlagen:
e T. GLOSAUSER, (Hoch)Schulmathematik, Ein Sprungbrett vom Gymnasium
zur Uni. Springer-Spektrum, 2015.

e M. LIEBECK, A Concise Introduction to Pure Mathematics. Chapman
Hall/CRC Mathematics Series, CRC Press, 3rd edition 2010.

e MINT Kolleg Baden-Wirttemberg, Mathematik-Vorkurs (Online), siehe
http://www.mint-kolleg.de/stuttgart/angebote/online_kurse/

onlinemathematikvorkurs.html.

Frei verfligbare software zum Ausprobieren und Experimentieren:

e GAP - Groups, Algorithms, and Programming, siehe
http://www.gap-system.org.

e SageMath, siehe https://www.sagemath.org.
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Schreibweisen:

"a € A” bedeutet: Das Objekt « ist ein Element der Menge A;
analog bedeutet "a ¢ A”, dass a nicht zu A gehdrt.

”A C B” bedeutet: Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge B, und dies
wiederum bedeutet, dass jedes Element von A auch ein Element von B ist.

”A = B” bedeutet: Die Menge A enthalt die gleichen Elemente wie die Menge B,
oder anders ausgedrlckt: Es gilt A C Bund B C A.

Zum Beispiel gilt —5 ¢ Nund N C Z. Ist A C B und A # B, so schreiben wir
AS B.

Das Symbol "@” steht fiir die leere Menge, also die Menge, die Uberhaupt kein
Element enthélt. Wir kénnen dies auch mit {} bezeichnen. Es gilt @ C A fir jede
Menge A.
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Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz (auf deutsch, englisch oder in
sonst irgendeiner Zeichensprache), der entweder wahr oder falsch ist.

Beispiel: der Satz "Der 17.10.2018 ist ein Mittwoch” ist eine wahre Aussage. Aber
der Satz "Bitte stellen Sie Fragen, wenn etwas nicht klar ist” ist keine Aussage.

Natdrlich ist ein in der mathematischen Zeichensprache verfasster Satz wie
"1 4+ 1 = 3” eine Aussage, die in diesem Fall falsch ist.

Beachte: Es kann dabei sein, dass wir vielleicht nicht wissen, ob die fragliche
Aussage nun wahr oder falsch ist, oder dass es extrem schwierig ist, die Antwort
zu finden; es kommt nur darauf an, dass etwas gesagt wird, das entweder wahr
oder falsch ist. — Beispiele:

® "Es gibt Ausserirdische”.

e 2277232917 _ 1 (gine Zahl mit 23249425 Ziffern) ist eine Primzahl.
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BEISPIEL: Sei A = N und P(n) die Aussage: "n ist eine gerade Zahl”. Dann ist
also
{ne€ A|P(n)istwahr} = {2,4,6,8,...}

die Menge der geraden Zahlen.

Beachten Sie: Es ist offenbar egal, ob wir P(a) oder P(n) schreiben, denn das
Symbol "a” bzw. "n” ist hier ja nur ein Platzhalter, der auf ein Element von A
verweist.

Sei nun Q(n) die Aussage: "P(n) ist falsch”. Dann ist
{ne A|Q(n)istwahr} = {n € A| P(n) istfalsch} = {1,3,5,7,...}

die Menge der ungeraden Zahlen.
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Mengenbildung mit Aussagen: Gegeben sei eine Menge A und, fir jedes a € A,
eine Aussage P(a).
Dann kénnen wir die Menge aller derjenigen a € A bilden, fir die P(a) wahr ist,

und dies ist eine Teilmenge von A; in Zeichen:

{a € A| P(a) istwahr} C A.

BEISPIEL: Sei A die Menge aller Anwesenden in diesem Hoérsaal. Fir jedes a € A
sei P(a) die Aussage: "a trégt einen blauen Pullover”.

Dannist also {a € A | P(a) ist wahr} genau die Menge der hier Anwesenden, die
einen blauen Pullover tragen.

Hier sehen wir auch die Nltzlichkeit der leeren Menge: Tragt ndmlich niemand
einen blauen Pullover, soist {a € A | P(a) ist wahr} = @.
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Weitere Konstruktionen zum Bilden neuer Mengen: Sind A, B zwei Mengen,

SO ist
A\B:={z € A|z ¢ B}

das Komplement von B in A (oft auch A¢ geschrieben).

Hierbei steht der Doppelpunkt in ”:=" fiir eine Definition: Es wird keine Gleichheit
behauptet, sondern das Symbol "A \ B” ist lediglich ein Name fir die Menge auf
der rechten Seite.

Der Durchschnitt von A und B ist definiert durch
AnNB:={x€A|lzeB}={zxeB|xzec A}

Weiterhin kdnnen wir die Vereinigungsmenge A U B bilden. Diese Menge ist
dadurch bestimmt, dass A € AU B und B C AU B gelten, sowie AU B keine
weiteren Elemente enthalt.
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Schliesslich kénnen wir zu jeder Menge A auch ihre Potenzmenge P(A) bilden,
d.h., die Menge aller Teilmengen von A.

Zum Beispiel besteht die Potenzmenge von A = {1, 2,3} aus 8 Elementen:

P(A) ={a, {1}, {2}, {3}, {12}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.
Hier gilt dann etwa {1,2} € P(A4) und {@&,{1}} € P(A), d.h., Mengen kénnen
auch selbst wieder Elemente von anderen Mengen sein.

Letztendlich sind alle Objekte, die wir betrachten, stets Mengen; die Schreibweise
"A € B” macht also Sinn fur beliebige Mengen A, B.

Weitere Literatur:
K. HRBACEK UND T. JECH, Introduction to set theory, third edition. Marcel Dekker
Inc., 1999.
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“RICHTIGES” BEISPIEL:
Sei A eine nicht-leere Menge und B eine beliebige Teilmenge von P(A), d.h., B
ist eine Menge von Teilmengen von A.

Dann kénnen wir die Vereinigung aller X € B bilden.
Dazu betrachte fiir a € A die Aussage P(a): “Es gibtein X € B mita € X”.

Dann ist |J X:={aecAlesgibtein X € Bmita e X}
Xen

Konkretes Beispiel: A = Menge aller Menschen auf der Erde.
B = {{Menschen in Deutschland}, {Menschen in Frankreich},

{Menschen in Polen}, ...usw. fiir alle (noch) 28 Lander der EU}.

Dann ist U X = {alle Menschen in der EU}.
XeB
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Man kann in logische Schwierigkeiten kommen, wenn man die obigen
Mengenbildungsprinzipien verlasst.

Berihmtes Beispiel: Die Russel’sche Antinomie

(siehe auch https://en.wikipedia.org/wiki/Russell’s_paradox).

Nehmen wir an, wir kdnnten die Menge aller Mengen bilden; sei X diese Menge.
Dann kénnen wir auch die Menge Y := {A € X | A ¢ A} bilden.

Frage: Gehort Y selbst zu Y oder nicht ? — Nun, ware Y € Y, so misste nach
Definition Y ¢ Y gelten; ware Y ¢ Y, so mlsste Y € Y gelten.

D.h., in jedem Fall erhalten wir etwas, das zugleich wahr und falsch ist. Das
Problem lag in der Annahme, dass wir X bilden kénnen — diese Annahme ist
allerdings auch durch keines der obigen Prinzipien erfasst.

Beachte: Auch in der Umgangssprache gibt es solche “Antinomien”.

Beispiele:  “Ich lige gerade” oder “Dieser Satz ist falsch”.
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Verkniipfung von Aussagen:
Ist P eine Aussage, so wird mit =P die Negation von P bezeichnet.

Beispiel: Ist P die Aussage "Heute ist Dienstag”, so ist - P die Aussage "Heute ist
nicht Dienstag”.

Sind P und @ Aussagen, so erhalten wir neue Aussagen durch folgende
Verknipfungen:

"P Vv Q" ist die Aussage: "P ist wahr oder @ ist wahr oder beide sind wahr.”
"P A Q7 ist die Aussage: "P ist wahr und @ ist wahr”

"P = " ist die Aussage: "Aus P folgt Q" oder anders ausgedrickt: "Wann immer
P wahr ist, so muss auch @ wahr sein.”
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Es ist manchmal nltzlich, diese Verknipfungen durch Wahrheitstabellen zu
beschreiben, die angeben, welchen Wahrheitswert die Verknlpfung in
Abhéngigkeit von den mdglichen Kombinationen der Wahrheitswerte von P und @
hat, also etwa:

P -P P Q PVvQ PAQ P=qQ

w f w w w w w

f w w o f w f f
f w w f w
7 f / w

Vielleicht kommt lhnen die letzte Spalte etwas ungewohnt vor! Dazu beachten Sie,
dass aus falschen Aussagen durchaus wahre Aussagen gefolgert werden kénnen;
es geht ja nur darum, dass die Folgerung als solche korrekt ist.

Universitat Stuttgart

Allgemein sagen wir, dass P und @ dquivalente Aussagen sind (in Zeichen:
"P < @), wenn sowohl ”P = @” als auch "QQ = P” wahr sind.

Wir driicken dies auch so aus, dass P genau dann gilt, wenn Q gilt. Mit Hilfe der
Werte in den entsprechenden Wahrheitstabellen stellen Sie sofort fest:

® "P & (7 ist Aquivalent zu: Entweder P, @@ beide wahr oder beide falsch.

® "P = ()”ist &quivalent zu: "(—=P) VvV Q".

® P = (”ist auch aquivalent zu: "(-Q) = (=P)".

Letztere Verknlpfung hei3t Kontraposition.

Quantoren: Dies sind die mathematischen Kurzzeichen 3, welches fiir "es
existiert” steht, und Vv, welches fir "fiir alle” steht.
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Beispiel: fir a,b € Z ist die folgende Verknipfung eine wahre Aussage:
a=b = a®="0

Beweis: Wenn a = b gilt, so kdnnen wir im Produkt a® = « - « beide Faktoren durch
b ersetzen und erhalten b - b = b2, also die rechte Seite.

Nehmen wir konkret « = 2 und b = —2, so ist "a = b” falsch, aber "a? = b wahr;
nehmen wir ¢ = 2 und b = 3, so ist "a = b” falsch und auch "a? = b?” falsch. Aber
der obige Beweis ist naturlich immer richtig, egal in welcher Beziehung « und b
zueinander stehen.

Das Beispiel « = 2 und b = —2 zeigt auch, dass die umgekehrte Folgerung

keine wahre Aussage ist.

Universitat Stuttgart

Beispiele:
e die Aussage “Es gibt eine natirliche Zahl n mit n? = 8” Iasst sich kurz
schreiben als: IneN:nd=8.

® Die Aussage "Das Quadrat einer beliebigen ganzen Zahl ist entweder 0 oder
positiv” 1asst sich kurz schreiben als: Vn € Z:n?>0.

Im Prinzip sollte man samtliche mathematischen Aussagen in dieser Vorlesung in
einer Formelsprache ausdriicken kdnnen, in denen nur Aussagen Uber Elemente
in Mengen, Verknipfungen von Aussagen und Quantoren vorkommen.

Aber bei komplizierteren Sachverhalten wird man der besseren Verstandlichkeit
halber stets versuchen, diese Sachverhalte so weit wie mdglich in "normalen”,
mdglichst einpragsamen, sprachlichen Satzen auszudriicken.
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‘ §2 Beweistechniken und elementare Arithmetik‘

Wir stellen grundlegende Beweistechniken vor und illustrieren diese durch einige
Beispiele, in denen wichtige Aussagen Uber ganze Zahlen (die zum Teil bereits
aus der Schule vertraut sein mégen) mathematisch korrekt hergeleitet werden.
Dabei setzen wir lediglich die Kenntnis der Grundrechenarten fur natirliche und
ganze (und spater auch rationale) Zahlen voraus.

Definition 2.1
Seien n,m € Z. Wir schreiben n | m und sagen "n teilt m” oder "m ist ein
Vielfaches von n”, wenn es ein a € Z gibt mit m = a - n.

Beispiele: 2 | 6 (denn 6 =3-2), 5|0 (denn 0 =0-5) und 3 1 10 (denn die positiven
Vielfachen von 3 sind 3,6,9,12,...).
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(b) Voraussetzung ist: n | m und n | k. Also gibt es u,v € Z mit m = u - n und
k =v-n. Dann ist

a-m+b-k=a - (u-n)+b-(v-n)=(a-u)-n+b-v) - n=(@ u+b-v) n

(Hier haben wir wiederum benutzt, dass man Produkte beliebig klammern darf;
ausserdem haben wir eine Distributivregel verwendet, die besagt, dass man in
einer Summe von zwei Produkten gemeinsame Faktoren ausklammern darf.)
Setzenwirc=a-u+b-veZ,sogitalsoa-m-+b-k=c-nunddamit
nl(a-m+0b-k). O

Wir benutzen das Symbol [, um das Ende eines Beweises anzuzeigen.

Im Folgenden werden wir nicht mehr explizit wie im obigen Beweis erwéhnen,
wenn wir eine der Ublichen Regeln beim Rechnen mit ganzen Zahlen verwenden.
Ausserdem lassen wir den Punkt bei der Multiplikation der besseren Lesbarkeit
wegen einfach weg.
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Lemma 2.2 (oder auch “Hilfssatz”)
(a) Seien n,m, k € Z. Gilt n | m und m | k, so auch n | k.
(b) Seien n,m,k € Zund a,b € Z. Giltn | mundn | k,soauchn | (a-m+0b- k).

Beweis. Dies ist ein Beispiel eines "Routine-Beweises”, wo es darum geht, die
Richtigkeit von vorgegebenen Formeln durch einfaches Nachrechnen zu
bestatigen.

(a) Nach Voraussetzung gibtes a,b € Z mitm = a-n und k = b- m. Dann ist
E=b-m=b-(a-n)=(b-a)-n. (Hier haben wir benutzt, dass man Produkte von
ganzen Zahlen beliebig klammern darf.) Setzen wir ¢ =b - a € Z, so gilt also

k =c-nunddamitn | k.
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Lemma 2.3
(a) Ist n € Ny ungerade, so ist auch n? ungerade.
(b) Ist n € Ny so dass n? gerade ist, so ist auch n selbst gerade.

Beweis. (a) Da n ungerade ist, gilt n = 2m + 1 mit einem m € Ny. Damit erhalten
wir n? = (2m + 1)2 = 4m? + 4m + 1 = 2(2m? + 2m) + 1. Setzen wir
k= 2m? + 2m € Ny, so gilt also n? = 2k + 1, d.h., n? ist auch ungerade.

(b) Folgt sofort aus (a) durch “Kontraposition”. Sei P die Aussage “n ist ungerade”
und @ die Aussage “n- ist ungerade”. In (a) wurde gezeigt, dass “P = Q” gilt.
Kontraposition bedeutet, dass dann auch “(-Q) = (—=P)” gilt, also genau die
Aussage in (b). O
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Lemma 2.4 (“Kiirzungsregel”)
Seienn,m € Zund 0 # k € Z. Gilt kn = km, so folgt n = m.

Beweis. Wir betrachten die Aussagen P: “kn =km” und Q:“n=m".
Um “P = Q" zu zeigen, kdnnen wir auch genauso gut “(—Q) = (—P)” zeigen.
Nehmen wir also an, es gelte —Q, d.h., es sei n # m. Dann ist n — m # 0 und

k(n —m) # 0 (weil das Produkt von zwei ganzen Zahlen ungleich 0 wieder
ungleich 0 ist). Nun ist kn — km = k(n —m) # 0 also folgt kn # km, d.h., -P. [

Beweise durch Kontraposition werden auch oft als “Widerspruchsbeweise”
dargestellt. Man nimmt dazu an, dass die gewiinschte Aussage falsch ist, und
leitet dann daraus einen Widerspruch ab (d.h., eine Aussage, von der wir bereits
wissen, dass sie falsch ist). Per Kontraposition ist damit die gewlinschte Aussage
wahr. — Mehr Beispiele spéter . ..
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Der "Trick” dieses Beweises besteht nun darin, auszunutzen, dass man die
Reihenfolge in einer Summe von ganzen Zahlen beliebig andern kann.

Also giltauch S =n+ (n—1) + ...+ 2+ 1. Der i-te Term in dieser Summe ist
gegeben durch b; = n + 1 — ¢; damit erhalten wir

n

Szibi:z:(n—kl—i).
i=1

i=1
Nun bilden wir

2S=S+S=(a1+as+...+ap)+ b1 +bs+...+b,)
= (a1+b1)+(a2+bg)+..‘+(an+bn)

n n

=Y (ai+b)=> (i+m+1-d) =) (n+1)=n(n+1).
i=1

i=1 i=1

(noch einmal der Trick!)

Damit ist 25 = n(n + 1), also S = n(n + 1), wie gewlnscht. O
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Satz 2.5
SeineN.Danngilt1+2+3+---+n=in(n+1).

Beweis. Dies ist ein Beispiel eines Beweises, bei dem es nicht nur um
routine-massiges Nachrechnen geht, sondern irgendeine Idee oder ein Trick
verwendet werden muss.

Zum Umgang mit Summen flihren wir zun&chst die allgemeine
Summenschreibweise ein: Sind a4, .. ., a, ganze Zahlen, so schreiben wir

n
a1—|—a2—0—...+an:Zai.
=1
Mit a; =i fari = 1,...,n wollen wir also eine Formel fiir folgende Summe finden:

S::l+2+...+n:2i.
=1
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Zur Erinnerung: nattrliche und ganze Zahlen sind angeordnet
<4< 3<2<-1<0<I<2<3<4<..

Formal: Fir a,b € Z gilt a < b, wenn es ein ¢ € Ny gibt mitb = a + c.

Zum Beispiel gilt kn > n fr alle k,n € N.
(Denn: Ist k € N, soist k — 1 > 0 und damit kn =n + (k. — 1)n > n.)
——
>0
Die folgende Eigenschaft erscheint intuitiv einsichtig; sie wird explizit als "Axiom”

formuliert, damit wir darauf verweisen und prézise damit argumentieren kdnnen.

Peano’s Induktionsaxiom
Jede nicht-leere Teilmenge von Ny besitzt ein kleinstes Element. Oder, anders
ausgedrtickt mit Hilfe der Formelsprache in §1:

VAeP(Ng): A#@ = (FacA: (VbeA:a<b)).
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Als erste Anwendung dieses Axioms zeigen wir eine Aussage Uber die rationalen
Zahlen Q. Zur Erinnerung:

® Jedes x € Q Iasst sich schreiben als Bruch 2z = n/m mitn € Z und m € N.

® Zwei solche Briiche n/m und n//m’ sind gleich, wenn es ein k € N gibt mit
n' = knund m’ = km, d.h., n/m entsteht aus n’/m’, indem der Faktor & im
Zahler und im Nenner gekurzt wird. (Beispiel:  =2/3 =4/6 = 100/150.)
® Seix € Q. Wir schreiben = > 0, falls z = n/m mitn € No und m € N.
Sind x,y € Q, so schreibe x < yfallsy —2 >0 ~  Anordnung von Q.

Lemma 2.6
Sei z € Q. Dann lasst sich x als ein Bruch x = n/m (mit n € Z, m € N) schreiben,
der gekurzt ist, d.h., es gibt keine natlrliche Zahl & > 1 mit & | n und & | m.

Im Beispiel oben ist 2/3 gekirzt, 4/6 und 100/150 sind nicht gekirzt.
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Hier ist nun das klassische Beispiel eines Widerspruchsbeweises.

Satz 2.7 (Euklid, etwa 3. Jahrhundert v. Chr.)
Es gibt keine positive rationale Zahl 2 € Q mit 22 = 2.

Beweis. Nehmen wir an, es gibt doch ein z € Q mit 2 > 0 und 22 = 2. Wir
versuchen, einen Widerspruch zu einer bekannten Aussage zu produzieren.

Nach Lemma 2.6 gibt es eine gekurzte Bruchdarstellung @ = n/m mit n,m € N.
Dannist 2 = 2 = (n/m)? = n?/m?. Multiplizieren auf beiden Seiten mit m? ergibt
2m? = n2. Nun ist 2m? gerade, also auch n?. Mit Lemma 2.3(b) folgt, dass » auch
selbst gerade ist, also gilt n = 2/ mit einem [ € N. Dann ist aber

2m? = n? = (21)? = 4i2. Hier kdnnen wir eine 2 auf beiden Seiten kiirzen (siehe
Lemma 2.4) und erhalten m? = 2/2. Wie vorher folgt, dass m? gerade und dann
auch m selbst gerade ist. Also sind n und m gerade, d.h., durch £ = 2 teilbar, im
Widerspruch zur Annahme, dass x = n/m gekirzt ist. O
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Beweis. Zu = € Q definieren wir A := {m € N | ma € Z} C N.

Dannist A # @, denn schreiben wir x = n//m’ mit n’ € Z und m’ € N, so gilt
m'z =n/, alsoist m’ € A.

Nach Peano’s Induktionsaxiom besitzt A ein kleinstes Element; sei dieses my.
Es gilt also my < m flr alle m € A, und m( gehért selbst zu A, d.h., setzen wir
ng := mox, SO gilt ng € Z. Damit folgt zunéchst 2 = ny/me.

Wir behaupten nun, dass dieser Bruch = = ng/mg gekurzt ist.

Sei also k € N mit & | ng und & | mg. Dann schreiben wir ng = kny und mg = kmy,
mit n; € Z und my € N. Nun ist z = ng/mo = (kn1)/(km1) = ni/ma, also

myx =ny € Z und damit m; € A. Da mq das kleinste Element von A ist, gilt

mo < my. Andererseits ist mg = kmq und damit mg > m;.

Also folgt my = mg = km4. Mit der Kirzungsregel (Lemma 2.4) folgt & = 1.

D.h., der Bruch ng/my ist gekirzt. O
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Satz 2.8 (Teilen mit Rest)
SeineZundm € N. Danngibtes ¢,r € Zmitn =gm +rund 0 < r < m.
Hierbei sind ¢, r eindeutig bestimmt. (Ist n > 0, so ist auch ¢ > 0.)

Beispiel. Fur die Division von 17 mit Rest durch 5 erhalten wir:
17=3-5+2, also ¢=3undr=2.

(Dazu zieht man so lange 5 von 17 ab, bis noch etwas > 0 herauskommt.)

Fir die Division von —17 mit Rest durch 5 erhalten wir:
—17=(-4)-5+3, also ¢=—-4undr=3.

(Dazu addiert man so lange 5 zu —17, bis man eine Zahl > 0 erhalt.)

Bemerkung. Sein € Z und m € N. Ist n = ¢gm + r wie oben in Satz 2.8, so wird
der “Rest” r auch mit n mod m bezeichnet. Diese “mod” Funktion ist eine
grundlegende arithmetische Operation; es gibt sie auch in den meisten modernen
Programmierspachen, zum Beispiel 17 % 5 in Python oder C.
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Jetzt der allgemeine Beweis. Sei zuerst n > 0. Dann betrachten wir die Menge
A={reNg| 3J¢geNy: r=n—gm}.

Diese Menge ist nicht leer, denn z.B. kdnnen wir ¢ = 0 setzen und erhalten
r=n—0-m =n € A. Nach Peano besitzt A also ein kleinstes Element; sei
dieses r. Dazu gibt es ein ¢g € N mit ro = n — gom. Es gilt also n = gom + r9 und
ro = 0. Wir missen noch zeigen, dass auch ry < m gilt.

Annahme, es ware ry > m. Dann ist aber
ri=n—(gp+1)m=n—qgm-—m=ro—m>0.

also auch r € A. Aber r = ro — m < ro, und damit haben wir einen Widerspruch
dazu, dass rq das kleinste Element von A ist. Also war die Annahme falsch, d.h.,
es gilt n = gom + 1o Mit go, 70 € Nound 0 < 9 < m.
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Eine Anwendung: Prifziffern (Beispiel IBAN)

Deutsches Bankkonto

Konto-Nr. 0356843503 ~ IBAN: DE1237010050 0356843503
BLZ 37010050 BLZ Konto-Nr.

DE steht flr das Land, die Priifziffer 12 wird nach folgendem Verfahren berechnet:

® Schreibe BLZ, gefolgt von Konto-Nr., Land und 00:
370100500356843503DEO00.
B C D ... Z
10 11 12 13 ... 35
® Berechne 370100500356843503131400 mod 97 = 86; ziehe dies von 98 ab;
Ergebnis ist 12. (Falls Ergebnis einstellig, erganze fiihrende Null.)

e \Wandle Buchstaben in Zahlen um:

(Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Internationale_Bankkontonummer)
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Sei nun n < 0. Dann ist —n > 0, also wissen wir bereits, dass es ¢;, € Z gibt mit

—n=qgm-+rund 0 <r; <m.Dannistn = (—q;)m —ry. Istr; = 0, so sind wir

fertig (mit ¢ := —¢y und r :=ry = 0). Ist r; > 1, so erhalten wir
n=(—qgm-r=(gm-m+m-—r; =(—q — 1)m+ (m—ry).

Mitg:= —q1 —1und r:=m —ryistn = gm +rund 1 < r < m, wie gewiinscht.

Also gibt es in jedem Fall eine Darstellung n = gm +r mit 0 < r < m.

Nur zur Eindeutigkeit von ¢, r: Es gelte also auch n = ¢'m + r' mit ¢’,r’ € Z und

0 <’ < m. Behauptung: ¢ = ¢'.

Annahme, dies ware falsch, also ¢ # ¢/, d.h., ¢ < ¢’ oder ¢ > ¢'. Sei zuerst ¢ < ¢'.
Dannist ¢ — ¢ > 0 und damit (¢’ — ¢)m > m. Mit gm +r = n = ¢'m + r’ folgt auch
r—r'=q¢m—qm = (¢ — ¢)m > m. Andererseits ist r — ' < r < m, Widerspruch.
Analog erhélt man einen Widerspruch fir ¢ > ¢’. Also war die Annahme falsch,
d.h., es gilt ¢ = ¢ und damitauchr =n —gm =n — ¢m =1r'. O
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Umgekehrt: Validierung einer IBAN

DE12370100500356843503 ~~
370100500356843503DE12 ~~
370100500356843503131412 mod 97 = 1
Kommt als Ergebnis nicht 1 heraus, wird die IBAN nicht akzeptiert.

(Nustration mit GAP.)

Weiteres Beispiel: Formeln zur (relativ komplizierten!) Berechnung des
Osterdatums ~- Ubung 2.

‘ §3 Volistindige Induktion und Primzahlen‘

In der oben formulierten Fassung ist Peano’s Induktionsaxiom oftmals etwas
umstandlich. Sehr nitzlich ist folgende Variante.
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Satz 3.1 (Volistandige Induktion)
Sei ny € Ny fest und fur jedes n € Ny mit n > ng eine Aussage P(n) gegeben. Die
folgenden beiden Voraussetzungen seien erfillt:

(11) Induktionsanfang. P(ng) ist wahr.

(12) Induktionsschritt. Vn € Ny : (n > ng und P(n) wahr) = P(n + 1) wahr.
Dann ist P(n) wahr fir alle n € Ny mit n > ny.

Beweis. Wir zeigen dies wieder mit einem Widerspruchbeweis. Angenommen, es
gébe ein n € Ny mit n > ng und so, dass P(n) falsch ist. Dann ist

A:={n e Ny |n>=nound P(n) ist falsch} # .
Nach Peano’s Induktionsaxiom besitzt A ein kleinstes Element; sei dieses k.
Wegen (I1) ist k > ng. Dannistk —1>nound k —1 ¢ A, d.h., P(k — 1) ist wahr.
Wende (12) auf n = k — 1 an. Es folgt, dass auch P(k) wahr ist, Widerspruch. [
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1+24+...+n+1)=01+2+...+n)+(n+1)
= in(n+1)+(n+1) (da P(n) als wahr vorausgesetzt ist),

=1n?+n)+3(2n+2) = 3(n®>+3n+2).

Andererseits ist die rechte Seite von P(n + 1) gleich
tn+1D)(n+1)+1)=3(n+1)(n+2) = 3(n®+3n+2).

Also erhalten wir das gleiche Ergebnis wie voher; damit ist (12) gezeigt. Mit

Satz 3.1 folgt also, dass P(n) fur alle n > 1 wahr ist.

Bemerkung. Wir sehen hier gleichzeitig eine Starke und eine Schwéache der
vollstédndigen Induktion. Ist bereits bekannt, was man zeigen will, so ist
vollsténdige Induktion eine sehr effiziente Beweismethode. Wenn man allerdings
die Formel noch nicht kennt und erst herausfinden muss, so benétigt man in der
Tat einen "Trick” — wie im urspriinglichen Beweis von Satz 2.5. Versuchen Sie
etwa, Formeln fir 12 +22+4+...4+n? und 13+2%+...4+n3 zufinden.
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Als Beispiel geben wir einen neuen Beweis von Satz 2.5, wobei wir fiir n € N die
folgende Aussage betrachten:

Pn): 1+2+...+n=1in(n+1).
Startwert ist hier ny = 1. Wir miissen nun nachweisen, dass die Voraussetzungen

(11) und (I12) erflillt sind.

Zu (11), Induktionsanfang: Ist n = ny = 1, so ist die linke Seite von P(1) gleich 1
und die rechte Seite gleich (1 + 1) = 1. Also ist P(1) wahr.

Zu (12), Induktionsschritt: Sei n € Ny mit n > ng = 1 beliebig. Wir nehmen an,
dass P(n) wahr ist und missen dann zeigen, dass auch P(n + 1) wahr ist.

Beginnen wir mit der linken Seite von P(n + 1) und formen diese um:
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Die folgende Variante der vollstdndigen Induktion ist ebenfalls sehr oft nitzlich.

Satz 3.2 (Starke volistandige Induktion)
Sei ny € Ny fest und fur jedes n € Ny mit n > ng eine Aussage P(n) gegeben. Die
folgenden beiden Voraussetzungen seien erfullt:
(SI1) P(ng) ist wahr.
(S12) Vn € Ng : (P(m) wahr fir ng < m <n) = P(n)wahr.
Dann ist P(n) wahr fir alle n € Ny mit n > ny.

Beweis. Wir brauchen nur den obigen Beweis von Satz 3.1 etwas zu modifizieren.
Nehmen wir wieder an, es ware

A:={neNy|n=nound P(n) ist falsch} # @.
Nach Peano besitzt A ein kleinstes Element; sei dieses k. Wegen (SI1) ist k& > ny.
Seinunm € {ng,no+ 1,...,k —1}. Dannist m ¢ A, d.h., P(m) ist wahr. Mit (SI2)
angewandt auf n = k folgt, dass auch P (k) wahr ist, Widerspruch. O
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Definition 3.3
Sein € N, n > 2. Dann hei3t n eine Primzahl, wenn n nur durch 1 und sich selbst
teilbar ist.

Zum Beispiel sind 2,3, 5,7, 11 Primzahlen, aber 1 und 12 sind keine Primzahlen.
Satz 3.4

Sein € N, n > 2. Dann lasst sich n als Produkt von Primzahlen schreiben; es gibt
also r > 1 Primzahlen py,pa, ..., p, Mitn = pipa---pund p; < po < ... < pp.

Eine solche Produktdarstellung nennen wir eine Primfaktorzerlegung von n.

Beweis. (Starke Induktion mit ny = 2.) Flrr n > 2 betrachten wir die Aussage:
P(n): ’nist Produkt von Primzahlen”.

Wir miissen zeigen, dass die Voraussetzungen (SI1) und (SI2) erfiillt sind.

Zu (SI1): Sei also n = ng = 2. Da 2 eine Primzahl ist, ist n = 2 offenbar auch ein
Produkt von Primzahlen (mit nur einem Faktor).
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Satz 3.5 (Euklid)
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Dies ist wieder ein klassisches Beispiel eines Widerspruchsbeweises.
Angenommen, es gabe nur endlich viele Primzahlen; seien diese p1,po, ..., p,.
Damit bilden wir N :=pipy---p, +1 € N. (Dies ist der Trick des Beweises.)
Es gilt sicherlich V > 2, also besitzt N nach Satz 3.4 eine Primfaktorzerlegung.

In dieser kénnen aber nur die Primzahlen pq, ..., p, vorkommen, und mindestens
eine kommt vor. Es gibt also eini € {1,...,r} mitp; | N.

Andererseits ist N — 1 = p1ps - - - p;, also gilt p; | N — 1. Mit Lemma 2.2(b) folgt
dann aber auch p; | N — (N — 1) = 1, also p; = 1, Widerspruch. O
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Zu (SI2): Sei n > 2 und vorausgesetzt, dass P(m) wahr ist fir m =2,3,...,n — 1.
Wir missen dann zeigen, dass P(n) wahr ist. Dazu unterscheiden wir zwei Félle.

1. Fall: n ist selbst eine Primzahl. Dann ist (siehe oben) n offenbar auch ein
Produkt von Primzahlen (mit nur einem Faktor), also die Behauptung gezeigt.

2. Fall: n ist keine Primzahl. Nach Definition einer Primzahl bedeutet dies, dass
n =abgilt mita,b € Nund 2 < a,b < n — 1. Nach Voraussetzung sind P(a) und
P(b) wabhr, also sind a und b Produkte von Primzahlen. Wir schreiben
a=pip2---prund b =qig2---gqs Mitr,s > 1 und Primzahlen p;, g;.

Dann ist aber auch n = ab = p1ps - - - prqiqg2 - - - qs €in Produkt von Primzahlen (mit
r + s Faktoren).

SchlieBlich sortieren wir noch im Endprodukt die Faktoren so um, dass sie der
Gr6Be nach geordnet sind. O
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Bemerkung. Fir n € N sei p,, die n-te Primzahl. Zum Beispiel p; = 2, po = 3,
p3=>5,ps=717,..., proo = 541, ... Es ist keine allgemeine Formel bekannt, mit der
man zu beliebigem n die entsprechende Primzahl p,, berechnen kénnte.
PIERRE DE FERMAT vermutete um 1640, dass

F,:=2%2"+1 eine Primzahlist fir alle n € Ny.

n F,

0 3 ok

1 5 ok

2 17 ok

3 257 ok

4 65537 ok

5 232 41 = 4294967297 nicht ok: 641 - 6700417 (LEONHARD EULER 1732)

Es ist bekannt, dass Fk, . .., I35 keine Primzahlen sind.
Fur gréBere Werte von n ist nicht bekannt, ob F,, eine Primzahl ist oder nicht.
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Lemma 3.6 (“Lemma von Euklid”)
Sei p € N eine Primzahl und seien a,b € N. Gilt p | ab, so folgt p | « oder p | b.

Das Lemma von Euklid kommt in nahezu jeder Argumentation mit Primzahlen vor;
es ist genau das “richtige” technische Hilfsmittel.

Beispiel. In Lemma 2.3 haben wir gezeigt: “n ungerade = n? ungerade” und
dann mit Kontraposition geschlossen: “n= gerade = n gerade”. Mit dem Lemma
von Euklid folgt dies auch direkt: Ist n? gerade, so gilt 2 | n? = nn, also folgt 2 | n.

Beweis. Seien a,b € N gegeben mit p | ab. Nehmen wir an, es gilt p t a. Dann
muissen wir p | b zeigen. Da p nur die Teiler 1 und p hat, ist ggT(p,a) = 1 oder p.
Also ggT(p,a) = 1 wegen p t a. Nach dem Lemma von Bézout (siehe U2) gibt es
r,s € Z mit 1 = rp + sa. Multiplikation mit b ergibt b = rpb + sab. Wegen p | rpb und
p | sab folgt mit Lemma 2.2, dass auch p | rpb + sab = b gilt. O
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Satz 3.8 (Hauptsatz der elementaren Arithmetik)
Die Primfaktorzerlegung einer natlrlichen Zahl n > 2 (siehe Satz 3.4) ist eindeutig.

Beweis. (Starke Induktion mit Startwert ng = 2.) Firn € N, n > 2, ist folgende
Aussage P(n) zu beweisen:

“Gegeben seien Primzahlen p; <p2 < ... <p,und g1 < ¢ < ... < ¢s (Wobei
rys = 1)mitn=pips--pr =qq2---qs. Danngilt r = sund p; = ¢; fir 1 <@ < r.

Induktionsanfang. Sei n = 2. Dann ist n selbst eine Primzahl, und die Aussage ist
klar nach Definition einer Primzahl.

Induktionsschritt. Sei n > 2 und angenommen, dass P(m) bereits gilt fir alle m
mit 2 < m < n. Dann missen wir zeigen, dass auch P(n) gilt. Ist n selbst eine
Primzahl, so ist die Aussage wieder klar nach Definition einer Primzahl. Sei also
nun n keine Primzahl und betrachten wir zwei Faktorisierungen wie oben:
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Folgerung 3.7
Sei p € N eine Primzahl, n € Nund seien¢y,...,¢, € N.
Giltp | cica---cpn, SOgibteseini e {1,...,n} mitp|c.

Beweis. (Vollstandige Induktion Uiber n mit Startwert ng = 1.)

Induktionsanfang. Sei n = 1, also ist nur eine Zahl ¢; gegeben mit p | ¢;. Dann gilt
die Aussage. (Es ist nichts zu zeigen.)

Induktionsschritt. Sei n > 1 und angenommen, dass die Aussage bereits flir n
Zahlen gilt. Dann mlssen wir zeigen, dass sie auch fir n + 1 Zahlen gilt. Gegeben
seien also c¢i,...,¢cpp1 € Nmitp | c1ca...chp1. Setze nun a := cico - - - ¢, Dann ist
€1C2** Cpy1 = aCpy1 UNd p | ac,41. Nach Lemma 3.6 folgt also p | a oder p | ¢pt1-
Im 2. Fall sind wir fertig. Im 1. Fall gilt p | ¢ - - - ¢, @lso gibt es nach
Induktionsannahme ein i € {1,...,n} mit p | ¢;, und wir sind wieder fertig. O
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(*)  n=pip2-pr=qq2- s (mit 7, s > 2).
Wir unterscheiden jetzt 3 Falle.

1. Fall: p; = ¢1. Dann kénnen wir p; auf beiden Seiten kiirzen und erhalten
m:=po---pr =q2--qs. Wegen 2 < m < nist P(m) nach Induktionsannahme
wahr, also r = s und p; = ¢; fur 2 < i < r. Da auch p; = ¢ gilt, ist also P(n) wahr.

2. Fall: p1 < q1. Nunistp1 | pip2 -+ pr = Q142 - - - ¢s, @lso gibt es nach Folgerung 3.7
eini e {1,...,s} mit p; | ¢;. Aber p; und ¢; sind Primzahlen, also muss p; = ¢
gelten. Andererseits ist p1 < ¢1 < ¢2 < ... < g, also p1 < ¢;, Widerspruch.

3. Fall: p; > ¢;. Dies fihrt vollig analog zum 2. Fall auf einen Widerspruch. (Es ist
q1 | p1--pr USW.)

Also treten der 2. und 3. Fall gar nicht auf. O
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‘ §4 Relationen und F.’estklassen‘

Wir fihren eine weitere grundlegende mengentheoretische Konstruktion ein. Das
kartesische Produkt von zwei nicht-leeren A und B wird mit A x B bezeichnet.
Dies ist eine Menge, die aus allen Paaren (a,b) mita € A und b € B besteht:

AxB={(a,b)|aecAbe B}

Fr zwei solche Paare (a,b) und (', V') gilt (a,b) = (d’, ") genau dann, wenn
a = da’ und b = V' gelten. (Formal korrekt wird das Paar (a,b) als die Menge
{a, {a,b}} definiert.) Zum Beispiel ist

{1,2} x {2,3,4} = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3), (2,4) }.

Beachten Sie, dass die Reihenfolge wichtig ist: (2, 4) ist nicht das Gleiche wie
(4,2). Sie sind vermutlich vertraut mit dem kartesischen Produkt R? = R x R, das
man sich Ublicherweise als Ebene mit 2 Koordinatenachsen vorstellt.
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Beispiel 4.3
Sei wieder A = B = Z. Fur festes m € N definieren wir die Relation
R, :={(a,b) € Z X Z | a mod m = b mod m}.
Es gilt hier also a ~ b genau dann, wenn a und b den gleichen Rest bei Division

durch m haben. Wir behaupten, dass diese Relation auch wie folgt charakterisiert
werden kann: (a,b) € Ry, & m|b—a. (%)

Beweis von (x): Seien a,b € Z. Es gibt ¢,¢, 7,7 € Zmita =gm +7r,b=q¢m + 1’
und 0 < 7,7’ < m. Zu zeigen: r=r"<m|b-a.

= Istr =7/, sofolgta —gm =r=7r"=0—¢munddamitb —a = (¢’ — ¢)m.
Alsoist m | b — a.

= Istm |b—a,soqitb—a=cmmitceZ,alsob=cm+a=cm+gm+r
= (c+ q)m + r. Aus der Eindeutigkeit des Restes folgt also » = r'. O]
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Definition 4.1

Sind A, B nicht-leere Mengen, so heif3t eine Teilmenge R C A x B eine Relation
auf A und B. Fir a € A und b € B schreiben wir a ~ b, wenn (a,b) € R gilt (und
sagen: “a steht in Relation zu 0”). Ist A = B, so hei3t R eine Relation auf A.

Beispiel 4.2

(a) Sei A die Menge aller Punkte der Ebene und B die Menge aller Geraden in der
Ebene. Die Eigenschaft, dass ein Punkt auf einer Geraden liegt, definiert eine
Relation: R = {(a,b) € A x B | Der Punkt a liegt auf der Geraden b}.

(b) Hier sind Beispiele von Relationen auf A = B = Z:
Ry ={(n,m) €ZXZ|n<m},
Ry ={(n,m) e Zx Z| nteilt m},
R3={(n,m) €ZxZ| n=modern+m > 0}.
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Anstelle von (n,n’) € R, schreiben wir kiinftig n = n’ (mod m).
Dies wird gelesen als: "n und n’ sind kongruent modulo m.
Ist etwa m = 2 und n € Z beliebig, so ist der Rest n mod 2 entweder 0 oder 1. Also:

nmod2=0 < n=0 (mod?2) < nistgerade,

nmod2=1 < n=1(mod?2) < nistungerade.

Definition 4.4
Sei A eine nicht-leere Menge und R C A x A eine Relation auf A, geschrieben
a ~ bflra,b e A. Die Relation R heil3t:

® reflexiv, wenn a ~ a flr alle a € A gilt;
® symmetrisch, wenn flr a,b € A aus a ~ b stets b ~ a folgt;
® transitiv, wenn flr a,b,c € A aus a ~ bund b ~ ¢ stets a ~ ¢ folgt.

Ist R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heiBt R eine Aquivalenzrelation.
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Beispiel 4.5
(a) Sei A = Z und betrachte die Relationen R, R, R3 in Beispiel 4.2(b).
Ry ={(n,m) € Z x Z | n < m} ist transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch;
Ry ={(n,m) € Z x Z | nteilt m} ist transitiv, reflexiv aber nicht symmetrisch;
Rs ={(n,m) € ZxZ| n=modern-+m >0} ist reflexiv, symmetrisch, aber
nicht transitiv (denn z.B. (—1,2) € Rs, (2,0) € R3, aber (—1,0) ¢ R3).
(b) Sei A =7 und m € N fest. Die Kongruenz-Relation R,,, in Beispiel 4.3 ist
e reflexiv,dennm | a —a =0, also a ~ a;
® symmetrisch, denn aus a ~ b folgt m | b — a und damit auch
m | —(b—a) =a— b (siehe Lemma 2.2(b)), also b ~ a;
® transitiv, denn aus a ~ bund b ~ cfolgt m | b — a und m | ¢ — b; also auch
m | (¢c—=b) — (b—a) =c—a (siehe Lemma 2.2(b)) und damit a ~ c.
Also ist R,, eine Aquivalenzrelation.
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Satz 4.7
Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Dann gilt:

(a) Jedes a € A liegt in einer Aquivalenzklasse.

(b) Zwei Aquivalenzklassen sind entweder gleich oder disjunk.
(“disjunkt” bedeutet: der Durchschnitt ist leer).

Beweis. (a) Seia € A. Da R reflexiv ist, gilt a ~ a also a € K(a, R).

(b) Seien a,bund K, = K(a, R), K, = K(b, R). Nehmen wir an, es ist

K, N K, # @. Dann missen wir zeigen, dass K, = K, gilt. Seidazu d € K, N K.
Ist c € K, beliebig, so gilt a ~ ¢. Wegen d € K, ist a ~ d und wegen der

Symmetrie dann auch d ~ a. Mit der Transitivitat folgt d ~ ¢. Wegen d € K, gilt

b ~ d, also folgt mit der Transitivitat schliesslich b ~ ¢, d.h., ¢ € K. Damit ist

gezeigt, dass K, C K, gilt. Auf vdllig analoge Weise wird K;, C K, gezeigt.

Also gilt K, = K, wie behauptet. O
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Definition 4.6
Sei R C A x A eine Aquivalenzrelation. Fiir a € A heiBt dann

K(a,R) :={be A| (a,b) € R}
die Aquivalenzklasse von a. Dies ist also eine Teilmenge von 4, d.h., ein
Element von P(A). Sei K(A, R) die Menge aller Aquivalenzklassen von
Elementen in A, d.h., K(A,R)={SeP(A)|Jac A:S=K(a,R)}

Sei zum Beispiel A die Menge aller Menschen auf dem Planeten Erde und

R = {(a,b) € A x A|aundbleben im gleichen Land}.
Sie lberpriifen leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Eine Aquivalenzklasse
besteht genau aus allen Menschen, die in einem Land leben. Die Menge der
Aquivalenzklassen entspricht also den verschiedenen Landern.
In Beispiel 4.3 mit m = 2 ist K (0, R2) = Menge aller geraden Zahlen und
K(1, Ry) = Menge aller ungeraden Zahlen. Also K(Z, Rs) = {K (0, R2), K(1, R2)}.
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Fira € Asei K, = K(a,R) = {be€ A (a,b) € R} die Aquivalenzklasse von a.
Der letzte Satz zeigt: A ist Vereinigung aller Aquivalenzklassen.

AuBerdem: In dieser Vereinigung sind im Allgemeinen viele Terme gleich.
Sind a,b € A, so gilt K, = K;, genau dann, wenn b € K,,.

Definition 4.8

Sei RC A x Aeine Aquivalenzrelation. Eine Teilmenge B C A heil3t
Représentantensystem der Aquivalenzklassen, wenn es zu jedem a € A
genau ein b € B gibt mit (b, a) € R. Oder anders ausgedriickt:

A= U K(b,R), undindieser Vereinigung sind die Terme alle disjunkt.
beB

Beispiel 4.9 (Konstruktion von Q aus Z)

Sei A = 7Z x N und betrachte folgende Relation:
R:={((n,m),(n/,m')) € Ax A|nm/ =n'm}.

Nach U3 ist dies eine Aquivalenzrelation.
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Fur (n,m) € A schreiben wir anstelle von K ((n,m), R) einfach kurz n/m.
Genauso wie in Lemma 2.6 zeigt man, dass jede Aquivalenzklasse ein gekiirztes
Paar (n, m) enthélt, d.h., es gibt keine natirliche Zahl k£ > 1 mit & | n und & | m.
Nach U3 ist ein Reprasentantensystem der Aquivalenzklassen gegeben durch

B := {(n,m) € A| (n,m) ist geklrzt},
d.h., die Aquivalenzklassen entspechen genau den rationalen Zahlen !
Auf diese Weise erhélt man in der Tat eine mathematisch korrekte Konstruktion:

Man definiert Q := K(A, R).

Eine Gleichheit wie 2/3 = 4/6 = 100/150 entspricht dann einfach der Tatsache,
dass die Paare (2, 3), (4,6), (100, 150) zur gleichen Aquivalenzklasse gehdren.
Ist n € Z, so schreiben wir einfach n anstelle von n/1. Vermdge dieser
Identifizierung ist dann Z C Q. (Uberlegen Sie sich selbst, wie man auf &hnliche
Weise auch Z aus N konstruieren kann.)

W
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Genauso, wie man Briiche (also letztlich gewisse Aquivalenzklassen) addieren
und multiplizieren kann, werden wir sehen, dass man auch Restklassen modulo m
addieren und multiplizieren kann. Grundlage dafir ist:

Lemma 4.11

Sei m € N. Wie oben bezeichnen wir die Restklasse (modulo m) von n € Z mit 7.
Es seien nun beliebige a, b, ¢, d € Z gegeben.

Gilt a=¢ und b=d, sofolgt a+b=c+d und ab=cd.

Beweis. Seia =cund b =d, alsom | c—aundm | d—b. Seienr,s € Z mit
c—a=rmundd—>b=sm,alsoc=a+rmundd=>b-+ sm. Damit erhalten wir
(c+d)—(a+b)=(a+rm)+ (b+sm)—a—b=rm+sm=(r+ s)m,
alsom | (¢c+d) — (a+0),d.h., a+b=c+d. Ausserdem ist
cd —ab = (a+rm)(b+ sm) — ab = (ab+ asm + rmb + rmsm) — ab
= asm + rmb + rmsm = (as + rb + rsm)m,
also m | cd — ab, d.h., ab = cd. O
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Beispiel 4.10

Sei A = Z und m € N. Die Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation
R,, (siehe Beispiel 4.3) werden auch als Restklassen (modulo m) bezeichnet.
Sofern m fest vorgegeben ist, werden wir die Restklasse von n € Z einfach mit n
bezeichnen, also n={a€Z|mteiltn —a} ={a €Z|amodm =nmodm}.

Reprasentantensystem ? Ein solches ist gegeben durch B = {0, 1,2,...,m — 1},
denn bei der Division mit Rest durch m kommen nur die Reste 0,1,2,...,m — 1
vor (und der Rest ist eindeutig bestimmt). Anders formuliert: Fir jedes n € Z gibt
es genau ein r € B mit n mod m = r, alson € 7 und » = 7. Es gilt also

Z=0UTlU2U...U (m—1) (disjunkte Vereinigung).

Ist etwa m = 5, so gilt Z=0Ulu2U3U4.
Esist —17€3 und 383 (weil —17 und 38 den Rest 3 modulo 5 haben).
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Beispiel. Sei m = 6. Wir wollen (17 - 14) mod 6 berechnen.

Dazu: Es gilt 17 mod 6 = 5 und 14 mod 6 = 2, also 17 = 5 und 14 = 2. Damit
17-14=5-2=10=4

wobei wir Lemma 4.11 fur die 1. Gleichheit benutzt haben.

Also gilt (17 - 14) mod 6 = 4.

Beispiel. Ist 7513 durch 3 teilbar ? Nach der (vielleicht bekannten) Dreierregel
missten wir uns dazu nur die Quersumme von 7513 anschauen:
Dieseist 7+5+1+3 =16, undwegen 3116 folgtauch 3¢t 7513.

Begriindung: Sei m = 3 und betrachte 7513 = 7-1000 + 5-100 + 1-10 + 3.
Nunist 10 mod 3 =1, also 10=1. MitLemma 4.11 folgt daher auch
100 = 10-10 = 1-1 = 1. Genauso 1000 = 10-100 = 1-1 = 1, und damit
7513 = 7-1000 + 5-100 + 110 + 3 =71+ 51+ 11 +3 =7+ 5+ 1 + 3 = 16.
D.h., die Zahl 7513 hat den gleichen Rest (modulo 3) wie ihre Quersumme.
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| §5 Abbildungen und die Michtigkeit von Mengen|

Definition 5.1

Seien A, B nicht-leere Mengen. Eine Abbildung f von A nach B ist eine
Zuordnung, die jedem Element von A genau ein Element von B zuordnet.
Wir schreiben dies als f:A— B, a— f(a).

Das Bild von f ist definiert als Bild(f) := {b € B|Ja € A: f(a) = b}.
Fir eine beliebige Teilmenge A’ C A sei f(A') :={b€ B|Ja € A’ : f(a) = b}.
Damit ist also Bild(f) = f(A). Die Abbildung f heif3t
® surjektiv, wenn f(A) = B qilt;
® jnjektiv, wenn fUr alle a,a’ € A gilt: Aus f(a) = f(d') folgt a = a'.
(Oder umgekehrt: Gilt a # o, so auch f(a) # f(a').)

® Dbijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

4
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Beispiel 5.3

(a) Die Abbildung f: Z — Z, n — n?, ist weder injektiv noch surjektiv, denn es gilt
zum Beispiel f(1) =1 = f(-1)und 2 & f(Z).

(b) Sei A= {n e€Z |ngerade} und B = {n € Z | n ungerade}. Dann erhalten wir
eine Abbildung f: A — B, n — n + 1. Diese Abbildung ist bijektiv.
Injektivitat: Seien a,a’ € A mit f(a) = f(a’). Danngiltalsoa+1=a'+ 1 und
damit a = «’. Surjektivitat: Sei b € B, also b ungerade. Dann ist b — 1 gerade,
alsob—1¢€ A. Esgilt f(b—1) =b, alsob e f(A).

(c) Die Abbildung f: Ny — Ny, n > 2n, ist injektiv aber nicht surjektiv.

(d) Seien k,n € Ny. Dannist 2¥(2n + 1) > 1, also 2¥(2n + 1) — 1 € Np. Damit
erhalten wir eine Abbildung

f: Ny x Ng — Ny, (k,n) — 2F(2n 4+ 1) — 1.

Wir Uiberlassen es als Ubung zu zeigen, dass diese Abbildung bijektiv ist.
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Bemerkung 5.2
(a) Implizit haben wir bereits Abbildungen betrachtet.
Zum Beispiel ist die Addition in N eine Abbildung @: N x N — N, (n,n/) — n +n/.

(b) Ist f: A — B eine Abbildung, so heiBt G(f) :={(a, f(a)) |a € A} CAxB
der Graph von f. Dies ist also eine Relation auf A x B.

(c) Umgekehrt: Formal korrekt ist eine Abbildung f: A — B durch eine Relation
R C A x B gegeben, welche folgende Bedingungen erfillt:

(i) Zu jedem a € A gibt es ein b € B mit (a,b) € R;

(i) sind a € Aund b,t’ € B mit (a,b) € Rund (a,t’) € R gegeben, so folgt b = b'.
Diese beiden Bedingungen besagen gerade, dass zu jedem a € A genau ein
b € B gehort, und dieses b wird dann mit f(a) bezeichnet. Dann ist R = G(f).

Also: Eine Abbildung f: A — B ist eine Relation mit speziellen Eigenschaften.
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Definition 5.4

Seien A, B nicht-leere Mengen und f: A — B eine Abbildung.

Furb € B heiBt f~1(b) := {a € A| f(a) = b} das Urbild von b. Allgemeiner:

Ist B’ C B eine Teilmenge, soist f~1(B’) := {a € A | f(a) € B’} das Urbild von B’.

® Seibec B.Danngilt: f'b)#@ < be f(A).

Beispiel: Fur f: N — N, n — 2n, gilt f~1(3) = @.
® st f injektivund b € f(A), so gilt [f~1(b)| = 1.
® Seienb, b’ € Bundb# V. Dannist f~1(b) N f~1 (V) = @.
® Sei f surjektiv. Dannist f~1(b) # @ fur alle b € B und

A= Uberfl(b) (disjunkte Vereinigung).
Beispiel: f: Ny x Ng — Ny, (n,m) — n + m, ist surjektiv und
F7HO) ={(0,0)}, F71(2) ={(2,0),(1,1),(0,2)}, f~'({gerade Zahlen}) =
{(n,m) € Ny x Ny | n,m beide gerade oder n, m beide ungerade}.
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Definition 5.5
Seien A, B, C nicht-leere Mengen und f: A — B, g: B — C Abbildungen. Durch
Hintereinanderausfiihrung erhalten wir auch eine Abbildung

gof:A—C, a>—>g(f(a)).
Schliesslich bezeichnen wir mitid4: A — A die identische Abbildung, d.h., es
giltida(a) = a fur alle a € A.

Lemma 5.6
Sei f: A — B eine Abbildung. Dann gilt:
(a) Gibt es eine Abbildung g: B — A mit g o f = id 4, so ist f injektiv.
(b) Gibt es eine Abbildung ¢g: B — A mit f o g = idpg, so ist f surjektiv.
es gibt eine Abbildung g: B — A
mitgo f =idys und f o g =idp.
In diesem Fall hei3t g die Umkehrabbildung von f.

(c) f ist bijektiv &
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Fur jedes n € N kdnnen wir die Menge {k € N | k < n} = {1,2,...,n} bilden,
diese hat offenbar genau n Elemente. Allgemein definieren wir:

Definition 5.7

(a) Seien A, B nicht leere Mengen. Dann heiBen A, B gleichméchtig, wenn es
eine bijektive Abbildung f: A — B gibt. Wir schreiben in diesem Fall |A| = |B|.
(b) Gibt es ein n € N, so dass A gleichmachtig zu {1,...,n} ist, so schreiben wir
einfach |A| = n und sagen, dass A eine endliche Menge ist. Es gibt dann also
eine bijektive Abbildung f: {1,...,n} — A, und A besteht genau aus den n
Elementen f(1),..., f(n).

(c) Wenn es kein n wie in (b) gibt, so schreiben wir |A| = co. In diesem Fall hat A
unendlich viele Elemente. SchlieBlich: Ist A = &, so setzen wir |A| = 0.

Zum Beispiel ist N & Ny, aber dennoch |N| = [Ng|, denn f: Ng — N, n — n 4 1, ist
eine Bijektion (~ “Hilberts Hotel”). Bleiben wir zuerst bei endlichen Mengen.
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Beweis. (a) Sei also angenommen, dass es g: B — A gibt mit go f = id4. Wir
wollen zeigen, dass f injektiv ist. Seien a,a’ € A mit f(a) = f(a’). Dann folgt
a=ida(a) = (g0 f)(a) = g(f(a)) = g(f(a)) = (g0 f)(d') = ida(d') = d".
(b) Sei nun angenommen, dass es g: B — A gibt mit f o g = idg. Wir wollen
zeigen, dass f surjektiv ist. Sei also b € B und setze a := g(b) € A. Dann gilt
fla) = f(g(b)) = (fog)(b) =idp(b) =b.
(c) Wir missen die beiden Richtungen der Aquivalenz zeigen. Nehmen wir zuerst
an,dasses g: B— Agibtmitgo f =ids und f o g = idg. Also erflllt g die
Bedingungen in (a) und (b). Dann ist f injektiv und surjektiv, also bijektiv.
Umgekehrt: Nehmen wir jetzt an, dass f bijektiv ist. Wir miissen zeigen, dass es
g: B— Agibtmitgo f=1ids und f o g = idg. Wir definieren g wie folgt.
Sei b € B. Da f surjektiv ist, gibt es ein a € A mit f(a) = b. Da f injektiv ist, gibt es
nur eine Mdglichkeit fir dieses Element a; wir setzen ¢(b) := a. Dann folgt sofort
g(f(a)) =afiralleac Aund f(g(b)) =bfuralle b € B. O
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Bemerkung 5.8

Seien A und B nicht-leere endliche Mengen. Dann ist auch A U B endlich.
(@) Git AnB =@, sofolgt |[AUB| = |A|+ |B|.

(b) Im Allgemeinenist |[AU B| = |A| + |B| — |AN B|.

Beweis. (a) Sein € N so, dass es eine bijektive Abbildung f: {1,...,n} — A gibt.
Sei m € N so, dass es eine bijektive Abbildung g: {1,...,n} — B gibt.
Definiere dann h: {1,...,n +m} — AU B durch

h(i) = { f(i) falls 1 < <<,

g(i—n) falls n < i <n+m.

Dann prift man sofort nach, dass h eine bijektive Abbildung ist.
(b) Sei A’ := A\ (AN B). Dann gilt A = A’ U (AN B), und die Vereingung ist
disjunkt. Mit (a) folgt |[A| = |A’| +|A N B|. AuBerdem ist AU B = A’ U B, und die
Vereinigung ist disjunkt. Damit |[AU B| = |A’| + |B| = |A| — |AN B| + |B]. O
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Lemma 5.9

Seien A, B nicht-leere, endliche Mengen und f: A — B eine Abbildung.
(a) Ist f injektiv, so gilt | 4| < |B].

(b) Ist f surjektiv, so gilt |A| > |B].

(c) Esgelte |[A| = |B|. Ist f injektiv oder surjektiv, so ist f bijektiv.

Beweis. Sei |[A| =n e Nund |[B| =m € N.

Alsoist A ={a1,...,ap}und B = {by,...,bn}.

(a) Ist f injektiv, so sind f(a1),..., f(a,) alle verschieden, also ist | f(A)| = n.
Wegen f(A) C Bfolgt |[A| =n = |f(A)| < |B|.

(b) Ist f surjektiv, so wahle zu jedem j € {1,...,m} eini; € {1,...,n} mit

f(ai;) = b;. Dann sind a;,, ..., a;, € A alle verschieden, also |A| > m = |B].

(c) Sei |A| = |Bj. Ist f injektiv, so ist wie oben |A| = |f(A)|. Wegen |A| = |B| folgt
also |f(A)| = |BJ, und damit f(A) = B, d.h., f ist auch surjektiv.
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Beispiel 5.11

Seien A, B nicht-leere, endliche Mengen. Dann gilt |[A x B| = |A]| - |B|.

Denn: Seien |A| = n und |B| = m. Fur (a,b) € A x B gibt es n Mglichkeiten fur
die erste Komponente a € A, und fiir jede Wahl von a € A dann jeweils m
Maglichkeiten fur die zweite Komponente, also ingesamt nm Méglichkeiten.

Beispiel 5.12

Seien A1, Ao, A3 nicht-leere Mengen. Dann definieren wir

Ay x Ag x Az := (Ay x Ay) x As, und schreiben ((a1, az), as) einfach als (a1, az, a3).
Die Elemente von 4; x Ay x As sind damit Tripel (a1, a2, az) mit a; € A1, as € Ay,
as € As. Allgemeiner: Ist n > 2 und sind A4, A,, ..., A, nicht-leere Mengen, so
definieren wir rekursiv Ay x Ag x ... x A, == (A1 X ... X A,—1) X A,. Die
Elemente von A; x ... x A, schreiben wir als (a1, ...,a,) mita; € A; fir1 <i < n;
diese Elemente heiBen n-Tupel. Mit einer einfachen vollstandigen Induktion nach
n folgt: Sind A1, ..., A, endlich, so gilt |[A; x ... x A,| = |A1]-|Az] - ... |An].
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Noch einmal die Voraussetzungen: |A| = |B| = mund B = {b1,..., b }.

Ist f surjektiv, so folgt A = f~1(b;) U...U f~1(by,), wobei jedes f~!(b;) nicht leer
ist und die Vereinigung disjunkt ist. Damit m = |A| = |f~1(by)| + ... + | f 1 (bw)|
(siehe Bemerkung 5.8), wobei jeder Summand > 1 ist. Da die ganze Summe
gleich m ist, muss jeder Summand gleich 1 sein, also f injektiv. O

Im Folgenden bestimmen wir nun noch die Machtigkeiten von endlichen Mengen
bei einigen weiteren Konstruktionen.

Beispiel 5.10

Seien A, B nicht-leere Mengen. Mit Abb(A, B) bezeichnen wir die Menge aller
Abbildungen f: A — B. Seien nun A, B endlich. Dann gilt [Abb(A, B)| = | B|I.
Denn: Seien |[A| = nund |B| = m;sei A ={ai,...,a,}. Um f: A— Bzu
definieren, haben wir fir f(a;) genau m Mdglichkeiten (namlich eines der m
Elemente von B), ebenso fur f(a2) und so fort. Also insgesamt m™ Méglichkeiten.

: Universitat Stuttgart

Bemerkung 5.13

Sein € Nund seien A4, ..., A, nicht-leere Mengen. Rekursiv haben wir oben
Ar x ... x Ay ={(a1,...,a,) | a; € A; fir 1 < i < n} definiert. Wir sehen nun:
Sei A:= A; U...UA,. Dann kénnen wir ein n-Tupel (a, ..., a,) auch als

Abbildung f: {1,...,n} — A auffassen, mit a; = f(i) € A; fur 1 <i < n.
Mit dieser Identifizierung kénnen wir auch definieren:
Ay x Ay x ... x Ay i={f € Abb({1,2,...,n}, A) | f(i) € A;for1 <i < n}.

Definition 5.14

Seien n € Nund k € Ny. Dann bezeichnen wir mit dem Symbol (Z) die Anzahl der
Teilmengen von {1,...,n} mit genau k Elementen. Fiir n = 0 setzen wir (J) = 1,
und (}) = 0 falls & > 1. Die Symbole () heissen Binomialkoeffizienten.

Beispiele: ({) =1 = (") fur alle n € Ny. Es gilt (3) = 6, denn es gibt 6 Teilmengen

von {1,2,3,4} mit 2 Elementen, ndmlich {1,2}, {1, 3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}.
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Satz 5.15 (Formel von Pascal, um 1655)
Fir alle n, k € N gilt (Z) — (Zj) + (n;l)

Beweis. Ist n = 1, so gilt () = (;) = 1 und die Formel folgt mit den obigen
Konventionen fir (2) Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

T(n, k) := Menge der Teilmengen von {1,...,n} mit genau k& Elementen,

Ti(n, k) :=={S e€T(nk)|neS}

To(n, k) :={SeT(nk)|ngSt=T(n—-1,k) (farn > 2).
Seinunn > 2. Es ist offenbar T'(n, k) = T1(n, k) U Ty(n, k) und die Vereinigung ist
disjunkt. Mit Bemerkung 5.8 erhalten wir

(1) = T(n, k)| = |Ta(n, k)| + To(n, k)
= [Ti(n, k)| +|T(n = 1, k)| = [Ta(n, k)| + (")

Wir miissen jetzt nur noch zeigen, dass |Ti(n, k)| = (}}) gilt. Nun ist die rechte
Seite gleich |T'(n — 1,k — 1), also mUssen wir [Ty (n, k)| = |T'(n — 1,k — 1)| zeigen.
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|
Beweis. Fiir 0 < k < n definiere 3(n, k) := = € Q.

kL (n = k)!
Nach U3 erfiillen diese 3(n, k) folgende Bedingungen:
e (3(n,0) = p(n,n) =1furallen e Nyund
o B(n,k)=pn—1,k—1)+F(n—1,k)furallen,k e Nomit1 <k <n—1.

Aber die Binomialkoeffizienten () erfiillen ebenfalls diese Bedingungen, siehe
Formel von Pascal.
Also folgt mit U3, dass 3(n, k) = (}) fur alle n, k € Ng mit 0 < k < n gilt. O

Die Fakultat n! selbst hat ebenfalls eine mengentheoretische Interpretation.

Lemma 5.17
Sein € N. Dannistn! = |{f: {1,...,n} — {1,...,n} | f bijektiv }|.
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Noch einmal:
T'(n, k) := Menge der Teilmengen von {1,...,n} mit genau k Elementen,
Ti(n,k) = Menge aller S € T'(n, k) mitn € S.
Wir wollen zeigen: [Ty (n, k)| = |T'(n — 1,k — 1)|. Dazu definieren wir Abbildungen:
f: Tn—1k-1) — Ti(n, k), S = SuU{n},
g: Ti(n, k) — Tn-1,k-1), S = S\ {n}.
Dann sind f o g und g o f jeweils die identischen Abbildungen, also ist f bijektiv
(siehe Lemma 5.6(c)) und damit |7y (n, k)| = |T(n — 1,k — 1)| = (_7). O

Firm e NheiBtm! :=1-2-...-m die Fakultat von m; Konvention: 0! := 1.

Folgerung 5.16

; . i n n!
Fir alle n, k € No mit 0 < k < n gilt (k) T Kl(n— k)
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Beweis. Um eine injektive Abbildung f: {1,...,n} — {1,...,n} zu definieren, gibt
es zunéchst n Méglichkeiten fur f(1) (ndmlich irgendeine der Zahlen 1, ..., n).

Damit f injektiv wird, gibt es dann noch n — 1 Méglichkeiten fir f(2) (ndmlich
irgendeine der Zahlen 1,...,n auBer f(1)).

Fur f(3) gibt es dann noch n — 2 Méglichkeiten (alle Zahlen auBBer f(1), f(2)).

Nach n — 1 Schritten sind dann bereits n — 1 Zahlen fir die Werte f(1),..., f(n—1)
verbraucht, also bleibt fiir f(n) noch genau eine Méglichkeit Gbrig.

Damit hat man also insgesamt n- (n — 1) - (n —2) - ... - 1 = n! Mdglichkeiten flr f.

Mit Satz 5.9 ist jedes solche injektive f automatisch bijektiv. |

Siehe auch https://de.wikipedia.org/wiki/Abzdhlende_Kombinatorik.
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| §6 Unendliche Mengen

Definition 6.1

Eine nicht-leere, unendliche Menge A, die gleichméchtig zu N ist (oder zu Ny),
hei3t abzdhlbar unendlich. Sonst hei3t A (iberabzédhlbar.

Ist A abzahlbar, so gibt es also eine Bijektion f: N — A. Setzen wir a,, := f(n) fir
allen € N, soist also A = {ay, as, as, ...} eine “Aufzéhlung” der Elemente von A.

e 7 ist abz&hlbar unendlich, denn wir kbnnen eine bijektive Abbildung f: Z — N
zum Beispiel wie folgt definieren:
2n + 1 falls n > 0,
fn) =
—2n falls n < 0.

® Nj x Ny ist abzahlbar, siehe Beispiel 5.3(d).

e ( ist ebenfalls abzahlbar (siehe Ubungen).
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Satz 6.3

Sei A eine unendliche Menge. Dann gibt es eine injektive Abbildung f: Ny — A,
d.h., setzt man a,, := f(n) fir n € Ny, so erhalt man eine unendliche Folge von
paarweise verschiedenen Elementen ag, aj, as, ... in A.

Idee des Beweises: Zuerst wahle irgendeinen Startwert ag € A.

® Jetzt betrachte A; := A\ {ao}. Dann istimmer noch |A4;| = o, also 4; # &.
Wabhle irgendein a; € Ay; dann ist auch a; # ao.

® Jetzt betrachte As := Ay \ {a1} = A\ {ap, a1 }. Dann istimmer noch |As| = oo,
also Ay # @. Wahle irgendein as € As; dann ist auch as # ag und as # ay.

® Jetzt betrachte Az := As \ {aa} = A\ {ap, a1, a2}, ... usw. usw.

Aber das Problem ist hier das “usw. usw.” | Wie macht man so etwas prazise ?
Dazu brauchen wir zwei Hilfsmittel (auf die wir aber nur kurz eingehen werden).

Universitat Stuttgart
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In der Analysis wird gezeigt, dass R Uberabzahlbar ist. Weiteres Beispiel:

Satz 6.2 (Georg Cantor, um 1880)

Ist A eine nicht-leere Menge, so gibt es keine surjektive Abbildung f: A — P(A).
Also kann A auch nicht gleichmé&chtig zu P(A) sein.

Beispiel: Die Potenzmenge P(N) ist Uberabzahlbar.

Beweis. Annahme, es gibt eine surjektive Abbildung f: A — P(A). Betrachte
danndie Menge B:={x € A |z ¢ f(x)} € P(A). Da f surjektiv ist, gibt es ein

a € Amit B = f(a). Nun gilt aber: a€ fla) & a€B < aéfla).
Also erhalten wir einen Widerspruch. Nun betrachte das Beispiel A = N.

Die Abbildung f: N — P(N), n — {n}, ist injektiv, also ist P(N) unendlich. Da N
nicht gleichmachtig zu P(N) ist, folgt also, dass P(N) Uberabzahlbar ist. O
Die Frage, ob P(N) gleichméachtig zu R ist, wird als Kontinuumshypothese
bezeichnet, siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese.
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Satz 6.4 (Rekursionssatz)

Sei A eine nicht-leere Menge, und ag € A. AuBerdem sei fiir jedes n € Ny eine
Abbildung h,,: A — A gegeben. Dann gibt es genau eine Abbildung F': Ny — A
mit F(0) =ap und F(n+1)=hy,(F(n)) furalle n € No.

Dies ist die theoretische Grundlage fur die rekursive Definition von Folgen.
Sei zum Beispiel A = Q-0 :={z € Q |z > 0} und h: Qs¢ — Q¢ gegeben durch
h(z) = 3(z + 2) fir alle 2 € Q, x > 0.

Sei ag = 2 und h,, = h fir n € Ny. Sei F die zugehdrige Abbildung aus Satz 6.4.
Setze a,, := F(n) fur n € N. Dann ist (a,)nen, €ine Folge mit ap = 2 und

apn+1 = F(n+1)=h(F(n)) = h(a,) = %(an + %) far alle n > 0.
(Diese Folge kennen Sie vermutlich aus der Analysis: sie konvergiert gegen v/2.)
Die Abbildungen h,, sind also Vorschriften, mit denen man das jeweils né&chste
Folgenglied aus dem vorherigen berechnet. Aber dass man damit eine auf ganz
Ny definierte Abbildung erhélt, ist zunachst — und Uberhaupt — nicht klar.
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Beweisidee (nicht in der Vorlesung). Um die Existenz von F' zu zeigen, erinnern
wir uns daran, dass eine Abbildung Ny — A eine Relation R C Ny x A mit
speziellen Eigenschaften ist; siehe Bemerkung 5.2(c). Sei R die Menge aller
Teilmengen R C Ny x A, die folgende Eigenschaften erfillen:
(%) (0,a0) € R und  Vn e Npy: (n,a) € R= (n+1,hy(a)) € R.
Die ganze Menge R = Ny x A erflllt (x), also ist R eine nicht-leere Teilmenge von
P(Np x A). Dannsetze Ry := ﬂReRR
Wegen (0,a9) € R fir alle R € R folgt auch (0,a0) € Ry, also ist Ry # . Weil die
zweite Bedigung in (x) fur alle R € R gilt, gilt sie auch fir Ry. Also erfullt Ry selbst
auch (x). Wir missen noch zeigen, dass R, eine Abbildung definiert, d.h.,

(a) Zu jedem n € Ny gibt es ein a € A mit (n,a) € Ro.

(b) Sind (n,a) € Ry und (n,a’) € Ry, so folgt a = o’.
Dazu wird wiederum vollstédndige Induktion nach n benutzt. Versuchen Sie es
selbst, sonst siehe §12 im Buch von Halmos fiir die weiteren Details. |
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Das zweite Hilfsmittel ist ein weiteres (beriihmtes) Axiom der Mengenlehre.

Auswahlaxiom (Ernst Zermelo 1904)

Sei A eine nicht-leere Menge und P(A)! := P(A) \ {@}. Dann gibt es eine
Abbildung o: P(A)* — A mit o(B) € B fir alle nicht-leeren Teilmengen B C A.

Eine solche Abbildung hei3t Auswahlfunktion, denn sie “wahlt” aus jeder
nicht-leeren Teilmenge B C A ein Element «(B) € B aus.

Beispiel. Sei A = N. Eine Auswahlfunktion a.: P(N)? — N ist durch Peano’s
Induktionsaxiom gegeben: a(B) = min(B) fur jede nicht-leere Teilmenge B C N.

Hier sehen wir jetzt, wo das Problem liegt: Versuchen Sie, eine Auswahlfunktion

fir A = R hinzuschreiben — Das ist bisher noch niemandem gelungen !

Das Auswahlaxiom garantiert also die Existenz von Etwas, das man in vielen

Fallen gar nicht konkret hinschreiben kann. Fir eine weitere Diskussion siehe
https://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom
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Beispiel 6.5 (sieche auch https://de.wikipedia.org/wiki/Fibonacci-Folge)

Sei (fn)nen, die von Leonardo Fibonacci (um 1202 !) rekursiv definierte Folge mit
fo:=1, fi=1 und frs1 = fo+ fno1 fUrallen > 1.

Also 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233,377, ..., 12586269025 (n = 50), ...

Hier braucht mal also jeweils zwei vorhergehende Folgenglieder, um ein neues
Folgenglied auszurechnen. — Wie passt dies in den Rekursionssatz?

Dazu sei A := Ny x Ny; definiere h: A — A durch
h(i, 7)== (J,i+J) fir alle (7, 5) € Ng x Np.

Nach dem Rekursionssatz gibt es eine Abbildung F': Ny — A mit F(0) = (0,1) und
F(n+1) = h(F(n)) fur alle n > 0. Dann:

F(1) = A(F(0)) = h(0,1) = (1,1), F(2) = h(F(1)) = h(1,1) = (1,2),

F(3) = h(F(2)) = h(1,2) = (2,3), F(4) = h(F(3)) = h(2,3) = (3,5),
Schreibe F(n) = (ay, by) fur alle n € Ny. Ubung: b, = ani1 = an + ap_y firn > 1.
(Vollstéandige Induktion nach n). Also ist (a,,)nen, die Fibonacci—Folge.
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Nun zum Beweis von Satz 6.3. Sei A # @ und |A| = co. Zu zeigen: Es gibt eine
injektive Abbildung f: Nog — A. Dazu sei a: P(A)? — A eine Auswahlfunktion.
Sei ag := a(A). Dann definieren wir rekursiv eine Folge (ay,)nen, Mit

(*) any1 = a(A\{ap,a1,...,an}) fir alle n > 0.
Beachte: Wegen |A| = o ist (4 \ B) # @ fur jede endliche Teilmenge B C A4, also
kdnnen wir (A \ {ag, a1, ..., a,}) bilden. Aus (x) folgt an+1 & {ao, a1, ..., a,} fir
alle n > 0, also sind ag, a1, as, . . . alle verschieden. Damitist f: Ny — A, n — a,,
die gesuchte injektive Abbildung.

Noch einmal (zum letzten Mal!): wie rechtfertigt man (x) mit dem Rekursionssatz?
Wir brauchen eine Menge X und eine Abbildung h: X — X. Wir setzen
X :={(B,a) € P(A) x A | Bendlichund a ¢ B}.
Dannist X # & (zum Beispiel (&,a) € X fir a € A). Definiere h: X — X durch
h(B,a) := (BU{a}, a(A\ (BU{a}))) fur alle (B,a) € X.
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Mit dem Rekursionssatz erhalten wir F': Ny — X mit F(0) = (&, ag) und
F(n+1) = h(F(n)) fur alle n € No.  Schreibe F(n) = (By, ay,) fir alle n € No.
Dann zeigt man fur alle n € Ny:

B, ={ag,a1,...,a,}  und  any1 = a(A\ {ag,a1,...,an}).
(Dies ist eine leichte vollstédndige Induktion nach n, ahnlich wie vorher bei
Fibonacci.) Damit ist obige rekursive Definition gerechtfertigt. O
Folgerung 6.6

(a) Sei A C Ny nicht-leer und unendlich. Dann ist auch A abzahlbar unendlich.
(b) Sei A eine nicht-leere, unendliche Menge und g: Ny — A eine surjektive
Abbildung. Dann ist auch A abzahlbar unendlich.

Damit lassen sich bereits viele Beweise zu abz&hlbar unendlichen Mengen flhren;
Beispiele in den Ubungen.
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Folgerung 6.7 (Richard Dedekind, um 1888)
Sei A eine nicht-leere Menge. Dann ist A unendlich genau dann, wenn es eine
echte Teilmenge B G A gibt mit [A| = |B|.

Dies ist eine Charakterisierung von “unendlich”, die nicht Bezug auf N nimmt !

Beweis. Sei zuerst angenommen, dass es eine Teilmenge B & A mit |B| = |A]
gibt. Dannist f: B — A, b — b, injektiv. Ware A endlich, so milsste f auch
surjektiv sein (siehe Satz 5.9(c)), Widerspruch. Also ist A unendlich. Umgekehrt:
Sei A unendlich. Nach Satz 6.3 gibt es eine injektive Abbildung f: Ny — A. Sei
an = f(n) firalle n € Ny, und 4" := f(Ng) = {ap, a1,a2,...} C A.

Setze nun B := A\ {ao}. Wir definieren eine Abbildung ¢g: A — B durch

{ a falls a ¢ A’

a) =
9a) Ani1 fallsa € A’ und a = a,.

Man sieht sofort, dass g injektiv und surjektiv ist. Also |A| = |B| aber B S A. O
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Beweis (nur kurz in der Vorlesung). Zu (a): Fir A C Ny ist eine Auswahlfunktion

a: P(A) — A gegeben durch o(B) = min(B) fir alle B € P(A)". Wie im obigen

Beweis erhalten wir eine injektive Abbildung f: Ny — A mit f(0) = min(A) und
f(n+1) =min(A\ {f(0), f(1),...,f(n)}) € A fir alle n > 0.

Dann folgt leicht: A = f(Ny), also ist f bijektiv und damit |A| = |Np|.

Denn fur gegebenes n € A ist die Menge B := {k € Ny | ng < f(k)} nicht leer

und dann ng = f(mg), wobei mg := min(B) (Uberzeugen Sie sich davon).

Zu (b): Da g: Ng — A surjektiv ist, gilt No = J,c 49" (a) mit g~'(a) # @ fur alle
a € A. Fira € Asein, :=min(g~'(a)) € No; damit erhalten wir eine Abbildung

f: A= Ny, ar ng. Esgilt (go f)(a) = g(f(a)) = g(na) = afirallea € A.

Alsoist g o f =id4 und damit ist f injektiv, sieche Lemma 5.6(a).

Setze B := f(A) = {n, | a € A} C Ny. Dannist f: A — B eine bijektive
Abbildung, also |A| = |B|. Nun ist B eine unendliche Teilmenge von Ny, also nach
(a) selbst abzahlbar unendlich. Also ist auch A abzahlbar unendlich. O
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‘ §7 Verkniipfungen und algebraische Strukturen\

Definition 7.1
Sei A eine nicht-leere Menge. Eine Abbildung A x A — A, (a,b) — a * b, heif3t
eine Verkniipfung auf A. Eine solche Verknupfung heif3t:

® assoziativ, wenn a x (b*c) = (a*b) x cfir alle a,b, c € A gilt;

® kommutativ, wenn a xb = b a flr alle a,b € A qilt.
Ein Element e € A hei3t neutrales Element bezliglich dieser Verknipfung, wenn
axe=-exa=aflralle a € A gilt. Gibt es ein solches neutrales Element e und ist
a € A, so heif3t ein Element b € A ein Inverses zu a, wenn a xb = bx a = e gilt.

Zum Beispiel ist die Addition auf Z assoziativ und kommutativ; 0 € Z ist das
neutrale Element beziglich “+” und jedes n € Z besitzt ein Inverses, ndmlich —n.
In N gibt es weder ein neutrales Element noch inverse Elemente bezuglich “+”.
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Bemerkung 7.2
(a) Gibt es ein neutrales Element, so ist dieses eindeutig bestimmt. Denn sind
e, e’ € A neutrale Elemente, so gilt ¢/ = e x ¢/ = e, wobei die erste Gleichheit gilt,
weil e ein neutrales Element ist, und die zweite, weil ¢’ ein neutrales Element ist.
(b) Nehmen wir an, dass « assoziativ ist und es ein neutrales Element e € A gibt.
Gibt es zu a € A ein inverses Element b € B, so ist dieses eindeutig bestimmt.
Dennist auch ¢ € A invers zu a, so folgt c = cxe = c*x (axb) = (cxa)xb=exb=1b.
Das Inverse zu a werde nun mit o’ bezeichnet.
(c) Die Voraussetzungen seien wie in (b). Seien a,b € A und es gebe inverse
Elemente o’ € A, € A. Dann ist t/ x o’ das Inverse zu a x b, d.h., (axb)’ = V' x d’.
Denn es gilt

(axb)* () xa') = (ax(bxb))xd' = (axe)xad =axd =e,
und genauso (b’ xa’) x (a xb) = e.
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Sei (A, +, ) ein Ring. Gibt es ein neutrales Element 1 € A bezliglich ”-”, so hei3t A
ein Ring mit 1. Ist ”-” kommutativ, so heil3t A ein kommutativer Ring.

Ein kommutativer Ring mit 1, in dem 1 # 0 gilt und jedes Element 0 # a € A ein
Inverses bezliglich ”-” besitzt, hei3t ein Kérper.

Zum Beispiel ist (Z, +, -) ein kommutativer Ring mit 1, aber kein Kérper; (Q, +, -)
und (R, +, ) sind Kérper. Die Menge der geraden Zahlen 2Z := {2n | n € Z} ist
mit der Ublichen Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring, aber ohne 1.

Bemerkung 7.5

Sei (A4, +,) ein Ring. Dann gilt0-a =a-0 =0 flr alle a € A. Denn
0=0-a—(0-a)=(0+0)-a—(0-a)=0-a+0-a)—(0-a)=0-a

und genauso a - 0 = 0. Sei nun A ein Ring mit 1. In der Definition wurde nicht

ausgeschlossen, dass 1 = 0 gilt. Ist dies der Fall, so folgt abera =a-1=a-0=0

fur alle a € A, also gilt A = {0}.
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Definition 7.3

Sei A eine nicht-leere Menge und x: A x A — A eine VerknlUpfung. Dann heif3t
(A, %) eine Gruppe, wenn x assoziativ ist, es ein neutrales Element e € A gibt und
jedes a € A ein Inverses besitzt. Eine Gruppe heif3t abelsch (zu Ehren von H. N.
Abels), wenn die Verknipfung kommutativ ist.

Zum Beispiel sind (Z,+) und (Q\ {0}, -) abelsche Gruppen. Gruppen, die nicht
abelsch sind, werden wir im néchsten Kapitel kennen lernen.

Definition 7.4
Sei A eine abelsche Gruppe; die Verkniipfung werde dabei mit "+” bezeichnet,
das neutrale Element mit 0 und das Inverse von a € A mit —a. Es sei eine weitere
Verkniipfung -: A x A — A gegeben. Dann hei3t (A, +, -) ein Ring, wenn ”-”
assoziativ ist und die Distributivregeln gelten, d.h.:

a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c fur alle a, b, c € A.
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Ist K ein Kérper und 0 # a € K, so wird das Inverse von a beziglich der
Multiplikation meist mit a—! bezeichnet (manchmal auch 1/a).

Lemma 7.6 (Nullteilerfreiheit)

Sei (K, +, -) ein Kérper und seien a,b € K. Gilta - b = 0, so folgt a = 0 oder b = 0.
Umgekehrt: Ist a # 0 und b # 0, so folgt a - b # 0. Noch einmal anders ausgedriickt:
Fir festes 0 # a € K ist die Abbildung f: K - K, xz+— a-xz, injektiv.

Beweis. Es gelte a - b = 0. Nehmen wir an, es ist auch a # 0. Dann mlssen wir
zeigen, dass b = 0 gilt. Dazu: Wegen a # 0 gibt es ein Inverses o' € K.
Dannfolgt b=1-b=(a"'-a)-b=a"' (a-b) =a"'-0=0, wobei die letzte
Gleichheit aus Bemerkung 7.5 folgt. Sei schlieBlich 0 # a € K fest. Seien z,y € K
mit f(z) = f(y). Ausa-z = f(z) = f(y) =a-yfolgta-(z —y) =a-x2—a-y=0,
also x —y = 0 (weil a # 0) und damit 2 = y. Also ist f injektiv. |
Kérper bilden eine grundlegende Struktur fiir die gesamte Lineare Algebra.

In der Analysis sind die wichtigsten Kérper R und C (die komplexen Zahlen).
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Nach all unseren Vorbereitungen tber den “mod” Operator, Kongruenzen usw.
kédnnen wir hier nun eine neue Klasse von Ringen und Kérpern einfihren.

Zur Erinnerung: Sei m € N fest. Fir n € Z sei m die Restklasse von n (modulo m),
alsom={acZ|mteiltn—a} ={a€Z|amodm=mnmodm}. Wiein

Beispiel 4.10ist B = {0, 1,...,m — 1} ein Reprasentantensystem der Restklassen.
Die Menge der Restklassen bezeichnen wir nun mit Z/mZ := {0,1,...,(m — 1)}.

Satz 7.7
Mit obigen Bezeichnungen kénnen wir fir alle a, b € Z wie folgt eine Addition und
eine Multiplikation fur die zugehérigen Restklassen definieren:

a+b:=a+b und @-b:=ab.
Mit diesen Verknupfungen erhalten wir:
(@) (zZ/mZ,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins-Element 1.

(b) Seim > 2. Danngilt: Z/mZ ist ein Kérper < m ist eine Primzahl.
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Diese Regeln folgen aber unmittelbar aus den entsprechenden Regeln fiir Z; zum
Beispiel:
a-(b+c¢)=a-(b+c)=alb+c)=abt+ac=ab+ac=a-b+a-c,

wobei beim 3. Gleichheitszeichen die Regel a(b+ ¢) = ab+ acfira,b,c € Z
verwendet wurde. Der Beweis der anderen Regeln verlduft analog und sei als
Ubung Gberlassen. Damit ist (Z/mZ, +,-) ein kommutativer Ring mit 1.

(b) Sei nun m > 2. Dann ist jedenfalls 0 # 1.

Sei zuerst angenommen, dass Z/mZ ein Kérper ist. Dann miissen wir zeigen,
dass m eine Primzahl ist. Nehmen wir an, m ist keine Primzahl, d.h., m = ab mit

2 <a,b<m.Danngilt@# 0und b # 0, aber auch @-b = ab = m = 0, Widerspruch
zu Lemma 7.6. Also war die Annahme falsch, d.h., m ist eine Primzahl.

Zum Beispiel gilt firm =4: 2.2=4=0, oderflirm=6: 2.-3=6=0.
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Beweis. Seien a,b € Z. Dann kénnen wir ¢ + b und ab bilden. Sind auch ¢, d € Z
mit @ = ¢ und b = d gegeben, so kénnen wir entsprechend ¢ + d und cd bilden.
Damit es Uberhaupt Sinn macht, die Restklassen selbst zu addieren und zu
multiplizieren, muss sichergestellt sein, dass bei den obigen beiden Rechnungen
jeweils das gleiche Ergebnis herauskommt; aber dies ist gerade die Aussage von
Lemma 4.11. Damit haben wir also “wohl-definierte” Verkntpfungen

+: Z/mZ X Z/mZ — Z]mZ und 2 Z/mZ X Z/mZ — Z./mZ.
(~ Hinweis auf “Topfrechnen”)
(a) Zu den Ringaxiomem: Aufgrund der obigen Definition ist klar, dass 0 neutrales
Element bezlglich "+” und 1 neutrales Element bezliglich *-" ist. Jedes @ € Z/mZ
hat ein Inverses bezliglich "+”, namlich —a (wegen @+ (—a) =a —a = 0).
Nun missen noch die weiteren Regeln gezeigt werden, also fir alle a, b, ¢ € Z:

a+b=>b+a, (@+b)+c=a+ (b+7c),
a-b="b- (@b)y-c=a-(b-2),

a-(b+e)=a-b+a-c

S

ol
N
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Umgekehrt sei nun m = p eine Primzahl und 0 # @ € Z/pZ. Wir mlssen zeigen:

Es gibt ein Inverses zu @ (bezlglich der Multiplikation).

Dazu: Wegen @ # 0 ist p 1 a, also ggT(p, a) = 1. Nach dem Lemma von Bézout

(siehe U2) gibt es r, s € Z mit 1 = rp + sa. Dann ist aber
l=rp+sa=7-p+s-a=7-0+35-a=3-a,

—1 das gesuchte Inverse. O

alsoists=a

Definition 7.8

Ist m = p € N eine Primzahl, so wird Z/pZ auch mit F, = {0,1,...,(p — 1)}
bezeichnet und heif3t der endliche Kérper mit p Elementen.
Zum Beispiel ist Fo = {0, 1} mit Verknipfungstabellen:

und

Dieser spielt in der Informatik und in der Kodierungstheorie eine wichtige Rolle.
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Beispiel 7.9
(@) Fir m = 1ist Z/1Z = {0} und nattrlich0+0=0=0- 0.
(b) Far m = 3,4 sind die VerknlUpfungstabellen wie folgt gegeben:

+10 1 2 10 1 2

0|0 T 2 0|0 00 PR

m=3 99,, 9999 (aI3021=2)
1{1 2 0 1(0 1 2
2|2 01 2|0 2 1
+/01T 23 o123
0|01 23 0|0 000

m=4 1|1 2 3 0 110 1 2 3 (kein Korper)
2|12 301 2|0 20 2
330712 310321

€ InFs={0,1,2,3, 4 git: T '=1, 2'=3  3'=3 71'=1
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Zum Abschluss dieses Kapitels nun noch ein paar Erganzungen.

Satz 7.11 (Binomischer Lehrsatz)
Sei R ein Ring mit 1. Seien a,b € R mita - b = b - a. Dann qilt fir alle n € Ny:

(a+b)" = i <Z) gk - bk

k=0

(Konvention: r0 = 1 fir alle r € R).

AuBerdem benutzen wir hier folgende Konvention, bezlglich des Produkts von
(}) € Ngund a,b € R. Seien m € Ng und r € R. Dann setze mr := 0 falls m = 0;
ist m > 1, so setze mr :=r + ...+ r, mit m Summanden.

Beweis. (Vollstandige Induktion mit Startwert ng = 0.)

e Induktionsanfang. Sei n = 0. Dann ist die linke Seite (a + b)°; die Summe auf
der rechten Seite hat nur einen Term, namlich (;)a’t°. Beides Mal erhalten wir 1
als Ergebnis (mit unseren Konventionen zu ({) und °).

e Induktionsschritt. Sei n > 0 und angenommen, die Formel gilt bereits fur (a4 ).
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Folgerung 7.10 (Kleiner Satz von Fermat; um 1640)
Ist p eine Primzahl, so gilt a? = a (mod p) fur alle a € Z.

Beweis. (Vergleiche mit Beweis auf Blatt 3 der Analysis—Vorlesung.) Zu zeigen:
a=aP =aPfirallea € Z, wobei wir Restklassen modulo p betrachten.

Ista = 0, so ist die Aussage klar. Sei nun @ # 0 und betrachte die Abbildung

f:F, = F,, T+— a-7. Diese ist injektiv nach Lemma 7.6 und Satz 7.7(b)

(I, ist Kérper weil p Primzahl). Also ist f bijektiv nach Lemma 5.9(c), d.h.,

{0, 1,2, ..., (p—-1)}=f(F,)={a-0,a-1,a-2,...,a-(p—1) 1.
Auf beiden Seiten kommt 0 = @ - 0 vor (siehe Bemerkung 7.5), also ist auch
(L2,...0-D}={a-Ta-2..a@p 1)
Bilde das Produkt aller dieser Elemente:
T.2-....p—)=@D-@2)....ap-10)=a**-(1-2-...-(p—1)).
Wegen1-2-...-(p—1) # 0 (Lemma 7.6) kdnnen wir diesen Faktor auf beiden
Seiten kiirzen (noch einmal Lemma 7.6) und erhalten T = a”~!, also @ = @”. O
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G e = (5

k=0

n

(Z) a" b - (a+b)

= (> (Z)ak-b"—’f~a) +( no (Z)a’f~b"—k-b) —A+B,

k=0 k=

wobei A= Z (Z) aFtl. pn—k und B— Z <Z> ok . pntl—k
k=0 k=0

Jetzt machen wir in A die Variablensubstitution = k + 1. Dannistk =1 — 1,
n—k=mn+1-—1.Und nun lauft [ von 1 bis n + 1. Damit erhalten wir :

n+1 n+1
A= Z bt — Z o kL gtk
=AUV B k—1 '

k=1
Jetzt sehen die Terme, Uber die summiert wird, in A genauso aus wie in B,
im neuen A lauft & von 1 bis n + 1, in B weiterhin von 0 bis n.
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n+1 n

_ ok pntl-k _ o\ ko pntl-k T\ nt1 Beispiel 7.12
Also A ;(k_1>a b (%(k_1>a b )—|—(n>a , . . :

Sei A eine nicht-leere, endliche Menge mit |A| = n € N. Dann gilt |P(A)| = 2".

B— Z (Z) ko pn+l—k _ <n> prtl 4 Z < ) k. bn+1fk)_ Dazu: Wegen |A| = nist A = {a1,aq,...,ay,}. Die Teiimengen von A entsprechen
0 k=1 dann genau den Teilmengen von {1,2,...,n}, also gilt [P(A)| = |[P({1,2,...,n})|.
Damit erhalten wir Wir brauchen also nur den Fall A = {1,2,...,n} zu behandeln.
A+B < )an i < n ) N (n) )ak ' an_k) N (n> ot Wie im Beweis von Satz 5.15 (Formel von Pascal) sei
k=1 < k-l k , " T'(n, k) := Menge der Teilmengen von {1,...,n} mit genau k Elementen,
=(";") nach Pascal 5.15 fir 0 < k <n. Dannist P({1,2,...,n}) = T(n,0) UT(n,1)U...UT(n,n),
e ( n (n Z 1) o b"“*’f) st und diese Vereinigung ist disjunkt. Also folgt

_ <n—é—1> bl 4 (zn: (n ;— 1) 'y b”“*k) + <ZID g+l = <g> + (T) SRR S (Z) = kio (Z) = kio <Z> %17 % = 14+ 1)" = 27,

k=1
und dies ist genau die gewiinschte Summe auf der rechten Seite. O wobei wir den Binomischen Lehrsatz mit R = Z und a = b = 1 verwenden.
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