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Aufgabe 1. (V) Sei K ein Kérper und A € M, (K). Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:

(a) Fiir jedes b € K™ ist das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Matrix [A | b] 16sbar.

(b) Es gibt ein b € K™ so dass das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Matrix [A | b] eine
eindeutige Losung besitzt.

(c) Das homogene lineare Gleichungssystem mit Matrix A besitzt nur die Losung 0,,.

(d) Fiir jedes b € K™ besitzt das lineare Gleichungssystem mit erweiterter Matrix [A | b] eine
eindeutige Losung.

(e) A ist invertierbar.

Hinweis: Sie miissen nicht direkt zeigen, dass je zwei der obigen Aussagen #quivalent sind, was
insgesamt 2(;) = 20 Implikationen wéren. Wenn Sie z.B. zeigen wollen, dass drei Aussagen (a), (b),
(c) dquivalent sind, so geniigt es, die drei Folgerungen ,,(a) = (b)“, ,,(b) = (¢)“und ,,(¢) = (a)“ zu
beweisen.

Aufgabe 2. (S, 6 Punkte)
(a) Sei K = Q. Sind die folgenden Matrizen invertierbar?

;f;g -2 -1 0 1 2 3 -1 01
A=10 , [ 5|B=|-1 2 -1, C=|4 02 ,D=|-1 10
L5 9 9 0 -1 2 111 0 -1 1

Wenn nein, begriinden Sie Ihre Antwort. (Aufgabe 1 kann niitzlich sein).
Wenn ja, so bestimmen Sie die inverse Matrix.

(b) Sei K ein Korper. Fiir welche z € K ist die Matrix A =

—_ O =
S = 8

1
x| invertierbar?
1

Aufgabe 3. (V) Sei K ein Koérper und A, B € M, (K). Zeigen Sie: Ist AB invertierbar, so sind
auch A und B invertierbar.

Aufgabe 4. (V) Sei K ein Korper und A = [ai;]1<i j<n € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix (siehe
Aufgabe 5 auf Blatt 6). Zeigen Sie, dass A genau dann invertierbar ist, wenn a; # 0 gilt fiir
1 < i < n. Ist dies der Fall, so ist A~! auch eine obere Dreiecksmatrix und die Eintréige auf der
Diagonalen von A~! sind gegeben durch ai_l-1 fir 1 <i<n.
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Aufgabe 5. (S, 6 Punkte) Sei n € N und A, € M,(Q) die obere Dreiecksmatrix

1 2 3 ... n

o012 3 ... n—1

001 2 3 ... n-2
A, =

000 0 ... 1 2

000 O ... O 1

Nach Aufgabe 4 ist A,, invertierbar. Bestimmen Sie (mit dem in der Vorlesung vorgestellten Ver-
fahren) die inverse Matrix A1 fiir n = 2,3, 4. Finden Sie eine allgemeine Formel fiir A fiir alle
n € N, und beweisen Sie diese.

Aufgabe 6. (Z) Sei n > 1 fest und X := {(4,7) € Ng x Ny | 0 < 4,j < n+ 1}. Wir bezeichnen mit
X0 :={(i,j) € X |1 <i,j <n} die Menge der ”inneren” Punkte von X und mit X := X \ X° die
Menge der ”Randpunkte” von X. Es sei V' die Menge aller Funktionen f: X — R, welche folgende
FEigenschaft besitzen:

(+)  f(,0) =3 (fG+1,0) + fF@—1,5) + f(i,j + 1)+ fi,5—1))  fiic alle (3, 5) € X°.
D.h., an jedem inneren Punkt von X ist der Wert von f gleich dem Durchschnitt der Werte von f
auf den 4 Nachbarpunkten. (Veranschaulichen Sie sich X, X° und 0X graphisch, etwa fiir n = 3.)

Zeigen Sie: Jede Funktion f € V ist eindeutig durch ihre Werte auf den Randpunkten von X
bestimmt. Gehen Sie dazu in folgenden Schritten vor.

(i) Sei f € V und M := max{f(i,7) | (4,j) € X}. Zeigen Sie, dass es ein (i,5) € X gibt mit
fli,7) = M. D.h., das Maximum von f wird auf dem Rand angenommen. Zeigen Sie eine analoge
Aussage fiir das Minimum von f.

(ii) Zeigen Sie: Ist f € V und f(i,7) = 0 fiir alle (¢, 7) € 0X, so gilt f(i,5) = 0 fiir alle (i,5) € X.
D.h., die gewiinschte Aussage gilt, wenn die Werte von f auf dem Rand alle gleich 0 sind.

(iii) Sei f € V. Sei z; := f(i,7) fir (4,5) € X° und b;; := f(i,7) fir (4,j) € 0X. Die Werte
bij seien vorgegeben. Wir wollen dann also zeigen, dass dadurch die Werte x;; fur (i,j5) € X°
eindeutig bestimmt sind. Uberlegen Sie sich dazu, dass wir mit Hilfe von (*) ein inhomogenes
lineares Gleichungssystem mit n? Gleichungen und n? Unbekannten (z4j)(i,j)exo erhalten. Zeigen
Sie mit Hilfe von (ii), dass dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben aufler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 4. und 5. Dezember in den Ubungsgruppen.



