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Aufgabe 1. Zur Erinnerung (Kapitel 1, §4): Sei A € M, (K). Dann gibt es ein d € N mit
A%+ ay 1AV a1 A+ apl, = Opxn, Wobel ag, a, ..., a4—1 € K. Sei nun d € N minimal mit
dieser Eigenschaft. Dann sind die Koeflizienten ag, a1,...,a4-1 € K eindeutig bestimmt, und wir
definieren das Minimalpolynom von A als

fia=ao+a1 X +...+ag 1 X+ X9 e K[X].
(a) Zeigen Sie, dass fig = fiaw gilt (wobei A' die transponierte Matrix ist).
(b) Sei T € M, (K) invertierbar und B := T~ 'AT. Zeigen Sie, dass dann B™ = T~!A™T fiir alle
m € Ny gilt. Schlielen Sie damit, dass jia = fip gilt.

Aufgabe 2. Seien V, W endlich-erzeugte K-Vektorrdume und ¢: V' — W eine lineare Abbildung.
Dann definieren wir den Rang von ¢ als Rang(y) := dim Bild(¢p).

Zeigen Sie: Sein =dimV > 1 und m =dim W > 1. Sei B eine Basis von V und C eine Basis von
W. Dann gilt Rang(p) = Rang(A), wobei A := ME(p) € K™ und der Rang von Matrizen wie
in Kapitel 3, §1 definiert wird.

Aufgabe 3. (a) Sei A eine nicht-leere Menge und B := Abb(A, A). Durch die Hintereinander-
ausfiihrung von Abbildungen wird dann eine Verkniipfung o: B x B — B, (f,g) — f o g definiert.
Zeigen Sie, dass diese Verkniipfung assoziativ ist und es ein neutrales Element e € B gibt.

(b) Sei nun A = Abb(Np, Q). Ist @ € A und setzen wir a,, := «a(n) fir alle n € Ny, so ist « die
unendliche Folge o = (ag, a1, az,...). Seien f: A — Aund g: A — A gegeben durch

f: (ag,a1,a2,...) — (0,a0,a1,as,...), g: (ap,a1,az,...)— (a1,a2,as,...).
Zeigen Sie, dass go f = e und f o g # e gilt. D.h., g ist kein Inverses zu f im Sinne von Kapitel 0,
Def. 7.1.

Aufgabe 4. Sei K ein Korper und n € N. Sind ag,a1,...,a,-1 € K gegeben, so definieren wir
eine n x n Matrix durch

0 co 0 —ap
1 0o ... 0 —-a
1 0 0 0 —as
A= € M,(K)
0 0 ... 0 1 0 —aps
0 0 oo 0 1 —Qnp—1
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Diese Matrix heif3t Frobenius-Matrix oder auch Begleitmatrix zu den Koeffizienten ag, a1, ..., a,_1.
Ist, wie iiblich, e; € K™ der i-te Einheitsvektor, so gilt also Ae; = e;41 fiir 1 < ¢ < n —1, und
Ae, = —ape1 — ajeg — ... — Gp_1€n.-

(a) SchlieBen Sie mit obigen Formeln fiir Ae;, dass der Minimalgrad von A mindestens n ist und
dass A" + ap_1 A" P+ ...+ a1 A+ agl, =0, gilt.

(b) Zeigen Sie, dass das Minimalpolynom von A gegeben ist durch
fia=X"4+a, 1 X"+ +a X +ao € K[X].

Aufgabe 5. Sei K ein Korper und A € K™*". Eine Matrix B € K™*™ heifit Pseudo-Inverse von
A, wenn ABA = A und BAB = B gilt.

(a) Zeigen Sie: Ist m = n und A invertierbar, so ist A~! das eindeutig bestimmte Pseudo-Inverse
von A.

(b) Bestimmen Sie alle Pseudo-Inversen der Null-Matrix 0,7,

(c)Seinun b € K™ und L := {x € K" | Az = b}. Sei B € K™*™ ein Pseudo-Inverses von A. Zeigen
Sie, dass L genau dann nicht leer ist, wenn Bb € L gilt.
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(d) Sei K =Qund A:= |0 0 1|.Da eine Zeile von A nur aus Nullen besteht, ist A sicher nicht
0 00
200
invertierbar. Zeigen Sie, dass B := % 0 0| ein Pseudo-Inverses von A ist, es aber noch weitere
010

Pseudo-Inverse zu A gibt.

(e) Eine Pseudo-Inverse B € K™*™ von A heifit Moore—Penrose-Inverses, wenn AB und BA sym-
metrische Matrizen sind. Zeigen Sie, dass ein Moore-Penrose-Inverses (wenn es existiert) eindeutig
bestimmt ist.

Bemerkung. In LAAG2 werden wir sehen, dass fiir K = R jede Matrix ein Moore—Penrose—
Inverses besitzt.

Diese Aufgaben werden in den ersten Ubungen des Sommersemesters besprochen.



