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Aufgabe 1. (V) Gegeben sei die folgende Menge von Vektoren in V = Q3:

1 0 1
B= 0O|,]|1|,10 ;
0 0 1]

auBerdem seien die folgenden Mengen von Vektoren in W = Q? gegeben:

s (WL (1)

Sei nun ¢: V — W die lineare Abbildung mit

v 2y + 3z
ol |y = [ y ] fiir alle z,y, z € Q.
p T — 2y

(a) Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist, und B’, C’ Basen von W sind.
(b) Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix MZ (¢) € Q**3 sowie die Basiswechselmatrix T' =
ME (idw).
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(c) Sei v = [1| € V. Bestimmen Sie Mp(v) sowie Mp/(p(v)) und Mcr(o(v)).
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Aufgabe 2. (V) Sei A € M,,(K) und B = {ey, ..., e,} die Basis der Einheitsvektoren von V = K".
Sei C' = {vy,...,v,} eine weitere Basis von V', so dass jedes v; ein Eigenvektor von A ist, d.h., es gilt
Av; = \jv; mit A\; € K. (Beachte, dass die A; nicht alle verschieden sein miissen.) Sei T' = Mg(idv).

(a) Erkldren Sie, warum T~ ! AT eine Diagonalmatrix ist. In diesem Fall heifit A diagonalisierbar.

(b) Priifen Sie, welche der Matrizen in Aufgabe 4 und 5 (Blatt 13) diagonalisierbar sind, und geben
Sie dann jeweils T" an.

Aufgabe 3. (V) Sei K ein Koérper und A € M,,(K). Es gebe ein m > 1 mit A™ = 0,,x5,; eine solche
Matrix heift nilpotent.

(a) Zeigen Sie, dass I,, — A invertierbar ist und es gilt (I,, — A) "' =1, + A+ A%+ ...+ A™ L,
(b) Zeigen Sie, dass 0 der einzige Eigenwert von A ist.

Aufgabe 4. (V) Sei K ein Korper und betrachte den Vektorraum V' = Abb(Ny, K). Jedes f € V
ist also eine Folge f = (an)n>0 (oder einfach (ay)), wobei a, = f(n) fiir alle n > 0. Addition und
Skalarmultiplikation sind (wie iiblich) gegeben durch:

(an) + (bn) = (an +by) und s(an) = (sap) (fur s e K).
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Fir f = (ap) € V und g = (by,) € V definiere nun f * g := (¢,,) € V wobei

n
Cp 1= Z aiby—; = apbp + arb,—1 + agby 2 + ...+ ap_1b1 + anby fiir alle n > 0.
i=0
Diese Verkniipfung heifit Konvolution oder auch Cauchy-Produkt (wie in der Analysis). Zeigen
Sie, dass *: V x V — V assoziativ und kommutativ ist. Gibt es dazu ein neutrales Element?

Zusatzaufgabe. (S, 16 = 2 + 4 + 4 4+ 6 Bonuspunkte) Sei K = R. Wir betrachten die folgenden
linearen Abbildungen:

- x
2 3
gplzRQ—)RQ, v — T+ 3y , @2:R2—>R3, t — |z —y
y x—2y Yy
- r+y
x -~ x z
¢3:R3—>R2, Y l—)[y_'_ﬂ, @4:R3—>R3, yl — |y—=x
z Z r+z

Gegeben seien die Standardbasen B = {ej,es} und B’ = {e1,ez,e3} von R? und R3? (jeweils
bestehend aus den Einheitsvektoren). Aulerdem seien die folgenden Mengen von Vektoren gegeben:

. 0 1 0 1
C::{H’H}QRQ und  C':=¢ |1], [1],]0] p TR
0 1 1

(a) Zeigen Sie, dass C' eine Basis von R? und C” eine Basis von R? ist.
b) Bestimmen Sie die Basiswechelmatrizen M (idg2) und MS, (idgs) sowie deren Inverse.
B \'MR B R
(c) Bestimmen Sie die darstellenden Matrizen ME (1), M$, (p2), Mg(go;;) und Mg,/(<p4).
d) Bestimmen Sie die Minimalgleichungen fiir MEZ (1) und ME (¢4), sowie die Eigenwerte
B B
dieser beiden Matrizen.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben aufler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 5. und 6. Februar in den Ubungsgruppen.



