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Aufgabe 1. (S, 5 Punkte) Sei K = Q und V = P3(Q) Vektorraum der Polynomfunktionen vom
Grad < 3. Gegeben seien die Teilrdume

Ur={feVI]f1)=0} ud  Us:={f1, f2)o
wobei f1(z) = 22 + 1 und fo(z) = 23 + 1 fiir alle z € Q. Bestimmen Sie jeweils die Dimension von
Ui, U, U;NU; und Uy + Uy

und geben Sie fiir jeden Raum eine Basis an. Begriinden Sie Thre Antworten.

Aufgabe 2. (S, 4 Punkte) Sei K ein Korper und seien V' und W Vektorrdume iiber K. Sei B
eine Basis von V und C eine Basis von W. Nach Kapitel 2, §1, ist auch das direkte Produkt
VxW=A{(v,w)|veV,we W} ein K-Vekorraum. Zeigen Sie, dass die Menge

{(v,0w) |v e BYU{(Oy,w) |w e C}
eine Basis von V' x W ist.

Bemerkung: Insbesondere ist also dim(V x W) = dimV + dim W < oo, wenn V und W endlich
erzeugt sind.

Aufgabe 3. (V) Sei K ein Korper und n > 1. Gegeben seien fo, ..., f, € P,(K) mit f;(2) = 0 fiir
alle j € {0,...,n}. Zeigen Sie, dass das Tupel (fo, f1,..., fn) linear abhéngig ist.

Aufgabe 4. (S, 6 Punkte) Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen linear iiber K = R
sind. Bestimmen Sie im Fall einer linearen Abbildung jeweils Basen fiir den Kern und das Bild von f.
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Aufgabe 5. (V) Sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und ¢: V' — V eine lineare Abbildung
mit @ o ¢ = . Zeigen Sie:

(a) Fiir v e Vist v — p(v) € Kern(yp).
(b) Es gilt V' = Kern(p) @ Bild(y)



2

Aufgabe 6. (Z) Sei V' ein K-Vektorraum, der nicht endlich erzeugt (e.e.) ist, aber es gebe zumindest
eine abzdhlbare Teilmenge S C V mit V = (S) k. Ziel dieser Aufgabe ist es zu zeigen, dass V' auch
in diesem Fall eine Basis B mit B C S besitzt, ohne das Auswahlaxiom zu benutzen.

Sei dazu f: Ny — S eine bijektive Abbildung und schreibe v, = f(n) fiir alle n € Ny.
Uberlegen Sie, warum S # {0y} und (vg, v1, ..., 0m) K ; V fiir alle m > 0 gilt.

Wir kénnen dann rekursiv eine Folge (a,)nen, von natiirlichen Zahlen wie folgt definieren:
Sei ag := min{i € Ny | v; # Oy} und ay,41 := min{i € Ny | v; & (v, v1,...,04, )k} fiir n>0.

Zeigen Sie, dass B := {v,, | n € No} eine Basis von V ist.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben aufler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 22. und 23. Januar in den Ubungsgruppen.



