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Aufgabe 1. (S, 6 Punkte) Sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Fiir v,w € V mit v # 0
und w # 0 schreiben wir v ~ w, wenn es ein 0 # s € K gibt mit v = sw. Dies definiert eine Relation
auf V'\ {0}.

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Fiir 0 # v € V werde die Aquivalenzklasse von v
mit ¥ bezeichnet; dann ist 7 = {sv | 0 # s € K}. Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit P(V)
bezeichnet; diese Menge heifit der projektive Raum iiber V. Es ist also P(V) ={v |0 # v € V}.

(b) Sei V = K™ mit n € N. Bestimmen Sie fiir n = 2, 3 ein Reprisentantensystem der Aquivalenz-
klassen beziiglich ~.

(c) Sei p eine Primzahl und K = F,, der endliche Kérper mit p Elementen. Zeigen Sie: Fiir alle
n
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Aufgabe 2. (S, 4 Punkte) Gegeben seien die folgenden Spaltenvektoren in V = Q*:
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(a) Sei U := (uy,u2,u3)g C V. Bestimmen Sie, ob v € U bzw. w € U gilt.

(b) Ersetzen Sie in obigen Spaltenvektoren jede Ziffer k durch k und betrachten Sie diese Spalten-
vektoren damit als Elemente von F3 (wobei F3 der Kérper mit 3 Elementen ist).

Sei U’ := (u1, ug,u3)p, C V' := F4. Bestimmen Sie, ob v € U’ bzw. w € U’ gilt.

Aufgabe 3. (V) Wir betrachten R als Q-Vektorraum. Bestimmen Sie, ob v/3 € (1,v/2)g gilt oder
nicht.

Aufgabe 4. (S, 3 Punkte) Sei K ein Kérper und V ein K-Vekorraum. Gegeben seien vy, ..., v, € V.
Zeigen Sie, dass sich U := (vy,...,v,)k nicht dndert, wenn man eine der 3 folgenden Operationen
ausfiihrt (die analog zu elementaren Zeilenumformungen fiir Matrizen sind):

(i) Fiir 4 # j vertausche v; und v;.
(ii) Fir 0 # s € K ersetze v; durch sv;.
(iii) Fiir i # j und s € K ersetze vj durch vj + sv;.

Aufgabe 5. (V) Sei K und Kérper und A € K™*™.

(a) Sei A € K™ und V = K> Fiir 1 < i < m sei z; € K" die i-te Zeile von A. Dann
definieren wir ZR(A) := (z1,...,2zm)x € K" als den Zeilenraum von A. Zeigen Sie (mit Hilfe
von Aufgabe 4), dass sich ZR(A) nicht &ndert, wenn man elementare Zeilenumformungen (wie in

Kapitel 1, §2) auf A anwendet.
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(b) Sei nun A in Zeilenstufenform, mit » > 1 Stufen und Pivots 1 < j; < ... < j, < n. Sei
N(A) :={z € K" | Az = 0,,,} die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems mit
Matrix A. (In der Vorlesung wurde gezeigt, dass N(A) ein Teilraum von K" ist.) Zeigen Sie, dass
N(A) von n — r Spaltenvektoren erzeugt wird.

Aufgabe 6. (Z) Sei K ein Korper. Dann heiit die Menge X := P(K?) (siche Aufgabe 1) projektive
Ebene iiber K. Eine Teilmenge G C X heifit eine projektive Gerade, wenn es a,b,c € K gibt mit
(a,b,¢) # (0,0,0) und

x
G=XveX|v=|y| undar+by+cz=0
z

(a) Zeigen Sie, dass zwei verschiedene Punkte von X immer auf einer projektiven Geraden liegen und
dass sich zwei verschiedene projektive Geraden immer in einem Punkt von X schneiden. (Es gibt
hier also keine parallelen Geraden, die sich nicht schneiden, wie in der iiblichen reellen Ebene R2.)

(b) Sei p eine Primzahl und I, der endliche Korper mit p Elementen. Nach Aufgabe 1(c) gilt
|X| = p® 4+ p + 1. Zeigen Sie, dass es auch genau p? + p + 1 projektive Geraden gibt, dass jede
Gerade genau p 4+ 1 Punkte enthélt und jeder Punkt auf genau p + 1 Geraden liegt.

Auf der Webseite https://de.wikipedia.org/wiki/Projektive _Ebene finden Sie weitere Hinter-
grundinformationen und Motivationen zu diesem Thema.

Frohe Weihnachten und ein gutes neues Jahr 2019!

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die Aufgaben mit (V) sind zum Votieren bzw. zum
Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Die (Z)-Aufgaben sind Zusatzaufgaben auler Konkurrenz.
Sie werden in den Ubungen in der Regel nicht besprochen.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 8. und 9. Januar in den Ubungsgruppen.



