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Die Aufgaben auf diesem Ubungsblatt sind zum Selbststudium gedacht, oder kénnen
in den Ubungsgruppen der ersten Woche im Sommersemester besprochen werden.

Aufgabe 1. Sei V ein K-Vektorraum mit n := dimV < co. Sei B eine Basis von V. Fiir jedes
v eV sei Mp(v) € K™ der zugehorige Koordinatenvektor (siehe Skript §20). Zeigen Sie:

Die Abbildung ¢: V' — K", v — Mp(v), ist linear und bijektiv. Also ist V' isomorph zu K"; oder
noch einmal anders ausgedriickt: Alle K-Vektorrdume der Dimension n sind isomorph zueinander.

Aufgabe 2. Gegeben seien K-Vektorrdume V,W und eine lineare Abbildung ¢: V' — W. Sei
n=dmV < oo und m = dim W < oco. Seien B, B’ Basen von V und C,C’ Basen von W. Seien
T := ME (idy) € My(K) und P := M§ (idw) € My, (K) die zugehorigen Basiswechselmatrizen
(siehe Skript, Satz 20.6). Zeigen Sie die allgemeine Transformationsformel:

ME (p) =P -ME(p)-T.

Aufgabe 3. Sei V ein K-Vektorraum und ¢: V' — V linear. Ein Vektor v € V heifit Eigenvektor
von o, wenn v # Oy gilt und es ein A € K gibt mit ¢(v) = Av; in diesem Fall heifit A der zu v
gehorige Eigenwert. (Dies ist analog zur Definition von Eigenvektoren und Eigenwerten fiir Matrizen
A € M, (K); siehe Skript, §14.)

Sei nun n = dimV < oo und B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Sei A = Mp(p) € M,(K) die
darstellende Matrix von ¢ beziiglich B. Sei v € V und z := Mp(v) € K" der zugehérge Koordi-
natenvektor. Zeigen Sie: v ist ein Eigenvektor von ¢ genau dann, wenn z ein Eigenvektor von A ist.

Aufgabe 4. Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € End(V) fest. Fiir i € N setze ¢’ := po...0¢.
—_———
Fiir ein Polynom f = a4 X? + ...+ a1 X + ap € K[X] kénnen wir dann @ mal
f() = age? + ...+ a1p + apidy € End(V)
definieren. Sei nun n = dim V' < co. Zeigen Sie:
(a) Ist B eine Basis von V, so gilt Mp(f(¢)) = f(Mp(p)).

(b) Es gibt ein eindeutiges, normiertes Polynom fy € K[X] kleinsten Grades mit fo(p) = 0. Ist B
eine Basis von V und A := Mp(p) € M,(K), so gilt fo = pa (= Minimalpolynom von A, wie in
der Vorlesung §14 definiert).



Aufgabe 5. Sei V ein K-Vektorraum mit n = dim V' < oo, und ¢: V' — V eine lineare Abbildung.
Fiir d € N setze ¢ = po...0¢. Gilt ¢? = 0 fiir ein d € N, so heiit ¢ nilpotent.
N——

d mal

Sei nun ¢ nilpotent und d € N minimal mit ¢? = 0.
(a) Zeigen Sie: Kern(yp) # {Oy} und Bild(¢) G V.

(b) Zeigen Sie: {ov} S Kern(p) S Kern(¢?) S ... S Kern(p?') S Kern(p?) =V.

(c) Sei Bj eine Basis von Kern(y); ergiinze diese zu einer Basis By von Kern(y?), und so weiter,
bis wir schlieBlich eine Basis B := By von V = Kern(?) erhalten. Zeigen Sie, dass die darstellende
Matrix Mp(y) € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix mit 0 auf der Diagonalen ist.

Aufgabe 6. Ist A € M, (K) gegeben, so haben wir C(A) :={T € M,(K) | A-T =T- A} definiert;
siche Aufgabe 4, Blatt 12. Sei nun f € K[X] nicht-konstant, normiert mit n = Grad(f) > 1.
Sei Ay € M, (K) die Begleitmatrix zu f; dann ist f das Minimalpolynom von Ay (siehe Skript,
Lemma 15.9). Ziel dieser Aufgabe ist es, C(Af) zu bestimmen.

(a) Sind A, B € M, (K) gegeben, so setze C(A, B) :={T' € M,(K) | A-T = T-B}. Man sieht sofort,
dass C(A, B) ein Teilraum von M, (K) ist. Zeigen Sie: Fiir A € M,,(K) gilt dimC(A, Af) < n.

(Hinweis: Sei T' € C(A, Ay) und seien v1,...,v, € K™ die Spalten von T'. Beachte T'-e; = v1 und Ay - e; = e2. Dann
ist A-vi=A-T-e1 =T -Ay-e1 =T ez = vy; also ist v2 = 0, falls vi = 0,. Zeigen Sie analog, dass vz = 0,, falls
vz = Op, und so fort. Betrachte dann die lineare Abbildung ¢: C(A,Ay) - K", T +— T -e1.)

(b) Zeigen Sie: C(Af) = C(Af, Ay) = K[Ay], wobei K[Ay] wie im Skript, Definition 15.4, defi-
niert ist. Insbesondere ist also dimC(Ay) = n, und jedes T' € C(Ay) ist eine Linearkombination
von Potenzen von A;. (Hinweis: Benutzen Sie (a) und beachten Sie, dass A% € C(Ay) gilt fiir alle i € No.)

Aufgabe 7. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo. Gegeben sei eine nicht-leere, endliche
Teilmenge X C V mit Oy € X.
Zeigen Sie: Ist |K| = 0o, so gibt es eine lineare Abbildung ¢: V — K mit ¢(x) # 0 fiir alle z € X.

(Hinweis: Sei n = dimV und {v1,...,v,} eine Basis von V. Schreiben Sie jedes € X als Linearkombination von
V1,...,Vn. Fiir ¢ € K definiere eine lineare Abbildung ¢.: V — K durch ¢.(v;) := A firi = 1,...,n. Bestimmen Sie

Formeln fiir ¢.(x) fiir z € X. Uberlegen Sie sich, dass es ein ¢ geben muss, so dass p.(z) # 0 fiir alle z € X gilt.)



