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Aufgabe 1. (V) Gegeben seien die folgenden Vektoren in R3:

1 -3 3
v = 0 y V2 = 2 s V3 = —6 .
0 0 3

Diese Vektoren bilden eine Basis von R3. Sei {1, A2, A3} die zu {v1,v2.v3} duale Basis des Dual-
raums (R®)*. Nach Beispiel 38.2(a) gibt es Koeffizienten a;; € R (1 < i,j < 3) mit

I
)\j ([ X2 ]) = a1;T1 + az;x2 + az;T3 fur alle x; € R.
3
Bestimmen Sie diese Koeffizienten a;;. — Konnen Sie ein allgemeines Muster erkennen?
D.h., sind n linear unabhéngige Spaltenvektoren vy, ..., v, in K™ gegeben, wie konnen Sie dann

die dazu duale Basis von (K™)* bestimmen?

Aufgabe 2. (V) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit 1 <n =dimV < co. Sei V* der
Dualraum von V und seien Aq,..., A, € V*.

(a) Zeigen Sie: Gibt es ein Oy # v € V mit \;(v) =0 fiir ¢ = 1,...,n, so sind A,...,\, linear
abhéngig in V*. (Hinweis: Betrachten Sie den Annulator {v}° C V*.)

(b) Sei {A1,...,A\,} eine Basis von V*. Zeigen Sie: Es gibt eine Basis {v1,...,v,} von V, so dass
{AM,..., A\n} die zu {vyq,...,v,} duale Basis von V* ist.

Aufgabe 3. (S, 8=4+4 Punkte) Sei M3(Q) der Vektorraum der 3 x 3-Matrizen mit Eintrégen in
Q. Sei U C M3(Q) der Teilraum aller symmetrischen Matrizen. Sei M3(Q)* der Dualraum von
M3(Q) und U° C M3(Q)* der Annulator von U.

(a) Zeigen Sie dimU° = 3.
(b) Geben Sie explizit drei Linearformen A1, A2, A3 € U°® an (das sind also Elemente von M3(Q)*,
d.h., lineare Abbildungen \;: M3(Q) — Q), die eine Basis von U° bilden.

Aufgabe 4. (S, 6 Punkte) Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und ¢: V' — W eine
lineare Abbildung. Sei ¢*: W* — V* die duale Abbildung. Zeigen Sie:

Kern(p*) = Bild(p)° und dim Kern(¢*) = dim Kern(¢) + dim W — dim V.

Aufgabe 5. (V)

(a) Zeigen Sie, dass im Tensorprodukt R? ® R? folgende Identitit gilt:

! =6 ) +3(
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(b) Wahr oder falsch: In R2@R? lisst sich jedes Element schreiben als x®y mit z,y € R?. — Beweis
oder Gegenbeispiel. (Hinweis: Satz 39.3, dessen Beweis eine Basis von R? ® R? beschreibt.)

Aufgabe 6. (V) Fiithren Sie die Details in Beispiel 39.6 aus.

Aufgabe 7. (Z) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit dim V' < co. Fiir einen Teilraum
U CV sei U° C V* der Annulator von U.

(a) Zeigen Sie: Die Zuordnung U +— U®° definiert eine Bijektion zwischen der Menge der Teilrdume
von V und der Menge der Teilraume von V*. Dabei kehren sich Inklusionen um, d.h., sind Uy, Uy C
V Teilraume mit Uy C Uy, so gilt U5 C U7.

(b) Sei p eine Primzahl und K = F, der Kérper mit p Elementen. Wieviele 1-dimensionale
Teilrdume gibt es in F) ? Wieviele 1-dimensionale Teilriume gibt es in (F;)* ? Und wieviele
(n — 1)-dimensionale Teilriume gibt es schliefilich in [} ?

Aufgabe 8. (Z) Gegeben seien K-Vektorrdume U, V, W sowie eine lineare Abbildung ¢: V' — W.
Zeigen Sie:

(a) Es gibt genau eine lineare Abbildung ¢: U®V — U @ W mit ¢(u ® v) = u® p(v) fir alle
vweUundveV.

(b) Ist ¢ surjektiv, so ist auch ¢ surjektiv.

(c) Ist ¢ injektiv, so ist auch ¢ injektiv.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die mit (V) markierten Aufgaben sind zum Votieren
bzw. zum Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Aufgaben mit (Z) sind zusdtzliche Aufgaben.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 19. und 20. Juli in den [jbungsgruppen.
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