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Zunichst eine allgemeine Vorbemerkung, die sich fiir das Rechnen mit Matrizen oft als niitzlich
erweist. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Sei T' = [ti;]i<ij<n € Mn(R) und 1 < m < n. Ziehen
wir in 7" nach den ersten m Zeilen und den ersten m Spalten jeweils einen Trennstrich, so kénnen

wir uns 1" als aufgebaut aus 4 kleineren Matrizen vorstellen:

A|B
C|D

Sei nun auch 7" € M,(R) nach obigem Schema in ”Késtchen” (oder “Blocke”) aufgeteilt, mit

T = mit Ae R™™ B¢ Rmx("*m)’ C e R(n*m)Xm’ D e R(n—m)x(n—m)

analogen kleineren Matrizen A’, B',C’, D'. Uberzeugen Sie sich davon, dass dann gilt:

A \ B A-A' + B-C' \ A-B' + B-D'
ClD C-A' + D-C' \ C-B' + D-D'

A B
C/‘D/

T T =

)

d.h., man kann T und 7" "késtchenweise” (oder “blockweise”) multiplizieren. (Dies wird zum
Beispiel im Beweis von Satz 23.4 der Vorlesung benutzt.) Machen Sie sich dies explizit an einem

Beispiel mit n = 3 und m = 2 klar.

A|B
Aufgabe 1. (V) Sei K ein Korper, 1 < m < n und <D € M, (K) eine Blockmatrix wie
oben, mit A € K™*™ B e Km*n=m) ¢ ¢ Kn—mxm [ ¢ gn=m)x(n=m) Qej det(A) # 0.
Al B I | 0msinom | A B ,
(a) Zeigen Sie, dass ‘ = — ‘ x(n-m) | ‘ — gilt.
C|D CA| m O(n—myxm | D — C-A"1-B
. A| B gy
(b) Folgern Sie, dass det( -1D ) = det(A) - det(D — CA™"B) gilt.
1201
. . . : . . 0110
(c) Berechnen Sie auf diese Weise (mit m = 2) die Determinante von 199 1 € My(F3).
2 101

Die Matrix D — C-A~!-B heifit Schur-Komplement zu A (nach Issai Schur, 1875-1941);
siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Issai_Schur.

Aufgabe 2. (V) Berechnen Sie, ohne Benutzung eines Computers, det(A) fiir die folgenden Ma-

trizen:
6 1 V2 18 2 55
VAT N S V£ A= |7 1 4| € M3(K
(a) A= 3 2V e My(R), (b) Lo 3(K)
20 1000 0 10 139
o ¥ o0 o0 fir K = F3, K = F5 und K = Fy7.



Hinweis: Benutzen Sie geschickt elementare Zeilenumformungen; wegen det(A) = det(A™) konnen
Sie zusétzlich auch noch elementare Spaltenumformungen verwenden. Fiir (b) : die Zahlen 255,
714 und 1139 sind Vielfache von 17.

Aufgabe 3. (S, 6=2+4 Punkte) Sei n > 1 und A,, = [a;;] € M,,(Q) die Matrix mit

2 falls 7 = j,
a;; =4 —1 fallsi=j+ 1 oderi=j —1,
0 sonst.

(a) Schreiben Sie A, fiir n = 1,2, 3,4 explizit auf und berechnen Sie det(A,,).
(b) "Raten” Sie mit den Ergebnissen aus (a) eine allgemeine Formel fiir det(A,,) und beweisen

Sie diese Formel (z.B. mit vollstdndiger Induktion).

Aufgabe 4. (V) Sei n > 2. Gegeben seien zi,..., 2, € C sowie Polynome fi,..., f, € C[X] mit
fi # 0 und Grad(f;) < mn — 2 fiir alle i. Berechnen Sie

filz1)  fi(ze) - filzn)

det( f2(:21) f2(122) f2(.2n) )

Aufgabe 5. (S, 8=3+5 Punkte) Gegeben sei die Matrix A(t) = € M3(Q) fir t € Q.

N O =
N
S =

(a) Bestimmmen Sie alle t € Q fiir welche A() invertierbar ist.
(b) Sei t € Q so, dass A(t) invertierbar ist. Bestimmen Sie A(t)~! mit Hilfe der Formel
A(t)~ = det(A(t)) "' A(t) wobei A(t) die Adjunkte von A(t) ist.

Schriftliche Aufgaben sind mit (S) markiert. Die mit (V) markierten Aufgaben sind zum Votieren
bzw. zum Vorrechnen in den Gruppeniibungen. Aufgaben mit (Z) sind zusdtzliche Aufgaben.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: 3. und 4. Mai in den Ubungsgruppen.
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